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RESUMO

RAMOS, R. C. S. S. Expressdoes Numéricas: Imbricagdes entre os Campos Conceituais
Aditivo e Multiplicativo. 244f. Tese (Doutorado em Educagdo em Ciéncias — Quimica da
Vida e Saude) — Programa de Pos Graduagao em Educacdo em Ciéncias, Universidade
Federal do Rio Grande, Rio Grande, 2023.

Uma expressao numérica ¢ uma representagdo matematica que contém necessariamente
nimeros e operagdes e pode conter sinais de associacdo para organizar a sua prevaléncia
operatoria. Comumente, desde os anos iniciais, as expressoes numericas sao trabalhadas como
conjunto de regras e técnicas a memorizar e grande parte dos erros referentes a este contetido
diz respeito as regras de prevaléncia, pois os estudantes ndo atribuem significado as mesmas.
Estudos sugerem que, mediante a resolu¢do de problemas com as quatro operagdes e sua
representacao por meio de expressdes numéricas, se discutam os sentidos das operacdes e dos
nimeros. Embasados na Teoria dos Campos Conceituais, compreende-se que existe uma
ruptura entre o sentido de numero do Campo Conceitual Aditivo para o Campo Conceitual
Multiplicativo e, problemas mistos, representados por expressdes numéricas, contemplam
ambos os sentidos. Compreendem-se problemas mistos, como aqueles que contemplam
adicdo ou subtracdo e divisdo ou multiplicacdo simultaneamente. Desta forma, buscou-se
analisar as estratégias e processos de pensamento de estudantes de 6° ano e 8° ano, em uma
situacdo que pode ser representada por expressdes numéricas, por meio do Método Clinico, a
fim de compreender como pode se dar a imbricagdo entre os Campos Conceituais Aditivo e
Multiplicativo. Esta pesquisa ¢ constituida por trés estudos. O primeiro ¢ um levantamento
sobre as expressoes numéricas em textos cientificos. O segundo ¢ um estudo descritivo sobre
como livros didaticos apresentam as expressdes numéricas. O terceiro ¢ uma pesquisa quase
experimental que analisa como estudantes do Ensino Fundamental mobilizam os elementos de
uma expressdo numérica. Por meio do Método Clinico Piagetiano, foram entrevistados 25
estudantes de escolas publicas de Pelotas/RS, do 6° ano e do 8° ano. Os resultados indicam
que as expressdes numéricas sao analisadas quanto a sua escrita e resolu¢do. A hierarquia das
quatro operagdes ¢ um conhecimento 16gico devido as operagdes matematicas € sua ordem de
prevaléncia, e cultural, no que toca aos sinais de associacdo. As expressdes numéricas sao
trabalhadas de forma descontextualizada e a maior parte dos erros diz respeito a ordem das
operagdes e ao sentido dos numeros. Sugere-se que a hierarquia das operagdes seja
trabalhada, tanto na escrita quanto na resolucao, a partir de problemas contextualizados, a fim
de proporcionar a compreensdo dos sentidos dos nimeros e operagdes. Mediante o Método
Clinico, constatou-se que os estudantes t€ém desenvolvimentos diferentes para expressoes
numéricas descontextualizadas e na forma de situagdo problema. O estudo diz respeito a
ordem das operagdes, aos esquemas, diagramas e expressoes numéricas referentes, as
representacdes utilizadas pelos estudantes e aos sentidos das operagdes usadas na resolucao
do problema misto, organizadas em trés niveis. O nivel basico diz respeito a respostas
idiossincraticas, o nivel intermediario, aos processos coerentes, mas sem o uso de expressdes
numéricas, € o nivel mais avangado, aqueles desenvolvimentos que expressaram de forma
simbdlica o problema, com o uso de mais de uma operacdo na mesma representacdo, em
forma de expressao numérica. Conclui-se que os estudantes, que representaram e resolveram
o problema por meio de uma expressdo numérica, conhecem os sentidos das operagdes e
realizam a imbricagdo entre o Campo Conceitual Aditivo e o Campo Conceitual
Multiplicativo em suas representacdes.



Palavras-chave: Expressdes Numéricas; Teoria dos Campos Conceituais; Imbricacao;
Problemas Mistos.



ABSTRACT

RAMOS, R. C. S. S. Expressdes Numéricas: Imbricacdes entre os Campos Conceituais
Aditivo e Multiplicativo. 244 f. Tese (Doutorado em Educagdao em Ciéncias — Quimica da
Vida e Saude) — Programa de Pos Graduagdo em Educacdo em Ciéncias, Universidade
Federal do Rio Grande, Rio Grande, 2023.

A numerical expression is a mathematical representation that necessarily contains numbers
and operations and may contain association signs to organize its operative prevalence.
Commonly, since the early years, numerical expressions are worked as a set of rules and
techniques to be memorized and a large part of the errors regarding this content is related to
the prevalence rules, because students do not assign meaning to them. Studies suggest that, by
solving problems with the four operations and their representation through numerical
expressions, the meaning of operations and numbers should be discussed. Based on the
Conceptual Fields Theory, it is understood that there is a rupture between the meaning of
number from the Additive Conceptual Field to the Multiplicative Conceptual Field, and that
mixed problems, represented by numerical expressions, contemplate both meanings. Mixed
problems are understood as those that contemplate addition or subtraction and division or
multiplication simultaneously. In this way, we sought to analyze the strategies and thought
processes of 6th and 8th grade students, in a situation that can be represented by numerical
expressions, by means of the Clinical Method, in order to understand how the imbrication
between the Additive and Multiplicative Conceptual Fields can occur. This research consists
of three studies. The first is a survey about numerical expressions in scientific texts. The
second is a descriptive study about how textbooks present numerical expressions. The third is
a quasi-experimental research that analyzes how elementary school students mobilize the
elements of a numerical expression. Through the Piagetian Clinical Method, 25 6th and 8th
grade students from public schools in Pelotas/RS were interviewed. The results indicate that
numerical expressions are analyzed in terms of their writing and resolution. The hierarchy of
the four operations is a logical knowledge due to the mathematical operations and their order
of prevalence, and cultural, regarding the association signs. Numerical expressions are
worked in a decontextualized manner and most errors concern the order of operations and the
meaning of numbers. It is suggested that the hierarchy of operations be worked on, both in
writing and in solving, based on contextualized problems, in order to provide an
understanding of the meaning of numbers and operations. Through the Clinical Method, it
was found that students have different developments for decontextualized numerical
expressions and in the form of a problem situation. The study concerns the order of
operations, the referring schemes, diagrams and numerical expressions, the representations
used by the students and the meanings of the operations used in solving the mixed problem,
organized into three levels. The basic level refers to idiosyncratic answers, the intermediate
level, to coherent processes, but without the use of numerical expressions, and the most
advanced level, to those developments that expressed the problem in a symbolic way, with the
use of more than one operation in the same representation, in the form of a numerical
expression. It is concluded that the students, who represented and solved the problem by
means of a numerical expression, know the meanings of the operations and realize the
imbrication between the Additive Conceptual Field and the Multiplicative Conceptual Field in
their representations.



Key-words: Numerical Expressions; Conceptual Fields Theory; Imbrication; Mixed
Problems.
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1 CARACTERIZACAO DO TEMA - EXPRESSOES NUMERICAS

Apresentamos as expressdes numéricas em suas possibilidades de escrita matematica,
como legado social e cultural, e como representagao de problemas mistos. Sua poténcia de
representacdo e sua normatizacdo logica e organizacional se constituem com maior sentido
quando estudantes resolvem problemas e deles extraem as regras e técnicas necessarias a sua
escrita € ao seu desenvolvimento. Diante desta realidade, a Teoria dos Campos Conceituais
permite que analisemos as estratégias e as movimentagdes dos estudantes ao escreverem e

resolverem uma expressdo numérica.

1.1 Motivagdes para este estudo

As motivagoes para o estudo das expressdes numéricas sao tanto de cunho afetivo, por
tratd-las como um jogo puzzle quando crianca, ¢ delas me movimentar para aprender
Matematica, quanto constituintes de minha professoralidade, no sentido de compreender
como essa representagdo matematica simbdlica se constitui no jogo de significacdes e
negociagdes dos sentidos dos nimeros e operagdes em problemas matematicos.

Sou professora de instituicdo publica. Na década de 1990 trabalhei como professora
dos anos iniciais do Ensino Fundamental em rede municipal e estadual, nas décadas de 2000 e
2010, como professora de Matematica nos anos finais do Ensino Fundamental e no Ensino
Médio, na rede estadual, e, desde o meio da década de 2000 até hoje, na rede federal de
ensino, atuando em Educagao Matematica no curso de Licenciatura em Matematica.

Desde 2012 constituimos o Laboratorio Multilinguagens (LAM), na Universidade
Federal de Pelotas (UFPel), que abriga projetos de ensino, pesquisa e extensdo voltados a
aprendizagem dos diversos conceitos, € a formacao docente. Nossos projetos sao realizados
em parceria com o Grupo de Pesquisa em Educacdo Matematica nos Anos Iniciais
(GEEMAI), do qual fazemos parte. Em uma das discussdes do grupo, no qual ja
trabalhdvamos textos de Teoria dos Campos Conceituais para estudar a compreensdo de
outros conceitos, as expressoes numeéricas surgiram para o debate a partir da experiéncia de
professores da Educacdo Bésica. Desta forma, unindo minhas motivagdes pessoais as
demandas de escolas, resolvemos estudar as expressdes numéricas.

Para isso, usamos o arcabouco teérico dos Campos Conceituais de Vergnaud (1990),
que nos permite tracar um olhar investigativo sobre as classes de situacdes das operagdes

matematicas e sobre o processo de compreensao e representacao simbolica dessas situagoes,
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com vistas a imbricacdo entre os campos conceituais aditivo e multiplicativo.

Considerando que, como quebra-cabecas, as expressdes numéricas sdo um processo de
regras ¢ algoritmos, dar-se conta dos processos de construgdo destas regras € um passo
epistemologico na constitui¢ao do que e de como queremos trabalhar matematicamente com
nossos alunos, pois, mais do que um quebra-cabecgas, as expressdes numéricas sao uma forma
de representar matematicamente problemas aritméticos, e por meio deles possibilitamos aos

alunos a construgao dessas regras e significagdes (PARMEGIANI, 2011).

1.2 Expressar algo numericamente

As expressdes numéricas sdo um tipo de representacdo matematica, na forma
simbdlica. Obedecem a propriedades aritméticas, possuem numeros, operadores ¢ podem
conter sinais de associacao, e seu resultado ¢ inico e numérico. Pode representar uma situacao
envolvendo nimeros e operagdes em linguagem algébrica. E caracterizada tanto por sua
escrita quanto pela sua resolucao (ANDRINI, 1975; ARRAIS, 2006, PINTO et al., 2019).

Sendo composta somente por nimeros, operacdes entre esses nimeros € sinais de
associacdo, €, necessariamente, por numeros € operagdes entre esses numeros. A escrita das
expressOes numéricas necessariamente se da na horizontal, conforme o texto padrao da
Lingua Portuguesa, e sua leitura se d4 da esquerda para a direita. No entanto, seus elementos
(nimeros e operagdes) podem ser organizados de forma prévia de qualquer parte da
expressao. Esta forma de escrever essa expressao ¢ chamada de Infixa (PINTO et al., 2019).
Outras notagdes, chamadas de posfixa e prefixa serdo explicadas adiante.

A respeito da resolucdo, toda expressdo numérica deve ter um, e somente um,
resultado correto. A resolucdo em expressdes numéricas precisa respeitar as propriedades
aritméticas dos conjuntos cujo dominio estao inseridas, no caso do Corpo dos Numeros Reais:
associativa, comutativa, elemento neutro, elemento inverso, distributividade da multiplicagdo
em relacdo a adi¢do (OTTES; FAJARDO, 2017).

A ordem de resolucdo das operagdes segue uma regra de prevaléncia, que indica qual
operacdo deve prevalecer, nao qual deve ser resolvida primeiro, isso contraria o que os livros
didaticos trazem como regra. A resolugdo das quatro operagdes na ordem em que aparecem,
primeiramente multiplicagdes e divisdes, posteriormente adi¢des e subtragdes. A respeito dos
sinais de associagdo, inicialmente eliminam-se os parénteses, colchetes e chaves, nesta ordem.
(FREITAS, 2014).

A regra nao ¢ de qual operagdo ¢ feita primeiro, mas qual prevalece entre duas, e isso ¢
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compreendido ao se construir o conceito de nimero nas operagdes, por exemplo, na expressao
8+5+2x7+4, realizar primeiro a operacdo 8+5 ndo ¢ errado, pois o termo (8+5) ndo estd
associado a nenhuma multiplicagdo, mas realizar a adicdo 7+4 incorre em erro, pois o 7 esta
multiplicando o 2 em (2x7). A multiplicacao prevalece sobre a adigao.

Prevalecem os sinais de associagdo e suas operacdes internas, €, para as quatro
operacgdes, a multiplicacdo e a divisdo na ordem que aparecem, da esquerda para a direita,
seguindo-se pela adicdo e subtracdo na ordem que aparecem, da esquerda para a direita.
Ressalta-se aqui a sugestdo de ndo se usar mnemoénica como PEMDAS, BIDMAS, BEDMAS
ou BODMAS', pois além de ndo fazer sentido, nio obedece as regras de prevaléncia
(BENDER, 1962, JONSSON, 2016, ALI RAHMAN et al., 2016).

Existe um algoritmo para a resolugao das expressdes numéricas, € funciona. Mas entre
decorar os passos e constituir a ldgica necessaria para os mesmos, estd um abismo entre fazer
e compreender o que faz. Operar ¢ importante, mas para além de um raciocinio operatorio,
esperamos uma logica formal que permita aos estudantes explicitarem os porqués dos seus

fazeres, com um raciocinio predicativo (VERGNAUD, 2007).

1.3 Conhecimento cultural e légico expresso em niimeros

Bender (1962) prenunciou a possibilidade de escrever as expressdes numéricas de
forma diferente, de modo a ndo necessitar sinais de associacdo, mas advertiu quanto a
“retreinar” todos os que conhecem o procedimento usual. As notagdes que seguem foram
criadas para economia em processamento de dados em computagao.

Em informética costuma-se usar o termo expressdo aritmética para as expressoes
numéricas. A forma convencional utilizada comumente ¢ denominada infixa. Em virtude dos
computadores processarem os dados de forma parcial, o uso de regras de prevaléncia e sinais
de associagdo nao ¢ o mais indicado. Para isso, os computadores armazenam seus dados na
pilha (como em empilhamento), como memoria, nos quais os nimeros entre si se empilham, e
sO operam ao ser digitado um sinal de operagao.

Duas notagdes permitem que sinais de associagdo nao sejam utilizados € ao mesmo

tempo se obedecam as regras de prevaléncia, a saber: Notagcdo polonesa (prefixa) e notagao

! Acronimos mneménicos utilizados em paises anglofonos para lembrar a ordem das operagdes, como please
excuse my dear aunt Sally — PEMDAS, que propdem a ordem de parénteses, expoentes, multiplicagdo, divisao,
adigdo e subtracdo, sugestionando para o erro de realizar as multiplicacdes antes das divisdes, por exemplo. As
outras versdes usam I para indices, B para brackets (parénteses e colchetes), e O para orders (raizes e
potenciacdo), mas seguem a mesma logica.
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polonesa invertida (posfixa). Rosen (2010) apresenta que além da escrita da expressao
numérica em uma ordem diferente, as expressdes sdo analisadas por meio de grafos conexos
nao orientados que ndo contém nenhum ciclo simples, denominados arvores.

Segundo Morais et al. (2018, p. 21), expressdes aritméticas possuem operadores
aritméticos e seus operandos sdo constantes e/ou variaveis do tipo numérico (inteiro ou real).
Chama de operadores aritméticos os sinais das operagdes e os sinais de associagdo. A ordem

de prevaléncia ¢ chamada de ordem de precedéncia, conforme Figura 1.

Figura 1 — Ordem de precedéncia em expressées aritméticas

Precedéncia entre os operadores

o
parénteses mais internos -
funcbes matematicas

-/

+ -

Fonte: Morais et al. (2018, p. 13).

A explicagdo da Figura 1, segundo os autores, ¢ que os operadores de mesma
precedéncia sao resolvidos da esquerda para a direita, na ordem que aparecerem na expressao.

Para se transformar uma expressdo aritmética, os delimitadores agrupam cadeias de
texto ou dados simples em subpartes, marcando o inicio e o final do grupo. Os delimitadores
devem ser emparelhados e equilibrados, podendo-se usar parénteses em expressoes
matematicas para agrupar ou substituir a ordem de precedéncia para as operagdes (PINTO et
al., 2018).

Os delimitadores devem ser usados conforme seus tipos correspondentes, em pares:
{ },[ 1e( ). A posicdo dos delimitadores deve ocorrer de modo que um delimitador de
abertura dentro de um par externo seja fechado dentro do mesmo par externo. Por exemplo,
se abrir um colchete, depois abrir um parénteses, o parénteses deve ser fechado antes do
colchete ser fechado.

Segundo Pinto et al. (2019), expressdes matematicas sdo muito faceis de serem
avaliadas por humanos, mas a tarefa ¢ mais dificil em um programa de computador quando
essa expressao € representada por uma string (cadeia de caracteres). Entdo a alternativa de
programacdo € organizar as expressdes de modo que a cada caractere inserido na pilha, o

préximo seja relacionado a ele, formando, assim, as expressdes prefixa, na qual os operadores
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vém antes dos numeros, e a posfixa, na qual os numeros e operadores sao inseridos na pilha
conforme ordem de operacdo, esta ultima largamente utilizada em calculadoras comuns,

conforme exemplo no Quadro 1.

Quadro 1 — Representagdes de uma expressao numérica

Expressao infixa Expressao prefixa Expressao posfixa

(2+3)x4 x+234 23+4x

Fonte: adaptado de Miller e Ranum (2011).

Julgamos importante apresentar tais formas de escrever uma expressdo numeérica para
discutir o conhecimento logico e o conhecimento cultural/social que envolvem esta
representacdo simbolica. Os sinais de associacdo sdo uma convengao social, mas a ordem de
prevaléncia das operagdes ¢ de carater logico e provém do sentido dos numeros nas
operacoes.

Os sentidos dos nuimeros sdo construidos pelas criancas conforme se deparam com
situagdes a resolver, sendo assim, para a construg¢do logica do regramento presente nas
expressdes numéricas, percebemos a necessidade de nos atrelarmos a Teoria dos Campos
Conceituais, que entende que cada campo conceitual tem esquemas especificos que se
formam e ampliam mediante o enfrentamento de uma série de situacdes a eles pertinentes
(VERGNAUD, 2009b).

A Teoria dos Campos Conceituais visa o desenvolvimento do conhecimento dos
conteudos, e se liga a Didatica no sentido de entender o ensino e a aprendizagem por um viés

cognitivista, e a abordaremos de forma mais aprofundada no capitulo de Referencial Tedrico.

1.4 Expressoes numéricas como expressao de um pensamento sobre aprendizagem

Nem sempre as expressoes foram trabalhadas como problemas, e os livros didaticos,
que sao um retrato do ensino através dos tempos, confirmam. Por motivos afetivos,
escolhemos as obras do autor Alvaro Andrini, que escreveu livros de Matematica para
diversas geragdes, incluindo a nossa. A Figura 2 expressa algumas capas de livros didaticos
de Matematica deste autor ao longo dos anos. Os dois primeiros marcaram nossa infancia, e

sdo parte da motivagdo® que nos impele a estudar expressdes numéricas.

2 " . . " . N . .
Meu gosto pela Matematica veio por brincar de Matematica com os livros de meus irmaos mais velhos, e fazia

isso seguindo o modelo. Para mim era divertido e satisfatorio seguir o modelo e entender como o jogo produzido

pelos numeros e pelas letras funcionava. Era crianca, ndo tinha muito que fazer, brincava de escolinha com meus
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Figura 2 — Capas de livros didaticos com autoria ou co-autoria de Alvaro Andrini

ENSING OBJETIVO DE

MATEMATICA

Alvaro Andrini

PRATICANDO
MATEMATICA

5 série

1975 1984 1989 2006 2012

Fonte: Editora do Brasil.

Historicamente, as expressdes numéricas tiveram protagonismo dentre os contetidos
trabalhados no Ensino Fundamental, o que se reflete nos livros didaticos, os quais primam
pelas regras e técnicas no ensino de expressoes numéricas (FREITAS, 2014, OTTES, 2016).

Os chamados “carro¢des® eram tarefa ardua de operacdo algoritmica, trabalhada por
estudantes apds as licdes de operagdes numéricas. O carater procedimental, incluindo o passo-
a-passo de resolucdo, era apresentado como a solugdo de uma expressdo numérica, definida
como uma sequéncia de operagdes cujo resultado ¢ um unico nimero (TOSTES, 2015).

Para ilustrar tais afirmagdes, apresentamos a abordagem dada as expressdes numéricas
por um mesmo autor ao longo dos anos: Andrini (1975, 1989) e Andrini e Vasconcelos
(2012). A escolha deste se deu devido ao autor estar em atuagdo ha pelo menos 45 anos no
mercado de livros didaticos.

A capa do livro de 1975 nos traz duas cenas. Na primeira as criancas estdo se
divertindo, jogando futebol com uma bola cheia de simbolos matematicos, na segunda, um
didlogo entre duas criangas, uma carregando uma caixa em uma das maos e dizendo “eu
fiquei forte fazendo exercicios fisicos” e a outra segurando uma caixa com uma roldana e
dizendo “eu fiquei inteligente fazendo exercicios de Matematica” (ANDRINI, 1975). A ideia
de ficar inteligente fazendo exercicios ¢ bastante coerente com a proposta do livro, que
apresenta definicdes, exercicios resolvidos e exercicios. No livro Ensino Objetivo de
Matematica, o autor define brevemente as expressdes numéricas, € apresenta um exemplo,

conforme Figura 3.

gatos e resolvia exercicios, e nesse ponto as expressdes numéricas foram uma espécie de quebra-cabecas. Meus
irmdos, em média 20 anos mais velhos que eu, me faziam charadas matematicas, as quais ficaram em minha
memoria afetiva. O livro de meus irmaos era Andrini (1975) e o usado por mim em sala de aula era Andrini
(1984).

*Em depoimento de Osvaldo Sangiorgi, citado por Burigo (2008, p.46), carrocdes sdo utilizados como sindnimos
de expressdes numéricas com procedimentos enfadonhos e com muitas operagdes.
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Figura 3 — Excertos de livro didatico de 1975 — apresentacio das expressdes numéricas

st

f

O [1 i
Estes sinais devem ser eliminados nesta ordem:
1) perénteses [}
2°) colchetes r
3r) chaves ]

ERCICINS
Calcular os vzlores das seguintes expressdes:
1) 45 — [12 — 4 + (2 4+ 1))
45 — [12 — 4 + 3]
45 — [ 8 + 3]
45 — 11 = 34

Calcule os valores das seguintes expressdes:
1) 30 — (5 + 3)

2) (10 +5) — (1 + 6)

3) 7T-(8-3)+1

=/,

s
= AP

Os resultados das expressaes que vém a seguir estdo certos. Caloule a

valor de cada expresséo e confira o resultado

a) 7+4x5
Resposta = 27

b) 40:5 + 3
Resposta = 11

c) 20 -6:2
Resposta = 17

QuaL
( OPERACAO Gue
DEVO REALiZAR
) co\ e

PRIMEIRO.

)

m expressbes onde sperecem os sinais de associagdo

pressao mumérica um conjuntc de ndmercgs reunidos pot

Fonte: Andrini (1975, p. 54-56, 67-69).

Vocé deve ter

do que nessas expressdes as se realizam,

obedecendo 2 seguinte ordem:

1

22

Se houver sinais de iagdo (| , colch

) multiplicagdes e dlvlsﬁés

)} adicbes e subtragbes

chaves), devemos

proceder da maneira como mostramos anteriormente.

1) 15 + [3x6—2) — (10 —6:2) + 1]
15 + [(18 = 2) — (10°= 3) + 1]
15 + [16 = 7 + 1]
15 + [9 + 1]
15 + 10 = 25

1) Calcule o valor das seguintes expressbes:

a) 7+ 15:3 =

b) 4x5+1=

€ T0:7 1=

d) 4x3+10:2=

e) 0:5-1+2x3=

2) Calcular o valor das seguintes expressbes

a)

b)

€

d,

.

[B04+2x(5-3)]x2—10

(4+2x5) -3

N i

20 — (15 + 6 : 3)

16 + [6 + (B — 4:2)]
- _7[3;'(;},,2,:@
R 2

0+ {20 - 2 % [3 - (6 - &)1}

10073K<5+B:2*[4X2—3x(776)]>

A definicdo como conjunto de numeros reunidos por sinais de operagdo € sucinta e

necessita de contexto puramente matematico para ser compreendida. E um carater

informativo. No livro de 1989, ilustrado na Figura 4, acompanhamos um exemplo antes da

explicagdo, e explicitamente a ordem de prevaléncia das operagoes.
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Figura 4 — Excerto de um livro didatico de 1989 — apresentagdo das expressdes numéricas

EXPRESSOES NUMERICAS COM ADIGAO E SUBTRACAO
a) As operagbes de adicio e de subtragfo sdo efetuadas na ordem em que apa-

recem.

Exemplos:

97-3+1-2= O 15-1-245=
=4+1=-2= =14-2+5=
=5-2= , =12+5=

=3 =17

g

Existem expressbes onde aparecem os sinais de associago e que devem

ser eliminados nesta ordem:
19) parénteses (
29 colchetes |
3°) chaves {

Exempilo:

74 +{10-[5-(6-4)+1]} =

74+{10-[5-2+1]}=

74+ {10-[3+1]}=

74+{10-4}=

74 +6=

= 80
EXERCIiCIOS
1) Calcule o valor das expressdes:

)
]
}

L]

a) 0-1+8-4 1 d)45-18+3+1-2 2
b) 12-8+9~3 1 e) 75-10-8+5-1 ¢
c)25-1-4-7 13 ) 10+45-6-3-3+1

2) Calcule o valor das expressoés:

a) 30-(5+3) 22 d) 23-(2+8)-7 ¢
b) 15+(8+2) 25 e) (10+5)=(1+86) ¢
)25 -(10-1-3)1 ) 7-(8-3)+13

Fonte: Andrini (1989, p.58).

Podemos reparar que apoOs apresentagcdo breve e alguns exercicios, seguiam outros
mais complexos e posteriormente, de aplicacdo, com situagdes problema. A Figura 5 tem a
intencdo de permitir a visualizagdo do todo, a predomindncia de expressdes a serem
calculadas e as aplicacdes na forma de situagdes ao final do topico. Tem-se, portanto, a ideia
de dizer como faz, exercitar o fazer e, apds saber operar, aplicar em situagdes. A
aprendizagem das expressoes numéricas se dava pelo manejo das operacdes, ensinadas como

processo algoritmico, sem a necessidade de proporcionar significados a estes objetos

matematicos (SILVA; ARRUDA, 2011).
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Figura 5 — Apresentacio do estudo de expressées numéricas em 1989 em um livro diditico.

3) Calcule o valor das expressSes: 6) Um objeto custa R$ 7.453,00. Por quanto se deve vender esse objeto para
lucrar  R$ 1,079,007 RS 8 532,00 .
a) 25-[104(7-4)] =
b) 32 +[10-(9-4) +8) 7) A soma das idades de dois rm&os é 48 anos. Quanto serd a soma das ida-
0) 45-[12-4+(2+1)] 3 des daquia 5 anos? 0"

d 70~{20-[10=(5=1)]} = £
8) No dia de receber o meu saldrio, que é de R$B42,00, eu j4 havia feitc dois

62 +{13-[0-(4+1)+2]-1} ¥ vales, sendo um de RS 147,20 e outro de  R$ 60,90, Quanto eu tinha para
1) 53-{20-[30~(15=1+6)+2]} recober? AT
g) B2-{16=[7-(B-4)+1]} s
h) 20-{B4[3+(8=5)=1]+8} 1 89) Um prémio deve ser distribuido para 2 pessoas. A primeira recebe RS
i 75.425,00. A segunda o que a primeira recebeu mais R$ 2.135,00. Qual o
) 16 + {26 — [2 — (8 — 6)] + 2} « valor desse prémio? s 152 ses o0
) 56-[3+(8-2)+(51-10)~(7-2)] 1"
{42 +[(45-19)—-(18-3)+1]=-(28=15)=1} = 10) Calcule 0 valor das expressoes:

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 0.7=(143)7, 0 (10-4)-(9-8)+3.°

1) Efetue as operacdes: 0 2-{B=4R) 9 0-|F-(1A=0) %

5 . C)10-(2+5)+4 7 h) 28+ [50-(24-2)-10] *
"2‘!*“3” B Y &) (13-7)48-1713 D20+ [13+(10-6) +4] ¢
D) 648 4 2504 e 9) 2711 - 348 2 o) 15-(3+2)-6 ¢ Ds2—{12+[15—-(8 - 4)]} *

c) 4040 + 404 sdad h) 1768 — 900 &0
d) 4620 + 1398 + 27 eoss /) 5043 — 2684 2450 11) Caicule 0 valor das expressoes:

@) 3712 + 8109 + 105 + 79 rz00s ) 8724 = 6193 2
a) 26 +{12+[2-(8-8)]+2} *

2) Dadas as operagdes abaixo, responda: b) {[(18-3)+(7+5)—-2]+5}—-12 *
Ociz-w] o[Fw-a] M o G S £ 0 S 3
d) 45 +{15-[(10~-8) +(7=-4)=3]|=-4} *
a) Qual & a soma? s d) Qual & o subtraendo? # e) 40 +{S0=[35-(25+5)-1]}+7 %
b) Qual é o minuendo? 37 @) Qual é a maior parcela? <5 f)B=({20=~[22=[5+3)+(T-44+1)]} *
¢) Qual & a diferenca? = ')Ou.l‘oncn-chwo"ﬂm—ln 0) 26 +{12-[(30-18)+ (4 - 1) -8] -1}
3) Em uma adicdo, as parcelas s30.83, 276 e 184. Qual 6 a soma? 54 12) Calcule o valor de x para que sejam as segui ig
4) Numa subtragSio, o subtraendo & 217 e o minuendo & 3008, Qual & a di- ax+7=20" d x=-4=21 Q) T+x=25"
lerenca? 271 b) x +4=13 7 e)x—5=17% h) x+20=78 ¥
5 N et n ST 63.Qual éo 3 c) x +3=18 "% Nx-B=43 5 ) x—93 = 108 7
EXERCICIOS RESOLVIDOS o Do R 3
Calcular o valor das expressdes: By N ASTO NI & Eiliaind
b)0:25 ¢ d) 74:174 f) 70:70 1 h) 130 : 0 impossies

O 154((3%x6-2)-(10-6:2)+1]=
154 [(18=2)=(10=-3] +1]=
154+[16=-741]=

5) Em uma multiplicacac, s fatores s80 74 e 19. Qual é o produto 7 ( 1408

6) Efetue a operacao cujo divisor é 41 e o dividendo, 574. [ 14)

"

=154+ (9+1)= 7) Calcule o valor de x em cada caso:
=15+10 =

s l)x]‘r b) x |18 c)xl??
5 5 6 L 1 3

x=da7 T ¥ = 287
@ 50-{a0-3x[5-(10-7)]} = 8) Numa divisao, 0 divisor & 25, o quociente & 72 @ o resto & 3. Qual & o divi-
= 80-{40-3x[5=-3]} = dendo ? ( 18e3)
=80~ Bx )= 9) O produlo de dois ndmeros @ 266 @ um dos fatores é 14. Qual 6 0 outrD fa-
= 50-{40-6) = tor? (18)
=50-34= " . ¢
10) Um operério ganha R$ 73,00 didrios e gasta R$ 24,00 didrios.
= 16 Quanto economiza no més de abril ? ( s 1 amon
\
EXERCIicCIOS 11) Na compra de um objetc dei RS 17.800,00 de entrada e paguei 4 prestagdes
ce RS 5.600,00. Cuanto paguei pelo objeto? g 88200 00)
1) Caicule o valor das seguintes expressées:
12) Um i para Sveis tem a soguinte tabela de progos:
a) 7+15:3 1 ) 7x3-2x5n Pinisin -y
2 — ® hora

D) 4xX54+1 2 Q) 4x3+10:2 w7 ___feaso e .t

¢ 10:248 1 M0 —2x4+6 3 as 425 i O e

d)&+12:2 = ) 50-16:8 +7 == Quanto deve pagar o proprietdrio de um automdével que ficou estacionado 8

e) 20:10 + 10 12 D32:4:2:2 2 horas ? Asss - RS4s
2) Calcule o valor das seguintes expressdes: 13) Calcule o valor das seguintes expressoes:

a (13+2)x3+5 @ @) 15+ [B+(8-4:2)] 27 &) 70:7=1 ¢ €) 48:16+20:4 &

b) (7+2)x(3-1) = 1) 40-[34(10-2):2] = B+3Ix2 m s R B B e

c(4+2x5)-3 g [30+2x(5-3)|x2-102= €) 30 + 10:10 ar g 10-8:2+3 ¢

& 20-(1546:3) B 10+[44(7x341)]-3 = AN =T 12 =™ HLA0-8° 1) wAx 30

Fonte: Andrini (1989, p. 59, 60, 71-76).

A presenca de problemas apos o célculo “praticado” em expressdes numeéricas e seu
algoritmo, fica evidente na Figura 4. Tais etapas tradicionais sdo respeitadas desde o primeiro
livro didatico de Matematica publicado no Brasil, datado de 1744, no qual uma sequéncia
didatica era organizada em defini¢do, explicacdo e exemplo numérico. Esta tradicdo foi

contestada pela Escola Nova com autores como Euclides Roxo, na década de 1930, afirmando
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em 1937 que novas doutrinas visavam reformar os fundamentos da finalidade da educagdo e
suas bases, propondo um ensino funcional e globalizado, ao invés da preocupacdo exagerada
da sistematizacao de conduta (ALVES, 2005).

Contempla-se, portanto, uma ideia diferente da proposta pelos primeiros livros
didaticos de Matematica utilizados no Brasil. Nas décadas de 1940 e 1950, com o aumento do
nimero de matriculas na escola, houve necessidade de producdo de maior quantidade de
livros, com “linguagem mais simples, com o oferecimento de um niimero grande de exemplos
para facilitar a compreensao” (ALVES, 2005, p. 26). Essa proposta de Educacao, por fatores
externos e a criacdo de uma perspectiva divergente, sucumbiu a um movimento iniciado na
década de 1960 no Brasil, chamado Matematica Moderna, baseado na teoria dos conjuntos,
nas estruturas matematicas ¢ na ldgica matematica, com énfase na linguagem matematica
precisa e no rigor das justificagdes matematicas, sob o jugo da qual se encontra o livro citado
na Figura 5.

Com a derrocada da Matematica Moderna, uma nova era com propostas mais ligadas a
sociedade ordenou a dindmica da Educagcdo Matematica no Brasil, e com ela, as composigoes
dos livros didaticos, diminuindo a énfase nos algoritmos decorados e procedimentos e
conhecendo os conceitos matematicos presentes nos diferentes conteudos. Esta mudanca
aconteceu de forma lenta e gradual, e podemos ver resquicios da ideia de defini¢do, exemplo
e exercicio ainda hoje nos livros didaticos (ALVES, 2005).

Neste sentido, os esfor¢os somam-se para que os estudantes construam seu
conhecimento mediante situacdes que tenham significado, ainda mais se, tradicionalmente, se
estuda certos conteidos com uma ancoragem procedimental, como o caso das expressoes
numéricas (SILVA; ARRUDA, 2011).

Diante de tais desafios, os livros didaticos atualizaram-se em cada década, o que
podemos ver nas Figuras 6 e 7, cujo conteido ¢ de um livro de mesma autoria que o
contemplado pelas Figuras 4 e 5. Para além dos elementos visuais, a proposta aborda um
nimero maior de problemas e menor de expressoes descontextualizadas, dando menos énfase
a memoria de algoritmos e mais a representacao das situagdes propostas, como pode ser visto
na Figura 6, que apresenta a proposta de estudo de Expressdoes Numéricas, unindo os Campos
Aditivos e Multiplicativos, com situa¢des mistas, entendendo as expressdes numéricas como
composicdo de operacdes matemadticas que fazem sentido segundo seu contexto (ARRALIS,

2006, PAIM, 2018).
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Figura 6 — Exemplos de expressées numéricas em um livro didatico de 2012

3. Expressoes numericas

Na lingua portuguesa encontramos expressoes como:

E muitas outras expressoes

Na Matematica, encontramos as expressées numéricas, que envolvem nimeros e operacoes.

Quando efetuamos uma expressao numérica, chegamos a um numero.

3 4+ 2 -7 éuma expressao numeérica que envolve adicao e multiplicagao. Como podemos
efetua-la?

Sabemosque2 -7 =7+ 7.

Entédo:3 + 2 7=3+7+7=17

3+2-7=3+14=17

A multiplicagao deve ser efetuada antes da adicao.

Para resolver expressoes numéricas, as operagoes devem
ser efetuadas na seguinte ordem:

19) As multiplicacoes e as divisoes na ordem em
que aparecem na expressao (da esquerda
para a direita).

29) As adigOes e as subtracoes na ordem em
que aparecem na expressao (da esquerda para a direita).

Fonte: Vasconcellos; Andrini (2012, p. 58).

A Figura 7 dd4 uma dimensdo das atividades propostas no livro, agora com uma
identidade visual nova e a0 mesmo tempo com situacdes propostas, nao aparecendo em
grande frequéncia expressoes soltas, ainda que ndo explicite nem problematize o motivo da

ordem de operacdo nas expressoes.



Figura 7 — Apresentacio do estudo de expressdées numéricas em 2012 em um livro didatico.

Que 1al mais alguns exemplos? Observe:

Muitas vezes .
Veja o5 exermplos:

1, Dona Zéia comprou 2 kg de mucarela ¢ 3 kg de inguica,
pagando par qui o prego anunciadg o cartaz ao o
Se ela pagou a compra com uma nota de RS 50,00, quanto

recebey de troco?

Podemos descobrit a resposta resolvendo a expressao

numérica que representa o problema
Dos RS 50,00 devemos trar
=2 kg de mugarela a RS 7,00 0 quike: 2

*3 kgde InguicaaR§ 4,00 0 qulo3 - 4

A expressao fica
80-2.7-3:4=
=50-14-12+=
=36-12=24
Entdo, ela recebedu RS 22,00 de troco

1B-373+7-3-2

=18=1+21~-2

=17 +21-2
=38-2
=36

amas uma expressdo numerica para representar e resolver um problerma

Vamos efetuar primeiro as multiplicacdes. 1

No exemplo 2, ¥amos encontrar Uma situacao nova, Acompanhe

2. Durante a semana, Ana preparou deliciosos paes de me!

para vender 4s freguesas no sdbado e no domingo. Para con-

trofar a produgao, uhlizou a tabela ao lado

Os paes de mel serdo embalados em caixas com 6 unidades
Ana precsa da nossa ajuda para calcular de quantas caixas ela

vai precisar.

Para resolver o problema, devemos calcular o total de
paes de mel produzidos na semana e, depols, dividir esse

total por 6

No entanio, se escrevermos 3 expressdo 47 + 58 + 42 + 44 + 5416 e cbedecermos 45
ragras que determinam a ordem das operacoes, teremos de efetuar primairo a divisao e depois 3

adicio. No & o que queremos!

Mas Ana nao precisa e Preccupar, pois existem fegras para evitar esse tipo de erro

Para indicar que certas operacbes devem ser feitas antes de outras, usaremos simbolos

() parenteses

B Cléudia tem 3 pares de
meiss. De quantas maneiras. diferentes ela
pode cal
wm par de ténis?

nis & 4 pares de

seus pés conm um par de meias o

BB um dnibus tem 1 hanco de 7 lugares & 26
bancos de 2 lugares
passageiros.

Viajam nesse Onibus 83

Escreva e resolva 3 expressio numérica que In-
dica quantos passageins estio em pé,

A jornada de trabalho em uma empresa
e 42 hotas semanais. Em 2 dias da sema-
ria os funcionrios trabalham 8 hosas por dia.
Qual & a carga hoed a 008 outros 4 dias
de uabalho?

[ e © servigo banciio atende uma pessaa
b s minutcs,

As 15 ho
das, prevé-se que o alendimento s
do a que horas?

B Cosgranrio Ri) A distincia entre dusis devo-

res vizinhas & sempre a mesia. Se de A 216 Fsio
35 metros, qual a distincia, em metros, de Ca £2

SRERL

B Pemsei emu

14, tire B e ficou

serem atendi.

om 24 pes

encerra:

timeso, dividi por 2, adicionei
. Em que ndmero penses?

72

[ Jcokhetes [ ) chaves

nos de idade. A sua mae, Vil
lo da idade de Eva. Que idade
dobro da idade

terd Vilrma quanda Eva tiv
que tem agoral

B3 Uma lanchonete tem 18 mesas de 4 lugares.
dla uma, No sibado & nolte spenas uma das
mesas no estava Com lodos 0s oeupanies

3 Qual éc
encontra

meeo minimo de cliontes que se

am na lanchaneéte?

b) Qual & o nimer miximo?

[ Obmep) Ester vai a uma papelaria para
compras cademos e canetas, Nesta papelaria os
cademas custam RS 6,00 cada um, Se ela com-
prar 3 cademos, sobram RS 4,00, Se o seu Imio
Ihe emprestar RS 4,00, com o total ela consegui-
v compear 2 cagemos & outas 7 canetas guais

) Quanto custa cada canétal =

1) Se ela comprar 2 cadeines ¢ ndo pedic di-
nheira: emprestade, quantas das canetas
acima Ester poderd compras?

Sl

W5

8] (satespl Jodozinho resolveu vérias opeta-
Goes utilizando uma calculadora e en
o resultados mostrados na tabela abalxar

trow

Neds  Nimeros digitados na

el
operagio calculadora Lo
" 8 162 1000
£l 160 15 2400
| 1600 2 1800
| 1864 7 1847

As teclas que cle ape

resultados foram:

o @@ s
» @@ @

B (Cesgranrio-RjiVoci conhece o sistems
pontuagio das multas de tidnsito?

Genissmas

G Wi [
Finse Petrobias Dispented e sawn

b posalbrdn s

Durante o ane de 2008, oo recehou s,
2 mulas graves, 3 multas médias ¢ ®
1 multa leve. Quantos pentos foram

acrescentados a catera de motonsty de Jodo,
em 2008, se uma multa média fol cancelada?

BB Hoje, o pal de Douglas tem o dobro de sisa
idade. Daqui a 6 anos, Douglas ter 30 anos.
© pai de Douglas tem haje

a) 44 anes. o 48 aos.

bl 46 arios. d 60 anos.

S Uma direttira desea formar wrmas de 38
altinos. Coma existem 450 alnos matricula-
dss, uma delas fieard incompleta. Para com-

plotar essa turma, ela devera matricular
a & alunos < 12 alunos
by 11 alunos di 32 alunos.!

BB (Ula-MG) Caminhando sempre no senti-

da da dieita, 0 némero de caminhos possfveis

entreAe B é
— N =,
x )8
a) 12 b 16 o 24 d) 30

BES (UMC-SP) U cars consumiu 50 Titros de
sleool para percorrer 600 km. Supondo con-
digies equivalentes, esse mesmo- cam; para
percorer B40 km, consumira

a) 70 fias @ 75 litros

b) 68 litros d 80 litros.

B3 (1pad-FE; No grupo de trabalho de Cristina,
Maia tem dois anos & menos que ela © Paulo
tem cinco anos a mais que Cristina. A média
da idade desse grupa & de 26 anos. Qual éa

idade de cada um do grupo?

a) Cristina 30, Maria 25, Paulo 23

By Cristina 25, Maria 23, Paulo 30

<) Cristina 23, Maria 30, Paulo 25

d Crstina 25, Maria 23, Paulo 25

74

T Como voet colocaria os pacotes na halanga
para ela ficar equitibrada?

S EELL

EB A idtade média das quatro pessoss que via-
jam num carro é 36 anos, Entrando uma crian-
£a de 6 anos, qual passa a ser a idade média
dos acupanies do automavel?

B O gerente de

MACACHES para seus fun

empresa vai comprar
ondrios. Veja 3 oferta

: encontrou em uma loja:

PREGO DE CADA MACACAQ:
RS 25,00

LEVE 4 EPAGUE 3

Se aproveitar a oferta, quanto pagars por 120
macacdes? 1

ER] (SEE-RN Ha 4 meses o saldrio de Miris
vem sendo depositade num hanco, e seu aldo
atual & RS 182,00, O 1alio de cheques mos-
tra quie nesse tempo ele fez retindas no total
de RS 3.658,00 € um deposito de RS 224,00,
Qual & o valor do <alirio mensal depositado
na conta de Mario? s

v 71

B (Vunesp) A cozinheira precisa fazer 1000
bhombas de chocolate. |4 estio prontas 22 assa-
deiras com 42 bombas em cada uma, Ela ainda
deveri fazer

a 76 bombas, ) 102 bombas.
b} 84 bomhas, ) 116 bombas,

L Prominp) Cada vez que uma miquina re-
sidencial de lwvar roupas ¢ utilizada, sio gasios
150 fitios de digua, Na casa de Maria, a miquina
utilizada cineg verss a cada 15 dias. Quantos
Titros de dgua s30 gastos em um mést

a) 750 e
by 1500 @ |
© 2500 f
& 7500

I8 ipad-PE) A cada cinco segundos, quatro

vendidos 0o Brasil, Nesse ritmo,

celul

quantos celulares s3o vendidos por hora no pals?

) 1080 celulares
B 1820 celulares
) 2640 celulares -
) 2880 celulares

E] (Vunesp) Uma pessoa comprou 5 enve-
lopes grandes, para colocar o mesma nimera
de folhas dentro de cada um deles. Coma 2
envelopes foram rasgados e ndo puderam ser
wtilizados, essa pessoa precisou colocar 16 fo-
Thas & mais em cada um dos envelopes restan-
tes. O ndmer total de folhas que de
colocadas nos envelopes en: |

) 80

B 100
© 120

@ 160

27

Fonte: Vasconcellos; Andrini (2012, p. 59, 71, 72, 74).

A mudanga de perspectiva acentuada na ilustracdo com os livros nao ¢ percebida de
forma efetiva nas escolas. Em sua pesquisa de mestrado, Arrais (2006) conclui que grande
parte dos professores entendem que ensinar expressdes numéricas consiste em ensinar
técnicas algoritmicas, para que os estudantes consigam operar numericamente,

descoladamente de situagdes, bem como enfatizam que ¢ conhecimento necessario para
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operacionalizacdo posterior, ndo apontando para seu uso ou para os motivos da ordem das
operagdes. O fazer ¢ a acdo importante neste caso, operar de forma adequada, seguindo o
modelo corretamente, como proposto pelo ensino tradicional.

A mudancga de concepgao sobre a resolugdo de problemas se apresenta em documentos
oficiais. Na Base Nacional Comum Curricular — BNCC, a respeito das habilidades
matematicas para o Ensino Fundamental, o paradigma de seguir o modelo mudou para
modelar e resolver problemas cotidianos, em multiplos contextos, utilizando diferentes
registros e linguagens (BRASIL, 2018).

Desta forma, as expressdes numéricas, como registro de uma situagcdo problema a ser
modelada, trabalham com niimeros e operagdes, as quais possuem sentidos e ordenamento.
Embora as expressdes numéricas nao constem oficialmente como contetido nos curriculos
oficiais, as mesmas compdem parte dos livros didaticos e manuais de ensino da Educagdo
Bésica. Sdo concebidas ora como algoritmos com fim em si mesmo, ora como transposi¢ao da

linguagem natural a linguagem matematica. (ARRAIS, 2006, FREITAS, 2014).

1.5 As operacdes nas expressdoes numéricas

A ilustracdo explicativa sobre as regras de prevaléncia na Figura 6 traz consigo a ideia
da adicao de parcelas iguais, que ¢ uma aproximagado entre o Campo Conceitual Aditivo e o
Campo Conceitual Multiplicativo, no entanto, o sentido da multiplicagdo como replicacdo ou
covariagdo promove ruptura entre esses campos conceituais (NUNES; BRYANT, 1997,
GITIRANA et al., 2014). Esta diferenciagdo e a possibilidade de presenga dos Campos
Conceituais Aditivo e Multiplicativo nas expressdes numéricas, nos permitem pensar em uma
imbricacdo entre os dois campos na representacdo de problemas mistos por expressdes
numéricas.

A ordem de prevaléncia como operacgdes de primeira ordem (adigdo e subtracdo), e as
que dela podem derivar (multiplicagdo e divisdo), chamadas de segunda ordem, descritas por
Bender (1962) € coerente com a apresentada em Andrini (2012), mas ndo da conta de explicar
que ha diversos sentidos na multiplicacio que nao podem ser reduzidos a uma adigdo de
parcelas iguais, como a multiplicagdo de dois nimeros fracionarios, por exemplo. Assim, um
estudo mais detalhado exige uma compreensdo mais ampla dos sentidos das operagdes em
cada classe possivel de situagdes, e a Teoria dos Campos Conceituais nos permite esta analise.

A ordem de prevaléncia em expressdes numéricas provenientes da representacao de

problemas mistos exige, ao mesmo tempo, conhecimento sobre os Campos Conceituais
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Aditivo e Multiplicativo. Arrais (2006) propde o duplo campo conceitual das estruturas
mistas, mas nos nos orientamos pela ideia de Teles (2008) de imbricacdo entre dois campos
conceituais, entendida como uma relacdo na qual os campos conceituais se sobrepdem
mutuamente ¢ mediante essa articulagdo, novos significados sao constituidos. Uma de nossas
hipdteses € que a imbricacdo entre o Campo Conceitual Aditivo e o Campo Conceitual
Multiplicativo nas expressoes numéricas dao sentido, por exemplo, as regras de prevaléncia.
Cabe a questdo se existe realmente uma imbricagdo entre esses campos na escrita € resolucao
das expressdes numéricas pelos estudantes, € como as expressdes numeéricas se movimentam
na constitui¢do dos sentidos das operagdes, dos processos de resolucdo de problemas mistos,

0 que pretendemos investigar.
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2  TEORIA DOS CAMPOS CONCEITUAIS

2.1 Ideias iniciais

A Teoria dos Campos Conceituais (TCC) ¢ uma teoria cognitivista, que objetiva
propor uma estrutura para compreender filiagdes e rupturas entre conhecimentos, fornecendo
um quadro coerente e principios que sirvam de base para o estudo do desenvolvimento e
aprendizagem. Embora ndo seja uma teoria especifica da Matematica, foi elaborada para
estudar os processos de conceitualizagdo progressiva, principalmente de estruturas aditivas e
multiplicativas. A conceitualizacdo estd no centro da Teoria dos Campos Conceituais, €
consiste em identificar os objetos do mundo, suas propriedades, relagdes e transformagdes de
forma a produzir uma construcao de conhecimento (VERGNAUD, 1986, 1990, 1993, 1996,
2007, 2017a).

Gérard Vergnaud se sustenta de forma principal, para iniciar sua teoria, em dois
arcabougos teoricos, ¢ usa os mesmos de forma complementar: tanto a Epistemologia
Genética de Piaget, da qual organiza as estruturas de conhecimento, a no¢dao de esquema, de
invariante operatorio e de adaptacdo, quanto a Teoria Socio-historica de Vigotsky, da qual
assume que a linguagem como media¢do possui um papel na constru¢do do conhecimento
como cultura, processo simbdlico e mediagdo em sala de aula. (PLAISANCE; VERGNAUD,
2003, VERGNAUD, 2004, 2017b).

O saber forma-se a partir de situacdes a dominar, tanto em aspectos praticos como
teoricos. Para as concepgdes erradas dos alunos mudarem verdadeiramente, precisam entrar
em conflito com situagdes que elas ndo permitem tratar, ou seja, para que as novas situagdes e
conceitos tenham sentido para os alunos, precisam adapta-los aos seus conhecimentos
anteriores. Os conhecimentos englobam tanto o saber fazer quanto os saberes expressos.

(VERGNAUD, 1986, 1996).

2.2 Investigacao em didatica

A parte mais controversa em uma investigacao interdisciplinar, como o caso da
investigacao em didatica ¢ desenvolver uma abordagem cientifica com os conceitos € métodos
que a constituam, pois na perspectiva de psicologos, o que se leva em consideragdo sao
“abordagens associativas para os empiristas, estruturas logicas para os piagetianos, tratamento
da informacdo para os cognitivistas influenciados pelos modelos informaticos e

psicolinguistica para outros” (VERGNAUD, 1986, p.75), e no caso dos professores de
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Matematica e matematicos profissionais, se ddao por satisfeitos com os conhecimentos
matematicos familiares e algumas teorias educativas gerais.

A Teoria dos Campos Conceituais desloca essa abordagem, estudando os processos
especificos para transmissdo e apropriacdo de conhecimentos especificos, como o da
Matematica, tratando, assim, de um dominio cientifico proprio, o que constitui uma questao
cientifica de grande importincia e que ndo ¢ redutivel nem a Psicologia, nem a Matematica,
nem a qualquer outra ciéncia, tendo uma identidade propria como Didatica da Matematica.
Desta forma, privilegia modelos matematicos que atribuem papel aos conceitos matematicos
em si mesmos, considerando fatores secundarios de complexidade o enunciado e o ntimero de
elementos em jogo (VERGNAUD, 1986, 1993, 2017b).

E preciso desprender a centralizagdo da légica para os contextos associados aos
problemas. Isso ndo significa abandonar a 16gica e as descrigdes ja realizadas, mas refinar os
modelos. As situagdes problema que conferem significacdo a um conceito sdo investigadas,
analisadas e classificadas da forma mais exaustiva possivel. Os resultados de tais acdes
permitem ampliar a variedade de relagdes e problemas, e aprofundar a epistemologia de um
conceito, tanto em que problemas ele responde, quanto em que outros conceitos ele se apoia.
Tanto para a teoria das operagdes quanto para a teoria do conhecimento operatdrio, ¢
necessario ter em mente que a resolugcdo do problema ¢é origem e critério do saber operatorio,
assim, torna-se essencial que professores sejam capazes de proporcionar a estudantes
situagdes que ampliem a significagdo de um conceito € ponham a prova suas competéncias e
concepgoes (VERGNAUD, 1986, 1996, 2017b).

As concepgdes e as competéncias estdo interligadas, ndo sendo possivel contornar a
questdo teodrica do papel da experiéncia, pois ao longo da experiéncia o sujeito se depara com
a maior parte das situagdes. Os procedimentos ndo se desenvolvem por si proprios, nem
sobrevivem, livre de representagdes e relagdes das quais trata ou implica, da mesma forma,
um conceito ou teorema que nao pode ser utilizado em situagdes-problema nas quais sao
pertinentes, esvaziam-se de sentido, portanto ha problemas praticos e tedricos, sendo a pratica
e a teoria indissoluvelmente ligadas (VERGNAUD, 1986, 2009b).

Tanto para as estruturas gerais do pensamento quanto para os conteudos dos
conhecimentos, a Teoria dos Campos Conceituais afirma que as concepgdes e as
competéncias se desenvolvem ao longo do tempo. Pais, professores e programas subestimam
o ritmo lento do desenvolvimento, dando por vencido um contetido, € no préximo periodo
letivo ndo o retomam, quando ¢ mais sensato retornar e aprofundar os conhecimentos,

complexificando com situagdes novas e eventualmente novos conceitos. Um conceito ¢
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aprendido ao longo do tempo; cabe, portanto, respeitar os tempos de aprendizagens e ter a
consciéncia de que um conceito ndo sera construido por completo sem as condigdes

necessarias em situacao, esquemas e acao (VERGNAUD, 1986; 2011).

2.3 Esquema

Um esquema ¢ uma organizacgdo invariante do comportamento para uma classe de
situagdes dada, podendo haver vérios esquemas para uma situagdo. E nos esquemas que se
devem pesquisar os conhecimentos-em-a¢ao do sujeito, uma totalidade dindmica que organiza
a acdo do sujeito para uma classe de situagdes. E composto por objetivo, metas e
antecipacoes, regras de acdo, invariantes operatdrios e inferéncias (VERGNAUD, 1993,
2009b, 2017a).

Para cada situagdo particular, o funcionamento dos esquemas depende das inferéncias,
que permite gerar sequéncias de agdes e tomadas de decisdo, de acordo com as situagdes e
suas varidveis. Assim, assume-se na Teoria dos Campos Conceituais o par teorico
situacio/esquema’. Um esquema é universal porque esta associado a uma classe de situagdes,
geralmente ndo definidas (VERGNAUD, 1993, 1996, 2009b, 2011).

As classes de situagdes se dividem em situagdes nas quais o sujeito dispde, em seu
repertorio, em dado momento de seu desenvolvimento e sob certas circunstancias das
competéncias necessarias, ao tratamento relativamente imediato da situacdo; e nas que o
sujeito ndo dispde de todas as competéncias necessarias. Os esquemas evocados para cada
classe sao diferentes, mas todos se apoiam em uma conceitualizagdo implicita (VERGNAUD,
1993, 2017b).

Ha muito de implicito nos esquemas, e sua confiabilidade estd relacionada com o
conhecimento que ele possui, das relagdes entre o algoritmo e o problema a resolver. Um
algoritmo ¢ um esquema, mas nem todo esquema € um algoritmo, pois nao possui
necessariamente um numero finito de passos para chegar a uma resolugdo efetiva, sendo,
geralmente, eficaz. Uma caracteristica visivel do cardter invariante da organizacdo ¢ a
automatizacao, no entanto, ela ndo impede que o sujeito conserve o controle das condicdes as
quais ela ¢ adequada (VERGNAUD, 1993).

Embora a automatizacao se apresente como caracteristica visivel de um esquema, para

que as condutas se automatizem, existe a necessidade de acdo ao se deparar com uma

4 - .. ;
Nesse contexto, Vergnaud (2011) opde-se ao contexto behaviorista do par estimulo/resposta, ¢ embora afirme
ser inevitavel pela sua generalidade, se distancia do par sujeito/objeto, de Piaget.
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situagdo, a fim de construir ou se apropriar de um saber operatdrio. Para se identificar tais
condutas, o processo que propicia o estudo dos esquemas leva em conta a interpretacdo da
situagdo, o sujeito epistémico, os registros de procedimentos, a validacao de processos
resolutivos e de respostas, o confronto com os colegas e a institucionalizagdo pelo professor

(VERGNAUD, 1986; MUNIZ, 2009).

2.4 Invariantes operatorios

Um esquema se relaciona com uma classe de situagdes, mas pode ser aplicado a uma
classe mais restrita do que aquela para a qual ele seria eficaz, ha, nesse caso, um problema de
extensdo para uma classe mais ampla. Nesse processo, ha o reconhecimento de analogias e
parentescos entre as classes nas quais o esquema ja ¢ operatdrio e nas situagdes a resolver, e
reconhecer os invariantes ¢ o que possibilita a generalizacdo do esquema. Os conhecimentos
contidos nos esquemas sao 0s invariantes operatorios. Tais invariantes se dividem em
teoremas-em-ag¢ao (proposicdes, com alcance local), conceitos-em-agcdo (funcdes
proposicionais, com a presen¢a de quantificadores), de relagdo dialética (VERGNAUD, 1993,
2009b, 2017a).

Hé ainda os argumentos que compdem as proposi¢des € as fungdes proposicionais. Em
Matematica, uma proposicao ¢ uma sentenca declarativa a qual se atribui um valor 16gico. Ela
¢ verdadeira ou falsa, e uma fungdo proposicional envolve varidveis. O teorema-em-agdo nao
¢ um teorema cientifico verdadeiro, e o conceito-em-a¢cdo tampouco, mas ambos podem
tornar-se (DOMINGUES; IEZZI, 2018, ZANELLA; BARROS, 2014).

A conceitualizagdo do real ndo ¢, em sua totalidade, acdo operatdria, pois um
enunciado totalmente implicito ndo permite validacdo. Existe, portanto, a necessidade de
identificar aspectos do real presente nas palavras, enunciados, simbolos e sinais, sendo
necessario a conceitualizagdo o emprego dos significantes explicitos. Nao sendo reduzido a
uma defini¢do, um conceito adquire sentido através das situagdes e dos problemas a resolver.
Assim, um conceito, além dos invariantes operatérios € do conjunto de situacdes com as quais

se relaciona, necessita de uma representacdo (VERGNAUD, 1993).

2.5 Campo conceitual

Um conceito envolve, segundo Vergnaud (1993, 2017a) uma terna de trés conjuntos:

(S, L R’):

S5t « , .
R ¢ apresentado em outros textos por outros simbolos, como L ¢ Y com o mesmo significado.
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e S: o conjunto de situagdes que dao sentido ao conceito (referéncia);

e [: o conjunto de invariantes que constituem as diferentes propriedades do conceito
(significado);

e R: conjunto das formas de linguagem (ou ndo) que permitem representar
simbolicamente o conceito, suas propriedades, as situagdes e os procedimentos de
tratamento (significante).

Uma situagdo ¢ composta de varias tarefas e muitos elementos. Cada um desses
elementos podem ser pensados como subtarefas, ou seja, uma situagdo ¢ uma combinacao de
tarefas de natureza e dificuldades conhecidas, ndo sendo a dificuldade de uma subtarefa a
soma nem o produto de suas subtarefas’, embora o fracasso em uma subtarefa provoque o
fracasso da tarefa por completo (VERGNAUD, 1993, 2017b).

Como uma unica situagdo nao pde necessariamente em agao todas as propriedades de
um conceito, entdo ha urgéncia de fazer referéncia a uma classe de problemas para que os
estudantes possam compreender tais propriedades. E, portanto, necessaria uma diversidade de
situagdes para trabalhar um conceito. De forma analoga, uma situagio nio ¢ solucionada por
um unico conceito, sendo necessario, na maior parte das vezes, varios conceitos, cujas
dificuldades internas sdo aparentes na resolucdo da situagdo. Para além, a formagdo de um
conceito cobre um periodo de longo prazo, com uma diversidade de interacdes e desniveis
(VERGNAUD, 1986, 2011).

O sujeito da sentido as novas situagdes e novos conceitos aplicando, adaptando uma
mistura de situagdes, defini¢des, interpretacdes e representagdes simbolicas que formaram
suas concepcoes e competéncia ao longo dos anos. Assim, devem ser tomados como objetos
de estudo campos conceituais, a fim de compreender o processo complexo e laborioso pelo
qual se constréi o conhecimento. Nao faz sentido falar da formagdo de conceito, mas sim da
formac¢do de um campo conceitual. Um campo conceitual envolve um conjunto de situacdes
cujo dominio demanda uma variedade de conceitos, de procedimentos e de representagdes
simbdlicas conectadas, cuja descricdo requer ao mesmo tempo a andlise das situagdes, dos
procedimentos e tratamentos utilizados pelos estudantes, dos propodsitos, argumentagdes e
representacdes simbolicas que utilizam (VERGNAUD, 1986, 2011, MAGINA; MERLINI,
SANTOS, 2016).

6 . . . ~ o . . . . .

Aqui a imbricagdo entre campos conceituais faz sentido, pois temos como hipdtese que as dificuldades
encontradas em uma expressdo numérica, por exemplo, vdo além das dificuldades encontradas nas quatro
operagdes, de forma disjunta.
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2.6 Representacoes

A Teoria dos Campos Conceituais ndo ¢ uma teoria do Campo das Linguagens, mas
nao exclui o papel da linguagem e do simbolismo na conceitualizagdo. Tendo como primeira
fun¢do a comunicagado, a linguagem funciona na aprendizagem de forma a tornar explicito o
que estava implicito, e publicizar, permitindo submeter ao debate e a prova; também tem a
funcdo de acompanhar e ajudar o pensamento na identificagdo de propriedades, relagdes,
objetos, e programar o controle da acdo; e a contribui¢do para a transformagao do status de
conhecimento. Tendo como significados os esquemas e os invariantes, e também a linguagem
natural e outros simbolismos, os quais estdo intimamente relacionados aos esquemas, assim,
uma situacao dada evoca em um individuo todos os esquemas disponiveis (VERGNAUD,
1991, 1993, 2017b).

O sentido de uma situacdo em um campo conceitual ndo ¢ o sentido do campo
conceitual, tampouco o sentido de um simbolo particular. Quando se nomeia o sentido de uma
palavra, se estd recorrendo a um subconjunto de esquemas. Desta forma, a linguagem tem
uma funcdo triplice na Teoria dos Campos Conceituais: ajuda a identificagdo dos invariantes,
ao raciocinio e inferéncia, a antecipagdo dos efeitos e metas, planejamento e ao controle da
acdo, tendo ainda a fun¢do de mediacdo: como transmissdo da cultura, como mediacdo do
professor em sala de aula e por ultimo, com a linguagem e os sistemas simbolicos

(VERGNAUD, 1985, 1993).

2.7 Forma Operatoria e Forma Predicativa do conhecimento

O conhecimento pode ser operatorio ou predicativo. Na forma operatoria do
conhecimento o sujeito age sobre a situacdo, podendo ter sucesso. Na forma predicativa, o
sujeito revela objetos de pensamento, relagdes e propriedades referentes ao operatorio
(VERGNAUD, 2007).

Segundo Greca e Moreira (2003), ao operar com determinados conceitos, o0s
estudantes usam somente invariantes operatorios, sabendo quais elementos considerar,
propriedades aplicar, mas nao conseguindo explicitar porque o fazem, usando os conceitos
como instrumento, € somente a parte operacional dos significados do conceito, porém o
significado ¢ mais que a parte operacional, e o conceito ndo se resume ao seu significado.
Portanto, a0 mesmo tempo em que os invariantes operatdrios constituem a forma operatoria
do conhecimento, pela agdo na situagdo, eles podem ter o suporte da representagdo para

expressar uma forma predicativa, que permite generalizacao e produgao de novos esquemas.
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2.8 Estruturas Aditivas

Vergnaud (2009a) discorre sobre as estruturas aditivas’, contemplando suas classes e
tipos de situagdes. Os esquemas contidos no Campo Conceitual Aditivo dizem respeito a
situacdes ternarias, contemplando dois elementos e uma relagdo, ou trés relagdes. O campo
conceitual aditivo, ou das estruturas aditivas, corresponde, portanto ao “conjunto das
situagdes cujo tratamento implica uma ou varias adigdes ou subtracdes, € o conjunto de
conceitos e teoremas que permitem analisar essas situagdes como tarefas matematicas”
(VERGNAUD, 1990, p. 141), ou seja, “estruturas cujas relagdes em jogo sdo formadas
exclusivamente por adi¢cdes ou subtracdes” (VERGNAUD, 2009a, p. 197).

Vergnaud (2009a) classifica os problemas das estruturas aditivas conforme suas
relagdes e medidas, sendo estas representadas por diagramas que traduzem as relagdes
existentes nas situacdes, tais diagramas possuem elementos acessiveis para leitura, conforme

legenda disposta na Figura 8.

Figura 8— Legenda para a leitura dos diagramas de classe dos Campos Conceituais

medida: nimero sem signo

transformag@oourelagdo: nimerocom signo

estados - medidas

composicao de estados {esta dos - relativos

transformacg@o (mudanga de estado)

—|~~0o0

relacdo (entre estados)

Fonte: Vergnaud (1986, p. 86).

Magina et al. (2008) sintetizam tais classes, € os autores que organizaram 0s recursos
didaticos da Fundagdo Vale (2015) sugerem, em um curso para professores, os verbos usuais
em cada classe de problemas nas estruturas aditivas, sendo eles: acrescentar ou tirar para
problemas de transformagado, juntar ou separar para problemas de composicdo, € comparar

para problemas de comparagao.

2.8.1 Composicao de medidas

A classe dos problemas de composi¢cao de medidas envolve as ideias de juntar, separar
ou completar partes entre si para compor o todo (FUNDACAO VALE, 2015), ou ainda
separar uma parte do todo para encontrar a outra parte. Seu diagrama ¢ representado pela

r

composi¢ao das partes para formar o todo, conforme Figura 9. Um exemplo ¢é: No estojo

"Estrutura aditiva é sinonima de Campo Conceitual Aditivo.
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amarelo tem trés canetas e no estojo azul tem oito canetas. Quantas canetas tém nos dois
estojos? Neste caso, as quantidades de canetas sdo medidas estéticas, a situacdo ndo demanda

um acréscimo ou diminui¢do, mas o calculo do total de canetas.

Figura 9- Diagrama da Estrutura Aditiva — Classe composicio de medidas

A

B

Fonte: Vergnaud (2009a).

Magina et al. (2008) organizam prototipos e extensdes para cada classe do Campo
Conceitual Aditivo. No caso da Composi¢ao de Medidas, o prototipo diz respeito as situagdes
nas quais se conhecem as partes e se busca o todo, e a extensdo as situacdes nas quais se
conhece uma das partes e o todo, e se busca a parte desconhecida, conforme Figura 9.

Exemplos sao

Figura 10 — Classe composicao de medidas - prototipo e extensdo

Protdtipo 1* extensdo
A ?
? T
B B

Todo desconhecido Parte desconhecida

(problema com inversao)

Fonte: Magina et al. (2008, p.51).

2.8.2 Transformaciao de medidas

A classe dos problemas de transformacao de medidas envolve a ideia de acrescentar
ou diminuir (FUNDACAO VALE, 2015), em situacdes em que a ideia temporal estd sempre
envolvida, com um estado inicial, que tem uma quantidade que se transforma, chegando ao
estado final com outra quantidade, como em: Tenho trés canetas e ganho oito canetas. Com
quantas canetas eu fico? Neste exemplo, o estado inicial ¢ de 3 canetas, a transformacdo ¢
ganhar 8 canetas, e o estado final ¢ desconhecido (MAGINA et al., 2008), conforme Figura
11.

Figura 11 — Diagrama da Estrutura Aditiva — classe transformacio de medidas

@

A > B
Fonte: Vergnaud (2009a).
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Para a classe de transformacdo de medidas, o prototipo diz respeito as situacdes nas
quais se conhecem o estado inicial e a transformag¢ao, mas nao se conhece o estado final; estes
valem tanto para transformacdes para menos como para mais. As extensdes dizem respeito

aos casos nos quais as transformagdes sdo desconhecidas ou o estado inicial ¢ desconhecido,

conforme Figura 12 (MAGINA et al., 2008).

Figura 12 — Classe transformacio de medidas — protétipo e extensoes

Prototipo 1* extensdo 4* extensdo
(inversao)
® 3 oy ® 3
I o ] § 1 F 5 ? F g
» el » o { »
< < <
com F>I Inicial Final
-——
@ ® 3 @
2 | & & 9 &
I » 7 g 1 » F | E ) p F | £
2 o 1 o
m5 com F<I (2 Inicial @ Final a
N~ — —
Estado final Transformacaodes Estado inicial
desconhecido conhecida desconhecido

Fonte: Magina et al. (2008, p.51).

2.8.3 Comparacao de medidas

A classe dos problemas de comparacao de medidas, como o verbo indica, envolve a
ideia de comparar (FUNDACAO VALE, 2015). Essa classe diz respeito aos problemas que
“comparam duas quantidades, uma denominada de referente e a outra de referido”.
(MAGINA, et al. 2008, p.25 - 26), sendo a comparacao entre dois grupos, parte-se do grupo
de referéncia (referente) A, para chegar, mediante a relacdo de comparagdo, ao valor do outro
grupo (referido) B, como no exemplo: No estojo amarelo tem trés canetas e no estojo azul
tem oito canetas. Quantas canetas o estojo azul tem a mais que o estojo amarelo? A relagdo de

comparacao “quantos a mais”, liga a quantidade de canetas no estojo azul e no estojo amarelo.

Figura 13 — Diagrama da Estrutura Aditiva — classe comparacao de medidas

O

Fonte: Vergnaud (2009a).
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Para a classe de comparacdo de medidas, Magina et al. (2008) descrevem possiveis
extensdes, as quais dizem respeito ao referido desconhecido, relacdo desconhecida e referente
desconhecida, com diferenciagdes entre os sinais, conforme Figura 14.

Figura 14 — Extensdes da comparacio de medidas

Adigdo
Adicgao

Subtragdo
Subtragdo
Subtragdo

Referido desconhecido Relagaodesconhecida Referente desconhecido
(problema cominversao)

Fonte: Magina et al. (2008, p.51)

Além das operagdes com medidas, Vergnaud (2009a) explicita classes entre os estados
relativos, como a composi¢do de estados relativos e a transformagao de estados relativos. Ao
relacionar duas classes, temos problemas complexos, os quais s3o compostos de mais de uma

das classes supracitadas.

2.8.4 Composicao de transformacoes

E a classe na qual duas transformacdes se compdem para resultar em uma
transformagdo total, consiste em situa¢cdes com mais de uma transformacao (T1, T2, ...),
sendo a transformacao total das mesmas (TT) uma composi¢ao de estados relativos. A Figura
15 apresenta, em duas partes, seu diagrama, sendo o primeiro o da transformacao
propriamente dita e o segundo da composi¢do de suas relagdes, um exemplo é: Eu tinha trés
canetas, ganhei oito e perdi cinco. Com quantas canetas fiquei?

Figura 15— Diagrama da Estrutura Aditiva — classe composicio de transformacoes

©_® 5

&gg o/ @

Fonte: Magina et al. (2008, p. 60).
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2.8.5 Transformacao de estados relativos
Nesta classe, a transformacdo opera sobre um estado relativo (uma relacdo) para
resultar em outro estado relativo, como em: Eu tinha 3 canetas, ganhei oito e perdi cinco.

Quantas canetas eu ganhei ao total? Podemos observar seu diagrama na Figura 16.

Figura 16 — Classe de transformacio de estados relativos

o020

Fonte: Vergnaud (2009a).

2.8.6 Composicao de estados relativos

A composicao de estados relativos gera outro estado relativo, no qual as medidas
estaticas ndo sdo levadas em conta, apenas as relacdes entre elas. A Figura 17 apresenta o
diagrama desta classe. Um exemplo é: Eu ganhei trés canetas. Vocé ganhou oito canetas.
Quantas canetas ndés ganhamos?. Neste caso, as quantidades de canetas que cada um de nds
tinha ndo ¢ levada em conta. Repare que sao dois conjuntos diferentes, meus ganhos e seus
ganhos, assim, ndo gera uma composi¢do de transformacdes, pois as relagdes sdo em
conjuntos diferentes.

Figura 17 — Classe de composicao de estados relativos

Fonte: Vergnaud (2009a).

As classes de composicdo de medidas, transformacdao de medidas e comparacdo de
medidas permitem descrever a situacdo de um ponto de vista de estrutura representativa, para
além do algoritmo da adi¢do, no entanto, nem sempre uma situagdo aditiva possui apenas uma
dessas classes, necessitando pensamentos mais elaborados para sua resolu¢cdo. Um exemplo ¢

~ o~ . 8
a classe da transformag¢ao de composi¢des, denominada problema complexo”.

8Magina et al. (2008) classificam como problemas mistos os que envolvem “mais de um raciocinio aditivo na
mesma situagdo” (p. 61). Vergnaud (2009) denomina de problemas complexos aqueles que, dentro de uma
estrutura, possuem mais de uma relacdo elementar envolvida, e de problema misto o problema que envolve
relagdes aditivas e multiplicativas ao mesmo tempo (p. 269). Arrais (2006) chama de estruturas mistas a uma
classe particular de problemas, nos quais “teremos Estrutura Aditiva e Estrutura Multiplicativa ocorrendo
concomitantemente” (p. 6). Nos seguiremos a nomenclatura de Vergnaud (2009).
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2.8.7 Transformacio de composicoes

A transforma¢do de composi¢des ¢ a classe na qual duas medidas se compdem e
resultam em uma terceira. A cada medida € operada uma transformacao para resultar em duas
novas medidas, que comporao uma sexta, como em No estojo amarelo tinha trés canetas e no
estojo azul tinha oito canetas. Coloquei duas canetas no estojo amarelo e uma caneta no estojo

azul. Quantas canetas tem agora nos dois estojos?

Figura 18 — Diagrama da classe transformacio de composicoes

L ®

v
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Fonte: Magina et al. (2008, p. 55).

2.8.8 Comparacao com transformac¢io de composicoes

As situagdes do tipo compara¢do com transformacdao de composi¢des unem as trés
principais classes das estruturas aditivas. Nelas, duas medidas se compdem e resultam em
uma terceira. A cada medida ¢ operada uma transformacdo para resultar em duas novas
medidas, que compordo uma quarta, ¢ hd uma relagdo entre a terceira e a sexta medidas,
conforme pode ser observado na Figura 19. Um exemplo ¢é: No estojo amarelo tinha trés
canetas e no estojo azul tinha 5 canetas a mais que no amarelo. Coloquei duas canetas no

estojo amarelo e uma caneta no estojo azul. Com quantas canetas fiquei ao total?

Figura 19-Diagrama da classe comparac¢ao com transformacio de composicoes

@

A » C
L @ -
B » D

Fonte: adaptado de Magina et al. (2008, p. 57).
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2.8.9 Composicao de comparacoes

A classe de composi¢do de comparagdes envolve multiplas comparagdes entre as
partes, sendo a jun¢do das mesmas a composi¢ao que resulta no todo. A Figura 20 apresenta o
diagrama que, além das relagdes de comparagdo, apresentadas em elipses, contempla a

composi¢ao.

Figura 20 — Diagrama da Estrutura Aditiva — Classe composicio de comparacdes

C\
(=) 1
B| T
1
J

Fonte: adaptado de Magina et al. (2008, p. 60).

Esta classificagdo permite um estudo mais detalhado sobre as situagdes possiveis ao se
trabalhar adi¢do, bem como uma preocupagao em ampliar o repertorio de situagdes para o

desenvolvimento e construcao do conceito de adicao.

2.9 Estruturas Multiplicativas

O campo conceitual das estruturas multiplicativas diz respeito a todas as situagdes
cujo tratamento implica uma ou varias multiplicagdes ou divisdes, bem como os conceitos €
teoremas que permitem analisar estas situagcdes. A aproximag¢dao com o Campo Conceitual
Aditivo estd em trabalhar a multiplicagdo como adicdo de parcelas iguais, ou a divisdo como
subtracdes sucessivas, no entanto, ha a necessidade de uma ruptura, no sentido de trabalhar
outras perspectivas da multiplicagdo (VERGNAUD, 1990). O conceito de multiplicagdo
envolve uma diversidade de situacdes que contemplam relagdes ternarias e quaternarias, cujas
classes sdo esquematizadas no Quadro 2.

Quadro 2 — Esquema do Campo Conceitual Multiplicativo

Estrutura multiplicativa

Relacdes Quaternaria Ternaria

Eixos Propor¢do | Propor¢do | Proporgdo Comparagao multiplicativa Produto de medidas

simples dupla multipla
Classes Um para muitos ou Muitos para muitos Relacao Referente ou Configuragdo | Combinatoria
desconhecida referido retangular
desconhecido
Tipos Discreto ou Continuo Discreto ou Continuo Continuo Discreto

Fonte: Magina, Merlini e Santos (2016, p. 69).

Vergnaud (1993) afirma que existe uma grande diferenca entre a analise das estruturas
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aditivas e multiplicativas, cujas relacdes de base mais simples sdo quaternarias. Relagdes
quaternarias “entre quatro quantidades, duas medidas de um tipo e duas medidas de outro
tipo” (VERGNAUD, 2009, p. 239), contemplam os eixos de propor¢dao simples, no qual
quatro medidas relacionam-se duas a duas; proporcao dupla, no qual pelo menos trés
grandezas sdo comparadas, sendo duas independentes, relacionadas a terceira, e propor¢ao

multipla, no qual pelo menos trés grandezas se relacionam entre si.

2.9.1 Eixo proporcao simples

Ao se comparar medidas de mesma grandeza, obtém-se a constante de
proporcionalidade chamada operador escalar, sem dimensdo; e comparando-se duas grandezas
diferentes, o operador funcional, com uma dimensdao traduzida pela razdo das que o
compoem. No diagrama para a proporg¢ao simples, Figura 21, esté ilustrada na vertical a razao

que resulta no operador escalar e na horizontal o operador funcional.

Figura 21 — Diagrama da Estrutura Multiplicativa — Eixo propor¢io simples

Fonte: adaptado de Vergnaud (2009a).

O operador funcional terd a unidade v2/v1, e o operador escalar, por ser a razao entre
duas medidas de mesma grandeza, ndo tem unidade, podendo ser pensado como estratégia ou
co-variagdo (NUNES; BRYANT, 1997, SANTOS, 2015). Tal relacdo gera quatro classes de
problemas elementares: multiplicagdo, divisdo — parti¢do, divisdo por quotas e quarta

proporcional (VERGNAUD, 1993; 2009a), conforme Figura 22.

Figura 22 — Classes de problemas elementares de proporc¢ao simples

1 a 1 a 1 a 1 a
b o b c m] c b o
multiplicagdo divisdo-particdo divisdo por quotas quarta proporcional

Fonte: Vergnaud (1993, p. 15).
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2.9.2 Eixo propor¢oes multiplas

Ainda nas relagdes quaternarias, as propor¢des multiplas sdo relagdes nas quais ha
interdependéncia entre todas as variaveis, € que ligam as variaveis duas a duas. As relagdes de
proporcao simples, multipla e dupla ndo conduzem aos mesmos problemas cognitivos, sendo
que a propor¢ao multipla se faz por combinacdo e a dupla se faz por encadeamento das
fungdes que ligam as varidveis duas a duas: x proporcional a y, y proporcional a z,

(VERGNAUD, 2013; SANTOS, 2015) conforme Figura 23.

Figura 23 — Diagrama referente a proporcio miltipla

X |y |z
|
o |o |o
o | o
Fonte: Vergnaud (2013, p. 15).

2.9.3 Eixo proporcoes duplas

Uma propor¢ao dupla ¢ uma relagdo quaternaria envolvendo mais de duas quantidades
que se relacionam duas a duas, por produto z proporcional a X e a y; x e y independentes entre
si, com propor¢des independentes, ligadas por uma varidvel comum (VERGNAUD, 1993;

SANTOS, 2015, ARAGAO; LAUTERT; SCHLIEMANN, 2022), conforme Figura 24.

Figura 24 — Diagrama referente a propor¢io dupla

O ] X

Fonte: Vergnaud (1993, p. 15).

2.9.4 Eixo comparaciao multiplicativa

Os problemas de relagdes ternarias englobam produto de medidas e comparagdo
multiplicativa, cujas situacdes remetem a quantas vezes mais € quantas vezes menos, com
referente, referido ou relagdo desconhecida. O diagrama ¢ andlogo a comparacdo aditiva,

porém o sinal x ou + aparece junto a relagdo, como pode ser observado na Figura 25.
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Figura 25 — Diagrama da relacio ternaria de comparacao multiplicativa

@

Fonte: Gitirana et al. (2014).

2.9.5 Eixo produto de medidas

Os problemas de produto de medidas envolvem “trés quantidades, das quais uma ¢ o
produto das outras duas ao mesmo tempo no plano numérico ¢ dimensional” (VERGNAUD,
2009, p. 253). Sao divididas entre combinatoria (discreto) e configuracdo retangular
(continuo). Também sdo chamadas de produto de medidas, e seu diagrama pode ser

observado na Figura 26.

Figura 26 — Diagrama da relacio ternaria de produto de medidas

1 [

1

[]

Produto de
Medidas

Fonte: Vergnaud (2009a).

2.10 Problemas mistos

As expressdoes numéricas trabalhadas no 6° ano podem abarcar as quatro operagdes,
sinais de associacdo e respeitar as regras de prevaléncia. Vergnaud (2009a) afirma que
problemas mistos contemplam as operagdes de multiplicagdo e/ou divisdo e de adi¢do e/ou
subtracdo ao mesmo tempo. Segundo Santos (2015), os problemas mistos sdo formados pelas
classes, eixos e relagdes, contidas em cada estrutura.

Uma das representacdes propostas por Vergnaud (2009a) para problemas mistos ¢ a de
quadro, na qual as grandezas envolvidas sdo descritas nas primeiras linhas e colunas e as
relacdes entre as mesmas nas outras células, permitindo observar as suas diferentes conexdes.
Miranda (2019) estuda problemas mistos em livros didaticos, descrevendo uma classificagao
de problemas mistos associados a funcdo afim, a partir das classes de estruturas aditivas e
multiplicativas de Vergnaud (2009a), compondo 30 possibilidades de problemas mistos. No
Quadro 3 podemos observar os diagramas produzidos por Miranda (2019) para as classes de

problemas mistos presentes nos livros que fizeram parte do seu corpus de estudo.
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Quadro 3 — Diagramas de problemas mistos

1| [] L1 .
O&D

Olo O 0o OO
O

Proporgdo Simples e Composigédo Proporgédo Simples e Comparagéo Multiplicativa e
de Medidas Transformacéo de Medidas Composicéo de Medidas

Fonte: adaptado de Miranda (2019).

Embora Arrais (2006) assinale como problema misto um problema puramente aditivo,
diferentemente de nossa compreensdo, o autor propds o duplo campo conceitual das estruturas
mistas, para expressoes aritméticas com as quatro operagdes, indicando os seus invariantes

operatorios, situagdes e representagdes, como podemos observar na Figura 27.

Figura 27 — Diagrama e exemplo de caso do Campo Conceitual das Estruturas Mistas, segundo Arrais
(20006)

CAMPO CONCEITUAL DAS
ESTRUTURAS MISTAS

“S” (Conjunto de Situagdes)

Situagdes envolvendo Estruturas

Mistas na linguagem oral ou eserita

usando Expressdes Aritméticas para

modelar situagdes:

* Do Cotidiano
= DeJogos
= Em Programas (Software)

10 +15 -84+ 2x15 —30 +3

* Propriedades = Algoritmica Est. Aditiva Est. multipl Est. Multipl
Aritméticas * Esquemstica Transformagao Adigdo de parc iguais  Dist. equitativa
* Estrutura Aditiva « Sintaxe ([)1}
* Estrutura Multiplicativa * Linguagem Materna \ /
* Prevaléncia operatéria e
Est. Aditiva
“I”” (Invariantes do conceito) “R” (Conjunto das Representagdes Transformagdes sucessivas

Simbolicas)

Fonte: Arrais (20006, p.11; 121).

Nao compreendemos as expressdes aritméticas ou expressoes numéricas como duplo
campo conceitual, mas como possibilidade de imbricagdo dos campos aditivo e
multiplicativo, ao trabalhar com problemas mistos (MIRANDA, 2019; REZENDE;
NOGUEIRA; CALADO, 2020).

2.11 Imbricacoes

Uma imbricagdo ¢ uma relagao na qual os campos conceituais se articulam e geram
novos significados, mediante uma interconexdo dindmica, com uma sobreposi¢do mutua. A
resolugdo das situacdes imbricadas exige que os sujeitos alternem entre os significados dos

campos conceituais e lhes articulem (TELES, 2008).
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A escrita dos problemas mistos, em sua forma simbolica, exige do sujeito uma
compreensdo da ordem das operagdes. Temos a hipdtese que a escrita de um problema misto e
sua resolucdo na forma simbolica ¢ realizada de forma coerente quando os estudantes
compreendem os sentidos das operagdes nele existentes, e quando isso ocorre, ha uma
imbricacdo entre o Campo Conceitual Aditivo e o Campo Conceitual Multiplicativo,
constituindo um raciocinio diferente do necessario somente a um dos campos conceituais

mencionados.
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3 CAMINHOS DA PESQUISA

Descrevemos os caminhos da pesquisa a partir da problematiza¢do sobre a importancia
de estudar expressdes numéricas, dos sentidos das operagdes e numeros que a compdem, nos
questionamos sobre a imbricagdo entre o Campo Conceitual Aditivo e o Campo Conceitual
Multiplicativo em uma expressao numérica como representagao de um problema misto.

Apresentamos nossas inquietagdes, 0 método que utilizamos para buscar responder a
essas questdes ¢ a estrutura da tese, como artigos que se complementam para atender aos

objetivos propostos.

3.1 Justificativa e Problema

A importancia de aprender expressoes numéricas no Ensino Fundamental se d4 em
pelo menos trés frentes: compreensdo das quatro operagdes em sua completude, conhecimento
da sintaxe matematica e iniciagdo a escrita simbolica/algébrica. Estas frentes sdo importantes,
mas ndo suficientes: aprender expressdes numéricas € mais que conhecer um algoritmo e
aplica-lo. Desenvolver um procedimento conhecendo os motivos das regras aplicadas e dando
sentido ao fazer ¢ parte do aprender. Representar uma situacdo utilizando o sistema de
significantes da representagdo simbolica/algébrica prescinde uma relagdo entre os
significantes e o significado atribuido a essa situacdo (VERGNAUD, 1985, SILVA, 2009,
FREITAS, 2014, PAIM, 2018, VIEIRA, 2019).

Sobre a compreensdo das quatro operagdes, as expressdes numéricas sdo seu registro
na forma simbdlica, auxiliando na leitura e na representagdo destas para a escrita do
enunciado e da solu¢dao dos problemas. Para além do “é de mais ou ¢ de menos”, e das contas
armadas, a organizacdo textual de uma expressao numérica contribui para a organizacao do
pensamento (FREITAS, 2014).

A expressdo resume um problema e permite que o mesmo seja traduzido para a forma
matematica, de forma a ser passivel de resolugdo de forma simbdlica, em um processo de
descontextualizacdo e recontextualizacdo, com um carater utilitario para simplificar a sua
resolucdo. Para as razdes do ordenamento serem compreendidas ¢ necessario que tenham
significado. Assim, para que se entendam as quatro operagdes matematicas, ¢ preciso
compreender e representar tanto as situagdes aditivas quanto multiplicativas (NUNES;
BRYANT, 1997, FREITAS, 2014).

A representagdo concisa ¢ a ordem entre as operacdes fazem parte da sintaxe

matematica, cuja compreensdo proporciona ao estudante entender os processos que levam as
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ordenagdes e conhecer as convengdes que permitem os agrupamentos nos sinais de
associacdo. Associada & semantica, permite que se tenha um entendimento do que se esta
fazendo ao representar e calcular as expressdes numéricas, € mais que entender o algoritmo
ou decorar as regras do que fazer antes ou depois, a compreensao do significado de nimero na
adigdo e multiplicagio gera um sentido na sintaxe. E a escrita com regras explicadas e bem
definidas, que fazem sentido e que se espera que estudantes do Ensino Fundamental consigam
construir (ECHEVERRIA; POZO, 1998, FREITAS, 2014).

A iniciag¢ao da escrita simbolica se da tanto pelo conhecimento mais abrangente das
quatro operagdes quanto pela escrita da sintaxe matematica. As propriedades do Corpo do
Conjunto dos Numeros Reais se aplicam de forma a permitir a resolugdo das expressdes
numéricas, € posteriormente as expressoes algébricas. Nao vamos discutir o Campo
Conceitual Algébrico, no entanto, dentre as crencas de professores sobre as expressoes
numéricas, estd a preparagio para a Algebra, no sentido de organizar a escrita de uma forma
simbolica (ARRALIS, 2006).

Se as expressdes sdo tdo importantes a ponto de instrumentalizar o pensamento na
compreensdo de problemas mistos, por que professores ainda ensinam o algoritmo
desvinculado da situagdo? A resposta se da tanto na tradi¢cdo que inicia com o calculo para
depois aplicar em situagdes, que estd intimamente atrelada a historia do ensino de Matematica
no pais, como na crenga de que quem aprendeu o algoritmo sabe o conteudo, e as situagdes
sdo interpretacdo de Lingua Portuguesa (ALVES, 2005, ARRALIS, 2006).

Essas ideias sdo comunicadas aos estudantes através das praticas de sala de aula que
eles vivenciam. E preciso avangar com propostas que contemplem o estudo das expressdes
numéricas como situacdes, bem como em estudos que compreendam como os estudantes
constroem o pensamento perante essas situacoes (PARMEGIANNI, 2011, FREITAS, 2014).

Assim, propusemos uma pesquisa que contemplasse a resolucdo de um problema
misto por estudantes do Ensino Fundamental, para estudar as expressdes numéricas como
possivel imbricagdo entre o Campo Conceitual Aditivo e o Campo Conceitual Multiplicativo,
entendendo uma imbricagdo como uma relagdo na qual os campos conceituais se articulam e
geram novos significados, mediante uma interconexao dindmica, com uma sobreposicao
mutua. A resolucdo das situacdes imbricadas exige que os sujeitos alternem entre os

significados dos campos conceituais e lhes articulem (TELES, 2008).
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3.2 Formato e estrutura da tese

Esta tese ¢ formada por trés estudos complementares e distintos acerca de expressdes
numéricas, tendo como aporte teérico a Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud.

O primeiro estudo, descrito no capitulo quatro, consiste em um levantamento
bibliografico que descreve e categoriza como textos cientificos brasileiros abordam as
expressoes numéricas, no periodo de 2000 a 2020. A produgdo de dados foi realizada em
quatro fases, sendo a primeira em teses e dissertagdes, de forma recursiva, a segunda em
periodicos listados em Educagdo Matematica, a terceira em eventos de relevancia para a area
e a ultima fase, em dois portais de periddicos. O levantamento bibliografico corrobora para a
importancia do estudo do tema, contemplando uma diversidade de teorias e discussdes sobre
expressdes numéricas, seus elementos e significacdes.

Considerando os livros didaticos como materiais importantes no suporte ao trabalho
dos professores, trazemos no quinto capitulo o segundo estudo, que consiste em uma analise
descritiva de como as expressoes numéricas sao retratadas em livros didaticos do 6° ano do
Ensino Fundamental, a partir das estruturas aditiva e multiplicativa. Sdo consideradas as
situacdes contendo expressdes numéricas de sete colecdes dos livros didaticos de Matematica
mais utilizados nas escolas publicas no 6° ano, mediante a Teoria dos Campos Conceituais e
suas classes de situagoes.

O terceiro estudo ¢ uma pesquisa quase-experimental com estudantes do 6° e 8° anos
do Ensino Fundamental, em que o instrumento principal ¢ formado por uma situacdo
envolvendo problemas mistos, cuja representagdo pode dar-se na forma de expressdes
numéricas, com vistas a compreender a imbricacdo entre os campos conceituais aditivo e
multiplicativo. E composto por quatro artigos, cujos enfoques sdo ordem das operagdes,
processos de pensamento explicitados nas resolugdes, representacdo e mobilizagdo de
expressoes numéricas por estudantes do 6° e 8° anos de escolas publicas.

O primeiro artigo, desenvolvido no capitulo seis, estuda como os sujeitos resolvem
uma expressao numérica descontextualizada e um problema misto que pode resultar nesta
expressdo numérica. Analisa a escrita e resolucdo referente a ordem das operacdes, os sinais
de prevaléncia e os sinais de associagdo. O segundo artigo, detalhado no capitulo sete, refere-
se as expressoes numéricas resultantes dos processos de pensamento explicitados nas
resolucdes de um problema misto, bem como a organizagdo em diagramas das estratégias

organizadas pelos alunos, e das classificacdes possiveis para este problema em virtude da
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estratégia escolhida.

No capitulo oito, o terceiro artigo analisa o desenvolvimento das respostas dos
estudantes ao problema misto, de forma a estudar os sistemas de significantes presentes em
suas resolugdes e entender como as imbricagdes entre os Campos Conceituais Aditivo e
Multiplicativo podem se apresentar. O capitulo nove corresponde ao quarto artigo, que analisa
as operagdes e sua estrutura, bem como os niveis hierarquicos de pensamento que levam a
resolucdo de um problema envolvendo as estruturas aditivas e multiplicativas, ao ponto de
haver imbricacdo entre as mesmas. A conclusao visa discutir as considera¢des dos artigos que

compdem a tese, com vistas a atender os objetivos da mesma.

3.3 Meétodo

Abordamos aqui uma visao geral da tese, que ¢ composta por trés estudos. O método

de cada estudo esta especificado nos artigos que o compdem.

3.3.1 Ktica da pesquisa

Esta pesquisa segue a Instrugdo Normativa n° 06/2019 do Comité de Etica em
Pesquisa da Universidade Federal do Rio Grande - FURG e atende as indicagdes da
Resolugdo n.° 510/2016 do Conselho Nacional de Satde, bem como as demais disposi¢oes
legais da ética em pesquisa nas Ciéncias Humanas. O Termo de Consentimento Livre e
Esclarecido e o Termo de Assentimento Livre e Esclarecido encontram-se nos Apéndices B e
C.

3.3.2 Delineamento da pesquisa

Este estudo ¢ uma pesquisa basica, qualitativa, de delineamento exploratério quanto ao
objetivo, de carater quase-experimental, que produz seus dados e andlises por meio do
Meétodo Clinico. O delineamento, quanto ao objetivo, se caracteriza por uma pesquisa
exploratoria, pois analisa casos que estimulam a compreensdo sobre os sentidos atribuidos aos
nimeros nas expressoes numéricas (GIL, 2002).

Tem carater quase-experimental porque embora trate com rigor e procedimentos de
pesquisa experimental suas etapas, ndo possui um grupo de controle ou carater aleatdrio,
sendo dado seu rigor de amostra, em fung¢ao do Método Clinico, pela exaustao (GIL, 2002,
2008).

3.3.3 Questdes de pesquisa

A questdo principal desta pesquisa ¢é: Como estudantes de 6° ¢ 8° ano do Ensino
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Fundamental mobilizam os conhecimentos necessarios para resolver situagdes que podem ser
representadas por expressdes numéricas contendo as quatro operagdes? Para responder esta
questao, compusemos outras subquestoes que nortearao o trabalho, a saber:

O que se entende por expressdes numéricas em textos cientificos brasileiros?

Como as situagdes envolvendo expressdes numéricas sao retratadas nos livros
didaticos do 6° ano do Ensino Fundamental, a partir do enfoque da Teoria dos Campos
Conceituais?

Como os estudantes estruturam a ordem das operagdes ao resolver uma expressao
numérica na forma simbélica e como problema misto?

Quais os processos organizados por estudantes do Ensino Fundamental ao resolver
uma situacdo de problema misto, com enfoque nas expressoes numeéricas?

Como estudantes do 6° e 8° ano do Ensino Fundamental representam um problema
misto, mediante uma situagdo dada?

Como os elementos de uma expressdo numérica se movimentam na escrita € na

resolucao de um problema misto, por estudantes do Ensino Fundamental?

3.3.4 Objetivo geral

Tendo como principio a abordagem das expressdes numéricas como possiveis
imbricagdes entre os Campos Conceituais Aditivo e Multiplicativo, apresentamos um
problema misto por meio de uma situagdo pratica a ser representada na forma simbdlica e
resolvida por procedimentos que levam em conta o sentido dos nimeros e operacdes, € as
propriedades aritméticas dos conjuntos. Esta tese buscou analisar as estratégias e processos
de pensamento de estudantes de 6° ano e 8° ano em uma situacio que pode ser
representadas por expressoes numéricas, por meio do Método Clinico, a fim de
compreender como pode se dar a imbricacdo entre os Campos Conceituais Aditivo e

Multiplicativo.

3.3.5 Objetivos especificos

Compreender como textos académicos brasileiros retratam as expressoes numéricas,
mediante pesquisa bibliografica, a fim de organizar um panorama sobre a pesquisa e
disseminag¢do textual de expressdes numéricas;

Descrever como as situagdes envolvendo expressdes numéricas sdo retratadas nos
livros didaticos do 6° ano do Ensino Fundamental, a partir do enfoque da Teoria dos Campos

Conceituais;
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Verificar como estudantes estruturam a ordem das operagdes ao resolver uma
expressao numérica na forma simbolica e como problema misto;

Detalhar os processos organizados por estudantes do Ensino Fundamental ao resolver
uma situagdo de problema misto, com enfoque nas expressoes numéricas;

Identificar como estudantes do 6° ao 8° ano do Ensino Fundamental representam um
problema misto mediante uma situacdo dada, a fim de compreender as imbricac¢des entre os
campos conceituais aditivo e multiplicativo;

Analisar como os elementos de uma expressao numérica se movimentam na escrita e
na resolucao de um problema misto, por estudantes do Ensino Fundamental, mediante Método

Clinico Piagetiano.

3.3.6 Tese

Defendemos a tese que as expressdes numéricas, como imbricacdes dos campos
conceituais aditivo e multiplicativo, sdo compreendidas por estudantes de Ensino
Fundamental quando suas situa¢des forem representadas em linguagem simbolica e
solucionadas nos diferentes significados que esses campos conceituais contemplam, e assim,
tanto as relacdes de ordem quanto de operacionaliza¢do serdo melhor compreendidas pelos

estudantes.

3.3.7 Momento da Pesquisa

A pesquisa foi realizada durante a pandemia do Coronavirus — COVID-19, e as
entrevistas foram adiadas at¢ o momento em que foi possivel realiza-las de forma presencial.
Os protocolos de higiene foram seguidos: mascaras, face shield, dlcool gel, distanciamento de
1,5m e higienizac¢do dos instrumentos de pesquisa a cada aplicagao.

Os equipamentos de protegao dificultaram as questdes de audio, pois houve bloqueio
de voz, tanto da pesquisadora quanto dos estudantes. As gravacdes em video facilitaram a
analise, pois ¢ possivel manipular e diminuir os ruidos para entender o contetido dos videos.

Para além das questdes sanitdrias, o confinamento e as aulas remotas tiveram um
impacto na aprendizagem dos estudantes. Embora ndo faga parte das nossas questdes de
pesquisa, ¢ necessario afirmar que os alunos do 6° ano estavam no 3° ano antes da pandemia,
e realizaram as aulas de forma remota no 4° € no 5° ano, e os alunos do 8° ano estavam no 5°
ano antes da pandemia, e realizaram as aulas remotas no 6° e no 7° ano.

Uma das perguntas de identificacdo dos sujeitos se referiu aos meios de acesso as
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aulas remotas durante o periodo de confinamento. Dentre os recursos utilizados estiveram os
materiais buscados na escola e o acesso via meios digitais, como celular ou computador. A
Figura 28 retrata por quais vias os alunos tiveram acesso as aulas no periodo de ensino

remoto.

Figura 28 — Meios de acesso as aulas remotas pelos estudantes da pesquisa

Sextos anos QOitavos anos

M celular M celular

43%

B computador m computador

material material

14%

Fonte: dados da pesquisa.

Embora a maior parte dos estudantes tenha acesso as aulas por meios digitais, ha que
se considerar uma boa parcela que utilizou materiais impressos disponibilizados pelas escolas.
Nem todos tiveram as mesmas condi¢des de aprendizagem, e isso ¢ um fator que deve ser
levado em consideragao.

Em virtude deste momento incomum, e dos resultados apresentados tanto no estudo
piloto quanto no andamento da pesquisa com os 6°s anos, acrescentamos turmas de 8° ano em
nosso Publico-alvo. Mantivemos os nomes dos alunos em sigilo, optando por uma
identificacao em ordem alfabética e nomes com quatro letras.

A producao de dados se deu durante a Pandemia pelo Coronavirus — COVID-19.
Conforme ja citado, as criangas do sexto ano tiveram aula presencial até o terceiro ano,
estudando o quarto e o quinto anos em casa, a partir de material escrito coletado nas escolas,
ou por acesso via celular ou computador, compartilhados entre os familiares. Percebemos,
como Campos, Perin e Pita (2022), a impossibilidade da adogdo eficaz do ensino remoto pela
escola publica, pela falta de acesso dos alunos aos recursos de comunicagdo necessarios, com
fortes prejuizos para os estudantes.

Para além de se adaptar a novas formas de conviver, aprender e ensinar, os estudantes
foram prejudicados tanto na possibilidade de obter um material de qualidade quanto na
necessidade de socializacdo de ideias. Para além da construc¢do individual dos conhecimentos,
o didlogo e a interposi¢do de diferentes conhecimentos foram impossibilitados pelo

confinamento. Muito embora tentativas de aulas sincronas por meios digitais tenham
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ocorrido, boa parte das criangas entrevistadas ndo tiveram acesso a meios digitais para
acompanhamento de aulas.

A pandemia refletiu de forma impactante na pesquisa também nas entrevistas, as quais
foram adiadas até as doses de refor¢o da vacina serem disponibilizadas. Os equipamentos de
protecdo como madscara, face shield e élcool gel foram constantemente utilizados. As
gravagdes ficaram com volume baixo e com som ndo muito claro, devido ao uso de tais

equipamentos.

3.3.8 Participantes da pesquisa

Ao final dos anos iniciais, espera-se que as criangas ja tenham algum dominio sobre as
quatro operagdes, € que possam resolver adequadamente expressdes que envolvam tanto os
sinais de associagdao quanto as regras de prevaléncia, por isso o publico alvo da pesquisa ¢ de
adolescentes de 6° ano do Ensino Fundamental.

Inicialmente pensamos nos alunos do 6° ano, mas devido a pandemia do Coronavirus,
as condi¢des de aprendizagem ndo foram as consideradas normais antes do confinamento.
Assim, ampliamos nossa margem de escolarizagdo para 6° e 8° ano.

A abordagem foi realizada de forma individual e presencial, apds nos vacinarmos com
as duas doses da vacina contra o COVID-19. Utilizamos o Método Clinico Piagetiano,
mediante coleta/producdo, realizada por observagdo e entrevista clinica com o uso de
resolucdo de situagdes com materiais manipulaveis, filmadas e posteriormente transcritas. As
institui¢des parceiras sdao escolas da rede publica municipal e estadual do municipio de
Pelotas.

Tem-se tomado por base para definicdo do niimero de participantes um método de
saturacdo. A saturagdo ¢ a coleta de dados que se realiza até que ndo haja mais dados novos.
Aplica-se a entrevista em conjuntos de, aproximadamente cinco participantes € observa-se os
dados até que se perceba a inexisténcia de novos processos, conceitos ou daquilo que se tem

por foco de investigagao.

3.3.9 Método Clinico

De acordo com a perspectiva epistemologica do pesquisador, a escolha de
instrumentos de pesquisa, bem como da perspectiva metodoldgica de forma mais geral e das
condutas de analise, ¢ produzida. Para Silva e Bertolucci (2021), tais epistemologias sao
percebidas na escolha da forma com as quais os pesquisadores organizam e pdem em acao as

entrevistas com criangas. Segundo os autores, para estudos aprioristas, que levam em
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consideracdo a ideia do conhecimento ser proveniente do individuo e de sua capacidade inata
de conhecer, a metodologia de entrevista coerente com a descoberta do que ha no individuo
sdo os testes de prontidao, bem como a busca pelos que mais se destacam, a fim de estimular
o talento. No caso das perspectivas empiristas, Silva e Bertolucci (2021) afirmam que em
virtude da ideia empirista afirmar que o conhecimento estd fora do sujeito, no ambiente,
ensinar envolve principalmente aprender métodos diretivos que mobilizem estimulos com os
quais o aluno apreenda tal conhecimento, de forma a condicionar respostas e condutas, sendo
coerentes testagens e aferi¢ao, cujos questionarios e protocolos estruturados sdo importantes
para verificar o que o sujeito ja sabe ou pode armazenar. Ambas perspectivas sao
deterministas. Por outro lado, a epistemologia construtivista, em seus instrumentos de
pesquisa, busca conhecer como o sujeito desenvolve operagdes logicas sobre o objeto

investigado. O construtivismo, para Silva e Bertolucci (2021),

¢ a ideia de que nada esta fortemente determinado pelo meio ou pela
hereditariedade, mas de que o conhecimento se constrdi a partir da interagdo entre
sujeito e seus objetos de conhecimento. Assim, hd um reconhecimento da influéncia
ambiental e da existéncia de estruturas inatas, mas had a compreensdo de que o
conhecimento constrdi-se a partir ndo da soma ou unido, mas da interagdo entre
essas condigdes (2021, p. 351).

Nao ha garantia de aprendizagem, mas sim estruturas inatas e ambientais que dao
condi¢cdes de possibilidade para que a mesma ocorra. Experiéncias particulares, subjetividades
e agoes sobre o mundo sdao tomados como parametro para os processos construtivos, sendo o
pensamento entendido como capacidade de raciocinar e empreender operagdes logicas (Silva
e Bertolucci, 2021), e para analisar tais operagdes € necessario ndo ter enfoque no resultado
final de uma proposi¢do, mas na constru¢do do raciocinio, com protocolos de entrevista
visando mapear os movimentos iniciais, intermediarios e finais de estruturacdo de uma
compreensdo. Grossi (2017) situa a Teoria dos Campos Conceituais como pos-construtivista,
estabelecendo um terceiro elemento, denominado Outro, na relagdo aprendente-realidade, o
que corrobora com a ideia de mediagdo em linguagem defendida por Vergnaud (1993).

Assim, a utilizagdo do método clinico ¢ a mais coerente com a proposta desta tese.

Segundo Delval (2002),

o método clinico ¢ um procedimento de coleta e analise de dados para o estudo do
pensamento da crianga (embora também se aplique ao estudo do pensamento dos
adultos) que se realiza mediante entrevistas ou situagdes muito abertas, nas quais se
procura acompanhar o curso do pensamento do sujeito ao longo da situagdo, fazendo
sempre novas perguntas para esclarecer respostas anteriores (2002, p. 12).

O método clinico permite que o sujeito explicite o pensamento na medida em que
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aponta quais opgdes toma ao desenvolver uma agdo. O método indica também as ac¢des do
pesquisador, e permite uma analise detalhada e rigorosa dos dados produzidos. Delval (2002)
destaca a importancia do planejamento para o método clinico, desde coletar os dados
mediante entrevista clinica, evitando incorrer em uma série de erros.

Apoés as entrevistas, os dados foram organizados em classes de acordo com as
variaveis de analise de cada artigo. As classes foram discutidas pelo grupo de pesquisa, de

modo a validar e reorganizar a pertinéncia de cada uma.

3.3.10 Estudo Piloto

O estudo piloto foi realizado com seis estudantes do 6° ano. Foram aplicados dois
instrumentos. O primeiro instrumento’ foi a aplicagio oral de um problema que se
caracterizou pela montagem de um lanche por um aluno, para seu colega, conforme instru¢des
contidas em um cardapio. O colega deveria escrever e resolver o calculo resultante do custo
do lanche. O material utilizado foram trés hamburgueres de brinquedo, com

acompanhamentos, e um carddpio contendo os pregos de cada opg¢ao, conforme Figura 29.

Figura 29 — Material de Apoio para a resolucio do problema misto

da,Prefe |

\ »
Vocé pede e seu colega paga \ 4%

CARDAPIO

01. X-BURGER
Ploc RS 11

02. ACOMPANHAMENTOS BASICOS (CADA)

03. ACOMPANHAMENTOS PREMIUM (CADA)
aixinha)

05. SOBREMESAS (CADA)
arta ame

06. BEBIDAS (CADA)
Suce, refrigeran

Fonte: dados da pesquisa.

A montagem do lanche foi feita por um membro da dupla, e o calculo do prego pelo
outro membro. Cada item pode ser triplicado, € o unico obrigatorio ¢ o X-Burguer. Assim, o

valor minimo é de R$11,00 e o maximo de 266,00.

’A caracterizagdo e pré-analise do primeiro instrumento do estudo piloto foi apresentada no XXVI EBRAPEM.
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Esperava-se que a expressdo numérica resultante fosse escrita com o valor fixo 11
mais a quantidade de cada acompanhamento multiplicada pelo preco, ou ainda, a soma das
quantidades de cada acompanhamento do mesmo preco por ele multiplicada.

Para o desenvolvimento das questdes durante a entrevista, montamos um roteiro de
apoio, que consiste em algumas perguntas-chave e orientagdes prévias com o intuito de evitar
os perigos de sugestdo de resposta ou fuga do tema descritos por Delval (2002).

Para este roteiro de apoio, dispusemos as nossas falas, a fim de identificar os
comentarios sobre os mesmos. Reiteramos que tais perguntas sdo como guia, € que
provavelmente mudardo durante o percurso da entrevista.

- Esta atividade consiste na montagem de um lanche, no qual um de vocés vai montar
um lanche para o colega, e ele vai calcular o preco.

- Um pode ajudar o outro no célculo. E importante que vocés falem em voz alta o que
estdo pensando. Durante o processo, eu vou fazer umas perguntas para vocés, certo?

- Quem vai escolher primeiro?

- Aqui esta o cardapio (apresentar o cardapio) e aqui estdo os ingredientes (apresentar
o sanduiche de brinquedo). Vamos montar?

Com o modelo do sanduiche para manipular, o estudante vai montando o sanduiche e
falando em voz alta os ingredientes escolhidos, assim, o colega pode registrar o preco e a
quantidade de cada ingrediente.

- Qual a quantidade de cada ingrediente que vocé pegou?

- Algum tinha o mesmo preco?

- Como podemos escrever em uma linha'® este calculo?

Apobs a montagem e o registro, perguntamos sobre cada numero e seu significado na
escrita da expressao, como por exemplo:

- Este trés aqui, o que ele representa no calculo que vocé fez? E um ingrediente, um
preco, uma quantidade?

Cada um dos sentidos atribuidos possuem um valor na operag¢do, conforme Nunes e
Bryant (1997), a multiplicagdo difere da adi¢ao pelo sentido de replicar (nimero que na
proporcionalidade pode representar tanto o fator escalar quanto o fator funcional), ainda, ha
pelo menos um operador que esta replicando uma quantidade, desta forma, as perguntas serao
direcionadas conforme a constru¢do de cada expressdo, a fim de identificar quais os sentidos

dados aos nimeros, sinais de associag¢ao e operadores.

10 - . ~ . . ~ , .
Unico momento de sugestdo: escrever em uma linha para que seja representado como expressdo numérica.
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Encontramos como resultados a montagem economica pelos estudantes, que inseriram
poucos ingredientes em seu lanche, e o calculo do valor a pagar se reduziu a operagdes de

adi¢@o, como podemos ver no protocolo de Nico (10 anos, 6° ano).

Figura 30 — Excerto do Protocolo de Nico

Fonte: dados da pesquisa.

A realiza¢do da tarefa em duplas n3o foi interessante, pois ao invés de os alunos
discutirem sobre o problema, o segundo copiava o que o primeiro fazia, e todos concordaram,
sem opor-se entre si, ainda quando divergiamos para incentivar outras respostas, os alunos
mantiveram-se firmes nas primeiras.

O segundo instrumento'' aplicado com os estudantes no estudo piloto foi o problema
das caixas. O problema consistiu em calcular a quantidade de canetas em uma caixa com
embalagens de estojos, e a metade. Calcular o numero de canetas vermelhas.

Na caixa cabem oito embalagens, em cada embalagem estd um conjunto com seis
estojos azuis, e dez estojos amarelos. Em cada estojo azul estdo trés canetas azuis, duas
canetas pretas, duas canetas vermelhas e uma caneta verde. Em cada estojo amarelo estdo

duas canetas roxas e uma caneta cor de rosa, conforme Figura 31.

Figura 31 — Esquema do material a ser manipulado no dia da entrevista

Fonte: dados da pesquisa.

Marta pediu uma embalagem cheia, quantas canetas cabem na embalagem? Quantas
canetas vermelhas estdo na embalagem, quando ela esta cheia? Rozane encomendou a metade
do pedido de Marta. Quantas canetas ha no pedido de Rozane? Quantas canetas azuis Rozane

encomendou?

A pré andlise do instrumento 2 do teste piloto foi apresentada na Mostra de Pesquisa Universitidria (MPU) da
Universidade Federal do Rio Grande.
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O roteiro de apoio serviu como guia na apresentacdo. As perguntas guia do roteiro
seguem:

- Marta pediu uma embalagem cheia, quantas canetas cabem na embalagem?

[esperar o estudante iniciar € manipular o material]

- Como podemos escrever uma conta que mostre quantas canetas tem ao todo na
embalagem? Por onde vocé comega? Me conte como vocé pensou.

- Quantas canetas existem em cada um?

[caso o estudante junte as quantidades de canetas]: Se vocé s calcular o namero total
de canetas, tem como descobrir o nimero de cada tipo de caneta?

[Se o aluno chegar em 624 canetas, perguntar o sentido de cada um dos sinais
matematicos presentes nas operacoes|

- Como podemos escrever essa conta em uma linha?

[Se o aluno chegar na expressao numérica, ainda que incorreta, solicitar que a resolva]

Esperava-se que os estudantes chegassem em uma expressao que se assemelhe a
8.[6.(3+2+2+1)+10.2+1)].

- Quantas canetas vermelhas estdo na embalagem, quando ela estd cheia?

[caso o estudante tenha escrito o nimero de canetas de cada estojo, verificar se ele
identifica onde se encontra a quantidade correspondente ao numero de canetas vermelhas na
expressao].

- Rozane encomendou a metade do pedido de Marta. Quantas canetas ha no pedido de
Rozane? [identificar se o estudante divide o resultado por dois ou utiliza de outra estratégia, e
qual o registro que organiza a partir deste momento, inclusive com a expressao numérica).

Ainda, ao se questionar sobre quantas canetas azuis Rozane encomendou, a percepcao
de que Rozane encomendou a metade da quantidade de canetas azuis de Marta, € que o
numero de canetas azuis pode estar representado na expressao numérica. Barbosa e Magina
(2014) estudam multiplicacdo de trés fatores, com conjuntos de conjuntos, € concluem que as
representacdes por meio de expressdes numéricas multiplicativas, aliadas a outras
representacoes, propiciaram a constru¢ao dos sentidos de decomposicao, o que serd levado em
conta na analise desta proposta, que se assemelha pelos fatores, e se distancia pela parcela.

Em virtude do tempo que os estudantes levaram para realizar a tarefa, a parte das
compras de Rozane, das canetas vermelhas e das comparagdes foram retiradas da questao.
Esperavamos que os estudantes apresentassem expressdes numéricas que traduzissem a
questdo, mas encontramos representagdes de conta armada. O instrumento da caixa foi

reorganizado e fez parte do estudo principal. Foi acrescentado um instrumento de resolugdo
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de uma expressdo numérica na forma simbolica, para avaliar os conhecimentos dos estudantes

sobre regras de prevaléncia e sinais de associacdo e poder sustentar o problema das caixas.

3.3.11 Instrumentos
Os instrumentos foram aplicados individualmente, por meio do Método Clinico
Piagetiano. O primeiro consistiu em uma expressdo numérica na forma simbolica, e o

segundo em uma situacao oral contendo material de suporte.

Estudo Principal modificado a partir do Estudo Piloto

Instrumento 1 — Expressdo Numérica na forma simbolica.

O instrumento 1 foi o primeiro a ser disponibilizado aos estudantes. Para resolvé-lo, os
alunos tiveram acesso a lapis, borracha e apontador. Durante sua resolucao foi solicitado que
explicassem o que estavam fazendo, e os motivos de seus procedimentos. Consistiu em uma
expressao numérica contendo sinais de associagdo, adicdo e multiplicagdo, conforme Figura

32.

Figura 32 — Instrumento 1

Folha nimero

Expressdo
Numérica

Data: ol o ‘ Participante

Calcule o valor de 8x[6x(3+2+2+1)+10x(2+1)]

Fonte: dados da pesquisa.

A avaliagdo deste instrumento compoOs a discussdo organizada para o primeiro objetivo

especifico, ao estudar a ordem das operagdes.

Instrumento 2 — Problema das Caixas — Problema Misto.

O problema das caixas consistiu em uma situacao disponibilizada de forma oral. No6s
contavamos a histéria de uma amiga que realizou uma compra, mas que nao sabia quantas
canetas havia comprado. Tomamos cuidado para que a expressdo numérica pudesse ser
organizada com uso de sinais de associagdo € que contivesse a0 menos uma operacao do
Campo Aditivo e uma operagcdao do Campo Multiplicativo, fazendo dela uma situagao do tipo

problema misto.
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Foi disponibilizado aos estudantes l4pis, borracha e apontador, mais o material de
suporte composto por:

1 caixa grande

8 embalagens

10 estojos amarelos

6 estojos azuis

Em um estojo amarelo: duas canetas roxas e uma caneta cor de rosa

Em um estojo azul: trés canetas azuis, duas canetas vermelhas, duas canetas pretas e
uma caneta verde.

Na caixa cabiam exatamente as oito embalagens, sendo que sete delas estavam
fechadas. Na embalagem aberta cabiam os estojos, sendo que um de cada cor continha as

canetas a ele correspondentes, conforme Figura 33.

Figura 33 — Instrumento 2

Fonte: dados da pesquisa.

O problema contado era: Marta fez uma encomenda de canetas, que vieram em uma
caixa. Na caixa cabem oito embalagens, em cada embalagem estd um conjunto com seis
estojos azuis, e dez estojos amarelos. Em cada estojo azul estdo trés canetas azuis, duas
canetas pretas, duas canetas vermelhas e uma caneta verde. Em cada estojo amarelo estao

duas canetas roxas e uma caneta cor de rosa. Marta comprou quantas canetas?

A andlise deste instrumento perpassou todos os objetivos e artigos da Parte 3 desta

tese.



63

4 ESTUDO DE REVISAO SOBRE EXPRESSOES NUMERICAS EM TEXTOS
CIENTIFICOS BRASILEIROS

4.1 Introducao

Pensar o papel das expressdes numéricas também ¢ pensar em possibilidades
diferentes de movimentagao da matematica escolar. Este estudo de revisao tem como meta,
mediante a andlise de pesquisas brasileiras em Educagdo Matematica, compreender como as
expressoes numéricas circulam nos textos académicos.

A escrita de uma expressao numérica segue uma ordem especifica, cujas operagdes e
sinais de associa¢do permitem representar em linguagem matematica um problema. Assim,
suas caracteristicas de organizacdo e estratégias de resolu¢do envolvendo as propriedades
elementares das operacdes matematicas possibilitam que sejam a expressdo de problemas que
envolvem outros Campos Conceituais, que ndo o da Aritmética.

As expressdes numéricas tradicionalmente fazem parte dos contetidos trabalhados no
Ensino Fundamental, e ainda que sua obrigatoriedade ndo seja manifestada explicitamente na
Base Nacional Comum Curricular (BNCC), o trabalho com diferentes linguagens e
simbologias estd previsto nas legislagdes pertinentes e nos livros didaticos com a chancela do
Programa Nacional do Livro e do Material Didatico (PNLD). Ottes e Fajardo (2017) destacam
que embora ndo estejam presentes nos documentos oficiais de forma explicita, as expressoes
numéricas constam nas escalas de Matematica, produzidas apos as avaliagdes, tanto pelos
processos de resolu¢ao quanto pelo uso de sinais de associagao.

Uma das caracteristicas encontradas por Silva (2014) sobre o que ¢ ser um bom
professor de Matematica ¢ a crencga de resolver grandes expressdes numéricas. Esta crenca
estd intimamente ligada a ideia produzida historicamente que ser bom em Matematica ¢ lidar
bem com a Aritmética. Durante as décadas de 1980 e 1990, a Geometria, a Estatistica e outras
areas retomaram espago quanto a representatividade em Matematica Escolar e os problemas
passaram a ter protagonismo, assim como os processos de desenvolvimento do pensamento

matematico. Esse movimento impactou a forma de ensinar as expressdes numéricas.

4.2 Método

Esta ¢ uma investigacdo de natureza qualitativa e carater descritivo, que objetiva

compreender como textos académicos brasileiros retratam as expressdes numéricas, mediante
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pesquisa bibliogréafica, a fim de organizar um panorama sobre a pesquisa ¢ disseminagao
textual de expressdes numéricas. O periodo da busca compreendeu entre os anos 2000 e 2020.

29 ¢

Os descritores utilizados para a busca foram: “expressao numérica”, “expressoes numeéricas”,
“expressao aritmética”, “expressoes aritméticas”.

Trata de um estudo de revisdo produzido em cinco fases, a partir das seguintes buscas:

1) Catalogo de Teses e Dissertacdes da CAPES e na Biblioteca Digital de Teses e
Dissertagoes (BDTD), no qual foi utilizada a busca a partir das ferramentas dos portais;

2) levantamento das referéncias presentes nos capitulos teéricos de teses e dissertagdes
cujo objeto de estudo foram as expressdes numéricas;

3) textos nos eventos ENEM (Encontro Nacional de Educagdo Matematica) e SIPEM
(Simposio Internacional de Pesquisa em Educagdo Matematica), nos quais foi utilizada a
ferramenta Ctrl+F ou leitura de sumario nos anais, conforme os textos apresentaram
possibilidade'?, sendo realizada leitura completa nos demais;

4) artigos nos perioddicos de Qualis A1 e A2 da Coordenacdo de Aperfeicoamento de
Pessoal de Nivel Superior (CAPES), de Educagio Matemética', onde foi utilizada a busca no
sumario de cada periddico, e por ultimo,

5) portais de pesquisa de periddicos: Edubase, Scielo e Portal de Periddicos da
CAPES, nos quais foi utilizada a busca automatizada.

A fase 1) consistiu em duas etapas: em la) constituiu-se um corpus a partir de teses e
dissertacdes, dos quais 21 trabalhos foram selecionados por ligarem-se ao tema e estarem
inseridos na Educacdo Matematica. Em 1b) os 21 foram classificados conforme a énfase dada
as expressdes numéricas: (i) 7 tiveram como objeto de pesquisa , especificamente, as
expressoes numéricas, (ii)) 10 utilizaram de alguma forma em suas metodologias ou
instrumentos as expressoes numéricas e (iil) 4 mencionaram expressdes numéricas ao falar de
outros temas, como expressoes algébricas, por exemplo.

A fase 2 de constituicao do corpus foi elaborada a partir de um movimento recursivo.
Identificou-se quais referéncias sustentaram os capitulos sobre expressdes numéricas dos 7
textos académicos que tinham como objeto de investigagdo especificamente as expressoes

numéricas ¢ que foram identificados na fase 1b (i). Para tal, foram lidos os capitulos de

12 Alguns anais estavam em papel, outros foram digitalizados como Figura, de modo a ndo permitir ferramentas
automatizadas de busca.

B 0s periodicos da area foram selecionados a partir de Fuchs (2012), e conferidos com o qualis do triénio 2013
- 2016, disponivel no site da CAPES em 2020 -
https://sucupira.capes.gov.br/sucupira/public/consultas/coleta/veiculoPublicacaoQualis/listaConsultaGeralPeriod
icos.jsf.
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referencial tedrico e identificados os textos que foram referenciados. Nessa fase foram
encontradas 41 referéncias que fundamentaram os trabalhos. Dessas, identificou-se que 23
referéncias relacionavam-se a outros temas ou textos que ndo envolviam expressdes
numéricas e, por isso, foram descartadas. Restaram 18 textos relacionados, dentre os quais
nove eram dissertacdes e teses ja levantadas na fase 1, acrescidos de outros nove textos
inéditos. Assim, essa fase 2 produziu a incorpora¢do de mais 9 textos ao corpus de analise,
que acrescidos as 21 dissertacdes e teses resultaram, até este momento da pesquisa, em 30
textos. Em um esfor¢o de aprofundamento, foi realizado mais um movimento recursivo: o
levantamento das referéncias presentes nestes nove textos desta fase. Nessa busca ndo se
encontraram novas referéncias, mantendo-se o niimero total de textos em 30.

A Figura 34 apresenta um esquema de rede dos 18 trabalhos selecionados na fase 2,

cuja seta indica o vinculo de citagao.

Figura 34 — Rede de trabalhos vinculados as pesquisas sobre expressdes numéricas

Bender (1962)
Soares (2008)

Gregolin (2002)

Ottes (2016). .o
rreitas (2014) | gpés (2010)

Oliveira (2004)
Silva e Arruda (2011), - Silva (2009) Paimr(2018)

Parmegiani (2011)

Arrais (2006) b
Salomao (2013)
Nakamura (2003) Lorenzi e Chies (2007)
Modanez (2003)
Maciel (2014)

Fonte: dados da pesquisa.

A Figura 34 evidencia as sete dissertacdes e teses que tiveram por objeto de estudo as
expressoes numéricas. As demais referéncias que se vinculam sdo nove textos inéditos e duas
dissertacdes/teses, destacadas em amarelo, que surgiram na fase 1, mas cujo objeto de
investigacao nao debrugava-se sobre o tema das expressdoes numéricas. Assim, entende-se que
esse corpus constitui-se como a rede de referéncia para teses e dissertacdes sobre expressdes
numeéricas no periodo de 2000 a 2020.

Na fase 3 da pesquisa foram analisados os anais dos eventos ENEM'* e SIPEM",

14 VII ENEM-Rio de Janeiro-2001, VIII ENEM-Recife-2004, IX ENEM-Belo Horizonte-2007, X ENEM-
Salvador-2010, XI ENEM-Curitiba-2013, XII ENEM-Sao Paulo-2016, XIII ENEM-Cuiaba-2019
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resultando em sete trabalhos, compondo, assim, 37 trabalhos. Na fase 4 foram analisados 22
periédicos'®, encontrando trés artigos, perfazendo uma frequéncia parcial com as fases
anteriores de 40 trabalhos sobre expressdes numéricas.

A busca da fase 5 no Portal de Periddicos da CAPES resultou em 34 artigos, sendo 27
de Educagdo Matematica, desses, 15 abordaram expressdes numéricas. Em virtude de um dos
artigos ja fazer parte do corpus pela fase 4, nao foi contado na fase 5, a qual resultou em 14

trabalhos. Na Tabela 1 hé a sintese quantitativa deste processo, que finalizou em 54 textos.

Tabela 1 — Textos por fase na constituicio do corpus do estudo de revisao

Fase Descricao Textos
1 Teses e Dissertagoes 21
2 Referéncias de Teses e Dissertagoes 9
3 Eventos 7
4 Periodicos de Educagdo Matematica segundo Fuchs (2012) 3
5 Portais de Periddicos 14
Total 54

Fonte: dados da pesquisa.

4.3 Resultados e discussao

Os trabalhos foram classificados em trés categorias principais, sendo elas: textos
tedricos, os quais abordam estudos sobre a hierarquia das quatro operagdes matematicas,
pesquisas em livros didaticos a respeito de expressdes numeéricas e propostas reflexivas sobre
expressoes numéricas.

A segunda categoria diz respeito as intervencoes em sala de aula, e foram classificadas
em uso de tecnologias, desafios didaticos, intervengdes com resolu¢do de problemas, € com o
uso de materiais didaticos ndo digitais.

A terceira e ultima categoria refere-se aos estudos cujo objeto ndo sdo as expressoes
numéricas, mas contemplam o tema em sua esséncia. Foram classificados em generalizagdo
de padrdes e sentido de numero, linguagem e expressdes numéricas, padronizagdo em

Geometria com expressdes numéricas, expressdes numéricas e pensamento algébrico e por

15 I SIPEM-Serra Negra-2000, II SIPEM-Santos-2003, III SIPEM-Aguas de Lindéia -2006, IV SIPEM-
Taguatinga-2009, V SIPEM-Petropolis-2012, VI SIPEM-Piren6polis-2015, VII SIPEM-Foz do Iguagu-2018

16 Periddicos Analisados: Bolema, Educagdo & Sociedade — Revista de Ciéncia da Educagdo, Revista Educagao
¢ Pesquisa, Revista historia da Educag@o, Ciéncia & Educacgdo, Cadernos CEDES, Educagdo em Revista
(UFMG), Educar em Revista, Revista Brasileira de Educacéo, Interface (Botucatu impresso), Zetetiké, Educagéo
Matematica em Revista, Revista Educagdo Matematica Pesquisa, Contexto & Educacdo — Revista do Programa
de Pos-Graduagdo em Educagdo nas Ciéncias, Reflexdo e Ac¢do, Revemat: Revista Eletronica de Educagio
Matematica, Revista Brasileira de Ensino de Ciéncia e Tecnologia — RBECT, Jornal Internacional de Estudos em
Educagdo Matematica — JIEEM, Acta Scientiae - Revista de Ensino de Ciéncias e de Matematica, Alexandria —
UFSC, Investigacdes em Ensino de Ciéncias (online), Paradigma (Maracay).
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ultimo, expressdes numéricas como caracterizacao do professor de Matematica.

4.3.1 Trabalhos tedricos sobre expressoes numéricas

Esta categoria17 ¢ composta tanto de estudos a respeito da hierarquia das quatro
operagdes matematicas, que sustentam as regras de prevaléncia nas expressdes numéricas,
quanto sobre revisdes teoricas e andlises de livros didaticos a respeito de expressdes
numéricas.

Estes textos foram lidos em sua totalidade e categorizados segundo o sentido atribuido
as expressoes numéricas, as agdes referentes ao ensino ou a aprendizagem ou ainda as
aproximacdes com outros conceitos € campos conceituais. Deste universo de 54 textos, 12

deles referiam-se a estudos tedricos a respeito de expressdes numéricas que discutem os

significados dos invariantes: sinais de associacdo e regras de prevaléncia.

4.3.1.1 Hierarquia das quatro operacoes

A hierarquia das quatro operacdes € o que permite a resolucdo correta de uma
expressao numérica, no entanto, os sentidos matematicos que possibilitam a compreensao da
prevaléncia de uma operacdo sobre a outra ndo sdo aspectos rotineiramente explorados.
Dentre os estudos que desenvolvem a argumentacdo da necessidade da prevaléncia,
encontram-se Bender (1962), Ottes (2016) e Ottes e Fajardo (2017).

Bender (1962) discute a necessidade de prevaléncia em uma expressdo numérica a
partir do problema da ambiguidade da escrita e da resolugdo de uma sequéncia de operagdes
em um conjunto de nimeros. Propde trés abordagens: a primeira aborda as regras de ordem
PMDAS'®, para a qual admite as operacdes de primeira ordem (adigdo e subtracdo), e as que
dela podem derivar (multiplicacdo e divisao), chamadas de segunda ordem. A segunda
abordagem, denominada ordem consecutiva linear dirigida, desenvolve a expressao numérica

como escrita em linguagem matematica, escrevendo as operacdes da esquerda para a direita,

17 Uma versdo do levantamento, concernente aos trabalhos teoricos, foi publicada em RAMOS, R. C. S. S;
SILVA, J. A. Estudo de revisdo sobre expressdes numéricas em textos académicos - abordagens teoricas. In:
Congresso Ibero-americano de Educacdo Matematica, 9, 2022b, S3o Paulo. Anais [...], online, Sdo Paulo.
Pontificia Universidade Catolica - Sao Paulo, 2022b. Disponivel em:
https://even3.blob.core.windows.net/processos/8b9539b3 6aca4c5a8{09.docx. Acesso em: 9 dez. 2022.

18 A mnemoénica PMDAS — Parénteses, Multiplicag@o, Divisdo, Adigdo e Subtragdo ou PEMDAS - Parénteses,
Expoentes, Multiplica¢do, Divisdo, Adi¢do ¢ Subtragdo leva a resultados incorretos de expressdes numéricas.
Gravuras escrevendo as duplas MD e AS na mesma linha indicam que tais operagdes devem ser realizadas na
ordem em que aparecem, mas ainda assim o PMDAS como regra de prevaléncia ¢ entendido como sequéncia
linear de operagoes.
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com o cuidado de escrever as operacdes em sua ordem de calculo. Com essa estratégia
poderia-se operar em sequéncia, na ordem em que aparecem, mas isso exigiria reformular a
literatura matematica e retreinar todos os que conhecem a Matematica de outra forma.

A terceira abordagem ¢ o uso de parénteses, colchetes e chaves, conforme
conveniéncia, concluindo que a necessidade de comunicar ideias da origem as expressdes
numéricas, ¢ determinam a forma geral da expressdo, necessitando de principios que evitem
ambiguidades, sejam claros e simples. Assim, nota-se que o trabalho de Bender foca-se em
aspectos procedimentais da linguagem matematica.

Ottes (2016) problematiza o sentido de numero na resolucdo das expressdes
numéricas, discernindo os sentidos da multiplicacdo e da adi¢do, bem como a necessidade da
ordem das operagdes. Discute como as expressdes numéricas € as regras de prevaléncia sao
abordadas em sala de aula, mediante analise de expressdes numéricas em livros didaticos,
identificando ensino de expressdes numéricas como regras e algoritmos.

Ottes (2016) conclui que as expressdes numéricas e sua resolucao sdo tratadas como
regras em sala de aula, e que apesar de axiomas e propriedades das operagdes serem
trabalhadas no 5° e 6° ano, ndo sdo trabalhadas posteriormente. Sugere que se trabalhe com
tais propriedades para justificar as regras, em forma de atividades, para os estudantes
construirem o raciocinio descobrindo a logica que existe por trds da regra, visualizando
conexdes de um conteudo a outro.

Ottes e Fajardo (2017) analisam trés livros didaticos, sendo um do quinto ano e dois
do 6° ano, os quais abordam as expressdes numéricas em seu teor, trazendo uma listagem de
regras sem justificativa. Ap6s uma abordagem historica dos sinais das operagdes, apresentam
uma dedu¢do matematica, iniciando com os Axiomas de Peano, e utilizando as propriedades
aritméticas de forma indutiva para mostrar as regras de prevaléncia, utilizando o principio de

Henkel para generalizar a prova para os numeros reais.

4.3.1.2 Estudos em Livros Didaticos

Os livros didaticos sdo uma importante ferramenta de trabalho de professores de todos
os niveis de ensino, e as expressdes numéricas fazem parte de sua constituicdo. Freitas (2014)
e Mendes (2017) utilizaram uma abordagem praxeologica de Chevallard (1999) para analisar
colecgdes de livros didaticos, a partir da base tedrico-metodoldgica da Teoria Antropoldgica do
Didatico.

Freitas (2014) investigou a abordagem do contetido de expressdes numéricas em livros
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didaticos de Matematica do 6° ano do Ensino Fundamental, analisando duas colec¢des de
livros. Em sua revisdo tedrica encontrou heterogeneidade de temas, programas e orientadores
a respeito de expressdes numeéricas, € embora as expressoes numéricas comumente sejam
caracterizadas como conjunto de regras, sua natureza permite modelar um problema. Os
contetdos foram analisados em dois géneros de organizagdo Matematica, o primeiro consistiu
no conceito do tema expressao numérica, € o segundo no estudo das expressdes numéricas
com as quatro operagdes. Freitas (2014) identificou uma proposta de abordagem didatica, na
qual os autores priorizam trabalho com as técnicas que envolvem o célculo mental, resolugdo
de um problema e os algoritmos.

A introducdo das expressdes numéricas ¢ realizada através de resolucdo de problema
semelhante aos exercicios de aplicagdo, cujos enunciados anunciam qual processo ou
algoritmo deve ser utilizado em exercicios, € uma ampliacdo gradual de grau de dificuldade.
Freitas (2014) defende que as expressdes numéricas nos livros didaticos devam ser
trabalhadas de forma a ir além da arte de regras, técnicas e numeros dentro de um ensino
algoritmico, contribuindo para a compreensao e emprego das propriedades operatorias.

Ao estudar nimeros binarios, Mendes (2017) analisou uma colecao de livros didaticos.
As técnicas encontradas para a conversdo entre unidades de medidas foram as expressdes
numéricas e o deslocamento de virgulas em uma tabela. Santos, Nascimento e Attie (2019)
identificam as categorias argumentativas presentes em seis cole¢des de livros didaticos dos
sexto e sétimo anos do Ensino Fundamental. Para a compreensdo dos processos
argumentativos, os autores recorreram a categorizacdo de argumentacdo conforme sua
finalidade: explicativa ou justificativa. Constataram que nenhuma das obras apresentou a
argumentacao justificativa na apresentagdo do conteudo de expressdes numéricas.

Lourenco e Oliveira (2018) abordam, mediante a Teoria dos Registros de
Representagdo Semiotica, critérios de congruéncia em problemas de equacdes do primeiro
grau em um material didatico apostilado. Entendem que um objeto pode ter varias
representacdes, como a lingua natural, diagramas ou linguagem algébrica. Ele ndo ¢ uma
representacdo, mas o conjunto de todas as suas representagdes, podendo haver conversoes
entre os registros de tais representagdes. O tratamento dado a um registro de representagdo ¢
disposto no trabalho como resolugdo da questdo. No caso das equagdes analisadas pelos
autores, o tratamento se dd na forma de expressdo numérica em um caso no qual ndo ha
resolucdo de equacdo, mas substituicdo de valores numéricos em uma expressao algébrica

para chegar em um resultado.
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4.3.1.3 Propostas de Situacoes de Expressoes Numéricas

As propostas de situagdes de expressdes numéricas, suas analises e possibilidades
tedricas, constituem essa subcategoria. Batista Junior (2019) sugere uma situagdao de compra e
venda e possibilita a analise do sentido de numero na expressao numérica, Lorenzi e Chies
(2007) e Parmegianni (2011) defendem o uso de histérias em quadrinhos produzidas pelos
estudantes para a contextualizag@o e a compreensdo das propriedades aritméticas.

Batista Junior (2019) sugere uma abordagem contextualizada ao ensino de expressoes
numéricas, pois a maior dificuldade ndo estd nas operagdes, mas na ordem, que, de modo
geral, ¢ decorada pelo aluno, ao invés de compreender o mecanismo de solugdo. Explora a
partir de um problema de compra e venda, com o uso de material concreto, diferentes
representacoes, utilizando agrupamentos, tabelas e por fim as expressdes numéricas
resultantes do problema, trabalhando o sentido de cada nimero presente na expressao.

A tarefa proposta pelo autor consiste em dar um niimero fixo de pecas por grupo a
cada integrante, deixando a sobra sobre a mesa. A expressdao numérica envolve nimero de
alunos, numero de pecas/elementos por alunos e elementos de sobra no grupo, desta forma,
discute o significado dos nimeros em uma expressao, como grupo ou como elemento. O autor
parte de um problema, constrdi uma tabela, e resume os dados da tabela na forma de
expressao numérica.

Lorenzi e Chies (2007) defendem o uso de situagdes problema para o ensino de
expressoes numéricas em sala de aula. Para isso, assumem que expressoes numéricas sao uma
forma de escrever matematicamente a situacdo, € sugerem um trabalho com historia em
quadrinhos para ilustrar situagdes nas quais os estudantes possam perceber o sentido dos
numeros. Embora as expressdes numéricas envolvam o dominio de regras, o conhecimento da
ordem em que os célculos sdo efetuados e a prioridade dos sinais de associagdo, essas regras
precisam fazer sentido, de nada adiantando as criancas decora-las e resolver as expressdes
numéricas de forma mecanica. As regras devem surgir de generalizacdes de andlises de
situagdes semelhantes, justificando a partir dessa afirmag¢do a regra de prevaléncia da
multiplicagdo em relacdo a adigdo. Partindo de situagdes, sao desenvolvidas expressoes
numéricas cada vez mais complexas, chegando ao uso de sinais de associagdo por
agrupamento de conjuntos.

Parmegiani (2011) afirma que, se organizado a partir de problemas, relacionados a
situagdes reais ou ludicas, ao invés da mera aplicagdo de técnicas como exercicio mecanico,

trabalhar com expressdes numéricas pode ser uma atividade prazerosa, com significado. Para
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tal, a autora propde jogos e historias matematicas, nas quais estudantes escrevem
simbolicamente e resolvem expressdes numéricas a partir da interpretacdo de diferentes
situagdes-problema, e, em seu contexto, as regras de prevaléncia vao fazendo sentido.

A respeito da escrita da expressao numérica, a autora afirma que a representagao se da
pela tradugdo de problema, da lingua materna para a forma simbodlica. Sobre o sucesso da
resolucdo da expressdo numérica, esta ligado ao dominio das regras de prioridade dos sinais
de associagdo e da ordem na realizacao dos calculos além, é claro, da destreza do aluno em
operar com os numeros, sendo que uso dos sinais de associagao ¢ uma convengao aceita por
todos os matematicos.

Souza Neto (2014) apresenta uma dissertacio em Matematica a respeito de
criptografia, a qual afirma ser motivacional para o estudo de expressdes numéricas, dentre
outros topicos. O autor aborda a construcao historica da criptografia, exemplificando e

ilustrando a mesma, e propde uma abordagem de sala de aula utilizando matrizes.

4.3.2 Estudos de intervencio com expresséoes numéricas

As expressdes numéricas tradicionalmente fazem parte dos contetidos trabalhados no
Ensino Fundamental, e ainda que sua obrigatoriedade ndao seja manifestada nas normas
curriculares, o trabalho com diferentes linguagens e simbologias esta previsto nas legislagdes
pertinentes. Ottes e Fajardo (2017), Freitas (2014) e Santos, Nascimento e Attie (2019)
constataram que as expressdes numéricas sdo trabalhadas em livros didaticos como um
emaranhado de regras a serem seguidas, ndo sendo apresentadas justificativas para as regras
de prevaléncia, mas uma explicacdo da técnica de resolucdo, o que ndao promove a
compreensdo, mas a memorizagao das regras.

Diante dessa realidade, estudos que buscam alternativas para a constru¢do do sentido
de expressdes numéricas a partir da compreensdo das regras de prevaléncia, da escrita
matematica e do sentido dos numeros sdo apresentados neste texto, cujas experiéncias de
intervengdo sobre expressoes numéricas resultam em diferentes perspectivas de compreensao
sobre sua escrita, resolugdo e sobre os elementos que dela fazem parte. Assim, tanto pelo uso
de tecnologia ou materiais didaticos ndo digitais, pela resolucao de problemas ou de desafios,
trabalhos académicos promovem uma discussao sobre o ensino e a aprendizagem de
expressoes numeéricas.

Nesta categoria encontram-se os trabalhos que tiveram alguma interven¢do em sala de

aula. Serviram como parametros de classificacdo as tendéncias, materiais e percursos pelos
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quais os autores escolheram. Inicialmente sdo apresentados os trabalhos com abordagens em
tecnologias, seguidos pelos que se definiram por desafios e criptografia, apds, pela resolugao
de problemas e por ultimo pelos que trabalharam expressdes numéricas com o apoio de jogos

e materiais didaticos.

4.3.2.1 Estudos de intervencao sobre expressoes numéricas com uso de tecnologia

Salomdo (2013) realiza uma intervencdo com estudantes formandas de Pedagogia a
respeito de como as mesmas representam situagdes problema, da lingua materna para as
expressoes numéricas, com o uso da calculadora, versando as questdes de pesquisa sobre as
concepgoes das alunas sobre as regras na passagem de problemas da lingua materna para
expressao aritmética, bem como sobre o uso da calculadora para auxiliar tal passagem. Chama
as regras de prevaléncia de regras universais para que uma expressao aritmética nao tenha
duas respostas diferentes, e descreve a resolugao iniciando pelos sinais de associagao, em sua
ordem, apos, pelas operagdes, conforme sua ordem de prevaléncia. Concluiu que os sujeitos
tiveram dificuldades em realizar a conversdo das expressdes aritméticas para a lingua
materna, usando a calculadora para conferir resultados ou calcular operagdes simples.

Menezes Junior (2013) investiga como as criancas do quarto ano de uma escola
ribeirinha podem utilizar video aulas como recurso de aprendizagem, dentre suas aulas
contempla as expressdes numéricas. Conclui que o uso de videos promove motivagdo para a
aprendizagem de expressdes numéricas.

Paim (2018) pesquisa como alunos da Educagdo de Jovens e Adultos compreendem as
expressoes numéricas por meio de um Objeto de Aprendizagem. Explica as expressoes
numéricas como operagdes de multiplicacdo ou divisdo compondo termos que sdo separados
por adi¢des ou subtragdes, pensados como pares ordenados. Esses termos dizem respeito ao
que o autor chama de grupos, e trabalha a ordem de prevaléncia a partir desse argumento. Os
resultados apontaram inicialmente que, para as operacdes descontextualizadas, os estudantes
erraram tanto na ordem de prevaléncia quanto nos célculos das operagdes. Os estudantes
tiveram uma diminui¢do de erros significativa na representacdo da ordem de prevaléncia nas
questdes contextualizadas, bem como no céalculo das operagoes realizadas.

Vieira (2019) criou, organizou e ministrou, via educagdo a distancia, um curso de
reconstru¢do de saberes matemadticos para universitarios, no qual um dos topicos foi de

expressdes numéricas. Organizou uma andlise qualitativa e quantitativa das percepgdes dos
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estudantes quanto ao portal de ensino, concluindo que tal produto tecnologico apresentou-se
como ferramenta 1til para o ensino dos conceitos envolvidos.

Fiuza (2015) aborda um curso nos qual um dos tdpicos intitulou-se expressoes
numéricas ¢ numeros decimais. A autora organizou uma sequéncia didatica, programada na
plataforma, que automaticamente devolveu os resultados dos estudantes mediante algoritmos
proprios. Para programar a sequéncia didética na plataforma escolhida, a autora produziu um
mapa conceitual explicitando o que trabalharia. O mapa descrito na Figura 35 apresenta uma

arvore conceitual na qual as expressdes numéricas ¢ um dos nos, que esta ligado a outros.

Figura 35 — Mapa conceitual para o trabalho de resolucio de problemas de niimeros decimais
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Foute: http://siena.ulbra.br/maplmages/14.png.

Fonte: Fiuza (2015, p.53).

No topico referente as Expressdes Numéricas, Fiuza (2015) apresentou problemas,
utilizou o aplicativo JClic para produzir slides (com uma histéria em quadrinhos ilustrada)
contendo situagdes que depois seriam resolvidas no ambiente virtual, com o uso do mesmo
aplicativo. Em comparacdo entre os tdpicos, expressdes numéricas adquiriu o menor
desempenho, sendo constatada dificuldade dos estudantes em interpretar dados e descobrir
quais operacdes dao conta da situagdo apresentada.

Recalcati, Figueiredo e Groenwald (2019) propuseram problemas envolvendo
expressoes numéricas com o uso de planilha eletronica, tanto no enunciado quanto na
resolugdo, esta avaliada automaticamente pela programacdo da planilha digital. Os autores
sugerem que a produ¢do de enunciados de situagdes dispostas em recursos digitais € positiva
para o ensino de expressdes numéricas. Na continuidade, Figueiredo, Groenwald e Recalcati
(2019) produziram uma situagdo que propiciou as acdes de formulacao e resolugdo de

problemas, com o uso dos recursos tecnoldgicos digitais, ¢ promoveu a aprendizagem de
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conhecimentos relativos as Expressdes Numéricas e a Matematica Financeira. Mediante a
possibilidade de escolha para os valores, a tomada de decisdo dos estudantes para as varidveis
do problema, os autores concluiram que as etapas de analise da necessidade, projeto,
desenvolvimento e implementacdo e avaliacdo do resultado obtido, realizadas na producao do
problema, exemplificam como criar problemas nao rotineiros.

Groenwald (2020) realizou um estudo de caso com estudantes de Licenciatura em
Matematica, os quais desenvolveram um Design Instrucional (DI), com o tema expressoes
numéricas. Os estudantes da licenciatura desenvolveram diversas acgdes: estudo das
expressoes numéricas em livros didaticos e na BNCC; andlise e estudo do ambiente virtual de
aprendizagem; organiza¢do de um grafo (Figura 36), de um banco de questdes para cada
conceito do grafo, producao de atividades didaticas para cada elemento do grafo, com o uso
de recursos tecnoldgicos; desenvolvimento do DI; andlise discussao e replanejamento do DIC.
O grafo apresentado na Figura 36 ¢ lido de baixo para cima pelo sistema, e as tarefas do

banco de questdes devem estar de acordo com o mesmo.

Figura 36 — Grafo do Design de Expressoes Numéricas
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Fonte: Groenwald (2020, p. 647).

Durante o planejamento das atividades, o grupo de estudantes identificou alguns
obstaculos epistemologicos, os quais foram sanados mediante estudo coletivo, por exemplo:
dificuldade com o uso dos parénteses, dificuldade de desenvolver justificativas para a ordem
das operacdes sem a utilizacao das regras, sendo esses registrados em protocolos proprios,
juntamente com os problemas que os elucidaram.

Os trabalhos de Fiuza (2015), Recalcati, Figueiredo e Groenwald (2019a, 2019b) e
Groenwald (2020) seguem a mesma linha metodoldgica, aprofundando o estudo de
expressOes numéricas e outros conceitos, com o uso de planilhas eletronicas, softwares e

Design Instrucional.
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4.3.2.2 Desafio dos quatro quatros e criptografia

Maciel (2014) faz uma proposta detalhada e ampliada do classico desafio dos quatro
algarismos, na qual ele define as expressdes numéricas como: conjunto de operagdes
fundamentais e hierarquizagdo na qual deve-se respeitar a ordem das quatro operagdes
basicas, potenciagdo e dos parénteses. Justifica o estudo das expressdes numéricas utilizando
os Pardmetros Curriculares Nacionais (1998), e conclui que para aprender expressdes
numéricas os alunos devem ser motivados com desafios.

Soares e Pirola (2020) relatam uma experiéncia realizada em um curso de extensao,
com duas atividades: o jogo dos quatro quatros, no qual se inserem sinais entre os quatro para
formar os numeros de um a dez, e o jogo nunca dois binario, no qual formas geométricas
representam as poténcias de base dois. Entendendo as expressdes numéricas como conjuntos
de numeros e operagdes matemadticas cuja ordem ¢ bem definida, os autores enunciam as
regras de prevaléncia da forma usual, mas adicionam que as operagdes podem ser feitas em
qualquer ordem dentro de suas prioridades, afirmando que algumas operagdes t€ém maior
prioridade que as outras. Os autores destacam a relevancia dos recursos no trabalho com
expressoes numéricas € apontam para a necessidade de contextualizar e trabalhar de forma

Iadica.

4.3.2.3 Intervencoes a partir de resolucio de problemas

Arrais (2006) estuda as crengas e concepgdes de 70 professoras polivalentes, de
primeira a quarta séries de escolas do Ensino Fundamental, a respeito das expressoes
aritméticas'’, problematizando essas a partir da Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud
(2001). A pesquisa aborda problemas matematicos denominados Estruturas Mistas, as quais
contemplam  problemas de Estruturas Aditivas e  Estruturas Multiplicativas
concomitantemente, sendo a sentenca matematica que representa esse problema uma
expressao aritmética.

Para o estudo das expressdes aritméticas, Arrais (2006) organiza trés olhares: do
ensino, da pesquisa e dos Campos Conceituais. Inicialmente faz um apanhado historico sobre
como as mesmas tiveram um protagonismo em testes de selecdo e nos curriculos de
Matematica desde o inicio de seu ensino institucional no Brasil, passando pela nao

obrigatoriedade das mesmas nas propostas curriculares desde 1986, e da problematizagdo das

19 ~ ‘o ~ T N e Al
Expressoes numericas € expressoes aritmeticas sao sinonimas.
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mesmas como situagdes nos Parametros Curriculares Nacionais (1998) e em Livros Didaticos
utilizados pelos professores sujeitos da pesquisa.

Embora mais de 70% dos professores tenham indicado que “ensinavam expressdao
aritmética porqué ¢ uma ferramenta importante na resolu¢do de situagoes-problema”
(ARRAIS, 2006, p.139, grifo do autor), os mesmos ndo souberam construir ou resolver tais
situacdes. Ao responder sobre o que sdo expressdes aritméticas, os professores relacionam as
mesmas ao calculo, e as mesmas servem para calcular, embora, tenha constatado que alguns
professores tenham afirmado servir para o raciocinio logico ou situagdes problema, segundo o
autor por “discursos recorrentes necessarios a sobrevivéncia em seus ambientes
profissionais”, nas escolhas destes professores estava a ideia de calculo, e 18,57% dos
professores afirmando que ndao servem para nada. Ao confrontar as respostas dos professores
sobre o porqué de ensinar expressoes aritméticas, Arrais (2006) conclui que o motivo ¢ uma
tradi¢do cultural, e a respeito do como os professores ensinam, os professores afirmam que
ensinam como aprenderam, da parte mais simples para a mais dificil, através das regras e dos
algoritmos.

Lopes (2010) analisou as estratégias de ensino de estudantes de uma escola na regiao
rural, em situagdes que consideraram o contexto dos estudantes. O pesquisador propde
situacdes que resultem em expressdes numéricas para 28 alunos de uma 5 série, enfatizando
o meio rural. Os resultados apontam para caracterizagdes das respostas dos grupos, em trés
estratos associados as modalidades de aprendizagem significativa subordinada, superordenada
e combinatoria, derivadas da aprendizagem significativa proposicional, a qual o autor afirma
ser a abordada pela pesquisa.

Silva e Oliveira (2013) relataram um encontro realizado em uma turma do Programa
PIBID, de 6° e 7° anos, no qual trabalharam a resolu¢do de um problema contendo sinais de
associacdo, fracdes, numeros decimais e as quatro operagdes. Apds a turma resolver o
problema de diversas formas e ter socializado com os colegas, deveria virar a folha de
atividade, na qual continha uma expressdo numérica referente ao problema. Os alunos nao
identificaram a expressao na forma simbolica como representacdo do enunciado, e afirmaram
ser “dificil”. Apos a elucidagdo feita passo a passo pelas autoras, os estudantes resolveram da
forma tradicional a expressdo numérica.

Goulart e Farias (2019) analisaram uma aula sobre expressdes numéricas a partir da
Teoria Antropologica do Didatico, procurando estudar as lacunas, organizacdes postas em
pratica, condigdes e restricdes em aula € o desenho do problema didatico, em relacao as

expressdes numéricas. Na aula analisada, o professor iniciou a aula com um problema de
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contexto monetdrio disposto em uma Tabela, para os alunos resolverem por iniciativa e
caminhos livres e depois da socializagdo registrou a expressao numérica correspondente. Os
autores constataram que a aula pendeu mais para o bloco pratico, composto por tarefa e
técnicas, do que para o bloco tedrico, composto por tecnologia e teoria.

Thomé, Cunha e Velasco (2019) relatam uma experiéncia que trata de um estudo
qualitativo realizado em uma turma de 6° ano do Ensino Fundamental, a respeito da leitura e
compreensdo de uma expressao numérica. Pensando a linguagem matematica como lingua
estrangeira, os autores propdem uma expressao com parénteses € as quatro operagdes. Ao
analisar os erros dos alunos, os autores afirmam que os modos de leitura podem ter diferentes
interpretacdes, devendo ser levada em conta que a traducdo de um texto da lingua materna
para a linguagem matematica deve ser realizada mediante compreensdo das regras

gramaticais, do vocabulario, do alfabeto, e da formacao de palavras e regras de pontuagao.

4.3.2.4 Estudos de Intervencio com o uso de jogos e materiais didaticos nao digitais

Soares (2008) apresenta uma pesquisa quase-experimental, que versa sobre nimeros
negativos e sua aprendizagem através de jogos didaticos, enfatizando a resolucdo de
problemas, em trés turmas de sétimo ano de uma escola particular, sendo uma turma o grupo
controle e duas o grupo experimental. Os instrumentos contemplaram resolucao de problemas
em lingua materna com livre estratégia de resolucgdo, criagdo de expressdes por meio do
problema e resolucdo de expressdes em sua forma simbolica. Os resultados mostram
diferencas significativas no desempenho dos estudantes dos grupos experimentais em relagao
ao grupo controle nas questdes de resolu¢ao de problema na lingua materna e na criagdao da
situacdo para a expressdo simbolica, mas ndo para a resolucdo de expressdes na forma
simbdlica contendo sinais de associagdo. Apesar das expressdes numéricas com sinais de
associagao nao serem resolvidas corretamente nos instrumentos, durante a intervengao os
registros apontam para a escrita e resolucdo das situagdes contendo nimeros negativos € uso
de parénteses de forma eficaz.

Silva (2009) investiga a apropriacdo da expressao numérica por alunos de 5* série do
Ensino Fundamental, fazendo uso de um jogo didatico. Sugere que as expressdes podem ser
mais do que métodos e regras para chegar a um valor sem sentido, mas também serve para
modelar situagdes-problema, como uma ferramenta, com economia de esfor¢o e tempo,
minimizando o erro. A pesquisa de campo consistiu em duas etapas: a primeira com

professores de 1% a 4 séries, e a segunda com alunos de uma turma de 5* série. Os
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professores apresentaram dificuldades em perceber as expressdes numéricas como modelo
matematico, concebendo-as como “um aglomerado de regras que devem ser aplicadas,
relacionadas a calculos que devem ‘obedecer’ uma hierarquia de operacdes” (SILVA, 2009,
p- 78). A respeito dos sinais de associagdo, os professores utilizaram parénteses para resolver
as operacdes, mas ndo na escrita para mudanca de ordem de prevaléncia nas operagoes.

As unidades de andlise foram: registro da lingua natural e registro das escritas
algébricas e formais. Os estudantes apresentaram no pré-teste saber calcular expressdes
numéricas por meio da aplicagdo de regras, podendo errar em algumas propriedades
operatdrias, porém ndo resolvem situagdes que envolvem expressdes numéricas, nao
realizando conversdes do registro da lingua natural para o registro numérico e vice-versa.
Durante a interven¢do, os pares interagiram € construiram as expressoes numéricas
convenientes para proporcionar a vitoria no jogo, embora tenham colocado os parénteses para
indicar qual operacdo queriam fazer primeiro, independente da ordem operatéria. A conversao
do registro material para a lingua natural (falada) e do registro material para o registro
numérico, foi constatada durante a aplicacdo. O pos-teste indicou que nao houve mudangas
significativas nos procedimentos de resolugdo e escrita simbolica das expressdes numéricas;
havendo aprimoramento do conhecimento sobre expressdes numéricas, utilizando-as como
ferramenta para modelar problemas, ou seja, produzindo a conversdo do registro da lingua
natural para o registro da escrita numérica.

O capitulo 2 do livro escrito por Silva e Arruda (2011) complementa a pesquisa de
Silva (2009), ao analisar uma intervencao realizada com 12 professores de primeira a quarta
séries, a respeito de como um jogo didatico influencia na reparadigmacdo docente,
trabalhando com expressdes numéricas. A pesquisa busca perceber quais as conversdes
realizadas pelos sujeitos para escrever e resolver as expressdes numeéricas.

Os grupos de professores tiveram reagdes diferentes ao jogo. Embora muitos
apresentassem registros na lingua falada coerentes as operacdes, no registro numérico isso
nem sempre ocorreu. Sobre o uso de parénteses, participantes de um grupo nao atribuiram
significado ao uso dos parénteses, em outro, se esqueceram de usar, mas justificaram o
possivel uso.

Além da aplicacdo do jogo, foram respondidas pelos professores quatro situagdes, € no
estudo foram analisadas as respostas de uma participante. O uso de parénteses pelas
professoras da pesquisa ¢ realizado para organizacdo, € ndo para a mudanca de ordem de
prevaléncia, o que as autoras consideram um obstaculo didatico que relaciona as expressoes

intimamente ao célculo. Apesar de saber formulas e ter no¢do de que o comportamento de
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estrutura matemadtica presente nos conteidos ndo ser o mesmo, no estudo, as professoras
participantes tiveram dificuldades em romper com tal obstaculo didatico, compreendendo as
expressoes numeéricas como um conjunto de regras que devem ser seguidas.

Sa (2013) relata uma experiéncia com dois jogos em uma turma do Programa Mais
Educacdo, em dois encontros, com turmas de 5% e 6* séries, organizadas em duplas. O autor
concluiu que durante as jogadas foram trabalhados tanto o célculo mental quanto as
expressoes numéricas, € que os jogos contribuiram para a aprendizagem dos mesmos. Oliveira
et al. (2013) relataram o trabalho realizado em uma turma do Programa PIBID, de 5° ¢ 6°
anos, com o uso de um jogo de bingo cujas cartelas tinham os resultados de expressdes que
eram “cantadas” por um dos participantes do jogo. As expressdes continham sinais de
associacdo e as operagdes de adigdo e subtracdo. Os autores afirmam ter detectado as
dificuldades dos estudantes por meio do jogo € que 0 mesmo serve para motivagao.

Silva e Moura (2019) apresentam uma proposta de jogo para o ensino de expressdes
numéricas, relatando a experiéncia realizada durante a disciplina de Estagio Curricular
Supervisionado, em uma turma de 7° ano do Ensino Fundamental, com a intengdo de tornar
aulas atrativas e motivadoras com a utilizacao do jogo, de forma a possibilitar uma pratica
mais reflexiva e pedagogica. Os autores concluiram que o jogo serviu como motivagao para
o0s participantes, e contribuiu para a pratica de docéncia no Estagio.

Tostes (2015) aborda expressdes numéricas mediante um tabuleiro para pessoas com
deficiéncia visual, como podemos observar na Figura 37. As expressoes sao escritas da forma
classica, mas montadas em um tabuleiro no qual o estudante pode manipular os sinais,

movimentando-os e facilitando a escrita dos mesmos.

Figura 37 — Tabuleiro produzido por Tostes (2015)
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Fonte: Tostes (2015, p. 23).

Os resultados e conclusdes sdo a respeito da usabilidade do tabuleiro, indicando uma
facilidade pelos usudrios do material e a manipulacdo de simbolos matematicos de forma mais

dindmica, facilitando os calculos.
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4.3.3 Expressoes Numéricas como suporte para o estudo de padroes

Apresentam-se aqui estudos que se referem as expressdes numéricas como resultado
de generalizacdo de padrdes geométricos, expressao do sentido de numero nas quatro
operagoes, representacdo linguistica da Matematica, padronizagdo vinculada ao pensamento

algébrico, bem como caracterizadora da imagem do professor de Matematica.

4.3.3.1 Estudos que utilizam expressdes numéricas: generalizacio de padroes e sentido

de Numero e Operacoes

Gregolin (2002) realiza um estudo de caso, em duas turmas, uma de terceira e outra de
quarta série. Acompanha as aulas de Matematica, sobre quatro operacdes, tendo enfoque
analitico no contetido trabalhado. O autor classifica a andlise das expressdes numéricas e das
sentencas matematicas como complementos sobre operagdes. O exame das expressdes
numéricas ocorreu mediante a observacao das aulas, comparagdo com os livros didaticos
adotados, apreciacao dos cadernos dos alunos e conversa com as professoras.

Inicia com a apresentacdo de expressdes segundo o caderno de um aluno da terceira

série, com regras de prevaléncia e sem sinais de associagdo, como segue:

Expressdo numérica é toda expressdo que envolve uma ou mais operagdes com
nameros. A expressdo numérica representa uma Unica ideia de quantidade, isto &,
tem um unico resultado e, para obté-lo, devemos proceder da seguinte forma:
Primeiramente, efetuamos as multiplicagdes e divisdes, obedecendo a ordem em que
aparecem. A seguir, efetuamos as adi¢des ¢ subtragdes, também obedecendo a
ordem em que aparecem (caderno de um aluno em GREGOLIN, 2002, p. 120).

Os sinais de associacdo nao aparecem na definicdo, mas foram utilizados pela
professora da classe ao organizar uma expressdo em sua forma simbolica (ndo como parte das
expressoes, apenas como separador). As resolugdes chamaram-se simplifica¢des, o que foi
problematizado, pois uma simplificacio pode levar a uma expressdo mais curta, nao
necessariamente ao resultado composto por apenas um numeral. O contetido foi trabalhado
com definicdo, exemplo e exercicios, nesta ordem.

Gregolin (2002) observou uma inconsisténcia no desenvolvimento de expressoes
numéricas ao agrupar de duas em duas as operacdes. O autor propde uma discussao a respeito
da ordem dos sinais de associagdo, a respeito da escrita de uma expressao cujos colchetes sao
internos aos parénteses e a impossibilidade da resolugdo de tal expressdo respeitando-se a

regra anterior. A solugdo proposta para o problema, utilizada em recursos de informaética,

como programas de computador e calculadoras cientificas, ¢ usar parénteses quantas vezes
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forem necessarias.

Oliveira (2004) estuda a producdo de relacdes numéricas por alunos de uma quarta
série do Ensino Fundamental. A autora busca entender como relagdes aritméticas podem ser
produzidas com o auxilio do aspecto intuitivo da geometria. Conclui que os alunos
apropriaram-se do conceito de area para construirem a multiplicagdo e as juntaram
(adicionaram) em uma relacdo de parte-todo, dando significado as expressdes numéricas.

Santiago (2011) investiga o pensamento matematico de alunos dos anos iniciais
quanto a realizagdo de operacdes aditivas simples e de interpretagdes individuais de resolugao
de problemas e de problemas ndo formulados. Os alunos criaram situa¢des problema a partir
de diferentes expressdes numéricas contendo operagdes aditivas. Concluiu que a maior parte
dos sujeitos formulou problemas de menor grau de complexidade e de maior facilidade
logico-matematica, com uso correto das estruturas cognitivas e das leis que as regem.
Ocorreram dificuldades do sistema simbolico verbal, de ordem linguistica, no que toca a
transcri¢do de significados e suportes das operagdes matematicas. A autora sugere que a
estratégia de resolugdo de problemas ndo deve somente disponibilizar situagdes com 0s passos
ja& formulados por meio da linguagem escrita, com modelos estereotipados e aplicagdo
mecanica de técnicas, mas em aritmética, e sim levar os estudantes a formular perguntas
contextualizadas.

Watabe (2012) estuda as competéncias linguisticas e matematicas, de alunos de quarta
série, a partir de instrumentos contendo problemas aditivos e multiplicativos, contemplando
as classes organizadas por Vergnaud. A autora analisou as resolugdes dos estudantes, tanto na
compreensdo matematica quanto em sintaxe e semantica. Concluiu que o esquema evocado
pelos alunos para a resolucdo de problemas propostos foi o algoritmo convencional, e que as
palavras-chave ndo tiveram grande influéncia na escolha das operagdes, também que o
entendimento de enunciados ¢ influenciado por estratégias de leitura.

Rocha e Menino (2009) estudam o desenvolvimento do sentido de nimero na
multiplicagdo, em criangas de 7 e 8 anos, com base em um estudo de caso. Diante da
necessidade de trabalhar os contextos e a progressao de niveis na multiplicagdo, propuseram
uma intervengdo em uma turma de segundo ano, em Portugal, na qual trabalharam um
conjunto de tarefas referentes a disposi¢ao retangular. Os problemas versaram sobre a ideia de
multiplicagdo e sua representacdo, trabalhando as propriedades aritméticas, a adicdo com
parcelas iguais e diferentes representagdes para problemas multiplicativos provenientes de
disposicdo retangular. Os problemas tratavam também da adi¢do de ladrilhos para

pavimentacdo de um patio, resultando em expressdes numéricas contendo adigdo,
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multiplicagdo e sinais de associa¢do, como ilustrado na Figura 38.

Figura 38 — Resposta dada a uma tarefa de disposi¢io retangular
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Fonte: Rocha e Menino (2009, p. 129).

O contexto da tarefa permitiu trabalhar as propriedades aritméticas das operagdes, as
relacdes entre os niimeros e o calculo e a visualizagdo espacial. Os autores concluem que a
estrutura retangular, associada ao contexto das tarefas, facilitou estratégias multiplas, partindo
da compreensdo das propriedades aritméticas e desenvolvendo apeténcia para representacdes
eficazes.

Fernandes, Correia ¢ Guzméan (2010) propdem uma série de tarefas de combinatoria,
na forma de problemas, a estudantes do décimo segundo ano de uma escola de Portugal. Para
cada conjunto de tarefas, os estudantes deveriam realizar as resolugdes, e, depois de entrega-
las, recebiam o resultado correto e deveriam refazer, explicitando o desenvolvimento da
resolugdo. Os resultados indicam que os maiores erros encontrados estiveram nas
representacoes de expressdes numéricas, no entanto, houve evolugao na resolugao através da
percepcao do proprio erro, mediante analise das mesmas.

Barbosa e Magina (2014) analisaram, a partir da Teoria dos Campos Conceituais,
como 22 estudantes de 6° ano resolvem situacdes no jogo de mensagem?’, utilizando
diferentes estratégias relacionadas as expressdes numéricas. As expressoes numeéricas eram
multiplicativas, com trés fatores, provenientes das representagdes das imagens nos cartoes.
Mediante analise das jogadas e dos registros dos alunos, as autoras descreveram tanto
esquemas mobilizados pelos alunos no jogo quanto os conhecimentos em acdo que compdem
tais esquemas. Os alunos decifram a mensagem com procedimento de contagem um a um,

contagem das bolinhas de cada circulo (adicao repetida), contagem das bolinhas de cada

20 Este jogo inspirou a produgao do Instrumento 2 — Instrumento das Caixas, utilizado nesta pesquisa.
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circulo e sua multiplicagdo pelo total de circulos, contagem do total de bolinhas de cada
“pedaco”, contagem das bolinhas de um pedago e sua multiplicagdo pelo total de pedacgos,
concluindo que tais representacdes possibilitaram aos alunos a mobilizagao de esquemas uteis
a decomposi¢do de um numero em fatores primos. A compreensao de que a ordem dos fatores
pode implicar na representacdo de situacdes distintas, mesmo com a comutatividade da
multiplicacdo.

Montenegro (2018) analisou expressdes numéricas resultantes de situagdes
provenientes de relagdes ternarias de eixo combinatdrio, buscando discutir o uso de diferentes
registros de representacdo, tais como linguagem natural, listagens, arvore de possibilidades e
expressoes numéricas. No caso das criangas dos anos iniciais, as conversdes para expressdes
numéricas nao ocorrem de forma simples, € as origindrias de problemas de combinatoria
requerem atencao por nao poderem ser consideradas triviais ou transparentes.

Montenegro, Borba e Bittar (2020) analisam identificacdo, conversdo e tratamento de
registros em situagdes combinatérias, enfocando a conversdo para as expressdes numéricas, €
a necessidade de representagdes intermediarias (arvore de possibilidades ou listagem
sistematizada) entre os registros em lingua natural e em expressoes numéricas. Os resultados
mostram que as maiores dificuldades estiveram nos problemas com situa¢do de combinagdo e
na conversao para a expressao numérica correspondente, havendo vantagens na utilizacdo das
representacdes intermedidrias, tanto para o levantamento de possibilidades quanto para a
expressao numeérica.

Cebola e Brocardo (2019) analisam as estratégias e representacdes de um estudante de
6° ano (11 anos) a respeito de problemas de comparagdo multiplicativa. O estudante escreve e

resolve diferentes expressdes numeéricas utilizando as propriedades aritméticas.

4.3.3.2 Linguagem e Expressoes Numéricas

Kruzielski (2005) busca correlacionar o desempenho de alunos de 6* série na resolugao
de exercicios aritméticos com o desempenho em tarefas envolvendo memoria de trabalho. O
autor utiliza as expressdes numeéricas como parte do teste padronizado de desempenho
escolar, denominado Teste de Desempenho Escolar (TDE), envolvendo as quatro operagdes,
potenciacao, fracdes e expressdes numéricas. A analise quantitativa da pesquisa encontrou
correlacdo entre o desempenho na resolucdo de exercicios aritméticos e o desempenho em
tarefas envolvendo memoria de trabalho, principalmente ao envolver a Capacidade de

Coordenacao de informagdes numéricas.
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Marcilese (2011) verificou se existia priming de estruturas recursivas entre o dominio
matematico e linguistico, cujo publico foi composto por adultos. A autora afirma que
matematica e lingua natural, no nivel neural, sdo processadas de forma diferenciada,
envolvem recursos compartilhados, como a memoria verbal de trabalho, assim, pode ser
tracado um paralelo entre algumas sentengas linguisticas e expressdes numéricas, em uma
correlacdo envolvendo center embedding (encaixamento no centro). Entre as expressoes
numéricas € as sentencas linguisticas, o priming sintatico pode facilitar o processamento que
ocorre quando uma dada sentenca apresenta a mesma forma sintitica que a sentenga
precedente. Conclui que, para o experimento que tem foco nas expressdes numéricas, 0s
dados ndo permitem uma correlagdo forte, o que estd em consonancia com pesquisas
anteriores.

Almeida e Branco (2018) analisam erros contidos nas producdes escritas de 68 alunos
de 6° ano, em quatro tarefas que envolvem os nimeros racionais e expressdoes numéricas,
sendo dois problemas e duas expressdes na forma algébrica. Concluem que os erros dos
alunos sao por falta de compreensao e dominio de procedimentos, como erros de prioridades
nas operagdes ¢ interpretacdo dos problemas. Embora alguns alunos consigam memorizar
algoritmos e resolver corretamente longas expressdes numéricas, ndo mobilizam tal
conhecimento para a resolu¢do de problemas elementares, e isso decorre da énfase em
simbolos desprovidos de contexto, sem compreensdo de representagdo e modelos.

Vieira, Rios e Vasconcelos (2020) analisam as razdes das dificuldades encontradas por
alunos do 8° ano do Ensino Fundamental, quanto ao entendimento e utilizagdo da simbologia
matematica no processo de resolugdo de situagdes problema, contextualizadas ou ndo. Os
resultados apontam que o ensino da Matemadtica ocorre de forma mecanica, no qual a maior
parte dos conteudos ¢ apresentada como resolugdo de formulas descontextualizadas. Assim,
faz-se necessario que o aluno consiga ler e interpretar situagdes problema, dominando
diferentes tipos de linguagem, especificamente cédigos e nomenclaturas da linguagem
matematica, além de analisar, compreender e decidir quais estratégias utilizar para a resolugao
dos problemas. A maior parte das resolugdes analisadas foi proveniente de calculos mentais,
cujos registros nos rascunhos continham, em alguns casos, expressdes numéricas, sem a
utilizagdo de expressdes algébricas ou equacdes, embora os mesmos conseguissem identificar

qual equacao serviu como representacdo da questao.
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4.3.3.3 Estudos sobre padronizacio na forma de expressdoes numéricas e Geometria

Nakamura (2003) trabalhou com alunos de nono ano do Ensino Fundamental e buscou
a generalizacdao de padrdes aritméticos, a partir de expressoes aritméticas oriundas do calculo
das medidas de areas de figuras geométricas para a construcdo de expressoes algébricas.
Atenta para possiveis discrepancias no processo de constru¢cdo de uma expressao algébrica
sem valida-la, pois existem multiplas representagdes possiveis [por expressdes numéricas].

Em uma turma de 6* série do Ensino Fundamental, durante 14 aulas, Modanez (2003)
aplicou, em conjunto com a professora da turma, uma sequéncia didatica com situagdes
envolvendo geometria. Tal sequéncia utilizou os registros de representacdo figural,
discursivo, numérico e algébrico, de tratamentos em um mesmo registro e da mudanca de
Quadros: do geométrico para o aritmético, e do aritmético para o algébrico. A autora conclui
que se a sequéncia didatica engajar o aluno na resolu¢do de problemas, nos quais ele
investigue padrdes em sucessdes numéricas e representacdes geométricas, identificando
estruturas que possam descrevé-los simbolicamente, para assim construir nog¢des algébricas
pelas regularidades, entdo essa sequéncia pode proporcionar ao aluno a introdug¢dao do

pensamento algébrico.

4.3.3.4 Estudos sobre expressoes numéricas e pensamento algébrico

Freire (2011) investiga como ocorre o desenvolvimento de conhecimentos algébricos
por professores dos anos iniciais do Ensino Fundamental, com uso de atividades
manipulativas e recursos digitais. Os instrumentos sdo situagdes com Objetos de
Aprendizagem como a balancga, os problemas relativos a generalizacdo e a incognita. Os
resultados indicam que, dentre as concepcdes de conhecimento algébrico das professoras, as
relacdes entre as expressdes numéricas e simbodlicas favoreceram a compreensdo do
pensamento algébrico.

Mestre e Oliveira (2012) analisam como a exploracdo de estratégias de calculo, a
partir de expressdes numéricas particulares, pode contribuir para a mobiliza¢do da capacidade
de generalizagdo matemadtica e para a sua expressdo em linguagem natural e, ainda, para a
iniciagdo a simbolizagdo. Concluem que partir de diferentes estratégias de calculo através de
expressOes numéricas particulares pode contribuir para a capacidade de generalizacao
expressa em linguagem natural e em linguagem matematica.

Soares (2018) aborda a educagdo algébrica, considerando as expressdes numéricas

como parte da constituicdo do pensamento algébrico. Buscou identificar quais elementos
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relacionados ao pensamento algébrico sdo reconhecidos por professores em atividades com tal
foco e que foram destinadas a alunos de sexto e de sétimo ano do Ensino Fundamental,
concluindo que os professores afirmam conhecer o pensamento algébrico, ou da graduagao ou
de formagao continuada, mas ndo apresentam conceitualizacao deste.

Santos, Pereira e Nunes (2017) buscam verificar quais caracteristicas do modelo
epistemolédgico de Algebra sio revelados na concepgio de 23 professores de um curso de
especializacdo. Afirmam que o modelo dominante da algebra escolar ¢ a aritmética
generalizada, destacando que dentre os elementos mais significativos nas atividades de
algebra escolar estdo a traducdo da linguagem natural para a linguagem algébrica. Concluem
que para os professores a Algebra e seu ensino esta ligada & operagdes com letras e nimeros e
generalizagdo, partindo de um contexto numérico, da traducao de expressdes numéricas para

gerais.

4.3.3.5 Expressoes numéricas como caracteristica do professor de Matematica

Silva (2014) estuda através de Performances Matematicas Digitais (PMD) a imagem
do Matematico, e dentre as caracterizacdes de um Matematico se encontra a do professor de
Matematica que resolve expressoes numéricas dificeis. Em uma turma de extensao, composta
por estudantes de graduacdo, o autor propde a criagdo de duas PMD, resultando em uma
can¢do e um video, no qual a Matematica ¢ vista como monstro a ser derrotado por super
herdis: os matematicos; esses representados por alguns estudantes como pesquisadores, e pela
maioria como professores. O matematico foi visto também como magico, pois os estudantes
nao produzem sentido a partir da comunicagdo matematica em sala de aula, vendo operagdes

aritméticas e algébricas como passes de magica.

4.4 Consideracodes

As expressdes numéricas surgem da necessidade de comunicar ideias, de forma clara,
simples e sem ambiguidades, para isso, os sinais de associagdo sdo usados como uma
convengdo. A escrita de uma expressdo numérica se da pela tradu¢do de uma situagdo, da
lingua materna para a forma simbolica; no entanto, os livros analisados pelos autores que
compuseram este levantamento priorizam a apresentacdo da escrita simbolica procedida pela
aplicacdo em problemas padrao.

Os trabalhos estudados neste levantamento concluiram que as expressdes numéricas
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sdo apresentadas nos livros didaticos como uma listagem de regras sem justificativa,
priorizando a técnica. Sua introducdo ¢ realizada através de resolucdo de problemas
semelhantes aos exercicios de aplicagdao, e os enunciados indicam os algoritmos a serem
utilizados.

Em sala de aula, a resolucdo das expressdes numéricas ¢ tratada como regras, e
embora propriedades das operagdes sejam trabalhadas no 5° e 6° ano, ndo sdo discutidas como
justificativas para a ordem de prevaléncia. No entanto, afirmam que as expressoes numéricas
devam ser trabalhadas para além da arte de regras, técnicas € numeros em um ensino
algoritmico. Deve, portanto, se organizar uma discussdo que leve em conta a compreensao € o
emprego das propriedades operatorias.

Assim, dificuldades relacionadas as expressoes numéricas se estendem no percurso
académico, em virtude da ordem das operagdes, que, de modo geral, ¢ decorada pelo aluno, ao
invés de compreender o mecanismo de solu¢do. Embora o dominio das regras de prioridade
dos sinais de associagdo ¢ da ordem na realizacao dos calculos, e da destreza do aluno em
operar com 0s numeros sejam fatores relevantes para o €xito académico, as regras precisam
fazer sentido, de nada adiantando decora-las e resolver as expressdes numéricas de forma
mecanica.

Partindo dessas situagdes, sugere-se que sejam desenvolvidas expressdes numéricas
cada vez mais complexas, com a generalizacdo de situagdes semelhantes, chegando ao uso de
sinais de associacdo por agrupamento de conjuntos, por exemplo. Que se justifique a
hierarquia das quatro operagdes por meio do sentido de numero, e de casos com contra
exemplos da aplicacdo das regras, que se trabalhe com propriedades aritméticas para justificar
as regras, em forma de atividades, para os estudantes construirem o raciocinio estabelecendo
conexdes de um conteudo a outro.

Dentre as propostas para o trabalho com expressdes numéricas na forma de situagdes
estdo o trabalho com desafios, tabulacdo de dados de um problema monetario, no qual se
organize junto aos estudantes uma expressdo com o total de gastos, e analise o que os
elementos da expressdo numérica significam, para assim compreender os mecanismos de
escrita e resolucdo; a apresentacao e elaboracdo de historias a partir de expressdoes numéricas,
como também a elaboracdo de expressdes numéricas a partir de historias em quadrinhos,
jogos de compra e venda com palitos coloridos e pontuados de forma a escrever e resolver
expressoes numéricas, cuja discussao de sentido da multiplicagdo e da adigdo possa ser
promovida.

Assim, os trabalhos tedricos sobre expressdes numéricas apresentam um ensino
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algoritmizado, mecanizado, e sem justificativas matematicas, e sugerem que se organizem
situagdes que discutam os significados das propriedades aritméticas, da hierarquia das
operagdes, das regras de prevaléncia e do uso de sinais de associagdo. Reforga-se a
necessidade da generalizagdo de padrdoes para a compreensdo das regras, bem como da
produgdo de sentido nas operagdes matematicas.

A respeito da escrita da expressdo numérica, os trabalhos indicam que os sujeitos t€ém
dificuldades a) em realizar a conversao das expressoes numericas para a lingua materna, b) de
interpretar dados e descobrir quais operagdes dao conta da situagdo apresentada, preferindo
problemas convencionais e verbais e afirmando ser dificil identificar na representa¢do dos
enunciados a expressdo numérica na forma simbolica. Constatou-se também que as
dificuldades de compreensdo das expressdes numéricas nao ocorrem apods a elucidagao passo
a passo realizada pelas professoras.

Uma das propostas para trabalhar tais dificuldades de representagdo simbdlica de uma
expressdo numérica ¢ a oralidade da linguagem matemadtica, que necessita do suporte da
lingua materna, cuja verbaliza¢dao deve ocorrer pela leitura interpretada, ao invés da recorrente
leitura soletrada®.

Os resultados apontaram que para as operagdes descontextualizadas, os estudantes
erraram tanto na ordem de prevaléncia quanto nos célculos das operagdes, e que os estudantes
tiveram uma diminui¢do de erros significativa na representacdo da ordem de prevaléncia nas
questdes contextualizadas, bem como no calculo das operagdes realizadas. Diante disso,
apresenta-se a necessidade de um planejamento que leve em conta situagcdes problema a
serem resolvidas pelos estudantes com intervengdes didaticas, com direcionamento as suas
necessidades especificas.

Dentre as propostas de criacdo de situagdes destacaram-se o trabalho com tecnologias
como o uso de calculadora, de videos, de jogos digitais e nao digitais, e de outros objetos de
aprendizagem como ferramenta util para o ensino dos conteidos: tanto como motivacao,
como de forma a gerar discussdes matematicas a respeito dos elementos que compdem uma
expressao numeérica.

A respeito dos discursos e das praticas sobre expressdes numéricas, constatou-se que
embora os professores afirmem a necessidade de trabalhar problemas e situacdes

contextualizadas na constru¢do do sentido das operacdes em uma expressdo numérica, 0s

21 «Na leitura soletrada, os operandos sdo identificados, traduzidos e interpretados separadamente; ndo existe
uma intera¢do entre os elementos. Desta forma, a mensagem que a sentenca representa, isto €, seu sentido
matematico, pode ndo ser percebida. Por exemplo, o termo 3x seria lido da seguinte forma: “trés ‘xis’ ” ou o
termo 5/3 seria lido “cinco ‘sobre’ trés”” (THOME; VELASCO; CUNHA, 2019, p. 1).



&9

mesmos tém dificuldade em percebé-la como modelo matematico, desconhecem sua utilidade
e ensinam como um conjunto de regras e técnicas a serem aplicadas, o que dificulta a
discussao sobre os sentidos de cada elemento em uma expressao numérica, como o uso dos
sinais de associacao e os significados das regras de prevaléncia.

As expressdes numéricas e as expressdes aritméticas foram utilizadas nos trabalhos
como sindnimos. Ainda que no discurso encontrem-se argumentos ligados a resolucdo de
problemas e da necessidade do estudante ser desafiado para construir tal conhecimento, os
resultados das pesquisas indicaram que professores, estudantes e livros didaticos concebem as
expressdes numéricas como emaranhado de regras e técnicas, com fim em si mesmo.

As expressoes numéricas podem ser vistas como uma escrita matematica de situagdes,
e nos textos analisados elas serviram como suporte em estudos sobre generalizagdao de
padrdes, nos quais as regularidades eram descritas na forma de expressdes, como analise da
escrita matematica, em compara¢ao com a lingua materna, no estudo aprofundado do sentido
das operagoes, devido as propriedades e regras de prevaléncia de uma expressao, e por fim, na
caracterizacdo de um professor de Matematica.

Para o estudo das expressdes e do sentido de niimero, a discussao sobre como se
escreve, com ou sem sinais de associagdo, sobre o que ocorre caso os sinais de associagdo
troquem de lugar (parénteses no lugar dos colchetes) e sua impossibilidade de resolugdo neste
caso, levou a ideia da possibilidade de escrever somente com parénteses, repetindo-os,
conforme linguagem computacional. A respeito do trabalho com expressdes numéricas em
sala de aula, chegou-se a conclusdo que ¢ realizado de forma expositiva, com uma declaracao
de regras a serem seguidas, embora a discussdo sobre absurdos matematicos tenha ocorrido,
como no exemplo de resolver ndo seguindo as ordens de prevaléncia.

O trabalho sobre o sentido da multiplicagdo, seja por configuragao retangular ou por
agrupamentos, teve como meio de escrita expressdes numéricas, que modelaram os problemas
e traduziram as questdes para sua resolugdo. Reparou-se aqui em dois momentos: o primeiro
relativo a traducdo do problema e a escrita da expressdo numérica, € o segundo referente a
resolucdo desta expressao, com a necessidade de seguir as regras de prevaléncia. O mesmo se
deu nos trabalhos referentes a generalizacao do calculo de medidas em Geometria: expressdes
numéricas serviram de suporte para a representacdo das generalizagoes do calculo de éarea e
volume.

Ainda sobre a escrita, os estudos que analisaram as expressdes numéricas como
linguagem, chegaram a conclusdo que existe uma correlacdo entre a ldgica da escrita e da

resolucdo de problemas na lingua materna e na linguagem matematica, bem como da
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necessidade de dar sentido aos contextos dos problemas, para que ndo ocorra simplesmente a
memorizacao de regras.

Os estudos sobre pensamento algébrico abordaram as expressdes numéricas tanto
como um obstaculo, no sentido do estudante ndao conseguir diferenciar uma expressao
numérica de uma expressdo algébrica, quanto como uma etapa, na qual a generalizagio
numérica ¢ um passo na constru¢do do pensamento algébrico.

As expressoes numéricas como caracteristica do professor de Matematica, reforcam a
ideia da forma com a qual historicamente vem sendo trabalhado este contetido: um apanhado
de regras apresentado por um professor, que detém os sentidos e os significados e ndo os
partilha com os estudantes.

Os textos nos quais as expressOes numericas serviram como suporte para outras
pesquisas, trabalham a ideia de expressdo matemadtica de problemas, cujas regras sao
construidas mediante os significados dos nimeros e das operagdes nesses problemas,
indicando, assim, a necessidade de trabalhar expressdes contextualizadas em situacdes com as

quais seus elementos e regras possam ser interpretados e seu sentido construido.
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5 SITUACOES DE EXPRESSOES NUMERICAS EM LIVROS DIDATICOS DE 6°
ANO: UMA ANALISE SEGUNDO A TEORIA DOS CAMPOS CONCEITUAIS*

5.1 Introducio

Este trabalho articula o tema das expressdes numéricas e suas formas de apresentacdo
nos livros didaticos. Ao longo dos anos, o livro didatico se constituiu como um importante
material no exercicio da docéncia, se destacando como um dos recursos mais utilizados pelos
docentes da Educagdo. Diante desse contexto, as circunstancias em que o livro didatico tem
ocupado o papel central do planejamento pedagdgico, ele deve ser compreendido como
portador de escolhas do saber a ser ensinado e ser visto como um elemento a mais no didlogo
entre os professores e os estudantes. O livro didatico serve, portanto, como potencializador do
processo investigativo dos estudantes de modo a ampliar, consolidar e integrar os
conhecimentos; e para os professores, como subsidios para o aprimoramento de seu processo
didatico-pedagogico (SANTOS; LIMA, 2010, SANTOS; ALBUQUERQUE, 2014).

Por conseguinte, no campo da Matematica, em que significativa parte dos
conhecimentos expostos nos livros didaticos sdo representados por simbolos, a utilizagdo
desse material se torna um aliado para contextualizar e integrar as diferentes representacdes
matematicas ao cotidiano dos estudantes. Além disso, a forma que os livros didaticos
apresentam alguns conteudos, bem como o desenvolvimento das atividades, pode contribuir
para a compreensao dos estudantes sobre os processos que envolvem a traducdo da linguagem
natural a representagdo algébrica, diagramas, tabelas e outras representacdes presentes nas
situacdes envolvendo expressdes numéricas, as quais, no inicio dos anos finais do Ensino
Fundamental, sintetizam o estudo das quatro operagdes aritméticas. O livro de Matematica do
6° ano inaugura a colecdo do Ensino Fundamental - anos finais, etapa que se espera, dentre os
conceitos aprendidos pelos estudantes, que as quatro operacdes facam parte de seu repertdrio
de esquemas ja organizados.

Salienta-se ainda que no 6° ano, apds as quatro operagdes serem trabalhadas e antes da
apresentacao formal as equacdes, ¢ o momento quando os estudantes ampliam seus

conhecimentos acerca tanto dos procedimentos e regras operacionais quanto sobre as

22 Capitulo publicado como RAMOS, R. C. S. S; SILVA, J. A, LUZ, V. S.; FIRME, S. M.; SARAIVA, D. R.
Situagdes de expressdes numéricas em livros didaticos de 6° ano: uma analise segundo a Teoria dos Campos
Conceituais. Bolema, Rio Claro, v. 35, n. 71, p. 1294-1315, 2021. Disponivel em: https://doi.org/10.1590/1980-
4415v35n71a04. Acesso em 9 dez. 2022.
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motivagdes e justificativas para tais (OTTES; FAJARDO, 2017), organizando esquemas
necessarios a construcdo de estratégias de resolugdo das expressdes numéricas, as quais
compreendemos, assim como Silva (2009, p.60), como sendo a “representacao do valor de
uma quantidade sobre a forma algébrica com ou sem a pontuacdo. Entdo, expressao numérica
¢ toda expressdo que envolve uma ou mais operagdes com nimeros”. Sendo o livro didatico
um aliado para o professor pensar o seu planejamento, interessa-nos investigar como as
abordagens dadas as expressdes numéricas se apresentam nos mesmos; assim, temos como
objetivo analisar como as situacdes envolvendo expressdes numéricas sdo retratadas nos
livros didaticos do 6° ano do Ensino Fundamental, a partir do enfoque da Teoria dos Campos
Conceituais. Para tal, o corpus da pesquisa se constituiu de livros didaticos utilizados nas
escolas da rede publica de uma cidade do interior do Rio Grande do Sul. O estudo foi
desenvolvido com base na analise documental, procurando evidenciar diferentes

possibilidades de ensino.

5.2 Livro Didatico

Partimos da reflexdo de que o livro didatico ¢ um “compéndio especificamente
organizado para fins de educacdo escolar e que pode ou ndo abranger diferentes areas de
conhecimento, com propodsito formativo, segundo valores que se deseja que sejam
veiculados” (CORREA, 2000, p.23). Dentre esses valores, destacamos as escolhas dos autores
sobre a abordagem dos problemas nos capitulos ou itens que se referem a expressdes
numeéricas.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) destaca, para os anos finais do Ensino
Fundamental, “a importdncia da comunica¢do em linguagem matematica com o uso da
linguagem simbolica, da representacdo e da argumentacdo” (BRASIL, 2018, p. 298),
diferentes representacdes de um mesmo problema, e os livros didaticos de Matematica do
Ensino Fundamental seguem tais orientagdes, contendo em seu corpo as propostas
pedagdgicas que os autores inserem, respeitando as legislacdes e propostas curriculares dos

r ~ 23 ~ JoR ~
orgdos competentes™. Dentre os assuntos do 6° ano, as expressdes numéricas sao

3 Diante da dimensdo e funcionalidade do livro didatico, foi criada uma politica publica para legislar sobre as
questdes e regramentos concernentes ao livro didatico. O Programa Nacional do Livro e do Material Didatico
(PNLD) ¢ destinado a avaliar e disponibilizar obras didaticas, pedagogicas e literarias, entre outros materiais de
apoio a pratica educativa, de forma sistematica, regular e gratuita, as escolas ptblicas de Educagdo Basica das
redes federal, estaduais, municipais (MEC, 2018). Atualmente, a garantia do acesso ao livro didatico ¢ um
direito do estudante brasileiro da Educagao Bésica, pela Lei de Diretrizes e Bases da Educagdo Nacional. De
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tradicionalmente contempladas, por serem a sintese do estudo das quatro operagdes basicas da
aritmética; anunciar uma escrita e resolu¢do que envolve regras e passos especificos; e ser

uma forma de comunicagdo em linguagem matematica.

5.3 Expressoes Numéricas

Em Matematica podemos utilizar modelos para traduzir, descrever e expressar
situacdes do cotidiano, os quais podem ser representados por expressdes que envolvam uma
ou mais operagdes matematicas e que podem ou nao estar agrupados por sinais de associacao,
resultando em uma quantidade numérica (FREITAS, 2014).

Nesse contexto, uma maneira de apresentar situagdes aritméticas ¢ por meio das
expressOes numéricas, as quais compreendemos como o ato de expressar uma situagdo
problema em linguagem matematica, podendo utilizar nimeros, operagdes e sinais de
associacao, respeitando uma ordem de prevaléncia e propriedades operatérias, resultando em
apenas um numero, apresentando o problema de forma concisa, permitindo economia de
esfor¢o e tempo (ARRAIS, 2006; FREITAS, 2014; PAIM, 2018; SALOMAO, 2013; SILVA;
ARRUDA, 2011; SILVA, 2009).

Os enunciados de problemas de expressdes numéricas trazem em si propostas de
pensamento em estruturas de operagdes, que se diversificam na redacdo do problema, e
envolvem passos que podem levar a constru¢do correta da escrita da expressdo na forma
algébrica (forma simbolica da expressao numérica), bem como de sua resolug¢do. A Teoria dos
Campos Conceituais classifica tais estruturas e propde um olhar minucioso que permite a

analise das mesmas, como viés de pesquisa € ensino.

54 Teoria dos Campos Conceituais

A Teoria dos Campos Conceituais ¢ uma teoria didatica e psicoldgica que leva em
conta o desenvolvimento do sujeito, bem como a aprendizagem em longo prazo dos
conhecimentos. Essa teoria compreende que o saber forma-se a partir de situagdes, as quais
devem ser enfrentadas e representadas, sendo que para os alunos mudarem suas concepgdes

inadequadas, eles precisam entrar em conflito com situagdes que tais concepgdes nao

acordo com os dados estatisticos fornecidos pelo Fundo Nacional de Desenvolvimento da Educac¢ao (FNDE), no
ano de 2020, o PNLD distribui em todo pais mais de 172 milhdes de exemplares de livros didaticos,
beneficiando mais de 32 milhdes de estudantes de toda a Educagdo Basica (BRASIL, 2017).
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permitem tratar, ou seja, para que as novas situagdes e conceitos tenham sentido para os
alunos, precisam adapta-los aos seus conhecimentos anteriores (VERGNAUD, 1986, 2017).

A conceitualizagdo estd no centro da Teoria dos Campos Conceituais, € consiste em
identificar os objetos do mundo, suas propriedades, relagdes e transformagdes de forma a
produzir uma constru¢do de conhecimento (VERGNAUD, 2007), que estd organizado em
campos conceituais, definidos como “um conjunto de situa¢des cujo dominio requer uma
variedade de conceitos, de procedimentos e de representacdes simbodlicas em estreita
conexao” (VERGNAUD, 1986, p.90).

Assim, mediante uma tarefa (situacdo’*), sdo postas em ac¢io uma variedade de
conceitos, e para a constru¢do de cada conceito, uma variedade de situagdes sdo necessarias,
sendo um conceito definido como uma terna de trés conjuntos: “(S, I, R). O S: conjunto de
situagdes que dao sentido ao conceito; I: o conjunto de invariantes que constituem as
diferentes propriedades do conceito; R: o conjunto das representacdes simbdlicas que podem
ser utilizadas” (VERGNAUD, 1986, p. 83). Trazemos como enfoque os Campos Conceituais
Aditivos e Multiplicativos e suas imbricacdes, por meio da andlise de expressdes numéricas.

O campo conceitual aditivo, ou das estruturas aditivas, corresponde ao “conjunto das
situagdes cujo tratamento implica uma ou varias adicdes ou subtragdes, e o conjunto de
conceitos e teoremas que permitem analisar essas situagdes como tarefas matematicas”.
(VERGNAUD, 1990, p. 141), ou seja, “estruturas cujas relagdes em jogo sdo formadas
exclusivamente por adigdes ou subtragdes” (VERGNAUD, 2009, p. 197). Tais relagdes
caracterizam classes de acordo com as acgdes subjacentes nas situagdes a serem resolvidas.

A classe dos problemas de composi¢do envolve as ideias de juntar, separar ou
completar partes entre si para compor o todo, ou ainda separar uma parte do todo para
encontrar a outra parte. Seu diagrama ¢ representado pela composicao das partes para formar
o todo, conforme Figura 39(1). A classe dos problemas de transformagao envolve a ideia de
acrescentar ou diminuir, em contextos em que a ideia temporal estd sempre envolvida, com
um estado inicial, que tem uma quantidade que se transforma, chegando ao estado final com
outra quantidade, conforme Figura 39(2). A classe dos problemas de comparagdo, como o
verbo indica, envolve a ideia de comparar duas quantidades: referente e referido, sendo a
comparagdo entre dois grupos, parte-se do grupo de referéncia (referente) A, para chegar,
mediante a relagdo de comparagdo, ao valor do outro grupo (referido) B, visto na Figura 44(3)

(FUNDACAO VALE, 2015; MAGINA, et al. 2008).

2 Assim como Santana e Lima, “usamos o termo situa¢do como sindénimo de problema, situagdo-problema e
tarefa” (2017, p. 15).
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Figura 39-Diagrama da Estrutura Aditiva — Classes: Composi¢ao(1), Transformacio (2) e Comparacio

(®))

A © B
c ®)
([ @ 3

Fonte: Vergnaud (2009).

As classes de composic¢do, transformagdo e comparacao permitem descrever a situacao
de um ponto de vista de estrutura representativa, no entanto, nem sempre uma situagdo aditiva
possui apenas uma dessas classes, necessitando pensamentos mais elaborados para sua
resolucdo. Um exemplo ¢ a classe das composicdes de transformagdes, denominada problema
complexozs, com mais de uma transformacao (T1, T2, ...), sendo a transformacao total das
mesmas (TT) uma composi¢do de estados relativos. A Figura 40(1) apresenta, em duas partes,
seu diagrama, sendo o primeiro o da transformacdo propriamente dita e o segundo da
composi¢ao de suas relagdes. A classe de composicdo de comparagdes envolve multiplas
comparagdes entre as partes, sendo a juncdo das mesmas a composi¢do que resulta no todo. A
Figura 40(2) apresenta o diagrama que, além das relagdes de comparagdo (R1 e R2,

apresentadas no interior das elipses), contempla a composigao.

Figura 40— Diagrama da Estrutura Aditiva — Classe composicio de transformacdes (1) e Classe
composicio de comparacdes (2)

@ ® @
(1) @}@ @ GO

Fonte: adaptado de Magina et al. (2018, p. 60).

O campo conceitual multiplicativo, ou estruturas multiplicativas, segundo Vergnaud
(1990, p.142) compreende “tanto o conjunto das situagdes cujo tratamento implica uma ou
varias multiplica¢des ou divisdes € o conjunto de conceitos e teoremas que permitem analisar

estas situacdes”, contemplando relagdes terndrias e quaterndrias, cujas classes sao

25Magina et al. (2008) classificam como problemas mistos os que envolvem “mais de um raciocinio aditivo na
mesma situagdo” (p. 61). Vergnaud (2009) denomina de problemas complexos aqueles que, dentro de uma
estrutura, possuem mais de uma relagio elementar envolvida, e de problema misto, o que envolve relagdes
aditivas e multiplicativas ao mesmo tempo (p. 269). Arrais (2006) chama de estruturas mistas a uma classe
particular de problemas, nos quais “teremos Estrutura Aditiva e Estrutura Multiplicativa ocorrendo
concomitantemente” (p. 6). Nos seguiremos a nomenclatura de Vergnaud (2009).
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esquematizadas no Quadro 4.

Quadro 4 — Sintese das Estruturas Multiplicativas elaboradas por Magina, Merlini e Santos

Estrutura multiplicativa

Relacdes Quaternaria Ternaria
Eixos Propor¢ao | Propor¢do | Proporgao Comparagdo multiplicativa Produto de medidas
simples dupla multipla
Classes Um para muitos ou Muitos para muitos Relagdo Referente ou | Configuragio | Combinatdria
desconhecida referido retangular
desconhecido
Tipos Discreto ou Continuo Discreto ou Continuo Continuo Discreto

Fonte: Magina, Merlini e Santos (2016, p. 69).

Relagdes quaterndrias “entre quatro quantidades, duas medidas de um tipo e duas
medidas de outro tipo” (VERGNAUD, 2009, p. 239), abrangem os eixos de proporgao
simples, no qual quatro medidas relacionam-se duas a duas; propor¢do dupla, no qual pelo
menos trés grandezas sdo comparadas, sendo duas independentes, relacionadas a terceira, e
proporcao multipla, no qual pelo menos trés grandezas se relacionam entre si. Ao se comparar
medidas de mesma grandeza, obtém-se a constante de proporcionalidade chamada operador
escalar, sem dimensdo; e comparando-se duas grandezas diferentes, o operador funcional,
com uma dimensao traduzida pela razdo das que o compdem. No diagrama para a propor¢ao
simples, Figura 41, estd ilustrada na vertical a razdo que resulta no operador escalar e na

horizontal, o operador funcional.

Figura 41 — Diagrama da Estrutura Multiplicativa — Eixo proporc¢io simples

Variavel V ariavel V2
C i’a )

Fonte: adaptado de Vergnaud (2009).

O operador funcional terd a unidade v2/vl1, e o operador escalar, por ser a razdo entre
duas medidas de mesma grandeza, nao tem unidade, podendo ser pensado como estratégia
(SANTOS, 2015).

Os problemas de relagdes terndrias englobam produto de medidas e comparagdo
multiplicativa, cujas situagdes remetem a quantas vezes mais € quantas vezes menos, com

referente, referido ou relacdo desconhecida. O diagrama ¢ andlogo a comparagdo aditiva,

porém o sinal X ou + aparece junto a relagdao. Os problemas de produto de medidas envolvem
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“trés quantidades, das quais uma ¢ o produto das outras duas ao mesmo tempo no plano
numérico e dimensional” (VERGNAUD, 2009, p. 253). Sao divididas entre combinatoria
(discreto), a qual, segundo Magina, Merlini e Santos (2016, p. 75) trata da noc¢ao de produto
cartesiano entre dois conjuntos disjuntos e configuragdo retangular (continuo), cujos fatores
remetem as medidas do lado de um retangulo.

Vergnaud (2009) chama de problemas mistos as situagdes que contemplam problemas
multiplicativos e aditivos ao mesmo tempo, estes sao formados, segundo Santos (2015), pelas

classes, eixos e relagdes, contidas em cada estrutura.

5.5 Estudos que problematizaram as expressoes numeéricas e o livro didatico

As expressOes numéricas, além de aglutinar as operacdes conhecidas pelos estudantes
em problemas, iniciam um carater simbolico no qual as operagdes sdo escritas de forma
algébrica e resolvidas como tal. A mudanca na linguagem, na técnica de resolugdo e a
necessidade de respeitar a hierarquia das operacdes sdo abordadas por pesquisas que estudam
o livro didatico e as expressdes numéricas.

Costa, Nascimento e Santos (2019) identificaram as argumentacdes nos livros
didaticos de Matematica de 4°, 5° e 6° anos a respeito de expressdes aritméticas, identificando
a argumentacdo explicativa ou justificativa. Concluiram que as coleg¢des utilizaram a
argumentacao explicativa, ndo justificando os motivos da ordem das operacdes ou do uso dos
sinais.

Freitas (2014) investigou a abordagem dada as expressdes numéricas em livros de 6°
ano de uma escola. Tratou as expressdes numéricas como técnica de calculo algébrico que
pode ser usada para resolver diversas situacdes, € as analisou segundo o que chamou de dois
géneros de organizacdo matematica: sendo o primeiro como os livros definiram a noc¢do de
expressoes numéricas, concluindo que as expressdes numéricas sdo apresentadas por
problemas rotineiros, e o segundo como um “estudo especifico das expressdes numéricas com
as quatro operagoes ¢ os simbolos (), [ ] e { }” (FREITAS, 2014, p.103), no qual as técnicas
de calculo mental, resolugao de problema e algoritmos foram as mais frequentes.

Ottes (2016) disserta a respeito da hierarquia das quatro operacdes matematicas nas
expressoes numéricas, € aborda de forma sucinta como trés cole¢des de livros desenvolvem a
ideia de tal hierarquia, concluindo que as cole¢des analisadas nao apresentam justificativa
nem para a ordem das operagdes, nem para os sinais de associagao.

Silva (2009) apresentou um pequeno relato a respeito de como os livros didaticos
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historicamente abordam as expressdes numéricas, com exercicios de aplicagdo ou técnicas e
regras a serem seguidas, o que, segundo a autora, impacta na pratica dos professores, que
majoritariamente utilizam o livro didatico como ferramenta em sala de aula.

Este estudo se diferencia das pesquisas ja realizadas, pois contempla, para além dos
significados propostos, uma analise das situagdes dos capitulos de expressdes numéricas,
contidos em livros didaticos do 6° ano, sob a perspectiva da Teoria dos Campos Conceituais
(VERGNAUD, 1990). A Teoria dos Campos Conceituais ¢ de grande relevancia para a
educagao brasileira, em particular para a Educacdo Matematica, cujos estudos contemplando
as Estruturas Aditivas e Multiplicativas servem de sustentdculo para grande parte do que hoje
se pensa em ensino e aprendizagem de Matematica no Brasil. Projetos educacionais, livros
didaticos e documentos oficiais, assim como pesquisas envolvendo estratégias de resolugdo de
problemas por criangas e propostas de professores em sala de aula sdao largamente difundidas,
e constantemente revisadas e ampliadas.

Este trabalho toma por aporte uma rede que se entrelaca nos movimentos referentes a
essas produgdes, e visa ampliar a discussao no que se refere as representagdes das situagdes
de expressdes numéricas. Para além de organizar excertos de livros didaticos conforme suas
possiveis estratégias de resolucdo, buscamos pensar sobre como as representacdes de
situacdes na forma de expressdes numéricas sintetizam o estudo de quatro operagoes,

conquanto estas sofrem releituras permeadas de sentidos pela Teoria dos Campos Conceituais.

5.6 Meétodo

O desenvolvimento da pesquisa ocorreu a partir da andlise de livros didaticos de
Matematica do 6° ano do Ensino Fundamental, sobre expressdes numéricas. Dessa forma,
caracteriza-se por um estudo descritivo/explicativo, de abordagem qualitativa quanto ao
processo de investigagdo, pois objetiva descrever como as expressdes numéricas sao
retratadas nos livros didaticos do 6° ano do Ensino Fundamental. Caracteriza-se como um
estudo documental cujo corpus de andlise compos-se por livros didaticos utilizados do 6° ano
do Ensino Fundamental referentes ao Programa Nacional do Livro Didatico e Material 2020,
das escolas da rede publica de um municipio do interior do Rio Grande do Sul.

Os titulos dos livros foram selecionados a partir de uma busca no Portal do Ministério
da Educacao (MEC) com os seguintes critérios: escolas municipais (44) e estaduais (32) do
Municipio em estudo; livros didaticos de Matematica utilizados no 6° ano pelas escolas. A

busca resultou nos titulos apresentados na Tabela 2. Para eleger as questdes presentes nos
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livros didaticos, adotamos o seguinte critério: capitulo ou topicos sobre expressdo numérica
nos livros.

Os livros apresentam as expressdoes numéricas no capitulo ou unidade referente a
operagdes com os numeros naturais, com diferentes dindmicas de desenvolvimento. As
colecoes Telaris e A Conquista da Matematica trazem um capitulo somente para expressoes
numéricas, sendo que a primeira aborda somente o formato algébrico, com exemplo e
exercicio, seguidos de outros capitulos com problemas sobre operacdes; ¢ a segunda inicia
com situacdes e as desenvolve passo a passo, com resolugao comentada, seguida de exercicios
e problemas, finalizando com questionamentos sobre a importancia dos sinais de associagdo e
regras de prevaléncia. As colecdes Arariba, Bianchini, Trilhas e Compreensdo e Pratica
abordam as expressoes numéricas para cada operagao, diluindo entre as se¢des, iniciando com
situagdes, desenvolvidas através de exemplos nos quais sdo explicadas as regras de
prevaléncia e os sinais de associacdo, e seguidas de problemas; a colecdo Apoema menciona
em um exemplo as expressdes numéricas, em seu enunciado, com um baldo explicativo, e
segue um exercicio com uma expressao na forma simbdlica. Com isso, o corpus inicial para a
analise foi de 271 excertos. A fim de delimitar o corpus de analise, foi realizada uma triagem,
sendo listados os trechos que abordassem apenas as operagdes aritméticas fundamentais:

adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo, resultando em 186 excertos.

Tabela 2 — Sintese do delineamento do corpus

Sigla Nome do Livros Didatico 1* Triagem 2?
Triagem

A A Conquista da Matematica-Editora S. A 48 41
B Arariba Mais — Matematica - Editora Moderna LTDA 43 34
C Matematica — Bianchini - Editora Moderna LTDA 61 32
D Matematica - Compreensao e Pratica-Editora Moderna 47 41
E Telaris Matematica- Editora Atica S.A 34 18
F Trilhas da Matematica- Saraiva Educagdo S.A 35 17

G Apoema- Editora do Brasil S.A 3 3

H Matematica Essencial-Editora Scipione S.A Nao tivemos acesso -

1 Matematica Realidade & Tecnologia- Editora FTD S.A Nao tivemos acesso -
Total 271 186

Fonte: dados da pesquisa.

A partir desse conjunto, classificamos os trechos em quatro tipos de classe: (a)
definicao/conceito/apresentagdo, (b) exemplos, (¢) problemas e (d) exercicios. A classe (a)
defini¢do/conceito/apresentacdo, contemplou toda a parte escrita e buscou explicar ou
contextualizar o que seriam as apresentagdes produzidas pelos autores sobre expressdes
numéricas. A classe (b) exemplo abarcou todas as explicagdes que se utilizaram de um

modelo para explicar o pensamento ou a forma de resolugdo. As classes (c) problemas e (d)
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exercicios foram definidas com base nos estudos de Dante (2009), para o qual problema se
diferencia de exercicio, pois ao se deparar com um problema o estudante ¢ confrontado por
um obstaculo a ser resolvido, que lhe exigird o pensar consciente requisitando o
estabelecimento de relagdes para chegar a uma solucdo; enquanto que ao resolver um
exercicio o estudante geralmente ¢ levado a aplicar um determinado algoritmo que pode ser
resolvido passo a passo, com o objetivo de treinar habilidades para refor¢ar conhecimentos ja
explorados. O total de excertos a partir da pré-andlise e classificagdo: (a)
Definigao/conceito/apresentacdo (18); (b) Exemplo (29); (c¢) Problema (55) e (d) Exercicio
(84).

Para compreender a abordagem das situagdes referentes as expressdes numéricas nas
colecdes analisadas, a partir de diferentes estruturas das operagdes, definimos que as
atividades analisadas seriam apenas as classificadas como (c) problemas. Esta escolha se
justifica porque o foco do estudo sdo as situagdes, ou seja, os exercicios, exemplos e
defini¢cdes tornam-se menos interessantes por que prescindem de um contexto. Com isso, o
corpus de andlise resultou em um conjunto com 55 problemas selecionados, dos quais oito
eram de manipulacdo matematica, restando 47 situag:ées%, as quais foram classificadas, em
estruturas aditivas ou multiplicativas e problemas mistos, aqui denominados imbricacdes
entre estruturas aditivas e estruturas multiplicativas. (VERGNAUD, 2009), mediante
categorias a priori, conforme as operagdes necessarias para sua resolu¢do. Além da figura que
retrata cada um dos excertos e o codigo para identificar o mesmo, foram agrupados: a
representacao da expressao numérica em sua forma algébrica ou simbolica, o diagrama que

representa a classe e a sua descri¢do, como apresentamos a seguir.

5.7 Resultados e discussao

As abordagens das expressdoes numéricas, nos livros analisados, sdo estruturadas
através de exemplos de como resolver uma expressao, € da explicagdo passo a passo de como
efetuar as operacdes, respeitando a ordem, tanto das regras de prevaléncia quanto dos sinais
de associagdo. Elas sdo dispersas pelos livros de formas diferenciadas, algumas durante o

desenvolvimento das operagdes, outras ao final do capitulo, com problemas, e ainda como

*Para essa sistematizagdo foram criados codigos para identificar cada problema, de modo que o codigo foi
constituido por uma letra em maitiscula do alfabeto latino para identificar o livro, seguido de um niimero indo
arabico para indicar a ordem do excerto, mais um niimero em romano para identificar a classe e ainda um
numero indo arabico representando a pagina. Por exemplo B20I114, significa que o excerto ¢ do livro Arariba,
ocupa a 20* posicao, € classificado como problema e esta na pagina 4 do livro.
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procedimento a ser realizado, sem aplicagdo imediata em problemas.

Distinguimos que os livros didaticos apresentam mais atividades no formato de
exercicios do que de problemas, corroborando com Freitas (2014) e Salomao (2013). A partir
da Teoria dos Campos Conceituais, identificamos quais classes/eixos compdem as expressoes
numéricas nas atividades no formato de problemas. A Tabela 3 apresenta uma sintese dessa
organizagdo, cuja maior frequéncia se encontra nas situagdes de propor¢do simples para a
multiplicagdo, principalmente nos problemas mistos.

Tabela 3 — Sintese da classificacao das situacoes

Estrutura Aditiva | Estrutura Multiplicativa

Q QO ©n Q

1] o o) = O o wn o < Q

g S T 8% 2% &g 2 gs §E %

£ z g SE  2F &2 &= ga £8 s
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£ F & g5 gi 2E 2E 25 EE =

Z 8 g £z E& £@ £ £E 53 &

& © °© gE &3 ©CE O

8 14 10 7 1 31 1 4 2 2 80
10% 17,5% 12,5%  8,75% 1,25% 38,75% 1,25% 5% 2,5% 2,5% 100%

Fonte: dados da pesquisa.

Nas situagdes aditivas classificadas como transformag¢do simples, ocorreu a
apresentacdo do estado inicial e estado final, para calcular a relacdo (transformagio), como
também a apresentacdo do dado em estado final, e a relagdo (transformagdo) para descobrir o
estado inicial, em ambos o0s casos sendo necessario realizar a subtracdo. O Quadro 5 apresenta
uma situagdo de composicao de transformacdes, E153111130. Seu enunciado solicita tanto a
representacdo da expressdo numérica, quanto a solucdo da mesma. Seu estado inicial ¢
conhecido assim como suas relagdes parciais. O estado intermediario e o estado final sdo
desconhecidos. A relacdo composta (transformagao total — TT) ¢ desconhecida, oriunda de
composi¢ao de dois estados relativos dados. As relagdes sdo menores que zero, na estrutura
aditiva, ambas obtidas pelo verbo tirar, originando duas subtragdes. Na composi¢do dos
estados relativos, obtém-se, a partir de duas relagdes menores que zero, a soma das mesmas,
també&m menor que zero.

Quadro 5 — Representagdes da expressao numérica E153111130

Situacio Expressio numérica Diagrama

Na quitanda de Julia, havia 60 peras no inicio do

dia, e foram vendidas 28 peras de manhad e 20 a - I I
- F—HO H—> 12
tarde. Quantas peras sobraram? Escreva as duas 60-(28+20) . . @

60-28-20

expressoes numericas que traduzem essasitua-

cao e calcule seus valores.

Fonte: elaborado a partir de Dante (2015).

Para o Quadro 5, existem duas possibilidades de escolha, comparando o diagrama e a

expressdo numérica em sua forma simbolica: a primeira refere-se a uma repeticdo de




108

procedimentos, a saber, primeiro retira 28 depois retira 20, como na parte superior do
diagrama, resultando na expressdo 60-28-20, e a segunda opgdo 60-(28+20); aqui temos, em
comparac¢ao com a primeira expressao, a mudanga de sinal dos nimeros dentro dos parénteses
(distributividade da multiplicagdo em relacao a adi¢dao). Podemos observar na composicao das
transformagoes, presente na parte direita do diagrama, a operagdo feita a parte, resultando em
uma transformacao total de -48, possibilitando outro caminho de resolucdo da situagdo. Tais
processos apontam para uma diversidade de opcdes para a resolugdo do mesmo problema, o
que, segundo Magina et al (2008), ¢ relevante ser considerado pelo professor para que haja o
processo de aprendizagem.

O Quadro 6 traz uma composi¢ao de comparagdes, na qual conhecemos uma parte e as
relagdes comparativas entre esta e as demais, € queremos saber o todo. A composi¢ao das
relagdes resulta na relagdo de comparacdo entre a primeira e a ultima parte, mas nao na
composicao das partes comparadas, chegando ao 4400, mas ndo ao 14000, pois as medidas

sdo estaticas, caracteristica das comparacdes.

Quadro 6 — Representacoes da expressdo numérica A311I173

Situacio Expressio numérica Diagrama

(UECE) Numa corrida de 5000 metros,
S4400)
o primeiro colocado vence o segundo £

por 400 metros, e o segundo colocado T

vence o terceiro por 200 metros. Qual

a soma das distancias percorridas, | 5000+(5000-400)+[(5000-400)-200] 1600 > 14000 “

em metros, pelos trés corredores no T |’/-f23(i“‘\ ‘

instante em que o primeiro colocado N L (,-—f *J
atinge a marca de chegada? 5000 |"4 :070‘ ik .
14000 metros N

Fonte: elaborado a partir de Giovanni Junior (2018).

Para os problemas multiplicativos, encontramos cinco situagdes envolvendo a relacao
quaternaria proporcao simples, € uma situacdo envolvendo relacdo ternaria produto de

medidas — combinatoria, cujo verbo de comando era identificar, como expresso no Quadro 7.

Quadro 7 — Representagdes da expressao numérica D14511168

Situacio Expressio numérica Diagrama

Entre as situagoes a seguir, identifique as H
que correspondem a problemas que envol- a) 6 X 12’ a) Produto cartesiano

vem propor¢ao. P 6x3(50rvete X calda)
a) Em uma sorveteria, estio disponiveis 6x2=12
6 sabores de sorvete e 2 sabores de B
calda (chocolate e caramelo). Dessa )
maneira, ¢ possivel escolher 12 possibi- Ingresso Prego

lidades diferentes, sendo um sabor de b) 24 X 3 1 24

sorvete e uma calda. e 3 7 @
b) Um ingresso de cinema custa R$ 24,00.

Entao, 3 ingressos custardo R$ 72,00.

Fonte: elaborado a partir de Silveira (2018).

Com base nas informagdes do Quadro 7 podemos compreender que no item a) temos
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uma situagdo ternaria, produto de medidas, combinatoria, sendo as mesmas os sabores de
sorvete (6 possibilidades) e os sabores de calda (2 possibilidades), resultando em um produto
cartesiano 6 x 2, com pares ordenados originando 12 possibilidades de montagem de sorvete,
o que Santos (2015) relata com duas representacdes: a primeira por meio de uma arvore de
possibilidades, causando aderéncia ao campo aditivo, por representar 6 + 6, ou a segunda
como representa¢do em produto cartesiano, causando ruptura com o campo aditivo. No item
b) temos uma situacdo quaternaria de propor¢do simples, um para muitos, discreta, com
operador escalar 3 e operador funcional 24 reais por ingresso. A situagao A30III72, disposta

no Quadro 8, representa uma propor¢ao multipla.

Quadro 8 — Representagdes da expressdo numéricaA3011172

Situacio Expressio numérica Diagrama
(Vunesp-SP) Um determinado medi-
camento deve ser ministrado a um Vezes (n) Doses (ml) Dias (d)

doente trés vezes por dia, em doses de

1 3
5 mililitros cada vez, durante 10 dias. [(5x3)x 10] @
Se cada frasco contém 100 mililitros 150 mL’ sendo 3 Q @ I
do me?il.camento. quantos frascos sao necessaria a compra de @
necessarios? Alternativa b. . 10
dois frascos 3
a) 1 d) 4 150

b) 2 e) 5
c 3

Fonte: elaborado pelos autores a partir de Giovanni Junior (2018).

No Quadro 8, apresentamos um caso de propor¢ao multipla, a qual “envolve pelo
menos duas proporc¢des simples. Esse eixo refere-se as situagdes que envolvem uma situagao
quaternaria entre mais de duas grandezas relacionadas duas a duas” (MAGINA; MERLINI;
SANTOS, 2016, p.72). Neste eixo, conforme Santos (2015), todas as quantidades envolvidas
possuem relacdo de dependéncia: doses por dia estdo ligadas a doses e também ao dia, ¢ a
quantidade, em mL, do medicamento consumido por vez ao dia, depende do numero de dias.

A andlise dimensional dessa situacdo leva em conta as taxas com as quais a funcao
opera, resultando em uma fung¢do linear descrita conforme a andlise das taxas de grandeza:

para uma dose em mL, para quantas vezes por dia essa dose ¢ tomada: vezes por dia,

vez eqeqe .
representada por ~, © para quantos mililitros a cada dose, ou seja, a cada vez que toma a

. ~ c7e7s mL ~ .
medicagdo: mililitros por vez, representada por — resultando em uma fung¢do linear que

relaciona a quantidade de medicamento necessaria ao produto entre quantidade de vezes que
deve ser tomado por dia (3) com a quantidade de medicamento que deve ser tomada em cada
dose (5) e a quantidade de dias (10), ou seja, se d representa a quantidade de dias que o
medicamento deve ser ministrado, entdo f(d)=3.5d para o problema dado.

O que diferencia uma propor¢ao multipla de uma propor¢do dupla ¢ a relagdo entre as
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grandezas: enquanto na propor¢do multipla todas as varidveis se relacionam entre si, na
propor¢ao dupla elas se relacionam duas a duas (MAGINA, MERLINI, SANTOS, 2016).
Santos (2015) afirma que a propor¢ao dupla ¢ uma funcao bilinear, € que uma quantidade ¢
diretamente proporcional a outras duas quantidades. Na situacdo exposta no Quadro 9, além
da propor¢do dupla, temos uma composi¢do, oriunda da fragmentagdo da resolu¢do da
situagdo em duas partes, a primeira referente aos dias em que as maquinas funcionam

normalmente, ¢ a segunda sobre os dias em que duas delas estdo no conserto.

Quadro 9 — Representacgdes da expressao numérica B75II155

Situacio Expressio numérica Diagrama
£ty fél?rica h.é ? méqumas,pata otular horas x dias 1 7 9 maquinas
garrafas de 4gua mineral. Cada maquina rotula
720 garrafas por hora e funciona 8 horas por 8x1 8 720
dia, durante 5 dias na semana. Em determina- 8x2 16 103680 i
da semana, 2 dessas maquinas quebraram e 9x720x8x2+7x720x8x3
ficaram em conserto durante 3 dias. Elabore B3 24 120360
uma expressao numeérica para calcular quantas tempo () garrafas
garrafas foram rotuladas nessa semana.

Fonte: elaborado pelos autores a partir de Editora Moderna(org.), 2018.

Optamos por inserir no diagrama a analise que descreve as relagdes entre as varidveis
tempo, maquinas e garrafas. Trata-se de uma fungdo bilinear cuja descri¢dao das relagdes pode
ser escrita como g = 720.m.t, no qual g ¢ a quantidade de garrafas, 720 ¢ a quantidade de
garrafas por hora, m a quantidade de maquinas trabalhando, e t o tempo em horas por dia.

Neste caso, o tempo se relaciona com as garrafas, e as garrafas com o niimero de
maquinas, mas o tempo nao se relaciona com o numero de maquinas, essa ¢ a principal
diferenca entre a propor¢ao multipla e a propor¢ao dupla. No caso da expressdo numérica na
forma simbolica, cabe dizer que, dentre varias possibilidades de escrevé-la, o uso dos
parénteses pode deixd-la mais elegante, e expressar a organizacdo do pensamento ao
representar a situacao: ao escrevermos (9x720x8x2)+(7x720x8x3) dizemos que durante dois
dias as maquinas funcionaram completamente, ¢ durante os outros trés dias da semana
(composta de 5 dias, pelo enunciado), sete maquinas funcionaram, e proceder uma
composi¢do na qual se conhece o valor das partes e se quer saber o todo. No entanto, se
escrevermos (9x720x8x5)-(2x720x8x3), estamos afirmando que dos 5 dias em que as
maquinas funcionam, precisamos retirar o nimero de garrafas que ndo sao etiquetadas por 2
maquinas em 3 dias, procedendo uma composicao na qual se sabe o todo e se quer conhecer
uma das partes.

O suporte do operador escalar permite, através da construcio da resolugdo, perceber o
sentido de replicar (NUNES; BRYANT, 1997). Com a construgdo dos diagramas ¢ possivel

perceber os passos dados para tal resolugdo, e a necessidade de compreendé-los
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separadamente resultando na expressdo numérica na forma simbdlica com a presenga de
sinais de associagdo ( ) e [ ]. Pode ser discutida a necessidade de tais sinais, pois dentro da
mesma estrutura, nao ha regras de prevaléncia de operagdes, sendo as mesmas realizadas da
esquerda para a direita na ordem em que aparecem (OTTES; FAJARDO, 2017), sendo a
estrutura de organizagdo visual baseada nos passos descritos no diagrama um facilitador para
a compreensdo da situagdo. Como a situacdo solicita a identificagdo da expressdo numérica,
tais passos apoiam esta tarefa.

Um exemplo de problema misto ¢ o problema A211I170 apresentado no Quadro 10. O
mesmo aborda uma composi¢ao, sendo que as partes sdo resultantes de propor¢do simples
cujo escalar equivale a pontuagio fixada na competi¢io para cada partida. E um problema de

composi¢ao cujas partes sao conhecidas e se busca o valor do todo.

Quadro 10 — Representacdes da expressdo numérica A2111170

Situacio Expressiao numérica Diagrama
Veja o numero de pontos que uma Primeiro lugar
equipe marca de acordo com a sua clas- Vitorias ~ Pontuagdo
sificacdo em cada fase de uma gincana: 1 25
5 125
Pontuacdo por fase
Posicdo | 12 lugar | 22 lugar | 32 lugar Segundo lugar
Numero s £ 5 —
A s 25 15 10 5x25+8x15+2x10 Vitorias Pontuagao 120 265
B 1 15
Fonte: Dados ficticios. 8 120 l
Nessa gincana a equipe azul chegou 5
vezes em 12 lugar, 8 vezes em 2¢ lugar (5X25)+(8X1 5)+(2X10) 2 ol
e 2 vezes em 32 lugar. erceiro lugar
Faeta Vitorias Pontuagio
N)esEsas condicdes: 5% 25+ 8% 15+2x10 : s l
a screva uma expressaoc numerica para ( : i B 20 (’:: )

representar guantos pontos a equipe
marcou nessa gincana.
b) Quantos pontos ela marcou? 265 pontos.

Fonte: elaborado a partir de Giovanni Junior (2018).

O problema apresenta relagdo quaternaria de propor¢ao simples com quarto elemento
desconhecido, resultando em multiplicagdo. Sao trés passos semelhantes conforme a
pontuacdo de cada fase, cuja adi¢cdo na classe de composicao resulta no nimero de pontos da
equipe. Como exemplo de um problema misto complexo apresentamos o problema
C10511174, que ¢ composto de uma transformacdo, uma comparagdo € uma propor¢ao

simples. No Quadro 11 apresentamos seu detalhamento.
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Quadro 11 — Representacdes da expressio numérica C10511174

Situacio Expressio numérica Diagrama
+ Isabel adquiriu um televisor em cores, pagando 4180
uma entrada de 180 reais e mais trés parcelas
de 160 reais. A vista, ela teria pago 595 reais. 180 660
Qual é a diferenca entre o preco a prazo e o

preco a vista?
Prestagdes  Valor (R$)

r 3 180+3x160-595 D ]
: ! {[180+(3x160)]-595} } o

Fonte: elaborado a partir de Bianchini (2018).

Com as informagdes presentes no Quadro 11, compreendemos que o problema
apresenta transformac¢do com estado inicial e relagdo conhecida, maiores que zero, resultando
em um referente maior que zero. Segundo passo necessario para a obtencao do valor total de
prestagdes: relacdo quaternaria de propor¢ao simples um para muitos, com operador escalar 3
e operador funcional 160 reais por prestacdo. Quarto elemento desconhecido, o que leva a
multiplicagdo. Terceiro passo necessario para calcular a diferenca entre o prego a vista € o
preco a prazo: comparagao com referido e referente conhecidos e relagdo desconhecida, sendo
necessaria uma subtracao.

Ja o problema C9211174, apresentado no Quadro 12, traz uma situagdo de composi¢ao
de transformagdes, cujas relacdes sdo dadas por proporgdes simples envolvendo os operadores

funcional e escalar.

Quadro 12 — Representacdes da expressdo numérica C9211174

Situacio Expressio numérica Diagrama

Em um tanque havia 2 400 litros de agua. Dele
foram retirados 12 baldes com 18 litros cada

um. Abriu-se, entdo, uma torneira gue der- .
rama 32 litros de dgua por minuto até que o w
tanque ficasse totalmente chelo, isto &, com {[5000-(2400—12>< 1 8)]_32}

5.000 litros.

a) Durante quantos minutos a tomeira ficou
aberta?
b) Sabendo que 1 hora & igual a 60 minutos, _
determine gquantas horas e guantos minutos 60+ 88 - 60 - 60+ 28 .
essa torneira ficou aberta. lhora e 28 minutos Baldes Litras Minutos Litros

®l 112 21186 l@ 818 @’2216
[CM

Fonte: elaborado a partir de Bianchini (2018).

Com as informagdes presentes no Quadro 12, destacamos que a situagdo ¢ de
composicdo de transformagdes, com relacdo desconhecida e proporcdo simples. Relagdes
parciais desconhecidas. Referente parcial desconhecido. Estado inicial e estado final

conhecidos. Uma relagdo menor que zero e outra maior que zero. Na composi¢ao dos estados
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relativos, obtém-se, a partir de relagcdes maiores que zero, resultando -48, resulta no estado um
valor maior que zero. Relagdo quaternaria, proporcdo simples, um para muitos, discreta, com
operador escalar 12 e operador funcional 18 litros por balde. Relagdo quaternaria, proporgao
simples, um para muitos, com operador escalar 88 e operador funcional 32 litros por minuto,
com terceiro elemento desconhecido, necessitando de uma divisdo para chegar ao resultado.

Embora nem todas as representagdes na forma algébrica dessas situagdes necessitem
de sinais de associagdo, todas precisam de regras de prevaléncia, pois se trata de problemas
mistos, compostos pelos campos conceituais aditivo e multiplicativo (VERGNAUD, 2009). O
Quadro 8 apresenta uma transformac¢do e uma proporc¢do, descritas como duas etapas do
problema, sendo a transformacao que resulta no prego da TV, sendo o estado inicial o prego, a
transformagao a entrada e o estado final o saldo a pagar, este que sera dividido em um niimero
fixo de prestacdes, calculado pela propor¢ao. A importancia dos parénteses nessa expressao se
dé pela necessidade de iniciar pela subtracdo e depois efetuar a divisdo, contrariando as regras
de prevaléncia que instituem que primeiro se faz a multiplicagdo e a divisdo. Destacamos tal
importancia na perspectiva de ensino, pois tanto a representacao por diagrama como a “conta
armada” podem ser passos para a construcdo da forma simbdlica, na analise e escrita da
expressdo numérica na forma algébrica para sua posterior resolugao.

A representagdo do diagrama do Quadro 11 apresenta uma transformacdo, uma
propor¢do simples e uma comparagdo (aditiva). Nao hé necessidade do uso de sinais de
associacdo, assim tanto a primeira quanto a segunda expressdo numérica estdo corretas,
observa-se, no entanto, que a segunda diferencia os passos necessarios para a resolucdo da
situagdo. A regra de prevaléncia de efetuar primeiro a multiplica¢do da sentido multiplicativo
ao nimero 3 como repeticdo do numero de parcelas iguais (NUNES; BRYANT, 1997,
SANTOS, 2005).

A situacdo do Quadro 12 envolve uma composicdo de transformagdes e duas
proporcdes simples, sendo que os elementos presentes na transformacao sdo oriundos tanto da
composicao das transformagdes quanto da propor¢do entre nimero de baldes e litros. O
diagrama apresenta o passo a passo da resolu¢do, sendo que o sentido dado a cada grandeza e
as operagoes realizadas entre suas medidas ¢ ponto de partida para pensar as regras de
prevaléncia. O problema diz que “abriu-se uma torneira que derrama 32 litros de dgua por
minuto” (BIANCHINI, 2018, p. 74) o que leva a percepcdo de uma grandeza formada por
duas outras, que ¢ o sentido do operador funcional em uma propor¢ao simples. O problema
tem os dados em litros e litros por minutos e pergunta sobre as horas, levando quem o resolve

a buscar relagdes entre as grandezas. Os sentidos atribuidos a essas relagdes na escrita da
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expressdao numérica exigem o uso de sinais de associagdo e de regras de prevaléncia.

Com a analise realizada identificamos que os problemas envolvendo as expressdes
numéricas apresentam distintas representacoes bem como exploram diferentes niveis de
dificuldade, corroborando com os estudos de Vergnaud (2009) sobre o campo aditivo, em que
o autor relata que existem diferentes tipos de relagdes aditivas e, consequentemente,
diferentes niveis de dificuldades; ¢ com a diversidade de situagdes os estudantes serdo

capazes de resolver diversos tipos de problemas.

5.8 Consideracoes

Com o estudo identificamos que as atividades envolvendo expressdes numéricas sao
apresentadas nos livros didaticos na forma de exercicios e situagdes, sendo os primeiros bem
mais frequentes. Ao direcionarmos a analise para as situagdes, classificamos as diferentes
representacdes com base na Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud (2009), constatando
que as estruturas apresentadas foram do campo multiplicativo e aditivo, e suas imbricagdes
em problemas mistos, identificando mais situacdes simples do que complexas. Em relagdo as
operagoes, apresentam maior quantidade de situacdes envolvendo a multiplicagdo, seguida da
subtra¢do, divisao e adigao.

Ha uma diversidade entre as classes dos Campos Conceituais, sendo que no Campo
Conceitual Multiplicativo os problemas de propor¢ao simples sdo consideravelmente mais
frequentes, com quase 40%, e no Campo Conceitual Aditivo as situagcdes mais freqiientes se
dividiram entre Composi¢ao (17,5%), Comparagdo (12,5%) e Transformacao (10%), sendo as
porcentagens relativas ao conjunto das situagdes presentes nos livros didaticos.

Os livros didaticos apresentam uma variagdo na abordagem, e ainda que a maioria
cumpra o itinerario explicacdo com exemplo, exercicios de calcular para depois inserir os
problemas, a apresentacdo das expressdes numéricas se da também no corpo do capitulo,
atrelada a situacdes sobre as quatro operagdes.

As escritas das expressdes numéricas em situagdes ajudam a construir o pensamento
envolvendo as regras de prevaléncia, pois as mesmas auxiliam na compreensao do sentido das
operagdes, de forma que diante da organizagdo da situacdo na expressdo simbolica, ha o dar-
se conta de que o sentido da operacdo, e dos nimeros envolvidos na mesma, precisam seguir
regras nas quais as operagdes entre as grandezas sejam possiveis. Para que a operagdo na
situagdo faga sentido, para as grandezas apresentadas no problema, tanto os sinais de

associacdo na forma de separadores de operagdo, como as regras de prevaléncia, devem ser
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compreendidos. Assim como a organizagdo das informagdes no diagrama possibilita perceber
a sistematizacdo da situagdo, de forma a auxiliar no processo de resolucdo, sendo possivel
uma andlise separada de cada etapa.

As expressdes numéricas sao trabalhadas como sintese das quatro operagdes
aritméticas fundamentais nos livros didaticos analisados, ainda que em grande parte sejam
abordadas como exercicios, possuem grande quantidade e diversidade de situagdes com
variadas classes referentes aos campos conceituais aditivo e multiplicativo, bem como suas
imbricagdes. Como o livro didatico ¢ ferramenta fundamental nas praticas docentes e
amplamente divulgado nas escolas, as expressdes numéricas a partir das situagdes, cuja
resolugdo envolva a construgdo de diversas representacdes, podem contribuir com a
construgdo do conceito de operagdo e de numero, apresentada pelas diversas classes de

situagdes dos campos conceituais aditivo, multiplicativo e suas imbricagoes.
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6 ORDEM DAS EXPRESSOES NUMERICAS EM UMA EXPRESSAO
SIMBOLICA E EM UM PROBLEMA MISTO

6.1 Introducao

Este texto faz parte de uma pesquisa a respeito das expressdes numeéricas como
imbricacdo entre os campos conceituais Aditivo e Multiplicativo. Trata de um estudo que
considera as resolucdes de expressdes numéricas na forma simbolica e na escrita e resolugdo
de um problema misto, realizado por vinte e cinco estudantes de 6° e 8° ano de escolas
publicas de Pelotas-RS em periodo pandémico, sob o codigo do Conselho de Etica da
Universidade Federal de Rio Grande niimero 52737921.2.0000.5324. Os dados dos estudantes
mantiveram-se em sigilo e os nomes atribuidos sao ficticios.

Balizamo-nos pelas seguintes perguntas: quais os erros cometidos por estudantes ao
resolver uma expressao numérica? Os erros cometidos no desenvolvimento de uma expressao
numérica descontextualizada sdo os mesmos de uma resolugdo de problema misto? Como a
prevaléncia operatoria (ordem das operacdes e uso dos sinais de associacao) ¢ utilizada pelos
estudantes na resolu¢ao de uma expressao numérica? As perguntas nos ajudam a compreender
o sentido de nimero nas operacdes, por meio da ordem e das escolhas dos estudantes ao

resolver as expressoes numéricas € o problema misto.

6.2 Prevaléncia Operatoria

Chamamos de prevaléncia operatéria a ordem de resolucdo de uma expressdo
numérica. Nos livros didaticos ¢ comum estar descrito que primeiro realizamos as
multiplicagdes e divisdes, na ordem em que aparecem, € depois as adigdes e subtragdes, na
ordem em que aparecem, e que primeiro devemos resolver o que ha dentro dos parénteses,
depois colchetes e depois chaves. No entanto, na pratica, respeitando as propriedades
aritméticas, podemos resolver uma adi¢dao antes da multiplicacao, como o caso de 5+4+12-
7x(2+3). A dupla 5+4 ndo faz parte de nenhuma multiplicagdo, portanto pode ser resolvida
anteriormente. Claro que ndo podemos subtrair 7 de 12, pois o 7 multiplica (2+3). Nisto se
diferencia a prevaléncia operatoria: a multiplicagdo prevalece sobre a adi¢do, mas ndo
necessariamente ¢ a primeira a ser operada na expressao numérica (RAMOS et al., 2021,

RAMOS; SILVA, 2022).
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Bender (1962) explana sobre a ordem das operacdes em expressdes numéricas, tanto
em sua escrita quanto em sua resolu¢do. Propdem que se quiséssemos escrever as expressoes
da esquerda para a direita, com a ordem consecutiva linear, poderiamos, mas teriamos que
reensinar a todos os que aprenderam de outra forma. A segunda proposta ¢ a de utilizar o
PEMDAS, uma mnemonica bastante usada nos Estados Unidos, na qual devem ser resolvidos
primeiro os parénteses, depois as exponenciais, a multiplicacdo, a divisdo, a subtracdo e a
adicao, mas esclarece que ha erros em considerar a multiplicagdo sempre antes da divisdo, por
exemplo. Por tltimo, propde o uso de sinais de associagdo, de forma a ordenar as operagdes
sem ambiguidade.

Ottes (2016) e Ottes e Fajardo (2017) concordam com Bender (1962) e analisam como
a ordem das operagdes se apresenta em livros didaticos do Ensino Fundamental, dos quais
resulta que as regras e algoritmos sao o método utilizado para ensinar expressoes numéricas.
Por fim, sugerem que as propriedades das operacdes e a justificativa das regras sejam
trabalhadas com os estudantes.

Ao estudar como estudantes de anos iniciais representam nimeros na forma decimal e
como efetuam operacdes utilizando a decomposi¢ao, Goodrow e Kidd (2018) encontram que
as criangas utilizam as propriedades aritméticas de formas criativas para escrever como
expressoes numéricas a decomposicdo de numeros e as operagdes por meio de somas de dez.

Nunokawa (2012) analisa como uma crianga da 5* série compreendeu proporgoes e
porcentagens com o uso da reta numérica, ao invés das expressdes numéricas usualmente
estudadas neste contetido. Concluiu que usar linhas duplas permitiu relacionar grandezas pela
multiplicag@o, tanto em propor¢do quanto em porcentagem.

Ao estudar as dificuldades na aprendizagem inicial de Algebra por estudantes
indonésios, Jupri, Drijvers ¢ Van den Heuvel (2014) constatam que a principal dificuldade
dos estudantes ¢ de traduzir para a forma simbolica o que o problema solicita, € que uma das
dificuldades dos alunos ¢ de respeitar as propriedades aritméticas nas expressdes numéricas,
no que diz respeito a ordem das operagdes, a qual ¢ abordada por Ali Rahman et al (2016), em
um estudo que compara o rendimento de alunos de 9° ano na resolucdo de expressdes
numéricas, em Brunei. Ao trabalhar com o tridngulo de prioridades de Aimes, descrito na
Figura 42, em substitui¢do as mnemodnicas PEMDAS ou BIDMAS ou BODMAS, conforme o
pais, os autores utilizam pré e pos-teste com intervengdo de aproximadamente sete minutos,
explicando a ordem das operagdes para o grupo teste € nao para o grupo controle. O erro mais
comum foi resolver uma expressdo numérica da esquerda para a direita, ndo importando a

ordem de prevaléncia das operacdes; seguido pela multiplicagdo errada por zero e pelo erro no
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calculo de potenciacdo. O estudo conclui que a maior parte dos alunos utilizou o tridngulo de
prioridades de Aimes, observado na Figura 42, e que os estudantes com maior dominio

conceitual das operagdes se sairam melhor na resolucao utilizando a ordem das operagdes.

Figura 42 — Tridngulo da hierarquia das operacdes de Aimes

/[ X\
+_

Fonte: Ali Rahman ef al. (2016, p. 410).

Wiberg (2017) estudou como os alunos estruturam expressdes numéricas € usam
regras para a ordem das operagdes ao calcular expressdes, expressdes que contém varias
operagdes, com expressdes contendo mais de duas operagdes, dadas a alunos de 5*° séries.
Concluiu que alunos usam a ordem de operagdo e estruturam as expressoes numeéricas de
varias maneiras diferentes, e que a forma mais comum de estruturar expressdes ¢ formar
diferentes grupos. A analise dos calculos dos alunos mostra que a maioria dos alunos parece
saber que a multiplicagdo deve ser tratada antes da adicdo, mas ha confusdo sobre fazer a
adicao ou a subtragdo primeiro (WIBERG, 2017).

Karlsson (2019) afirma que a ordem das operagdes e a contagem da esquerda para a
direita sdo duas regras comuns de aritmética que os alunos aprendem na escola, mas que os
alunos também usam regras inventadas que geralmente nao sdo usadas em Matematica. Em
um estudo com 55 alunos, concluiu que além das convengdes usuais da esquerda para a direita
e da ordem das operagdes, os alunos usam tipos diferentes de regras de aritmética, baseadas
no principio de que os nimeros sdo emparelhados de uma forma ou de outra, usando regras
proprias que seguem estruturas logicas. Em expressdes estruturadas da mesma maneira,
alunos optam por usar diferentes tipos de regras de aritmética (KARLSSON, 2019).

Unger (2021) chama as regras de prevaléncia de ordem de operadores aritméticos, que
servem para as expressdes numéricas ndo serem interpretadas de maneiras diferentes. Os
alunos tém dificuldade em seguir regras aritméticas e estruturas em expressoes matematicas, €
tendem a seguir regras ndo convencionais que sao simplesmente construidas por eles mesmos.
O pesquisador analisou 492 solucdes para resolugdo de expressdes numéricas de alunos 5°
ano de escolas na Suécia e concluiu que as regras aritméticas foram seguidas de maneira

qualitativamente diferentes e que houve muitas inconsisténcias, devido aos alunos carecerem
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de compreensdo do sentido das estruturas mateméaticas (UNGER, 2021).

Jonsson (2016) investiga como alunos do 5° ano calculam e estruturam expressdes
numéricas com varias operagoes, em um estudo que aborda expressoes numéricas com trés ou
quatro operagdes. A analise dos dados revelou diferentes abordagens que os alunos usaram
para estruturar e calcular as expressdes aritméticas, particularmente quatro métodos foram
usados em vdrias tarefas: calculando primeiro as multiplicagdes e depois as diferencas,
utilizando a comutatividade de forma equivocada; formando pares sem importar qual a
operacdo; calculando da esquerda para a direita, ndo importa a operagao; regras de
prevaléncia.

Mesmo em expressdes numéricas provenientes de problemas mistos, os estudantes
tendem a descrever a comutatividade concentrando-se na adi¢do, nos termos ou na operacao
(HOLM, 2018).

Al-Ghamdi (1987) investigou como estudantes de Ensino Médio da Flérida utilizam a
ordem das operagdes em expressdes numéricas. O estudo foi motivado pela necessidade da
utilizacao de regras de prevaléncia na programagao de computadores, e da compreensao de
tais regras pelos estudantes. O grupo experimental aprendeu as regras com o auxilio de
computadores, e obteve maior sucesso. Al-Ghamdi (1987) percebeu que para expressoes que
envolviam numerais repetidos de diversas maneiras os estudantes encontraram maiores
dificuldades.

Ao criticar o uso de truques e dicas que nao promovem a compreensdao da matematica
conceitual, Karp, Bush e Dougherty (2014) listam treze ideias matematicas que nem sempre
funcionam, as quais nds podemos chamar de teoremas em ag¢do que nem sempre siao
verdadeiros. Dois desses teoremas tém relagdo com as expressdes numéricas. Um deles € o de
multiplicar tudo dentro dos parénteses pelo nimero fora dos parénteses, devido a propriedade
distributiva da multiplicacdo em relacdo a adicdo, mas se dentro dos parénteses houver uma

multiplicacdo, a regra ndo vale, como no exemplo verdadeiro 2(4+9) =2 x 4+ 2 x 9, e no falso

2(4x9)*2x4x2x9 O segundo ndo trata exatamente de um teorema, mas de uma

mnemonica utilizada por paises anglofonos, que traduzida fica: Por favor, desculpe minha
querida tia Sally (PEMDAS). Neste caso, as autoras abordam trés questdes: a primeira sobre a
crenga de sempre fazer a multiplicagdo antes da divisdo e a adicdo antes da subtragdo, a
segunda, sobre a ordem ndo ser tdo rigida, sendo possivel realizar de outras formas de

maneira correta, como em 32— 4(2 + 7) + 8 + 4. Por ultimo, os parénteses nem sempre sao 0s
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primeiros, como o0s casos em que chaves, colchetes, raiz quadrada e a barra de fracdo
horizontal teriam prioridade.

Urbina-Lilibach (2016) relata o trabalho com aulas flexiveis, nas quais os estudantes
resolviam problemas conforme suas experiéncias, com minimo auxilio do professor. Em uma
classe de primeiro ano de uma faculdade comunitdria nos EUA, a professora propds uma
expressao numérica, que apds a simplificagdo resultou em 2+3(10) e os alunos chegaram a 50.
Apos discussdes, uso de mnemonica e contextualizagdo com grandezas de cunho monetario,
os estudantes chegaram a solugdo 32.

Zazkis e Rouleau (2018) analisam como estudantes de licenciatura para o Ensino
Fundamental do Canad4 utilizam a ordem de resolugdo das operagdes quando resolvem
expressoes numéricas. Devido a frequente utilizacao do acronimo ou mnemonica BODMAS
nas classes de Matematica, os alunos trazem como conhecimentos anteriores a necessidade de
primeiro operar a divisdo, depois a multiplicagdo. As autoras concluiram que o acrénimo nao
deve ser utilizado, mas deve ser dado enfoque na ordem das operacdes como decisdo
necessaria, ndo arbitraria, na resolucdo das expressdes numeéricas.

Dentre as dificuldades enfrentadas por alunos sobre como as expressdes numeéricas
devem ser calculadas, existem equivocos sobre como as propriedades e regras aritméticas
devem ser tratadas, falta de conhecimento de estruturas para expressdes numéricas. Existem
formas alternativas de ensinar as regras de prioridade usando, por exemplo, imagens. Para que
os alunos compreendam melhor as leis da aritmética, eles também devem aprender sobre
métodos alternativos de calculo de expressdes numéricas usando as leis da aritmética.
(KARLSSON; LINDER, 2018)

Para Wiberg (2017), os alunos entendem mal e ignoram as regras e convengdes que
definem a estrutura das expressdoes numéricas. Dominar a Aritmética permite que os alunos
tenham um melhor desempenho na matematica escolar. O conhecimento dos alunos sobre
estrutura em expressdes aritméticas ¢ associado a aritmética basica (WIBERG, 2017). Esse
dominio da Aritmética ndo estd somente na resolu¢do de calculos simbolicos, mas na
capacidade de resolver problemas ligados a Aritmética, e tais problemas sdo classificados
segundo os esquemas que necessitamos mobilizar para resolvé-los. Nao basta saber que cinco
mais sete ¢ doze. E preciso saber que se tenho cinco bolas e ganho sete bolas, fico com 12
bolas, que ¢ um problema de transformacdo de medidas. Se tenho cinco bolas verdes e sete
bolas azuis, tenho 12 bolas, que ¢ um problema de composi¢ao de medidas. Se tenho 5 bolas e
vocé tem 12 bolas, entdo vocé tem 7 bolas a mais que eu, e esse ¢ um problema da classe de

comparacdo de medidas. Estes exemplos aditivos sdo o que Vergnaud (2009) chama de
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classes de situacdes. Para cada uma dessas classes, e de seus protdtipos, diferentes esquemas
sdo mobilizados. Assim, ndo basta resolver com métodos e técnicas decoradas uma expressao
numérica, € necessario construir conhecimentos para entender tais processos com o

enfrentamento de situagdes de diferentes classes.

6.3 Teoria dos Campos Conceituais

A Teoria dos Campos Conceituais (TCC) ¢ uma teoria cognitivista, que objetiva
propor uma estrutura para compreender filiagdes e rupturas entre conhecimentos, fornecendo
um quadro coerente e principios que sirvam de base para o estudo do desenvolvimento e
aprendizagem. Embora ndo seja uma teoria especifica da Matematica, foi elaborada para
estudar os processos de conceitualizacdo progressiva principalmente de estruturas aditivas e
multiplicativas, de modo que a conceitualizagdo estd no centro da Teoria dos Campos
Conceituais, e consiste em identificar os objetos do mundo, suas propriedades, relagdes e
transformagodes de forma a produzir uma constru¢do de conhecimento (VERGNAUD, 1986,
2009).

O saber forma-se a partir de situacdes a dominar, tanto em aspectos praticos como
tedricos e para as concepgdes erradas dos alunos mudarem verdadeiramente, precisam entrar
em conflito com situagdes que elas ndo permitem tratar, ou seja, para que as novas situagdes e
conceitos tenham sentido para os alunos, precisam adapti-los aos seus conhecimentos
anteriores (VERGNAUD, 1986). A unido de todas as situagdes, esquemas, procedimentos,
conceitos e conhecimentos relacionados entre si ¢ chamada de campo conceitual.

O Campo Conceitual Aditivo ou Estruturas Aditivas consiste em todas as situagdes
que necessitam de adicdo ou subtragdo para serem resolvidas, e as relagdes que ocorrem neste
campo conceitual dizem respeito as partes e ao todo. As classes de situagdes do Campo
Conceitual Aditivo estdo descritas no Quadro 13, sendo as seis primeiras descritas por

Vergnaud (2009) e as duas ultimas por Magina et al (2008).

Quadro 13 — Classes de Problemas do Campo Conceitual Aditivo

Classe Exemplo Explicac¢io
Transformagdo de Tenho trés canetas e ganho oito canetas. | Uma transformag@o opera sobre uma medida
Medidas Com quantas canetas eu fico? para resultar em outra medida.
Composigdo de No estojo amarelo tem trés canetas e no | Duas medidas se compdem para resultar em
Medidas estojo azul tem oito canetas. Quantas | uma terceira.

canetas tém nos dois estojos?
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Comparagdo de
Medidas

No estojo amarelo tem trés canetas e no
estojo azul tem oito canetas. Quantas
canetas o estojo azul tem a mais que o
estojo amarelo?

Uma relagdo liga duas medidas.

Composigao de
Transformagoes

Eu tinha trés canetas, ganhei oito e perdi
cinco. Com quantas canetas fiquei?

Duas transformacdes se compdem para
resultar em uma transformacao.

Transformagao de
Estados Relativos

Eu tinha trés canetas, ganhei oito e perdi
cinco. Quantas canetas eu ganhei ao
total?

Uma transformagdo opera sobre um estado
relativo (uma relagdo) para resultar em um
estado relativo.

Composigao de
Estados Relativos

Eu ganhei trés canetas. Vocé ganhou oito
canetas. Quantas canetas nds ganhamos?

Dois estados relativos (relagdes) se
compdem para resultar em um estado
relativo.

Transformagéo de
Composigdes

No estojo amarelo tinha trés canetas e no
estojo azul tinha oito canetas. Coloquei
duas canetas no estojo amarelo e uma
caneta no estojo azul. Quantas canetas
tem agora nos dois estojos?

Duas medidas se compdem e resultam em
uma terceira. A cada medida é operada uma
transformagdo para resultar em duas novas
medidas, que compordo uma 62

Comparacdo com
transformagdo de
composicdes

No estojo amarelo tinha trés canetas ¢ no
estojo azul tinha oito canetas. Coloquei
duas canetas no estojo amarelo e uma
caneta no estojo azul. Com quantas
canetas o estojo azul ficou a mais que o
estojo amarelo?

Duas medidas se compdem e resultam em
uma terceira. A cada medida é operada uma
transformagdo para resultar em duas novas
medidas, que compordo uma quarta, ¢ ha
uma relacdo entre a terceira e a 6* medida.

Fonte: Magina et al. (2008), Vergnaud (2009).

Um sujeito ndo compreende todas as situagdes de uma classe de um campo conceitual
de uma s6 vez, e em cada problematizacdo o nivel de dificuldade pode aumentar, conforme as
quantidades envolvidas e as relacdes a serem consideradas. Na Teoria dos Campos
Conceituais a aprendizagem se da ao longo da vida, conforme as situacdes enfrentadas e os
esquemas mobilizados para resolvé-las.

O Campo Conceitual Multiplicativo ou as Estruturas Multiplicativas compreendem
todas as situagdes que necessitam de multiplicagdo ou divisdo em sua resolu¢do. H4 uma
ruptura com o Campo Conceitual Aditivo no sentido das relagdes deixarem de se estabelecer
como parte-todo, para uma relagdo entre grandezas, tanto na forma de replicagdo quanto na
co-variagdo ou taxa. Tal ruptura exige que o sujeito compreenda um novo sentido de niimero.
As relagdes passam a ser ternarias (duas grandezas relacionadas por um nimero) e
quaternarias (duas grandezas relacionadas duas a duas por um numero), podendo compor
novas grandezas (VERGNAUD, 2009). O esquema que segue foi elaborado por Magina,
Merlini e Santos (2016) e sintetiza os eixos, classes e tipos de problemas encontrados no

Campo Conceitual Multiplicativo.
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Figura 43 — Esquema do Campo Conceitual Multiplicativo elaborado por Magina, Santos e Merlini
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Fonte: Magina, Merlini e Santos (2016, p. 69).

A proporcao simples também ¢ denominada isomorfismo de medidas; e a proporcao
multipla trata da composicdo de duas ou mais proporgdes simples, com todas as grandezas
relacionadas entre si. A proporcao dupla ocorre quando em trés grandezas distintas, uma delas
esta relacionada as outras duas, que sdo independentes entre si, como € o caso das regras de
trés compostas. Os casos de comparagdo multiplicativa envolvem ideias como quantas vezes
mais, como dobros, metades (relagdes). O produto de medidas, também chamado de produto
cartesiano, se divide em configuracdo retangular para grandezas de medidas continuas, e
combinatoria para grandezas de medidas discretas (MAGINA et al., 2008; VERGNAUD,
2009; GITIRANA et al., 2014).

6.4 Problemas Mistos

Um problema misto necessita em sua resolu¢do, ao mesmo tempo, de adicdo ou
subtra¢do, ¢ de multiplicagdo ou divisdo, desta forma, ¢ composto por classes do Campo
Conceitual Aditivo e do Campo Conceitual Multiplicativo (VERGNAUD, 2009). Miranda
(2019) analisa, segundo o viés de fun¢do afim, problemas mistos presentes em livros didaticos
do 9° ano do Ensino Fundamental e do 1° ano do Ensino Médio. Miranda (2019) encontra os
problemas mistos das classes de propor¢ao simples e composi¢do de medidas; propor¢ao
simples e transformagdo de medidas; comparagdo multiplicativa e composi¢do de medidas;
comparacdo multiplicativa e compara¢cdo de medidas; propor¢do simples, composi¢do de
transformagdes e transformacdo de medidas; e comparacdo multiplicativa e proporgao
simples.

Ramos et al.(2021) identificam situagdes aditivas, multiplicativas e mistas sob o viés
de expressdes numéricas presentes em livros didaticos do 6° ano do Ensino Fundamental,

analisando a ordem das operagdes, encontrando problemas mistos do tipo propor¢ao dupla e
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composicdo de medidas; propor¢do simples e composicdo de medidas; transformagdo de
medidas, propor¢do simples e comparagdo de medidas; composicdo de transformagdes,
composi¢ao de estados relativos e proporcao simples. A diversidade de classes de problemas
que podemos desenvolver com os estudantes proporciona uma riqueza no sentido de abordar
os conhecimentos das operacdes de formas variadas, e assim trabalhar as aproximagdes e
rupturas dos diferentes campos conceituais.

Essa ruptura entre os campos conceituais € os sentidos de numero que envolvem as
operagdes influenciam diretamente nas expressdes numeéricas, € podemos dizer que deles
derivam a ordem das operagdes, pois em uma mesma estrutura a ordem ¢ da direita para a
esquerda, mas em diferentes estruturas hd que se observar a prevaléncia. Desta forma, pensar
a ordem das operagdes a partir dos sentidos dados as relagdes nos diferentes campos
conceituais exige que descrevamos as expressdoes numéricas como representacdes de uma

situacdo (RAMOS et al., 2021).

6.5 Expressoes Numéricas como representacio de uma situacio

A forma simbolica ou algébrica ¢ uma entre os varios sistemas de significantes que
podem representar uma situagdo aritmética. Uma expressao numérica se caracteriza pela
escrita e pelos procedimentos de resolugio. E composta necessariamente por nimeros e
operagdes e pode conter sinais de associagdo, resultando em um unico numero (RAMOS;
SILVA, 2022).

Para além das regras e técnicas de operacdao, uma expressao numérica pode representar
uma situagdo problema contendo as quatro operacdes aritméticas. Pesquisas na area relatam
que os estudantes compreendem melhor o sentido de nimero e as propriedades das operacgdes
ao representar e resolver situagdes. Assim, para a operacionalizagdo das técnicas e regras, sua
compreensdo deve ser realizada sistematicamente por meio de resolugdo de problemas
(ARRALIS, 2006, PARMEGIANNI, 2011; FREITAS, 2014).

Os invariantes dos conceitos presentes nas situacdes modeladas por expressdes
aritméticas®’ do cotidiano, de jogos ou em softwares sio as Propriedades Aritméticas, a
Estrutura Aditiva, a Estrutura Multiplicativa e a Prevaléncia Operatéria (ARRAIS, 2006).
Analisamos aqui a prevaléncia operatoria, os procedimentos que os estudantes utilizaram ao
resolver as expressdes numéricas, bem como os erros cometidos no desenvolvimento da

questao.

27 ~ T ~ , o e Al .
Expressdes aritméticas e expressdes numéricas sdo sindnimas no entendimento deste trabalho.
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6.6 Meétodo

Foram entrevistadas 25 criancas do 6° e do 8° ano, de escolas publicas de Pelotas/RS.
As i1dades variaram entre 10 ¢ 17 anos, com média de 12,7 anos. Os estudantes do 8° ano
tiveram aulas presenciais até o quinto ano, finalizando os anos iniciais do Ensino
Fundamental, mas o 6° e o sétimo ano foram realizados por meio de aulas remotas. No caso
dos estudantes do 6° ano, tiveram aulas presenciais até o terceiro ano, retornando a escola no
6° ano. Durante o periodo remoto, 10 alunos acompanharam as aulas pelo celular, 9 por
material escrito pego na escola e 6 pelo computador. Os celulares e computadores eram
compartilhados com os demais membros da familia. Os professores afirmaram que os alunos
tiveram contato com sinais de associagao.

Buscamos verificar como estudantes estruturam a ordem das operagdes ao resolver
uma expressdo numérica na forma simbolica e como problema misto. Aplicamos
individualmente dois instrumentos, em periodo escolar, para isso, por meio do Método
Clinico Critico Piagetiano, filmamos as entrevistas, realizamos anotagdes € obtivemos os
protocolos dos estudantes. O primeiro instrumento consistiu em uma expressdao numeérica
contendo colchetes, parénteses, multiplicacdo e adig¢do, e o segundo instrumento um problema
misto apresentado na forma oral, com apoio de material de suporte visual, aqui denominado
problema das caixas. A expressdao numérica do primeiro instrumento representava o problema

das caixas, descrito como:

Em uma caixa cabem oito embalagens, em cada embalagem esta um conjunto com seis
estojos azuis, € dez estojos amarelos. Em cada estojo azul estdo trés canetas azuis, duas
canetas pretas, duas canetas vermelhas e uma caneta verde. Em cada estojo amarelo estao
duas canetas roxas e uma caneta cor de rosa. Qual a quantidade de canetas na caixa?

Disponibilizamos uma caixa grande, dez estojos amarelos e seis estojos azuis dentro
de uma embalagem. Em um dos estojos amarelos estavam as canetas descritas no problema,
analogamente, em um dos estojos azuis. Os demais estojos e embalagens estavam vazios €
fechados, mas foram manipulados pelos sujeitos.

Para a resolucdo do primeiro instrumento, os estudantes ndo tiveram acesso a celular,
calculadora ou outro suporte, apenas lapis, borracha e a folha que disponibilizamos.
Inicialmente resolveram a expressdo numérica, por vezes nos questionando a respeito de
como fazer, no que retornavamos com questdes sobre como eles pensavam que deveria ser
realizado o desenvolvimento. Para o problema das caixas, além de lapis, papel e borracha, os
estojos, canetas e caixas eram acessados.

O problema das caixas pode ser classificado como proporcao simples e composi¢ao de

medidas; propor¢ao multipla e composicdo de medidas; composicdo de proporgdes multiplas
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ou ainda como propor¢do simples, comparacdo de medidas, composi¢do de medidas,
conforme os processos escolhidos pelos alunos em sua resolu¢do. Como problema misto, uma
das possibilidades de representacdo ¢ a de expressao numérica, a qual avaliamos neste estudo.

Realizamos a analise dos erros cometidos pelos estudantes, na resolugao da expressao
numérica do Instrumento 1 e na escrita e resolugdo das expressdes numéricas elaboradas pelos
estudantes no Instrumento 2, no que se refere a ordem das operagdes. Para esta avaliagdo,
lemos os protocolos e as transcricdes das entrevistas, registramos os erros encontrados no
instrumento 1, agrupando conforme as resolugdes dos estudantes. Categorizamos 0s erros
encontrados no instrumento 2, selecionamos as respostas dadas na forma de escrita em linha e

as classificamos segundo as operagdes utilizadas.

6.7 Dados e Discussao

A analise consiste em buscar compreender os erros presentes nas expressoes
numéricas ¢ na resolucdo do problema das caixas, a fim de analisar como os estudantes

estruturaram a ordem das operagdes.

6.7.1 Instrumento 1 — Expressao numérica em sua forma simbdlica ou algébrica
Os erros cometidos pelos estudantes ao resolver uma expressao numérica foram
classificados segundo a ordem das operagdes, conforme Tabela 4, foram semelhantes aos

erros encontrados por Jonsson (2016).

Tabela 4 — Erros encontrados no desenvolvimento da expressdo numérica do instrumento 1

Critério N
Naio foi encontrado erro no desenvolvimento nem no resultado da questdo. 1
Foi encontrado erro de calculo (tabuada) no desenvolvimento da questio. 1
Respeitou a ordem das operagdes, mas ignorou os sinais de associagao. 7
Ignorou a ordem das operagdes, mas respeitou os sinais de associagio. 3
4
4
5

Ordem consecutiva linear.

Agrupou as operacgdes de duas em duas.

Desenvolvimento idiossincratico.

Total 25
Fonte: dados da pesquisa.

6.7.1.1 Desenvolvimento idiossincratico

Dentre os desenvolvimentos idiossincraticos encontramos os que fizeram s6 duas
operagdes e abandonaram a questdo, os que produziram processos diferenciados, como alunos

que aplicaram a propriedade distributiva da multiplicacdo em relagao a adi¢do, mas inseriram



130

nimeros negativos no desenvolvimento, e com regras inventadas, 8 mesma maneira dos
sujeitos estudados por Karlsson (2019) e Unger (2021).
Figura 44 — Excerto do protocolo de Lais

Calcule o valor de 8x[6x(3+2+2+1)+10x(2+1)]=

' ' 0z 40

§ 3 0 o o1

xb ST o It
ug 80 3%

Fonte: dados da pesquisa.

Lais (6° ano, 13 anos), inicia pela ordem das operagdes, ndo levando em conta nem a
prevaléncia das operagdes nem os sinais de associagdo, mas na segunda operagdo podemos
notar que ao invés de somar “3” e “2”, Lais decidiu que na expressdao numérica 3+2 poderia
ler-se “32”. A incoeréncia mostra-se tanto no desrespeito ao Sistema de Numeragdo Decimal
quanto na organizacdo de diversas operagdes realizadas e desconectadas da expressdo
numérica como um todo. Percebe-se um agrupamento no célculo de Lais. Agrupamentos de

dois em dois foram realizados por outros colegas, mas de formas diferentes.

6.7.1.2 Agrupamento de operacoes de duas em duas

Realizar adi¢des duas a duas, reduzir parcelas ¢ uma atitude bastante comum em sala
de aula. Da mesma maneira, quando fatoramos um numero, por vezes reduzimos os produtos
para simplificar os célculos. Isso pode ser feito tranquilamente quando calculamos com
operagdes que permitem a propriedade comutativa e associativa, mas ao misturarmos

operagoes, a regra nao se aplica.

Figura 45 — Excerto do protocolo de Igor

Calcule o valor de 8x[6x(3:/2+2+1)+10x{2+1)]
= :
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Fonte: dados da pesquisa.

Igor (6° ano, 12 anos) agrupou inicialmente o conteudo dos parénteses, adicionando de
dois em dois para resumir os calculos a serem realizados. O agrupamento de operagdes de
duas em duas, compreendido por Karlsson (2019) como emparelhamento de uma forma ou de

outra, com regras proprias que seguem estruturas logicas, também foi encontrado em Gregolin
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(2002), Wiberg (2017) e Jonsson (2016).

Esse agrupamento funciona bem ao se trabalhar apenas com uma operagdo como
adicao ou multiplicagdo, cuja propriedade comutativa garante a veracidade do processo, no
entanto, para problemas mistos ou operacdes nao comutativas tal norma passa a nao
funcionar. Pela expressdo simbolica estar descolada de um problema, a argumentacao
matematica tem sentido, no entanto, para estudantes do Ensino Fundamental a justificativa

atrelada a uma situa¢do pode fazer mais sentido.

6.7.1.3 Ordem consecutiva linear

E a escrita da esquerda para a direita, na ordem em que aparecem as operagoes,

ignorando as regras de prevaléncia, como o exemplo da Figura 46.

Figura 46 — Excerto do protocolo de Alan

Calcule o valor de B[6x(3+242+1)+10x(241)]

Fonte: dados da pesquisa.

Alan (6° ano, 10 anos), resolve a expressao numérica com o recurso do sistema de
significantes de conta armada. O desenvolvimento da questdo ¢ recursivo, utilizando o ultimo
resultado para calcular o seguinte, ndo levando em conta os sinais de associa¢do ou a ordem
de prevaléncia das operagdes. A ordem consecutiva linear, chamada por Bender (1962) a
estratégia na qual os estudantes resolvem indiscriminadamente uma expressdao numérica da
esquerda para a direita, ¢ relatada por Karlsson (2019).

Neste critério, nem a ordem das operagdes nem os sinais de associacdo sao
considerados. Em se tratando de um problema puramente com adi¢gdes ou multiplicagdes, pelo
carater comutativo e associativo destas operagdes, esta estratégia nao resulta em erro. Dai a
necessidade de trabalhar problemas mistos com as criangas, para terem experiéncias com
resolucdo de situagcdes com diferentes operacdes, e criarem esquemas que lhes permitam

solucionar questdes envolvendo tais conhecimentos.
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6.7.1.4 Ignorou a ordem das operacdes, mas respeitou os sinais de associacio

Dos sujeitos que ignoraram a ordem das operagdes, mas respeitaram os sinais de
associacdo, a maior parte se equivocou em um calculo no qual aparecia uma adi¢dao seguida
de multiplicacdo, como 48+10.3, no qual os estudantes fizeram 58.3, isso apos eliminar os

parénteses e escrever corretamente o restante da questao.

Figura 47 — excerto do protocolo de Tina

Calcule o valor de 8X[6X(3+2+2+1)+10x(2+1)]
8-[6°(34242 +1) +10A[L+1)J
8[68 +10 -3]
&{48+10 3]
81s8-33
$-13y
1132

Fonte: dados da pesquisa.

Tina (8° ano, 13 anos) trocou os sinais de multiplicacdo para nao confundir com a
variavel x. Eliminou os parénteses e ao chegar na linha 8.[48+10.3] se equivocou na ordem de
prevaléncia da multiplicagdo sobre a adicdo, mas mesmo com resultado errado, seguiu a
norma de eliminag@o de colchetes quando s6 resta um niimero em seu interior. Dentre os erros
encontrados na resoluc¢ao de expressdes numéricas, a pesquisa de Jonsson (2016) aponta para
o uso da comutatividade de forma equivocada, e no calculo da esquerda para a direita: ambos

os erros sdo comuns a resolugdo de Tina.

6.7.1.5 Respeitou a ordem das operacoes, mas ignorou os sinais de associacao.

Desconhecer o uso dos sinais de associagdo ou nao ter trabalhado com os mesmos
pareceu o motivo dos estudantes os ignorarem, no entanto, estd no programa que tal conteudo
foi trabalhado, tanto que uma das alunas aplicou a distributividade na resolucdo da expressao
numérica. Assim, o uso de sinais de associagdo como ordenamento de classes pode ser
trabalhado a partir de problemas, para que faga sentido em uma expressdo. Dentre os erros de
quem ignorou os sinais de associacdo, estdo as respostas dos alunos que eliminaram os
colchetes antes de finalizar os célculos que havia em seu interior, como o caso de Luiz (8°

ano, 14 anos).



133

Figura 48 — Excerto do protocolo de Luiz

Calcule o valor de 8x[6x(3+2+2+1)+10x(2+1)]
’ Ay . 2+ 10K 2\

Fonte: dados da pesquisa.

Luiz leva em conta os parénteses, e efetua as operagdes em seu interior como
prioridade, mas despreza os colchetes, seguindo a prevaléncia da multiplicagdo sobre a
adicdo. Trabalhar as expressdes numéricas partindo de problemas contextualizados pode
contribuir para que os alunos entendam o significado dos sinais de associacdo como

agrupamentos (ARRALIS, 2006, PARMEGIANNI, 2011, FREITAS, 2014).

6.7.1.6 Erro de calculo (tabuada) no desenvolvimento da questiao

Erros de tabuada foram frequentes em todas as resolugdes, mas cabe registrar os
processos corretos, como o caso de José (8° ano, 14 anos), que respeitou as prevaléncias
operatorias, errando na multiplicagdo de 6 por 8 e de 8 por 68, 0 que nos leva a pensar sobre a
possibilidade de trabalhar com situagdes para uma discussdo mais concreta sobre os

resultados de uma expressdo numérica e sua validade.

Figura 49 — Excerto do protocolo de José

Calcule o valor de 8x[6x(3+2+2+1)+10x(2+1)]
§xLaxy 8+ 90x 3]
BxLC38+Fod
bx 66 = 14y

Fonte: dados da pesquisa.

Nao podemos dizer que José desconhece os sentidos dos niimeros e das operagdes,
mas para além da patente necessidade de resolver problemas, € necessario trabalhar com os
estudantes valores numéricos com os suportes possiveis para a construcdo de Tabelas de

multiplicagdo e estratégias de calculo (OLIVEIRA; SANTOS, 2017).
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6.7.1.7 Auséncia de erro no desenvolvimento e no resultado da questiao

Compreender os sentidos dos niumeros e das operagdes, bem como as regras dos sinais

de associagdo, permite uma resolugdo correta da expressao numérica, como observado na

Figura 50.
Figura 50 — Excerto do Protocolo de Olga

y

A j
Calcule o valor de 8x[6x(3+2+2+1)+10x(2+1)] o .
o + 0

w - o
b V1oL 3T "2 423 — g

Fonte: dados da pesquisa.

Olga (8° ano, 13 anos) resolveu corretamente a expressao numérica, com erro de
calculo, o qual foi solicitado correcdo pela aluna depois de resolver o instrumento 2. Dentre
todos os estudantes, somente Olga reconheceu a expressdo numérica como resultado do

problema das caixas, confirmando o que Parmegiani (2011) afirma, no sentido de significar as

operagdes por meio de problemas.

6.7.2 Instrumento 2 — Expressoes Numéricas resultantes do problema das caixas
A analise do problema das caixas foi realizada tanto quanto ao resultado quanto a

representacao e desenvolvimento das expressdes numéricas ou nas tentativas de escrever uma

expressao que traduzisse o problema.

Tabela 5 — Instrumento 2 — Quanto ao resultado numérico do problema das caixas

Critério N
Nao foi encontrado erro no desenvolvimento nem no resultado da questdo. 7
Foi encontrado erro de célculo (tabuada) no desenvolvimento da questdo. 13
Idiossincratico 5
Total

25

Fonte: dados da pesquisa.

Se contarmos os que acertaram e os que tiveram erros somente de céalculo no
desenvolvimento (20), os estudantes, em sua maioria (13), conseguem desenvolver um
processo adequado para a resolucdo do problema. O problema da caixa, ainda que complexo,
permitiu que os estudantes encontrassem a solugdo a partir de diversos caminhos, como
contas armadas e organogramas, nem todos ligados a expressoes numéricas. A variedade de

processos, representacdes € meios de expressao tem a poténcia de promover discussoes ricas a
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respeito do sentido dos niimeros e operacdes presentes no problema, e na sua escrita por meio

de uma expressdo numérica.

6.7.2.1 Processos idiossincraticos

Os processos idiossincraticos variaram entre os que apenas desenharam palitos, os que
escreveram numeros sem relaciona-los, os que adicionaram grandezas diferentes, € os que
inventaram formas em desacordo com as propriedades aritméticas para a resolucdo do

problema.

Figura 51 — Excerto do protocolo de Alan

Fonte: dados da pesquisa.

Alan (6° ano, 10 anos), misturou a quantidade de canetas em uma embalagem
(provenientes dos estojos azuis) e de canetas na caixa (provenientes dos estojos amarelos).
Embora a grandeza seja canetas, nao resulta na solucao do problema. Alan desistiu da ideia de
escrever a quantidade de canetas como 3221 durante a entrevista, mas ainda assim o 56
representava a quantidade de canetas dos estojos azuis em apenas uma embalagem e o 330 a
quantidade de canetas dos estojos amarelos em oito embalagens, na caixa toda, apresentando

incoeréncia.

6.7.2.2 Erro de calculo (tabuada) no desenvolvimento da questiao

Os erros de calculo, em sua maioria, consistiram nas multiplicacdes, com erros “de
tabuada”, ou algum numero copiado errado de uma linha para a outra. Os alunos
compreenderam os processos, descreveram os passos € as operagdes corretamente, mas o

resultado numérico nao foi o adequado.
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Figura 52 — Excerto do protocolo de Mara

Fonte: dados da pesquisa.

Mara (8° ano, 13 anos) mudou o 192 para 190, da segunda linha para a terceira,
ocasionando erro de célculo. A estudante descreve uma expressao numérica majoritariamente
aditiva e homomorfa a situagcdo no sentido de representar a quantidade de canetas na caixa.
Ao invés de somar as canetas dos estojos, Mara calcula a quantidade de caneta por cor na

caixa e realiza o somatorio.

6.7.2.3 Processos e resultados corretos

Os acertos tiveram diversos caminhos, tanto de expressdes numéricas com ou sem
sinais de associagdo, quanto em outras representacoes organizaram os dados do problema de

forma homomorfa a situacgao.

Figura 53 — Excerto do protocolo de Tina

S-624y

Fonte: dados da pesquisa.

Tina (8° ano, 14 anos) resolveu a questdo calculando de forma separada cada
quantidade de canetas nos estojos em uma embalagem, depois somando a quantidade de
canetas em uma embalagem, e multiplicando pelo nimero de embalagens. Este processo foi
realizado utilizando escrita em linha, ao invés de uma expressao numérica. Tina estd em
processo de aquisicdo das nogdes necessdrias para escrita de uma expressdo numérica
homomorfa a situacdo das caixas. A estudante apresenta nogdo de quantidade, e da sentido a
cada operacao, realizando na ordem correta.

Para entender a ordem das operagdes nas expressOes numéricas resultantes do

problema das caixas, identificamos quatro formas de escrita, conforme Tabela 6.



137

Tabela 6 — Instrumento 2 — Quanto a representacio em expressio numérica e seu desenvolvimento

Critério N
Expressdo numérica com multiplicagdes e adigdes. 6
Expressdo numérica somente com adigdes. 2
Expressdo somente com multiplicagdes. 2
Presencga de igualdade nas representagdes em linha. 5
Nao representou o problema por meio de expressdo numérica. 10

Total 25
Fonte: dados da pesquisa.

6.7.2.4 Presenca de igualdade nas representacdes em linha.

A presenca de igualdade na tentativa de escrita de uma expressdo numérica aponta
para a descrigdo das operacgdes realizadas, ordenadas de forma temporal, a fim de constituir o
registro do que foi produzido. No entanto, ndo apresenta uma expressao que represente

numericamente o problema, assim, denominamos escrita em linha.

Figura 54 — Excerto do protocolo de Joel

Fonte: dados da pesquisa.

O sinal de igualdade presente nestas resolugdes tem o significado de operacional, ao
invés de equivaléncia ou relacional (TRIVILIN; RIBEIRO, 2015), e esta descrito de uma
forma incorreta, pois a igualdade presume transitividade, o que ndo ocorre, pois 8+3 ndo ¢ o
mesmo que 11.6, que nao ¢ 78. Joel (8° ano, 13 anos) descreve o passo a passo dado para
chegar na quantidade de canetas em uma caixa. Essa escrita em linha ¢ um dos caminhos para

chegar na expressdao numérica correspondente a situagao.

6.7.2.5 Expressiao somente com multiplicacoes

Os estudantes que escreveram expressoes numéricas somente com multiplicagdes
erraram nesta representacdo, mas nao necessariamente na organizagao dos dados em conta

armada.
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Figura 55 — Excerto do protocolo de Jane

o o) Z

Fonte: dados da pesquisa.

Jane (6° ano, 11 anos) calculou corretamente a quantidade de canetas na caixa por
meio de conta armada, no entanto, quando tentou representar por uma expressao numeérica sua
resolucdo, escreveu as multiplicacdes realizadas e as uniu, em um calculo incorreto. Jupri,
Drijvers e Van den Heuvel (2014) defendem que a maior dificuldade dos estudantes ¢ passar
para a forma simbolica, ainda que saibam os processos para chegar nos resultados. Nao
escrever uma expressao numeérica ndo significa que a estudante nado compreendeu o problema,
mas aqueles que escreveram e resolveram a expressao apresentaram outro nivel de

compreensao.

6.7.2.6 Expressiao somente com adi¢des

A escrita do ltimo passo como expressao numérica que representa o problema, foi a
percepcao dos estudantes que registraram somente com adigdes seu registro. Tal adig¢do

repetida deve ser trabalhada para a ruptura da adi¢do e da multiplicagao.

Figura 56 — Excerto do protocolo de Alex
ToH R348 Th+ AL TR 41300y

Fonte: dados da pesquisa.

Alex (6° ano, 13 anos) descreveu na forma de expressdo o ultimo passo dado para
calcular a quantidade de canetas na caixa. O sentido de numero neste caso ¢ o de parte todo,
sendo as 78 canetas nas embalagens parte das 564 (sic) canetas da caixa, ao invés da
replicacdo de 78 canetas 8 vezes. Para Nunes e Bryant (1997), a ruptura entre o sentido de
nimero de parte todo e o de replicagdo ¢ necessaria para operar no Campo Conceitual

Multiplicativo.
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6.7.2.7 Expressao numérica com multiplica¢oes e adigoes

Expressdes de um problema misto com adi¢des e multiplicacdes foram organizadas
tanto com sinais de associagdo quanto sem os mesmos, apresentando um cardter de
desenvolvimento da escrita numérica, bem como a percep¢ao do sentido de nimero para o
problema realizado. Os alunos que responderam corretamente tanto a expressdo escrita na
forma simbodlica quanto o problema das caixas mostraram que conhecem as regras de

prevaléncia e os sinais de associagao.

Figura 57 — Excerto do protocolo de Olga

D.LL 0

Fonte: dados da pesquisa.

Olga (8° ano, 13 anos) representou corretamente o problema como expressao
numérica, ¢ o solucionou, tendo sucesso no desenvolvimento e resultado da expressdo
numérica simbolica, apresentando conhecimento do sentido de nimero e das operacdes nos
campos conceituais trabalhados, com imbricacdo entre o Campo Conceitual Aditivo e
Multiplicativo (NUNES; BRYANT, 1997, RAMOS; SILVA, 2022). Os alunos que obtiveram
€xito na resolugdo da expressdo numérica simbolica também obtiveram na resolugdo do
problema das caixas. A distribuicdo dos erros entre a organizacdo das operacdes na expressao
numérica simbolica e na resolu¢do do problema da caixa ndo foi uniforme.

Salvo os casos de Olga e de Alex, os alunos ndo relacionaram o problema a expressao
numérica, da mesma forma que os sujeitos pesquisados por Silva e Oliveira (2003). Embora
Alex nao tenha resolvido por meio de expressdo numérica, identificou as quantidades do
problema na expressdo simbdlica, e Olga alterou o resultado da expressdo numérica do
instrumento 1 ao perceber o erro de calculo, comparando com sua resposta na resolucao do

problema misto.

6.8 Consideracoes

Neste texto buscamos entender como estudantes de 6° e 8° anos operam com as ordens
de prevaléncia em expressoes numéricas. Para isso, inicialmente nos orientamos por pesquisas
sobre o tema, as quais concluem que os erros comuns em expressoes numéricas dizem

respeito ao dominio da Aritmética e a interpretacdo das regras de prevaléncia.
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Reconhecemos, a partir da Teoria dos Campos Conceituais, que o conhecimento ¢
construido por meio da conceitualizag¢do, que exige o enfrentamento de situacdes de diversas
classes em um Campo Conceitual para seu dominio. Descrevemos de forma muito breve as
classes dos campos conceituais Aditivo e Multiplicativo, dos quais as expressdes numéricas
estudadas fazem parte, enfatizando os problemas mistos.

Com isso, propusemos a analise das respostas de estudantes frente a dois instrumentos:
uma expressao numeérica em sua forma simbdlica e a resolu¢do de um problema oral com
suporte de material. Através do Método Clinico, realizamos entrevistas com os estudantes e
buscamos responder: quais os erros cometidos por estudantes ao resolver uma expressao
numérica? Os erros cometidos no desenvolvimento de uma expressdo numérica
descontextualizada sdo os mesmos de uma resolucao de problema misto? Como a prevaléncia
operatoria (ordem das operacdes e uso dos sinais de associagdo) ¢ utilizada pelos estudantes
na resolu¢ao de uma expressao numérica?

Os erros cometidos por estudantes na resolucao da expressdo numérica em sua forma
simbolica (descontextualizada) disseram respeito a ordem de prevaléncia, tanto por nao levar
em consideracao os sinais de associagdo, quanto a respeito dos sentidos das operagdes e suas
prioridades. A ordenacdo das operagdes de duas em duas e a resolugdo da esquerda para a
direita fizeram parte desses equivocos.

Os erros na resolucdo do problema misto foram incoeréncias, como a adi¢do de
grandezas diferentes, regras inventadas pelos estudantes, representacdo errada com palitos ou
incompreensao do Sistema de Numeracao Decimal. Processos coerentes com erros de célculo,
como “tabuada” foram bastante frequentes na resolu¢ao do problema das caixas.

Na resolucdo do problema misto, a maior parte dos estudantes criou processos
coerentes, os quais indicaram conhecimento do sentido das operagdes, bem como da ordem
operatoria. No entanto, as representagdes na forma de expressdo numérica nao corroboraram
com o dominio apresentado pelos estudantes nas resolugdes nas quais os mesmos utilizaram
outros sistemas de significantes. Aqueles estudantes que representaram corretamente o
problema como expressdo numérica, € o solucionaram, também obtiveram sucesso na
expressao numérica simbolica, apresentando conhecimento do sentido de numero e das
operagdes nos campos conceituais trabalhados, com imbricagdo entre o Campo Conceitual
Aditivo e Multiplicativo.

A compreensdo do ordenamento das operagdes por meio do problema foi
consideravelmente superior ao éxito obtido na expressdo numérica simbodlica. Sugerimos, em

conjunto com o referencial deste texto, que as regras de prevaléncia sejam trabalhadas por
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meio do enfrentamento de situagdes, € que a escrita das expressdes numéricas provenha de
problemas, para que assim tanto a ordem das operagdes quanto os sinais de associagdo tenham

sentido para o estudante.
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7 CLASSIFICACOES, ESQUEMAS E EXPRESSOES NUMERICAS:
IMBRICACAO ENTRE OS CAMPOS CONCEITUAIS ADITIVO E
MULTIPLICATIVO EM UM PROBLEMA MISTO

7.1 Introduciao

Este texto ¢ parte de uma pesquisa que analisa as imbricacdes entre os campos
conceituais aditivo e multiplicativo, por meio da resolu¢do de um problema misto e de sua
representacao como expressao numeérica. Buscamos atender os seguintes objetivos: identificar
como estudantes do Ensino Fundamental resolvem um problema misto, investigar quais as
estratégias utilizadas por estes estudantes, descrever as expressdes numéricas que resultam
dos processos pelos quais os estudantes resolvem o problema, e caracterizar os diagramas que
descrevem as estratégias dos estudantes ao resolver um problema de composi¢cdo de medidas
e proporcao. Para atender os objetivos nos ancoramos na Teoria dos Campos Conceituais de
Vergnaud, fizemos um breve levantamento sobre o que se entende por problemas mistos
atualmente, sua classificacdo e diagramas, e analisamos as respostas dadas a um problema de
propor¢ao e composicao de medidas.

Com o intuito de entender o desenvolvimento da aprendizagem, de forma mais
especifica os conhecimentos escolares, Vergnaud (1990) propde que o conhecimento pode se
dividir em subcampos da experiéncia, compostos de conjuntos estruturados de situagdes que o
sujeito enfrente, denominado campos conceituais. Cada conceito ¢ formado por um conjunto
de situagdes, invariantes operatorios e representagoes relacionadas a ele, e cada situacao
movimenta um conjunto de conceitos para ser resolvida, sendo o campo conceitual composto
por essa série de situagdes e ampliado ao longo do desenvolvimento do sujeito
(VERGNAUD, 1990, 2007, 2009).

Toda situagao que necessita de uma adicao ou subtragdo para ser resolvida, faz parte
do Campo Conceitual Aditivo (CCA), da mesma forma, toda situagdo que depende de uma
multiplicagdo ou divisdo para sua solucdo, pertence ao Campo Conceitual Multiplicativo

(CCM), esquematizado em classes por Magina, Merlini e Santos (2016), conforme Figura 58.
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Figura 58 — Esquema do Campo Conceitual Multiplicativo elaborado por Magina, Merlini e Santos
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Fonte: Magina, Merlini e Santos (2016, p. 69).

As situacdes dos campos conceituais Aditivo e Multiplicativo sdo classificadas de
forma relacional, conforme diagramas no Quadro 14, que apresentam tais classes
(VERGNAUD, 2009, MAGINA; MERLINI; SANTOS, 2016), mais as subclasses
correspondentes as proporcdes simples.

As propor¢des simples sdo chamadas de isomorfismo de medidas, as proporcdes
multiplas s3o a composi¢do de duas ou mais propor¢des simples e as propor¢des duplas
possuem uma grandeza relacionada a outras duas, as quais nao sdo relacionadas entre si
(VERGNAUD, 1983). Os problemas aritméticos compostos ao mesmo tempo de pelo menos
uma adicdo ou subtracdo e de pelo menos uma multiplicacdo ou divisdo sdo chamados por
Vergnaud (2009) de problemas mistos, cujos diagramas sdo a composicao das categorias

ilustradas pelo Quadro 14.
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Quadro 14 — Diagramas das situacdes do CCA e CCM

O_O
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Fonte: adaptado de Vergnaud (1990; 2009a), Gitirana et al. (2014), Magina; Merlini; Santos (2016) ¢ Miranda
(2019).
Especificamente no caso de composi¢ao de medidas do Campo Conceitual Aditivo, as
relagdes estdo entre as partes e o todo. No Campo Conceitual Multiplicativo, a comparagao

multiplicativa tem como elementos o referente, o referido e a relacao.

7.2 Problemas mistos

Em funcdo da situag¢do construida para compor o instrumento ser do tipo problema
misto, sentimos a necessidade de compreender como os problemas mistos se organizam em
textos académicos, assim, procedemos um levantamento em duas fases, sendo a primeira uma
busca no catalogo de periddicos da CAPES, na Biblioteca Digital Brasileira de Teses e
Dissertagdes, no Portal de Periodicos da CAPES, no portal Scielo, na Edubase, nas ultimas
cinco edi¢des do Encontro Nacional de Educacdo Matematica e Seminario Internacional de
Educagdao Matematica e no Google Académico. O descritor utilizado foi “problemas mistos”,
conseguindo a seguinte quantidade de trabalhos:

Tabela 7 — Trabalhos sobre problemas mistos nos portais pesquisados

Portal Total de trabalhos  Utilizados Tese Dissertacdo Artigos Evento
Catialogo CAPES 5 2 0 2 0

BDTD 16 2/0 0 2/0 0

Periédicos CAPES 8 4 0 0 4

Google Académico 195 8/4 1 3/2 3/1 1
TOTAL 10 1 3 5 1

Fonte: dados da pesquisa.
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Nos portais Scielo e Edubase e nos eventos ENEM e SIPEM a busca ndo retornou
artigos. A barra na Tabela 7 indica numero de trabalhos selecionados/nimero de trabalhos que
nao estdo nas linhas anteriores. No Google Académico, dos 195 trabalhos, 30 versavam sobre
o tema, mas 17 compreendiam os nimeros mistos como classe de estruturas aditivas e 4
tiveram uma compreensdo indefinida, restando 8 trabalhos de problemas mistos como
situagdes que contemplam a multiplicagao ou divisdo e a subtracdo ou adi¢dao, conforme nossa
filiagdo a Teoria dos Campos Conceituais. Portanto, na primeira etapa, foram selecionados 10
trabalhos, sendo eles: as dissertagdes de Beyer (2018), Miranda (2019) e Rodrigues (2021), a
tese de Silva (2021), os artigos de Rodrigues e Rezende (2021), Rezende, Nogueira e Calado
(2020), Miranda, Rezende e Nogueira (2021), Dezilio e Rezende (2022), Ramos et al (2021),
e a comunicacao em evento de Ramos, Bilhalva e Silva (2021).

A segunda etapa consistiu na coleta das referéncias que sustentaram os trabalhos da
primeira etapa em relagdo aos niimeros mistos, encontrando outros 15 textos, perfazendo o
total de 25 textos, conforme Figura 59. A rede apresentada indica os textos e as referéncias
que embasaram exclusivamente o capitulo ou item referente a nogao de problemas mistos. As

setas partem do autor para sua referéncia.

Figura 59 — Rede de textos académicos que mencionam problemas mistos
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Fonte: dados da pesquisa
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Gitirana et al (2014) e Magina et al. (2001; 2008) ndo abordam especificamente
problemas mistos, mas categorizam e pormenorizam as classificacdes propostas por Vergnaud
(2009) para as classes de situacoes do Campo Conceitual Multiplicativo ¢ do Campo
Conceitual Aditivo, por meio de esquemas sagitais, organizagcdo das situagdes e exemplos.
Sdo dois livros que guiam boa parte dos estudos sobre Teoria dos Campos Conceituais,
Estruturas Aditivas e Estruturas Multiplicativas no Brasil.

Magina et al. (2010) trabalham com problemas, calculos relacionais, estratégias e
respostas de alunos de primeiro ao quarto ano a respeito de problemas aditivos, concluindo
que quanto mais complexo o problema aditivo, menor o nimero de acertos, a necessidade de
reconsiderar o ensino de Matemadtica e o papel da pesquisa na formacao do professor dos anos
iniciais. Magina e Porto (2018) estudam estratégias utilizadas por estudantes do 5° ano do
Ensino Fundamental ao resolverem trés situagdes-problema que envolvem o conceito de
funcdo, das quais duas sdo problemas mistos. Os estudantes resolvem os problemas tanto da
forma aditiva quanto multiplicativa. As autoras concluem que com professores conhecedores
dos teoremas em a¢ao subjacentes, ¢ possivel a formagdo conceitual de fungao neste nivel de
ensino.

E razoavel que, a0 menos indiretamente, todos os trabalhos que versam sobre a Teoria
dos Campos Conceituais estejam embasados por textos de Vergnaud. No artigo de 1990,
publicado na RDM, em francés, o autor apresenta a Teoria dos Campos Conceituais,
definindo esquemas, conceitos em agdo, teoremas em acao, conceito, significantes, situacoes,
as relacoes aditivas e multiplicativas de base e relaciona tais elementos entre si. Em 1993
Vergnaud participa de um semindrio no Rio de Janeiro, e seu texto, em lingua portuguesa,
aborda os elementos do artigo de 1990. Na edi¢do de 1996 do livro de Jean Brun, Vergnaud
publica um capitulo no qual pormenoriza as ideias de situagdo, e aprofunda as relagdes entre
os sentidos, os simbolismos e como a Teoria dos Campos Conceituais os compreende.

O livro publicado originalmente em 1981 e traduzido para a Lingua Portuguesa em
2009, chamado a Crianca, a Matematica e a Realidade, organiza, sistematiza e apresenta
detalhadamente a Teoria dos Campos Conceituais, suas relagdes, elementos, representacoes,
procedimentos e elementos que dela fazem parte. Além de abordar os Campos Conceituais
aditivo e multiplicativo, como nos textos anteriores, Vergnaud (2009a) explicita o que
entende por problemas mistos, consistindo em problemas que compreendem ao mesmo tempo
operagdes dos campos aditivo e multiplicativo, dando exemplos e organizando o diagrama
que utilizamos neste texto. No mesmo ano, o autor publica um capitulo no livro de Cristiano

Muniz e Barbara Bittar, denominado O que ¢ Aprender, e explicita o que entende por
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aprendizagem, trazendo as ideias de adaptacdo e esquema de Piaget, evidenciando a
aprendizagem em situagdo e a partir das relacdes entre esquemas, invariantes operatorios,
sistemas de significantes, representagao, conceito e transposi¢ao, Vergnaud (2009b) define a
aprendizagem por meio da Teoria dos Campos Conceituais.

J& nos textos anteriores, Vergnaud estabelece que a aprendizagem se déd ao longo da
vida, por meio do enfrentamento de situagdes, € em 2011 diferencia a aprendizagem a longo
prazo, com uma perspectiva de desenvolvimento, ¢ a de curto prazo, pela resolugdo de
situagdes propostas em sala de aula. Todos os textos contemplados nessa descrigdo trazem
exemplos de estruturas aditivas e multiplicativas, situagdes e interpretacdes que relacionam os
elementos da Teoria dos Campos Conceituais de forma didatica, o que demonstra uma
generosidade do autor para conosco.

Dos trabalhos analisados, dois t€m como tema as expressdes numéricas e a imbricacao
entre os campos conceituais aditivo e multiplicativo sob a forma da resolucdo de situagdes do
tipo problemas mistos, sendo que Ramos et al. (2021) analisa livros didaticos contendo
situagdes envolvendo expressdes numéricas, ¢ as classifica em aditivas ou multiplicativas
puras ou problemas mistos, ¢ Ramos, Bilhalva e Silva (2021) apresentam a pré-analise de um
instrumento de pesquisa que consiste em um problema misto de propor¢do simples e
transformagdo de medidas, a ser estudado sob o Método Clinico Piagetiano.

O grupo de pesquisa GEPeDiMa — Grupo de Estudos e Pesquisas em Didatica da
Matematica, da Universidade do Oeste do Parana, investiga o estabelecimento do Campo
Conceitual da Funcao Afim (REZENDE; NOGUEIRA; CALADO, 2020), firmados nesta
proposta, os problemas mistos sdo vistos sob uma o6tica funcional. A maior parte dos trabalhos
versa sobre fun¢do afim e analisa os problemas mistos sob essa Otica. Miranda (2019) estuda
problemas mistos em livros didaticos, descrevendo uma classificagdo de problemas mistos
segundo seu papel funcional em fungdes afins, a partir das classes de estruturas aditivas e
multiplicativas de Vergnaud (2009), compondo 30 possibilidades de problemas mistos, sendo
que nas cole¢des estudadas, no Ensino Fundamental, dos 34 problemas, 17 sdo de Propor¢ao
Simples e Composicdo de Medidas, e no ensino Médio, dos 44 problemas, 15 sdo de
Proporcao Simples e Composicao de Medidas, excedendo problemas puramente
multiplicativos ou aditivos. No Quadro 15 podemos observar os diagramas produzidos por
Miranda (2019) para as classes de problemas mistos presentes nos livros que fizeram parte do

seu corpus de estudo.
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Quadro 15 — Diagramas de problemas mistos

0|0 O D‘D J 0

00 O 00 0O ol

O
Proporgao Simples e Proporgéo Simples e Comparagao Multiplicativa e
Composigéo de Medidas Transformagdo de Medidas Composigéo de Medidas

Fonte: adaptado de Miranda (2019).

Miranda, Rezende e Nogueira (2021) analisam estruturas de problemas de fun¢do afim
encontrados em uma colecdo de livros didéticos, e estabelecem sua classificagdo, em
problemas mistos ou puramente multiplicativos. Das cinco situagdes, trés sdo mistas, sendo
uma do tipo proporcao simples e composi¢do de medidas e duas de propor¢ao simples e
transformagao de medidas. Rezende, Nogueira e Calado (2020) identificaram como as ideias
base de funcdo s3o mobilizadas por estudantes brasileiros dos anos finais do Ensino
Fundamental e do Ensino Médio. Analisaram as respostas de trés problemas, dois de
problemas mistos, sob o olhar das ideias de fun¢do, concluindo que ha necessidade de
trabalhar generalizacdo com os estudantes.

Rodrigues (2021) analisou invariantes operatorios, associados ao conceito de fungao,
mobilizados por alunos do 5° ano do Ensino Fundamental, na resolucdo de problemas mistos
do tipo propor¢do simples e transformacdo de medidas. Os invariantes operatérios foram
modelados na forma de teoremas em agdo e explicitados como conceitos em acgdo. As ideias
base de fungdo foram mobilizadas como conceitos em agdo, e percebeu-se que o mesmo
teorema em acdo pode ser manifestado em esquemas diferentes da mesma classe de
problemas ou de classe diferente. Rodrigues e Rezende (2021) analisaram problemas mistos
propostos em uma colecdo de livros didaticos de matematica do 1° ao 5° ano do Ensino
Fundamental, na perspectiva da Teoria dos Campos Conceituais, pelas possibilidades de
classes de problemas mistos divulgadas por Miranda (2019). Dos 46 problemas mistos
analisados, classificados em sete classes, desenvolvidas com os esquemas relacionais
propostos por Miranda (2019) e Vergnaud (2009), a classe mais frequente foi a propor¢ao
simples e composi¢ao de medidas, com 19 questoes.

Dezilio e Rezende (2022) analisam quais as ideias de fun¢do, estudantes do 5° ano do

Ensino Fundamental, mobilizam ao resolverem problemas mistos envolvendo composi¢ao de
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medidas e proporcdo simples. As autoras discutem sobre os invariantes operatorios
relacionados a fun¢do apresentados pelos estudantes em cada resolugdo, e identificam as
ideias de correspondéncia, dependéncia, regularidade, varidvel, proporcionalidade,
generalizagdo e a modelacdo da fungdo afim, concluindo com a defesa do trabalho de
problemas mistos nos anos iniciais para a constru¢do da ideia de fun¢do durante o periodo
escolar.

Silva (2021) investigou que contribuigdes a implementacdo de uma sequéncia de
problemas de estruturas multiplicativas proporciona para a compreensao das ideias base de
fun¢do por alunos de quinto ano, por meio de vinte e dois problemas de estruturas
multiplicativas e problemas mistos. Os grupos tiveram maior facilidade em manifestar a
forma operatoria do conhecimento que a forma predicativa. Conclui que quanto mais
consciente o aluno estiver de sua forma operatoria, mais condigdo terd para manifestar a
forma predicativa, seja oralmente ou por escrito.

Beyer (2018) mapeou as pesquisas sobre Campo Conceitual Multiplicativo no Brasil.
A autora produziu resenhas sobre 32 trabalhos, dentre os quais encontramos Cybis (2014), a
qual trabalhou problemas multiplicativos e mistos com os estudantes, avaliando se os
diagramas de barras e os processos heuristicos contribuiriam na aprendizagem de Matematica.

Embora Arrais (2006) assinale como problema misto um problema puramente aditivo,
diferentemente de nossa compreensdo, o autor propds o duplo campo conceitual das estruturas
mistas, para expressOes aritméticas com as quatro operagdes, indicando os invariantes
operatorios, situacdes e representagdes das mesmas, bem como a classificacio conforme

Vergnaud (2009), como pode ser observado na Figura 60.

Figura 60 — Diagrama e exemplo de caso do Campo Conceitual das Estruturas Mistas, segundo Arrais
(20006)

CAMPO CONCEITUAL DAS
ESTRUTURAS MISTAS

“S" (Conjunto de Situagdes)

Situagdes envolvendo Estruturas

Mistas na linguagem oral ou escrita
usando Expressdes Aritméticas para
modelar situagpes:

* Do Cotidiano
= De Jogos
= Em Programas (Software)

10 +15 -8+ 2x15 —-30 + 3

= Propriedades = Algoritmica Est. Aditiva Est. multipl Est. Multipl
Aritmcticas « Esquemitica Transformagdo Adigdo de parc 1guais  Dist. equitativa
= Estrutura Aditiva = sintaxe ([ ()]}
= Estrutura Multiplicativa » Lingusgeni Mkeroh \\_ _/
* Prevaléncia operatoria (Oral ou escrita) v
Est. Aditiva

“I"’ (Invariantes do conceito) “R” (Conjunto das Representacses Transformagdes sucessivas
Simbdlicas)

Fonte: Arrais (2006, p. 11; 121).
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Nao compreendemos as expressdes aritméticas ou expressdes numeéricas como duplo
campo conceitual, mas como possibilidade de imbricacdo dos campos aditivo e
multiplicativo, ao trabalhar com problemas mistos (MIRANDA, 2019; REZENDE,;
NOGUEIRA; CALADO, 2020). O caso de maior frequéncia nas pesquisas sobre problemas
mistos evidenciadas anteriormente ¢ o de propor¢do simples e composi¢do de medidas.
Apresentamos neste texto um caso que inicialmente foi pensado ser desta categoria, no
entanto, os processos realizados pelos estudantes mostraram outras possibilidades de

classificagao.

Método

Este estudo faz parte de uma pesquisa sobre expressdes numéricas como imbricacao
entre os campos conceituais aditivo e multiplicativo, na qual buscamos responder as seguintes
perguntas: como estudantes do Ensino Fundamental resolvem um problema misto? Quais as
estratégias utilizadas por estes estudantes? Quais expressdes numéricas resultam dos
processos pelos quais os estudantes resolvem o problema? Quais os diagramas que descrevem
as estratégias dos estudantes ao resolver um problema de composicdo de medidas e
propor¢ao?

Para tal, analisamos os processos utilizados pelos alunos na resolu¢do de um problema
misto, realizado por 25 estudantes do 6° e do 8° anos de escolas publicas da regido Sul do
Brasil. A pesquisa foi registrada sob o codigo do Conselho de Etica da Universidade Federal
de Rio Grande nimero 52737921.2.0000.5324. Os dados dos estudantes mantiveram-se em
sigilo e os nomes atribuidos sdo ficticios. Inicialmente o instrumento visou compreender
como as expressdes numéricas sintetizam um problema misto, € se ha imbricacdo nesta
sintese. No entanto, para além das operagdes e representacdes, vislumbramos os processos
que levaram os estudantes a resolver o problema, ainda que suas representacdes fossem
variadas. A escolha dos caminhos se definiu em trés casos. Buscamos, assim, detalhar os
processos organizados por estudantes do Ensino Fundamental ao resolver uma situagdo de
problema misto, com enfoque nas expressdes numéricas;

Os processos de pensamento da resolugdo de uma situacdo do Campo Aditivo ou
Multiplicativo podem ser descritos por meio dos diagramas expostos na Figura 1, e ao tratar
de problemas mistos, Vergnaud (2019) sugere uma analise por meio de um quadro, contendo
as grandezas que fazem parte do problema e seus atributos. Esta parte da pesquisa trata da
analise das respostas dos estudantes, tanto nos trajetos escolhidos e expostos no quadro de

problemas mistos, quanto nos diagramas de sintese das classes dos campos conceituais.
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Por meio do Método Clinico Piagetiano, entrevistamos vinte e cinco estudantes, entre
criangas e adolescentes de duas escolas publicas do Sul do Brasil, com idade média de 12,25
anos, sendo 14 estudantes do 6° ano e onze do 8° ano. O estudo consistiu em apresentar

oralmente uma situacao na forma de problema misto, com suporte visual:

Em uma caixa cabem oito embalagens, em cada embalagem est4d um conjunto com seis
estojos azuis, e dez estojos amarelos. Em cada estojo azul estdo trés canetas azuis, duas
canetas pretas, duas canetas vermelhas e uma caneta verde. Em cada estojo amarelo estdo
duas canetas roxas e uma caneta cor de rosa. Qual a quantidade de canetas na caixa?

O material manipulavel, uma caixa contendo 8 embalagens, e em uma das embalagens
6 estojos azuis e 10 estojos amarelos. Em um dos estojos azuis continha as canetas
mencionadas no problema, o mesmo valendo para o estojo amarelo, conforme imagem
esquematizada na Figura 61.

Cada estudante, individualmente, deveria responder e registrar como calcular a
quantidade de canetas na caixa, podendo manipular livremente o material. Conforme o

mesmo montava seus calculos, nds questiondvamos seus passos, em uma entrevista.

Figura 61 — Esquema do material manipulado no dia da entrevista

"2
’

Fonte: dados da pesquisa.

A situacdo consistiu em um problema misto contendo adi¢cdes e multiplicagdes,
respondido individualmente. Os registros foram os protocolos e filmagens das resolugdes,
cujo detalhamento dos processos foi realizado a partir de Vergnaud (2009), que propde que

um problema misto possa ser analisado via quadro de grandezas, conforme Quadro 16.

Quadro 16 — Quadro de anailise para um problema misto

Estojo azul Estojo Estojo azul Estojo Embalagem Embalagem Canetas por
amarelo na amarelo na na Caixa (8) | estojo

embalagem embalagem
(6) o)

Caneta vermelha A I Q Z r

Caneta azul B J R A

Caneta verde C K S II

Caneta preta D L T )

Caneta rosa E N 8] ] A

Caneta roxa F (6] \ b4

Total de canetas G H M P X Q

Fonte: adaptado de Vergnaud (2009a).
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A analise compreendeu trés grandes casos ndo ordenados, conforme os caminhos
eleitos pelos sujeitos na resolucdo da situagdo. Os caminhos que os estudantes tomam para
chegar no resultado sdo diversos, mas necessariamente passam pelas relagdes presentes no
Quadro 16 e devem chegar ao resultado Q, como podemos ver no Quadro 17.

Como os processos se diferenciam pelos caminhos e ndo pelo nivel de conhecimento
matematico dos estudantes, nem pelas operagdes mais avancadas, ndo foi possivel uma
categorizagao ordenada dos casos, portanto os descrevemos de forma a compreender as
possibilidades de escolha encontradas pelos estudantes ao resolver o problema.

Os estudantes escolheram diversos caminhos. O Quadro 17 indica as quantidades de
canetas, embalagens e estojos, e serve para analisar as possibilidades dos caminhos escolhidos

pelos sujeitos.

Quadro 17 — Dados do problema na analise do problema misto

Estojo azul Estojo Estojo azul Estojo Embalagem Embalagem Canetas na
(1) amarelo (1) na amarelo na (1) na Caixa (8) | caixa por
embalagem embalagem estojo
() 10)
Caneta vermelha 2 12 12 96 384
Caneta azul 3 18 18 144
Caneta verde 1 6 6 48
Caneta preta 2 12 12 96
Caneta rosa 1 10 10 80 240
Caneta roxa 2 20 20 160
Total de canetas 8 3 48 30 78 624

Fonte: dados da pesquisa.

O que estd em negrito sao os dados do problema, os demais nimeros correspondem as
medidas das grandezas presentes na situacdo, conforme cabegalho do Quadro 17. O manejo
dos dados da questdo tem diversos caminhos, como por exemplo, aqueles que somam a
quantidade de canetas de cada estojo, obtendo 8 e 3, multiplicam pela quantidade de estojos
em uma embalagem, obtendo 48 e 30, juntam essas quantidades, obtendo 78 canetas em uma
embalagem, e multiplicam pelo nimero de embalagens, obtendo 624 canetas em uma caixa.
Este caminho segue GHMPXQ. Outro caminho possivel é somar a quantidade de canetas de
cada estojo, obtendo 8 e 3, multiplicar pela quantidade de estojos, obtendo 48 e 30,
multiplicar pela quantidade de embalagens, obtendo 384 e 240, e obter, mediante adigdo, a

quantidade de canetas da caixa. Este caminho segue GHMI'AQ.

Os processos foram analisados segundo os diagramas dos Quadros 16 e 17, bem como
os operadores utilizados na construgdo do desenvolvimento da questdo e as classes dos

campos conceituais Aditivo e Multiplicativo, utilizando os protocolos e as entrevistas
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gravadas. Refletem os caminhos e as estratégias elencadas pelos sujeitos, ndo necessariamente
as representacdes escritas pelos mesmos. Foram divididos em trés casos, conforme as relagdes

entre as grandezas e as classes de situagodes utilizadas para a resolucao do problema misto.

7.3 Resultados

A partir da fala dos estudantes e da representagdo da resolugdo, inferimos sobre os
processos utilizados pelos estudantes e suas estratégias e organizamos os diagramas que

possivelmente descrevem o caminho por eles utilizado.

Descriciao dos Casos

As classes sdo as descritas por Vergnaud (2009a) e Gitirana et al. (2014). As respostas
idiossincraticos, cujas representagdes ndo eram homomorfas a situagdo, por procedimentos
desconexos, nao foram analisadas segundo seus procedimentos, mas foram contabilizadas,

conforme observado na Figura 62.

Figura 62— Porcentagem de sujeitos por caso

Porcentagem de sujeitos por caso

mCaso 1
mCaso?2
Caso 3

B [diossincratico

Fonte: dados da pesquisa.

O primeiro caso referiu-se ao agrupamento de canetas nos estojos, na composi¢ao
desses agrupamentos e na propor¢do entre o numero de canetas e embalagens, em outras
palavras: juntou a quantidade de canetas dos estojos e multiplicou pelo nimero de
embalagens. O segundo diz respeito ao agrupamento de forma separada entre a quantidade de
canetas em cada tipo de estojo e embalagens, ou seja, calculou a quantidade de canetas para
cada tipo de estojo nas embalagens e juntou os diferentes tipos. O terceiro caso agrupou as
canetas por cor e apos, por estojo € embalagem.

Os casos 1, 2, idiossincratico ¢ 3, em ordem decrescente, foram os com maior
frequéncia. Vale dizer que os sistemas de representacdo para cada caso foram diversos,

variando entre contas armadas, organogramas e escritas lineares, e o que avaliamos foram as
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formas de percep¢do das operacdes em cada situagdo. Para o primeiro e o segundo casos
consideramos a quantidade de canetas no estojo amarelo (C,yn) € no estojo azul (C,,), a
quantidade de estojos amarelos em uma embalagem (Est,,) ou de estojos azuis em uma
embalagem (Est,,) ¢ a quantidade de embalagens (Emb). Para o terceiro caso, além das
varidveis anteriores, encontramos as que correspondem as cores das canetas nos estojos: para
caneta vermelha (cvm), caneta verde (cvd), caneta preta (cpt), caneta azul (caz), caneta rosa

(crs) e caneta roxa (crx).

7.3.1 Primeiro caso — Propor¢iao Simples, Composi¢cio De Medidas, Propor¢iao Simples

O primeiro conjunto de processos diz respeito a compreensao do problema como duas
proporg¢des simples, cujos resultados sdo operados como composicdo de medidas, e apos
novamente operados como propor¢do simples. Nove dos vinte e cinco estudantes optaram por

esse caminho.

A) Primeiro processo - [(Esta, X Cyy) + (EStam X Cam)] X Emb

O procedimento de multiplicar a quantidade de canetas do estojo amarelo pela
quantidade de estojos amarelos que havia em uma embalagem, fazer o mesmo com os estojos

azuis, juntar a quantidade de canetas resultante e multiplicar pelo nimero de embalagens.

Figura 63 — Excerto do Protocolo de Lais

40 Lais - A gente vamo pegar todos os estojos amarelo, vamo contar cada
X3 2, 8 H& 48 um que tem no estojo amarelp e vamo contar o que tem no z.lzul
S48 também, ai depois a gente vai pegar esses dois, somar tudo junto e
2 O — = fazer a resposta em toda a caixa pra ver quanto que da todas as caixas
k330 +& | Pesquisadora - C ¢ te faz isso?
quisadora - Como ¢ que a gente faz isso?
Lais - Ai eu botei 48+30
o Pesquisadora - T4
R Lais - Que ai eu somei todos
x 8 Pesquisadora - Somou todos, entdo tu somou todos aqui, beleza, e
——%-—,;J—”-:_ agora, tu ja sabe quanto que tém nessa caixa, que que tu vai precisar

fazer pra saber quanto que tém na caixa 1a?
Lais - Eu vou fazer o 78, oito vezes

Fonte: dados da pesquisa.

Nao levamos em conta o erro de tabuada, no qual a estudante fez sete dezenas vezes
oito unidades igual a 49 dezenas, mas a estratégia de juntar as canetas dos dois tipos de estojo
antes de calcular o total nas embalagens. Embora Lais (6° ano, 13 anos) utilize o termo somar
como sindnimo de efetuar, a estudante realizou multiplicagdes e adigdes. A expressao

numérica que representa os calculos de Lais ¢ [(6 . 8) +(10.3)]. 8.
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Figura 64 — Diagramas identificados no caso 1 — primeiro processo

I - Relacéo entre canetas e estojos I — Relagdo entre canetas  III — Relagdo entre canetas e embalagens

48

78 (x)

Fonte: dados da pesquisa.

As representagdes tanto como conta armada como com expressdo numérica,
descrevem quais calculos foram realizados e a ordem de realizacao, nos permitindo analisar
0s processos utilizados, em conjunto com a escuta dos videos gravados durante a resolugao da
situagao.

Nas duas primeiras proporc¢des simples, a ordem das operacdes indica que os sujeitos
deste processo utilizaram o operador funcional, em um caso de propor¢ao simples de
multiplicagdo, resultando em 48 canetas para seis estojos azuis e 30 canetas para 10 estojos
amarelos (com a grandeza caneta por estojo). Gitirana et al. (2014) chamam ao operador
funcional de taxa de proporcionalidade ou coeficiente de dimensdo, pois relaciona duas
grandezas de naturezas diferentes. Os resultados foram adicionados, em uma composi¢ao de
medidas, com o todo desconhecido, descobrindo, assim, o nimero de canetas em uma caixa.
Escrevemos relagdo entre canetas porque tanto as partes quanto o todo tratam de canetas, e
ndo de embalagens. A tltima propor¢do simples deste processo sera recorrente nos demais
deste caso. Os estudantes multiplicam o total de canetas por embalagem pelo nimero de
embalagens, em uma proporcao simples — multiplicacdo, obtendo o nimero de canetas na

caixa.

B) Segundo processo - [(Ca, X Esty;) + (Cam X Estyy)] x Emb
O que diferencia, a primeira vista, o processo anterior deste, ¢ a ordem das operacgdes
dentro dos parénteses. Consiste na representacdo da situacao cuja expressao numeérica ¢ [(8. 6)
+ (3. 10)] . 8, no entanto, ao organizarmos o diagrama, vemos que trata do uso do operador
escalar 6 multiplicado ao nimero de canetas do estojo azul, obtendo, assim, 48 canetas. O
processo analogo foi feito para o nimero de canetas do estojo amarelo. A propriedade
comutativa da multiplicagdo diferencia os dois caminhos e salvaguarda o processo como

valido.
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Figura 65 — Excertos dos Protocolos de Olga e Luiz

Pesquisadora - 48 mais 30?

“IL%.6 )+ A 3 10)] Olga - (Pensando) essa daqui eu somei 48+30
NG ' Pesquisadora - Ta
9 J‘ 4yq + 3 Olga - 78
i - T~ Pesquisadora - E aqui?
% 49 — U Olga - 8x78
oy s =4 Luiz - Eu, a minha estratégia eu pensei em contar quantas canetas tém em
- estojos azuis e...amarelos e, depois fazer uma conta de vezes ou de soma, e
gxTo=39 depois pegar tudo isso e multiplicar por...8 aqui...por 8
15

Fonte: dados da pesquisa.

Olga (8° ano, 13 anos) organiza sua representagdo a partir de uma expressao numérica,
enquanto Luiz (8° ano, 14 anos) utiliza também um sinal associativo para 48 e 30, e a conta
armada, com um pequeno erro de tabuada. Duas representacdes diferentes apontam para o

mesmo processo, descrito na forma de diagramas na Figura 66.

Figura 66 —Diagramas identificados no caso 1 — segundo processo

I - Relacdo entre canetas ¢ estojos II - Relagdo entre canetas 11l — Relacdo entre canetas e embalagens
48
D, 78 ®
30

Fonte: dados da pesquisa.

O ato de replicar ¢ o cerne do operador escalar, o qual ndo trabalha com grandezas
diferentes, mas com a ideia de que existe uma constante pela qual, ao se multiplicar uma
grandeza, a outra deve ser igualmente multiplicada. Este sentido de nimero diferencia da
parte todo da adi¢do e subtragdo, causando uma ruptura, ¢ sendo necessario para operar no

campo conceitual multiplicativo (NUNES; BRYANT, 1997).

C) Terceiro processo - [(Estam X Cam) + (Esty, x C,,)] X Emb

Este caminho se diferencia do primeiro por mudar a ordem dos fatores contidos nos

colchetes, o que ¢ licito pela propriedade comutativa da multiplicagdo. Sua expressao
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numérica representativa € [(10 x 3)+(6 x 8)] x 8. Entretanto, a representacao do processo no
diagrama de campos conceituais se diferencia, pois as estratégias de relacdo entre as

grandezas mudam.

Figura 67 — Excerto do protocolo de Alex

Alex Alex — Pode contar assim, de uma em uma? A gente pode botar de um
) mais um mais um e vai calculando, depois bota o dos azul e depois o
4 A 24 amarelo embaixo.

1 3 ] Pesquisadora — T4

' 5 Alex — [vai montando as contas armadas e calculando com o suporte de
3% contagem nos dedos]. 30 nos amarelos e 48 nos azuis.

L/ Pesquisadora — e quanto ¢ que tem na caixona?

Alex — tem que somar tudo. Tem 78 na caixinha. E, e eu vou fazer a
mesma coisa aqui (apontando para o calculo de conta armada).

Fonte: dados da pesquisa.

Alex (6° ano, 12 anos) realizou adi¢des. Embora a ruptura entre o campo aditivo e
multiplicativo ainda esteja em progresso, as escolhas dos passos elencada por Alex,
principalmente na fala, nos revelam sua estratégia para calcular a quantidade de canetas na
caixa grande. O processo de adi¢des repetidas trata com as partes que formam o todo, e a
proporcao trata do sentido de replicar quando o operador escalar ¢ utilizado, ou ainda de uma
razao entre as grandezas do problema, gerando uma nova grandeza. (GITIRANA et al., 2014)
No entanto, o procedimento adotado por Alex relaciona de forma funcional as quantidades de

canetas e estojos, conforme Figura 68, e de forma escalar as canetas (nos estojos) e

embalagens.
Figura 68— Diagramas identificados no caso 3 — primeiro processo
I - Relacdo entre canetas e estojos II — Relagdo entre canetas 11l — Relagdo entre canetas e embalagens
1 30
5] ®
10 48

Fonte: dados da pesquisa.
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A representacdo da situagdo cuja expressao numérica ¢ [(10.3) + (6. 8)] . 8, trata do
uso do operador funcional 3 multiplicado ao nimero de estojos amarelos, obtendo, assim, 30
canetas por estojo amarelo. O processo analogo foi feito para o nimero de canetas do estojo
azul. Ha, aqui, uma inversao no sentido do operador. Nao se trata mais de um raciocinio de
replicacdo, mas de um operador que relaciona duas grandezas (NUNES; BRYANT, 1997,
VERGNAUD, 2009).

No estudo de Lautert, Schliemann e Leite (2017) a respeito do uso da regra de trés
para problemas de propor¢ao multipla, nenhum dos estudantes do Ensino Médio que
respondeu a questdo fez uso de regra de trés composta, ao invés disso, decompuseram o
problema em duas partes, trabalhando com uma ou duas regras de trés. Ora, os estudantes que
entrevistamos ndo utilizaram regra de trés, mas da mesma forma criaram o caso um, aqui
especificado, no qual os dados foram analisados segundo propor¢des simples, e depois

amalgamados pela composi¢ao de medidas.

7.3.2 Segundo caso — proporc¢ao multipla, composicao de medidas

Diferentemente do primeiro caso, que tratou de diversas proporg¢des simples, o segundo
caso aborda propor¢des multiplas. A proporcdo multipla é compreendida como duas
propor¢des simples ou ainda como a concatenacdo de duas proporgdes simples, sendo
chamada de proporcao simples composta (LEVAIN; VERGNAUD, 1994-1995, GITIRANA
et al., 2014, LEITE, 2016, ARAGAO, LAUTERT, SCHLIEMANN, 2022). Em razio desse
entendimento, ¢ compreensivel que os estudantes possam desenvolver o problema tanto como
propor¢des simples separadas como em uma unica propor¢ao multipla. Os dados encontrados
no segundo caso refletem tal definicdo, e sdo classificados como composi¢dao de proporcdes

multiplas.

D) Quarto processo - Emb x Est,, x C,y + Emb x Est,, x Cy,

A representagdo da situagdo cuja expressdo numérica € 8 . 10 . 3 + 8 . 6 . 8, pode ser
obtida da expressdo do terceiro caso com o uso da propriedade distributiva da multiplicacdo
em relagdo a adig¢do, a excecdo da posicao do 8, que deve ser comutado para a frente do
colchete. A ordem do processo, neste caso, ndo ¢ descobrir quantas canetas ha nas
embalagens e depois multiplicar pelo numero de embalagens, mas ja descobrir quantas

canetas ha nos estojos azuis e nos estojos amarelos nas embalagens, e depois somar.



Figura 69 — Excerto dos protocolos de Lino e Iara

Lino

Lino — 6 ¢ os estojos e 48 ¢ o que tem dentro dos 6 estojos, sdo
as 8 canetas que tem dentro dos 6 estojos.

Pesquisadora — Entendi.

Lino - E o que tem dentro da caixa grande

Pesquisadora — T4, e o outro que tu fez? dai deu 374? T4 e ai,
quanto que deu o total de canetas na caixa toda?

Lino - Bah, tinha que fazer isso?

Pesquisadora - E, é o que a gente quer saber, o total de
canetas.

Lino - [escreveu 674]

Pesquisadora - Tah, 674. Tah bom.

lara - 6 estojos... vou fazer primeiro os estojos (escrevendo)
Pesquisadora - T4, esse 8x10, esse 8 ¢ essa quantidade de
canetas ou ¢ essa quantidade de caixas?

Tara - E... estojo (aponta para um estojo amarelo). Estojo e...
10 estojo amarelo vezes 8 caixas

Pesquisadora - Vezes 8 caixas, ai tu consegue o nimero de
qué?

Iara - De quantos estojos tém no total?

Iara - (Vou) somar a quantia de estojo com as canetas. Quantos
estojos azul tém mesmo?

Pesquisadora - Tém 6 (mostrando o material)

lara - (escreve 8x40 e 3x80)

Pesquisadora - T4 ai ¢ a quantidade de qué?

Iara - De canetas... do estojo amarelo... E... do azul
Pesquisadora - E quanto ¢ que tém na caixa?

lara - Agora... somar essas duas. 560

Fonte: dados da pesquisa.
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Embora os resultados obtidos por lara (6° ano, 12 anos) e por Luiz (8° ano, 14 anos)

ndo estejam corretos € nem sejam os mesmos, ambos procedem da mesma forma: multiplicam

a quantidade de embalagens pela quantidade de cada tipo de estojo e depois o resultado pela

quantidade de canetas dentro de cada tipo de estojo.

Figura 70— Diagramas identificados no caso 2 — quarto processo

Embalagens Estojos Canetas Embalagens Estojos Canetas
1 3 1 8 240
3 \Ggs
1 1:)\< 1 6 384
TR TOT
8 @ 80 240 ° 48 384

Fonte: dados da pesquisa.

624

Neste processo, o operador funcional estd presente na propor¢do entre o nimero de

canetas nos estojos, € numeros de canetas nos estojos nas embalagens. Onde antes tinhamos o

“calcular as canetas do estojo azul e juntar com do amarelo em uma embalagem, e multiplicar

pelo numero de embalagens”, agora temos “calcular as canetas do estojo azul e multiplicar
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pelo numero de embalagens, fazer o mesmo para as canetas do estojo amarelo, e juntar”. Sdo
condutas diferentes para a mesma situagdo. A composicdo de medidas ¢ a finalizagdo do
problema, unindo as classes de canetas dos estojos azuis e canetas dos estojos amarelos em 8

embalagens.

E) Quinto processo - Estyy x Cap x Emb + Est,, x C,, x Emb
Este caminho se diferencia do anterior em virtude da propriedade comutativa da
multiplicagdo. A representacao da situacdo cuja expressdo numérica ¢ 10.3 .8+ 6.8 . 8, se
deu por um fator funcional e um fator escalar, apresentando uma complexidade para o

pensamento dos sujeitos.

Figura 71 — Excerto do Protocolo de Jane

Jane Jane - Eu ia colocar tipo, [INAUDIVEL] ficar colocando 8 até tipo
dar o numero de canetas, em cada caixa tem estojo... 6, acho que eu
ia colocar o 6 oitos mais 6, em cada caixa

Pesquisadora - Tipo, os resultados dos amarelos deu quanto?

Jane - 240

Pesquisadora - E o dos azuis?

Jane - 384

Pesquisadora - O que que tu fez com esses dois resultados pra
conseguir 0 6247?

Jane - Pode ser 240 mais 384

Fonte: dados da pesquisa.

O procedimento deste caso escrito por Jane (6° ano, 11 anos) prevé um agrupamento
padrao: 10 vezes 3, para 10 estojos com 3 canetas cada, oriundo da primeira classe de

propor¢ao um para muitos: multiplicagao.

Figura 72— Diagramas identificados no caso 2 — quinto processo

Embalagens | Estojos | Canetas Embalagens | Estojos | Canetas
1 3 1 8 240
o OF
1 10 6 48 384

N
30 1
@

Fonte: dados da pesquisa.

384
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No mesmo problema, os estudantes utilizam o operador funcional e o operador
escalar, conforme o caminho escolhido para o desenvolvimento. A composi¢ao de medidas
deste caso tem as partes conhecidas e o todo desconhecido.

Leite (2016) estudou as propor¢des duplas e multiplas, concluindo que a maior parte
das resolugdes para propor¢des multiplas utilizam o operador escalar. Aragdo, Lautert e
Schliemann (2022) encontraram estratégias diversificadas na resolugdo de propor¢des duplas
e multiplas, chamando de estratégias mistas as que utilizavam tanto o operador escalar quanto
o funcional na mesma resolu¢ao. Neste estudo encontramos tanto o operador escalar, quanto o
operador funcional como ainda a configuragdo dos dois operadores na mesma resolugdo. A
ampla gama de processos associados a uma situagdo corrobora a ideia do professor conhecer
diferentes caminhos e trabalhar a partir de situagdes (MAGINA, SPINILLO, LAUTERT,
2020).

F) 6° Processo - Emb x Est,, x C,; + Emb x Esty, x Cop
A expressao numérica representativa deste processo ¢ 8.6.8+8.10.3, e as
representacdes realizadas pelos estudantes se diferenciam, mas se organizam de forma a

contemplar a mesma ordem.

Figura 73 — Excertos do Protocolo de Sara

Sara Sara - Eu, primeiro eu fiz quantas canetas tinham em cada estojo azul,
G- que eram § caixas, com 6 estojos azuis em cada, entdo fiz 8x6 que deu

£ A=b o = 48 e ai eu fiz quantos estojos amarelos tinha, que tinham 10 em cada
C A= 58 130 caixa, entdo, sdo 8 caixas, entdo 8x10 que deu 80, depois eu somei o 48
10 = L mpabas mais 80 que deu o numero de quantos estojos tinha na caixa, que era
) MOchm 7 128, ai depois eu fiz o numero de...de estojo em caixa fiz vezes o

numero de cada caneta que tinha na caixa, de cada caneta que tinha em
e cada estojo, que 48 estojos, cada...cada estojo tinha § canetas, ¢ ai deu
184 e ai aqui deu 240, mesma coisa, depois eu s6 somei, deu 200...e

deu 424
b ; Eder - Entdo aqui da 48, entdo numa caixona, eu vou chamar de
Y caixona e essas daqui vao ser as caixinhas
Tj_ Pesquisadora - Ta!
[ Eder - Numa caixona tem 40... tem, perai, 48 estojos azuis
TA Pesquisadora - Azuis, ta
5 1;1 Eder - 48 estojos azuis, que t€ém 8 canetas dentro, entdo x8, entdo, 8x8
i

64, 8x 0 4... (contando em voz baixa) deu 32, 32+6 da 38, entdo cada
caixona dessas tém 6, cada caixinha dessas... cada caixona tém 48
estojos azuis

Pesquisadora - Azuis, ta

Eder - Vai ter 384 canetas dos estojos azuis

Pesquisadora - Entendi!

Eder - Agora vamos somar os dos amarelos

Pesquisadora - Ta

Eder - Cada caixa vem 10 amarelos, 10x8, 80

Pesquisadora - Aham

Eder - T4, entdo quanto, entdo, dentro desse tem 3 canetas, entdo 80x3,
vou fazer aqui, 80x3, aqui da, aqui da 0, aqui da 24 (escrevendo) ta,
agora vamo somar, 24+384, aqui da 4... entdo cada, em uma caixona
vém 624 canetas

A

AE X F =128 836 =15 |4 9 x

OO X3=L el 1 o1 3h4=6 1

Fonte: dados da pesquisa.
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O sexto processo, exemplificado com as resolugdes de Sara (8° ano, 14 anos) e Eder
(6° ano, 11 anos) parte da grandeza mais ampla (embalagens) para a mais especifica, de
ordem menor (canetas). E idéntico ao quarto processo, a excegdo da cor de estojos escolhida

para ser calculada primeiro.

Figura 74— Diagramas identificados no caso 2 — 6° processo

Embalagens Estojos Canetas Embalagens Estojos Canetas

1 1 384

. » n ’_‘\69/‘3 624
| &S 0]
O S
8 © 48 [384) 8 (9 80 240
\@/‘ \@/‘

Fonte: dados da pesquisa

Como uma proporc¢ao multipla ¢ a composi¢ao de duas ou mais propor¢des simples, os
estudantes puderam realizar as propor¢des simples separadamente, juntar os resultados e
depois realizar a outra proporcao, ou fazer uso de suas propor¢des multiplas. Trabalhar com
relagdes entre quantidades em problemas de proporcionalidade multipla pode colaborar para a
compreensdo de conceitos e representagdes matematicas (LAUTERT, SCHLIEMANN;
LEITE, 2017).

7.3.3 Terceiro caso — proporc¢oes simples, composicio de medidas, e um processo
utilizando comparac¢io multiplicativa

O problema tinha como dado que dentro de cada estojo azul havia 3 canetas azuis, 2

canetas vermelhas, 2 canetas pretas e 1 caneta verde, e dentro de cada estojo amarelo havia

uma caneta cor de rosa e duas canetas roxas. O terceiro caso consiste em agrupamentos

ordenados pela quantidade e cor de canetas em cada estojo, separadamente.

G) Sétimo processo - (Est,, x cvm+ Est,, x cvd+ Est,, x cpt+ Est,, x caz+ Est,y X crx+
Est,m x crs) X Emb

Neste processo o estudante ordenou cada cor de caneta com o estojo do qual a mesma
pertencia, obtendo, com a soma de todos os tipos de caneta do problema, a quantidade de
canetas em uma embalagem. Isso feito, multiplicou o total pela quantidade de embalagens.

A expressdo numérica que representa este processo € (6.2+6.1+6.2+6.3+10.2+10.1).8.

Esperavamos que os estudantes chegassem em 8.[6.(2+1+2+3)+10.(2+1)], o que se assemelha
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a esta expressao numérica pela propriedade distributiva da multiplicacdo em relagdo a adigao,
mas cujo processo diverge no sentido de quais elementos agrupar (RAMOS; SILVA, 2021).

Figura 75 — Excerto do protocolo de Caio

Caio Caio - a quantidade de canetas eu vou contando essa historia e

g e que tu ja tirou aqui o roxo e rosa e aqui tem 20 ndo ndo entdo eu
venho contando e aqui eu vou colocando rosa roxa entdo a

5% : ’ quantidade que deu em cada em cada estojo ndo em cada caixa
entdo vou colocar eu vou colocar 200 e 80, por mais 280 aqui
com mais 280 aqui, aqui eu coloco mais 200 e 80 que ai eu
formei todas as caixinhas ai vai dar 500 e 60 entdo ai entdo ja foi
todas com trinta Agora eu s6 vou 70 né entdo ¢ complicado
agora né. Ndo agora eu vou s6 contar minha 88

E - tem mais oito em cada uma dessas aqui né contou 70

Fonte: dados da pesquisa.

Caio (6° ano, 12 anos) agrupou as canetas por cor, e realizou as adi¢des de forma a
decompor as quantidades. Multiplicou a quantidade de canetas de cada cor pelo nimero de
estojos, € as somou. Apos obter a quantidade de 78 canetas, ainda organizou em 70+8,

multiplicado por 8.

Figura 76— Diagramas identificados no caso 3 — sétimo processo

III — Relagdo entre canetas e embalagens

12| )

6
12

> (78

18

20

10

© J

Fonte: dados da pesquisa.
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Por mais longo que pareca esse processo, ele ¢ simples por completar cada propor¢do com
nuimeros menores € mais simples de calcular. Durante a resolugao do problema, os estudantes
que utilizaram esse caminho deram nome as parcelas, como caneta verde, por exemplo, para
indicar a quantidade de canetas verdes no estojo referenciado. Este gesto se traduz pelo
teorema de relagdo da proporcionalidade f(cA dB)=cf(A)-+df(B), com c e d razdes (nlimeros),
que em agao representa um tipo de estratégia usada por alunos pequenos (GITIRANA at al.,
2014). Neste caso, os alunos sao do 6° ou 8° ano, mas vale lembrar que realizamos as
entrevistas em 2022, ano no qual os estudantes retornaram ao ensino presencial, ficando dois

anos em ensino remoto.

H) 8° processo - (Est,, x Emb) x crx+ (Est,, x Emb) x caz + (Est,n X Emb) x crs + 2 x
(Est,,x Emb) x cvm + (Est,, x Emb) x cvd
A expressao numeérica resultante deste processo ¢

(10.8).2+(6.8).3+(10.8).1+2.(6.8).2+(6.8).1, e foi o caminho escolhido por um dos estudantes,
que inicialmente calculou o valor fixo de estojo por embalagens, e ap6s fez a propor¢do para

cada uma das classes de canetas contidas nos estojos.

Figura 77 — Excerto do protocolo de Mara

v » 70 4 e Mara - Aqui? Eu fiz o numero de estojos vezes o nimero de caixas
£ 48 Pesquisadora - Ta!
g Mara - E ai deu 80
Pesquisadora - Deu 80 estojos?
Mara - Isso!
Pesquisadora - Ta!
Mara - Que...nos 80 estojos tinham 2 canetas roxas
Pesquisadora - Tinha... 2 roxas

4 Mara - Isso, entdo em cada 80 estojos tém 2 roxas
36 Pesquisadora - T4!
;;» Mara - E ai eu fiz a conta de multiplicacdo e deu 160

Pesquisadora - Ta!

Mara - Que dai sdo 160 canetas roxas e 80 rosas, ja que ¢ s6 1 em
cada

Mara - Sdo 160 roxas, 80 rosas, ahn...144 azuis, 96 vermelhas ¢
pretas e 48 verdes

Mara - Ai eu fiz primeiro a conta de multiplicagio e depois eu fui
somando... somando devagar assim, dos nimeros menores pros
maiores

Fonte: dados da pesquisa.

Embora a escrita da multiplicagdo realizada por Mara (8° ano, 13 anos) lembre o 6°
processo, ndo se trata de uma propor¢cdo multipla, pelo fato de o nimero resultante da

operacdo contida nos parénteses ter sido calculado em separado, como proporg¢do simples, e
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utilizado como quantidade nas outras propor¢des. Cabe aqui assinalar que o 2 presente no
termo 2 x (Est,, x Emb) x cvm se deve ao sujeito perceber que a quantidade de canetas pretas

¢ a mesma de canetas vermelhas, portanto poderia dobrar o nimero.

Figura 78 — Diagramas das identificados no caso 3 — 8° processo

1 2 1 3
(9 O < 160] )
80 160
© 144
80 | »
624
® 192
)

Fonte: dados da pesquisa.

Este caminho se diferencia do anterior em virtude da propriedade comutativa da
multiplicagdo. A representacao da situacdo cuja expressdo numérica ¢ 10.3 .8+ 6.8 . 8, se
deu por um fator funcional e um fator escalar, apresentando uma complexidade para o
pensamento dos sujeitos. Tanto o 80 quanto o 48 serviram como taxa neste caso. As
quantidades de canetas foram multiplicadas pela grandeza estojo por embalagem, resultando

em canetas nos estojos nas embalagens (GITIRANA et al., 2014).

I) Nono processo — {[Esta, X (Caz+ Cam) ]+ [(EStam -Estaz)x Cam] } xEmb

Este ¢ o unico processo no qual ha subtracdo. O estudante primeiro adicionou as
quantidades de canetas dos estojos amarelos e azuis, mas como havia mais estojos amarelos
que azuis, sentiu a necessidade de completar com as canetas presentes nos estojos extras.
Assim, hd uma composi¢cdo com todo conhecido ¢ uma parte desconhecida, descrita por

([6.(8+3)]+[(10-6).3]}.8
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Figura 79 — Excerto do Protocolo de Joel

Joel - Eu pensei em... somar as duas quantidades e...exemplo
da 16, entdo, os estojos, 16, ai eu ia fazer a conta por partes,
% - primeiro a quantidade total de cada caixa, depois multiplicar
b essa quantidade total por 8

Pesquisadora - Ta!

Joel - (Pensando) eu sei que aqui tem 8 caixas, em cada caixa,
eu tenho que saber...eu sei quanto que tem cada caixa, e,
tenho que fazer essa...essa Matematica, ai depois eu tenho
que saber quantas canetas tem em cada estojo, ja sei, e depois
tem que somar

Fonte: dados da pesquisa.

Joel (8° ano, 13 anos) inicia seu procedimento anotando quantas canetas de cada cor
estdo nos estojos, organizando os dados de forma a compreender o problema, em classes que

ndo compreendem as canetas dos estojos azuis ou dos estojos amarelos, mas dos dois estojos.

Figura 80— Diagramas das relacdes encontradas no caso 3 — nono processo

11— Relagdo entre canetas IT - Relagao entre canetas

- Relagdo entre canetas © estojos 111 - Relagdo entre estojos e estojos
8 11 6 3
66
11 Q 10 © -
’ 0 ! 12 12

IV — Relagdo entre canetas e embalagens

Fonte: dados da pesquisa.

O que o estudante fez foi iniciar por um procedimento errado e dar-se conta durante o
processo. A ideia de juntar as canetas de um estojo azul e um amarelo, obtendo onze canetas,
para depois multiplicar pelo nimero de estojos, foi bastante frequente, mas em geral era posta
de lado ao ver que havia numero diferente de canetas em cada estojo. Joel, no entanto,

permaneceu com a ideia inicial e modificou a estratégia, conforme Figura 81.
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Figura 81 — Material manipulado no dia da entrevista

8 canetas cada

6x11

4x3

T

Fonte: dados da pesquisa.

Joel contou as 11 canetas e multiplicou por 6, obtendo 66 canetas, mas percebeu que
ainda havia estojos amarelos, entdo do total de 10 estojos, calculou que ainda faltavam 4, com
3 canetas cada, totalizando 12 canetas. Assim, chegou as 78 canetas em uma embalagem, e as
624 na caixa. O procedimento de Joel refor¢a a ideia de que professores devem estar atentos
as estratégias dos estudantes, pois o caminho escolhido pelo aluno inicialmente nido era
coerente, mas ele refletiu sobre o problema e tomou decisdes que repararam a estratégia, de
forma a deixa-la coerente, com uma variante da ideia da complementagdo (MAGINA et al/,,

2008, MAGINA, LAUTERT, SANTOS, 2020).

Diante do exposto, foram configurados trés casos: o primeiro caso consistiu em juntar
as canetas dos estojos e multiplicar pelas embalagens. O segundo caso consistiu em calcular
as canetas cujos estojos fossem da mesma cor, multiplicar pelo nimero de embalagens e
juntar, determinando duas propor¢des multiplas cujos resultados foram compostos. O terceiro
caso consistiu em calcular as canetas por cor, ou realizar um procedimento semelhante ao
primeiro caso, a diferenga de juntar as canetas independentemente da cor de estojos, calcular
o excedente, somar e multiplicar pelo nimero de embalagens. Estes processos variaram entre
propor¢des com operadores escalares ou funcionais, entre propor¢des simples e compostas,
com composi¢do de medidas, tanto com parte desconhecida como com todo desconhecido, e
ainda comparac¢do multiplicativa com referido desconhecido.

Miranda (2019) organizou os diagramas para problemas mistos, mas o diagrama de
propor¢do multipla e composi¢do de medidas ndo se aplicou neste estudo porque os resultados
compreenderam composi¢do de propor¢des multiplas, no caso 2. Nos demais casos, tivemos

uma sequéncia de propor¢des simples e composi¢do de medidas, acrescida, em um caso, de
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uma comparag¢ao multiplicativa.

7.4 Consideracoes

Este texto visou responder como estudantes do Ensino Fundamental resolvem um
problema misto. Quais as estratégias utilizadas por estes estudantes? Quais as expressoes
numéricas resultam dos processos pelos quais os estudantes resolvem o problema? Quais os
diagramas que descrevem as estratégias dos estudantes ao resolver um problema de

composi¢ao de medidas e propor¢ao?

Vamos responder na ordem inversa. Os diagramas apresentados, bem como as
expressoes numéricas, sao indicios do que os estudantes apresentaram no desenvolvimento da
resolucdo do problema, tanto em sua representa¢do escrita quanto gestual e falada, nas
entrevistas.

A diversidade de procedimentos apresentados exprime algumas das diversas formas de
raciocinar e de estabelecer relagdes entre os dados do problema pelos estudantes, no entanto,
nada garante que um estudante pense em oito vezes 78 e escreva 78x8 na folha, em funcio da
tradi¢do de escrita, dai a necessidade das respostas dadas verbalmente, pois os esquemas nao
consistem na conduta observavel, mas na organizagdo invariante € no pensamento subjacente,
desta forma, nos arriscamos a divulgar o que compreendemos dos esquemas elaborados pelos
estudantes.

As expressoes numéricas que traduziam o problema das caixas foram compostas de
numeros, operagdes € sinais de associacdo. Para o primeiro caso, houve a necessidade do uso
de parénteses 8(6.8+10.3), e suas versdes comutativas, para o segundo caso, nao
necessariamente se aplicaram os parénteses, pois consistiram na aplicacdo da propriedade
distributiva a expressdo numérica do primeiro caso, 8.6.8+8.10.3 e suas versdes comutativas.

O terceiro caso, embora ndo necessitasse dos sinais de associagdo nos processos
sétimo e 8°, tiveram o uso dos parénteses para ilustrar o agrupamento de embalagem e estojos
realizado inicialmente para cor de estojos, (10.8).2+(6.8).3+(10.8).1+2.(6.8).2+(6.8).1, e
careceu do uso de parénteses, colchetes e chaves para ao agrupar as canetas em dois estojos e
depois proceder a soma das complementares, resultando em um processo com mais operagdes
e agrupamentos {[6.(8+3)]+[(10-6).3]}.8. Descrevemos tais expressdes ao relatarmos os
processos dos alunos, a excecao de Olga e Mara, que as escreveram em seus protocolos, os

demais estudantes utilizaram outros sistemas de significantes para representar o



172

desenvolvimento da questdo. Nao podemos afirmar que a expressdo numérica que utiliza
todos os sinais de associagdo ¢ melhor matematicamente que as outras, pois ¢ a menos
econOmica, a0 mesmo tempo, todos os procedimentos realizados pelos estudantes tinham a
poténcia de chegar ao resultado correto.

Assim, tivemos algumas boas surpresas neste trabalho. Na pré andlise, classificamos a
situagdo como propor¢do simples. Foi bastante motivador perceber que os sujeitos criaram
caminhos diferentes do esperado, como propor¢ao multipla, € que embora os erros de tabuada
tenham sido freqiientes, os processos criados para a resolugao do problema foram coerentes, €
desta forma reafirmamos a necessidade do professor reconhecer os processos realizados pelos
estudantes, partindo das suas resolugdes e socializando na classe os conhecimentos postos em

acdo pelos mesmos.
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8 DA CONTAGEM AS EXPRESSOES NUMERICAS: SISTEMAS DE
REPRESENTACOES DE ALUNOS DO ENSINO FUNDAMENTAL SOBRE UM
PROBLEMA MISTO DO TIPO PROPORCAO E COMPOSICAO DE MEDIDAS

8.1 Introducao

Este artigo ¢ parte de um estudo mais amplo que investiga o ensino e a aprendizagem
das expressdes numéricas. Aqui descrevemos a pesquisa a respeito das representacoes. Esta
etapa da investigagdo teve por objetivo analisar as representacdes realizadas por estudantes do
Ensino Fundamental sobre um problema misto, de modo que foram classificadas em conta
armada, escrita linear, organograma e outros. Estes ultimos consistem na escrita de nimeros
sem operadores, € uma representacao com palitos, ambos casos de processos nao coerentes de
resolucdo da situagdo proposta.

Para expressar em niimeros as relagdes entre as quantidades (atributos) das grandezas
presentes em uma situagdo matematica, necessitamos de operagdes entre esses numeros, €
caso queiramos que essa expressdo seja escrita em uma linha, necessitamos de sinais de
associacao e de regras de prevaléncia que impecam ambiguidades nessa representacdo. Desta
forma, uma expressdo numérica relaciona ntimeros por meio de operagdes e os ordena
conforme o sentido dos numeros na situacdo, necessitando por vezes de um suporte de
parénteses, colchetes e chaves para que ndo existam ambivaléncias. Estudos tedricos sobre
expressoes numéricas concluem que o trabalho com essa representacdo ¢ realizado de forma
mecanica, através de regras e técnicas a decorar, e de exemplos resolvidos cujo enunciado
apresenta a operacdo a ser realizada, e sugerem que as expressdes numéricas sejam
trabalhadas por meio de problemas, de modo a produzir sentido para as operagdes € 0s
numeros presentes na situagao (OTTES, 2016, WIBERG, 2017, ZAZKIS; ROULEAU, 2018,
RAMOS; SILVA, 2022b).

A escrita linear, no sistema de significantes das representagdes algébricas, pode tanto
descrever uma operagdo qualquer quanto representar homomorficamente uma situacao. No
ultimo caso, trata-se de uma expressao algébrica ou numérica, esta ultima relacionando as
quantidades das grandezas do problema e utilizando apenas niimeros, operacdes e sinais de
associagdo, e resultando em um unico nimero. Temos por hipdtese que a escrita de uma
expressdo numeérica como representacdo de uma situacdo que envolve tanto o campo
conceitual aditivo quanto o campo conceitual multiplicativo, sintetiza o significado de cada

nimero e operagdo, imbricando os dois campos conceituais.
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Neste texto partimos da ideia de que uma representagdo € o que apresenta a acao, isto
¢, ¢ um representante da agdo. A partir do senso comum, ¢ possivel pensar que uma
representacao pode ser avaliada pelo componente estético que a constitui, entretanto, do ponto
de vista cognitivo, nos interessa a perspectiva de que melhores representagdes sao aquelas que
expressam melhor organizacdo. Em outras palavras, o modo de organizar e de expressar
revela a qualidade do aspecto cognitivo da representacdo e, consequentemente, da propria
acao.

No mesmo sentido, a representacao ¢ um dos componentes do conceito, definido por
Vergnaud (2008) como uma terna de conjuntos: “o conjunto das situacdes que dao sentido ao
conceito, o conjunto dos invariantes operatorios que estruturam os esquemas de pensamento
associados a estas situagdes, o conjunto das situacdes linguisticas e simbodlicas que permitem
representa-los” (2008, p. 39), sendo essencial para analisar a constru¢do dos conceitos
operatdrios e os processos de transmissdo dos conhecimentos. Uma representagdo funcional
exerce um papel de regulacdo da acdo e das expectativas do sujeito, e a agdo exerce um papel
decisivo na elaboragdo da representacao (VERGNAUD, 1985, 2008).

Estudos sobre as representagdes em teorias cognitivistas apontam que a Teoria dos
Campos Conceituais, a Diversidade Representacional e a Redescrigdo Representacional
convergem em aspectos comuns entre cada representacdo e o seu referente, bem como entre
representacdes de um mesmo referente, porém, sem total redundancia entre eles. Outros
aspectos comuns sdo a comunica¢do de indicios de representacdes mentais por meio de
representacdes externas, as quais sdo essenciais para o desenvolvimento procedimental e
cognitivo, a apropriacdo conceitual ser atrelada a coordenacdo das representacdes, a
aprendizagem se caracterizar por ir além do saber fazer, para ser capaz de saber expressar o
que se sabe e o que se sabe fazer, a linguagem verbal ter papel de destaque dentre as demais
representacoes, e diferentes niveis cognitivos de representacdes ndo conscientes € acesso
consciente nem sempre ser passivel de ser exteriorizado (BONI; LABURU; CAMARGO
FILHO, 2018, 2021). Embora as teorias supracitadas divirjam em aspectos epistemologicos,
tais convergéncias solidificam a importancia das representagdoes em seus sistemas de analise.

A Teoria dos Campos Conceituais ¢ uma teoria cognitiva pds-construtivista, que busca
compreender a constru¢do de conhecimentos vinculados a conceitos especificos. Trata-se de
uma teoria complexa que analisa as funcionalidades do pensamento na construcdo dos
conceitos, bem como suas representagcoes. Tendo como alicerces o construtivismo piagetiano,
principalmente no que se refere aos esquemas mentais, e as ideias de representagao linguistica

de Vygotsky, Vergnaud avanga no sentido de pensar a cognicao a partir dos esquemas criados
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pelo sujeito ao enfrentar situagdes em um campo conceitual (VERGNAUD, 1985, 1990,
2009a; SPINILLO; LAUTERT, 2006).

A aprendizagem se da por meio da resolucdo de diferentes classes de situacdes
vinculadas a um conceito, dos esquemas criados e ampliados neste processo, nos
conhecimentos colocados em acdo para a solucdo, e da expressdo desses conhecimentos por
meio de representagdes. Os esquemas atuam como guia, conduzindo as a¢des do individuo
diante de uma situagdo. Um conceito ¢ definido como um conjunto de situagdes, invariantes
operatorios e representacoes ligadas a ele, e um campo conceitual € o conjunto estruturado de
todas as situacdes ligadas a esse conceito. A unido de todas as classes de situagdes vinculadas
a um conceito, os procedimentos e representagdes que lhes sdo relativos, ¢ denominada
campo conceitual (VERGNAUD, 1985, SPINILLO; LAUTERT, 2006).

As representagdes possuem um papel fundamental na Teoria dos Campos Conceituais,
de modo que tanto ao passar de uma situacdo real a uma representagdo, como ao passar de
uma representacdo a outra e a ela retornar, consiste o pensar. Assim, a representacdo na
Teoria dos Campos Conceituais ¢ funcional, tendo uma relacdo homomorfica com a realidade
e com outras representagoes da mesma situagdao. Como parte da triade que define o conceito, a
representacdo ¢ o conjunto de situacdes linguisticas e simbodlicas que permitem representar os
conhecimentos. Para ser funcional, a representacdo precisa refletir aspectos da realidade e
permitir ao pensamento operar sobre os significados e significantes (VERGNAUD, 2009a).

A mesma situagdo pode ser representada de diversas formas, como a oralidade, a
linguagem gestual, desenhos, diagramas, escritas aritméticas e algébricas, bem como outros
sistemas de significantes, que sejam um homomorfismo dos significados atribuidos pelos
estudantes a situa¢d@o. Além disso, o mesmo sujeito pode passar de uma representagao para a
outra, apresentando uma variabilidade e maior compreensao do problema, como os Sn, n= 1,

2,3, 4, da Figura 82.

Figura 82 — Relacdes entre representacio e realidade
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Fonte: Vergnaud (1985, p.8).
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A representagdo ndo ¢ somente repertorio de conceitos e formas simbolicas, mas
atividade. Embora nem toda representagdo explicite o pensamento, ¢ dela que tiramos pistas
para compreender os processos eleitos pelos estudantes na construcao do seu raciocinio. A
representacao nao se limita aos significantes, mas a relacao entre os significados e os sistemas
de significantes pertinentes a situa¢do. S3o os invariantes operatorios que dao sentido ao
problema, e a fun¢do da representagdo ¢ a de conceitualizar o real a partir dos conhecimentos
que a suportam, como um conjunto dindmico de formas da organizagdo da realidade
(VERGNAUD, 2009a, 2009b).

Entender como as representacdes de um problema misto se manifestam em estudantes
do Ensino Fundamental ¢ interessante do ponto de vista docente, tanto no sentido de conhecer
0s niveis e processos que os sujeitos utilizam para resolver uma situagdao, como para ampliar
as possibilidades de expressdao dos estudantes, na medida em que expressam de diferentes
formas os raciocinios a respeito do problema. Propomos aqui uma analise referente as
representacdes de vinte e cinco estudantes do 6° e do 8° ano de duas escolas publicas de
Pelotas/RS, de acordo com as ideias de Vergnaud (2009a), o qual propde analise das nogdes e
de suas tarefas de complexidade, dos erros e das tarefas escolares, dos procedimentos e das
representacdes, vinculadas a Teoria dos Campos Conceituais.

Os campos conceituais pertinentes a situagdo estudada sdo os campos conceituais
aditivo e multiplicativo e as escritas apresentadas ora entendem como operados
disjuntamente, ora os imbricam em uma expressao unica. Sendo os campos conceituais um
conjunto estruturado de situagdes, tal estrutura se dé pelas classes de situagdes, as quais

podem ser observadas na Figura 83.

Figura 83 — Diagramas das situac¢des do CCA e CCM
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Medidas Proporgdo Dupla

Fonte: adaptado de Vergnaud (2009), Gitirana et al. (2014) e Miranda (2019).
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8.2 Meétodo

Foram entrevistados, por meio do Método Clinico Piagetiano, 25 estudantes de duas
escolas publicas de Pelotas/RS, de quatro turmas de 6° e 8° ano do Ensino Fundamental, em
periodo pos-pandémico. Cada sessdo durou em média 40 minutos e os registros se deram
tanto por video e transcri¢do quanto pelos protocolos escritos pelos estudantes. A pesquisa se
deu sob o codigo do Conselho de Etica da Universidade Federal de Rio Grande numero
52737921.2.0000.5324. Os dados dos estudantes mantiveram-se em sigilo e os nomes
atribuidos sdo ficticios.

O seguinte problema foi contado a cada estudante, com o material disponibilizado para
manipulagdo, conforme Figura 84: Marta fez uma encomenda de canetas, que vieram em uma
caixa. Na caixa cabem oito embalagens, em cada embalagem estd um conjunto com seis
estojos azuis, e dez estojos amarelos. Em cada estojo azul estdo trés canetas azuis, duas
canetas pretas, duas canetas vermelhas e uma caneta verde. Em cada estojo amarelo estdo
duas canetas roxas e uma caneta cor de rosa. Marta comprou quantas canetas? Foi entregue
uma folha de sulfite, um lapis e uma borracha, e se pediu que os alunos escrevessem e

falassem como estavam pensando para resolver o problema.

Figura 84 — Material manipulado no dia da entrevista

Fonte: dados da pesquisa.

Tanto as gravacdes e as transcrigdes das entrevistas quanto os registros escritos pelos
alunos, foram levados em conta para analisar as representacdes realizadas para o problema. A
representagdo € funcional, ndo um reflexo imediato da acdo do sujeito, e necessita ser
analisada tanto em seus componentes funcionais simbodlicos quanto procedurais
(VERGNAUD, 1985). A analise dos processos nos permitiu compreender o problema de duas
formas: propor¢do simples e composi¢cdo de medidas, e propor¢do multipla e composigdo de
medidas. Esta duplicidade ocorre por se tratar de um problema misto, cujas combinagdes

entre as classes de situa¢des geram diferentes possibilidades de agrupamento.



181

8.3 Dados e discussao

Ao estudar os registros dos estudantes, juntamente com as transcri¢des das entrevistas,
separamos as respostas coerentes segundo os sistemas de significantes aos quais pertenciam
suas representacoes, a saber, conta armada, organograma e escrita linear, no entanto, a maior
parte dos alunos usou mais de um sistema de representacdo, o que ndo nos permitiu separar
em grupos disjuntos de categorias. As respostas idiossincraticos foram analisadas e
categorizadas como outros, no entanto, uma delas apresentou conta armada, o que nos levou a
uma intersec¢ao com tal sistema.

Representar por multiplos sistemas de significantes a mesma situacdo implica em um
pensamento mais abrangente, € como o mesmo sujeito representou a situagdo com mais de um
sistema de significantes, as classes possuem elementos em comum, € por 1SS0 N0 Possamos
criar categorias disjuntas, segundo o Método Clinico, descrevemos cada categoria de
representacdo, iniciando pelos processos idiossincraticos, aos quais denominamos de outros,
apods, com processos validos, cujas representagdes se deram com os sistemas de significante
de organogramas, de algoritmos de contas armadas, em seguida, as escritas lineares e por
ultimo a unido dos trés sistemas de significantes (DELVAL, 2002)

As diferentes formas de representacdo propostas pelos participantes do estudo foram
processos idiossincraticos, contas armadas, organograma e escrita linear. As categorias aqui
mencionadas dizem respeito as intersec¢des entre os conjuntos de sistemas de representagao,
e suas complementaridades. Inicialmente apresentamos as formas idiossincraticos de
resolugdo, uma apenas com a escrita de nimeros ndo conectados e a outra com a tentativa de
apresentar um calculo em conta armada. Apds, unimos as representagdes apenas com
organograma ¢ as de organograma e tentativa de escrita linear, cujas resolugdes utilizam
agrupamento de quantidades com o auxilio de setas ou sinais de associagdo. A terceira classe
consiste nas representacdes de estudantes que utilizaram exclusivamente conta armada, e
embora 20 estudantes tenham resolvido a questdo com o apoio de contas armadas, apenas sete
utilizaram exclusivamente este sistema de representacdo no desenvolvimento da resposta.
Estes sete estdo na classe conta armada. A quarta e mais numerosa representacao ¢ a
intersec¢do dos conjuntos conta armada e escrita linear, apresentando dez resolugdes. A 5%
classe consiste nos trabalhos que apresentaram somente escrita linear. Vale dizer que ndo a
nomeamos de expressao numérica porque alguns estudantes apresentaram o passo a passo de
sua resolugdo, ndo expressando o problema inicial. Por ultimo, descrevemos as resolugdes que

utilizam as trés representacdes validas.
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8.3.1 Representacoes Idiossincraticas

Quando a representacao nao reflete aspectos da situacdo, ha uma quebra no esquema
apresentado na Figura 82, o que observamos na classe que denominamos outros € outros com
conta armada, as quais consistem nas representagcdes ndo coerentes com o problema, como o

caso de Edna (16 anos, 6° ano) ¢ de Enzo (13 anos, 6° ano).

Figura 85 — Excertos do Protocolo de Edna e Enzo — outros
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Fonte: dados da pesquisa.

Edna escreveu nimeros soltos que inicialmente refletiam algum dado do problema,
como o 11, que ¢ o nimero de canetas em um estojo azul e em um estojo amarelo, o 30 que ¢
o numero de canetas nos estojos amarelos, mas depois comecou a fabular, “chutando”
nimeros maiores para a resposta da questdo. Enzo chega a escrever que Marta comprou 11
canetas, mas segue no calculo com palitos, que expressa em conta armada, mas logo depois
comega a desenhar palitos e ndo conseguir continuar a resolugao do problema.

Para uma representacao ser funcional, precisa ser homomorfa a aspectos do problema.
A representacdo de ambos iniciou com alguma funcionalidade, mas ndo deu conta dos
aspectos necessarios para a resolu¢do. Ainda que Enzo passe do desenho de palitos para a
conta armada, indicando um processo inicialmente valido, ndo segue, corroborando com
Spinillo e Lautert (2006), quando afirmam que a eficiéncia de um suporte de representacao

ndo esta no suporte, mas na sua ligagdo com o conceito e a situagdo apresentada.

8.3.2 Usando organogramas e tentando escrever seus resultados
Quatro dos estudantes, que ndo fizeram uso de conta armada para escrever sua

resolucdo, tomaram como ferramenta de suporte a escrita por tracos e segmentos de reta
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direcionados tanto na vertical quanto na horizontal, que aqui chamamos organograma, e que
dispunha de um método de agrupar as quantidades para efetuar a adi¢do. Este suporte
permitiu tratar a representacdo de forma que as quantidades se mantivessem, como no caso de
Lino (14 anos, 8° ano), que resume seis vezes o numero 8 como adicdo de parcelas iguais e

organiza tal operagdo de duas a duas parcelas, recursivamente.

Figura 86 — Excertos do Protocolo de Caio e Lino — somente organograma, organograma com escrita
linear

Caio Lino

;

Fonte: dados da pesquisa.

Caio (12 anos, 6° ano), ao calcular 78 x 8, resolve decompor em parcelas de 70, e
monta um organograma no qual vai adicionando as parcelas duas a duas, horizontalmente, até
chegar no resultado esperado. Para além desse procedimento, ele representa em uma linha a
adi¢do de parcelas iguais que o levou ao resultado. Caio representa de duas formas diferentes
a mesma situacdo, ambas com procedimentos que sdo coerentes com a situagao, € com uma
representacao que além de apresentar homomorfismo com a situagao, permite operacdes. Para
além das representagdes escritas, Caio também bateu com o 14pis na mesa, usando gestos para
proceder a contagem e assim calcular a quantidade de canetas nos estojos. As formas de
representacdo de Caio mostram que seu pensamento aproxima-se de alguma organizagdo
operatoria, tal como uma estrutura de classe (KAMII, 1995). Entretanto, nota-se que ainda
ndo domina os simbolos matematicos proprios para uma constru¢do com base em signos
socialmente compartilhados. Parece-lhe faltar repertdrio representacional para expressar o
modo como pensa. Essa limitagdo das representacdes nos permite supor que ha relativo

impacto na compreensdo conceitual da situacao e, consequentemente, dos campos conceituais
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imbricados que estio envolvidos. E possivel supor que, caso o problema ndo admitisse
imbricacdes de situagdes dos campos aditivo e multiplicativo, o sujeito teria mais mobilidade
representacional da situagdo. Lino procede de maneira semelhante, mas a sua representacao ¢
vertical. A primeira vista parece uma conta armada, mas Lino resolve com um organograma
adicionando as parcelas duas a duas. Gregolin (2002) alerta para o perigo deste tipo de
procedimento ao trabalhar com operagdes ndo comutativas, mas como Caio e Lino estdo

adicionando niimeros positivos, o processo ¢ valido.

8.3.3 As classicas contas armadas

O suporte de contas armadas foi o mais utilizado pelos estudantes, sendo o algoritmo
usual para resolugdo de problemas aritméticos. Tal sistema de significantes permitiu
representacoes que expressaram diferentes niveis de compreensdo e operagao da

multiplicagdo, como a adi¢do de parcelas iguais e o algoritmo euclidiano.

Figura 87 — Excertos dos Protocolos de José e Lais — somente conta armada
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Fonte: dados da pesquisa.

José (14 anos, 8° ano) inicialmente multiplicou o nimero de estojos de cada cor pelo
nimero de canetas e apds somou os resultados. O estudante utilizou a multiplicagdo
euclidiana e escreveu quantas canetas havia nos estojos azuis e amarelos nas embalagens. Lais
(12 anos, 6° ano), optou pelo caminho de primeiro calcular o total de estojos em uma
embalagem, para depois multiplicar pela quantidade de embalagens, mas ao invés de
multiplicar com o algoritmo usual, resolveu adicionar parcelas iguais, e depois escrever o
algoritmo com a soma descrita como produto. Tanto as representacdes de José quanto de Lais
permitem acompanhar o pensamento dos estudantes na resolugdo da situagdo, suas hipodteses e
regras de agao.

José realiza as operacdes separadamente, com o passo a passo bem determinado para

resolver o problema. A representacdo de sua resolucio ¢ adequada, pois percebemos que ele



185

calcula a quantidade de estojos azuis relacionando a quantidade de embalagens e de estojos
por embalagem, fazendo 8x6=48, na continuidade, calcula a quantidade de canetas nos estojos
azuis relacionando a quantidade de canetas em um estojo azul com o nimero de estojos azuis,
fazendo 48x8=384. Procede de maneira analoga para os estojos amarelos. José realiza tais
passos separadamente e os une com um sinal de adi¢do cuja escrita ndés conseguimos
entender, mas ndo ¢ a convencional. Desta forma, José realiza operagdes mentais, mas nao
consegue representar o encadeamento realizado. Assim, os célculos sdo apresentados de

forma independente, sem um fio associativo que os conecte.

8.3.4 Do classico ao simbdlico: a conta armada e sua descricio como escrita linear

A escrita linear pertence ao sistema de significantes da representacdo algébrica,
embora consista, no caso de problemas aritméticos, em expressdes numéricas, as quais
possuem elementos que sdo construidos socialmente, principalmente no que diz respeito ao
uso de sinais de associacdo (OTTES, 2016). A sintese das quatro operacdes descrita em uma
expressao numérica com multiplicacdes e adigdes implica na diferenciagdo das operacoes, €
consequentemente, dos niimeros que sao operados, bem como seus sentidos. Como podemos
observar na Figura 88, a representacdo em conta armada demanda esquemas diferentes da
representacdo em escrita linear, e um sujeito pode representar adequadamente uma situagao e

estar em processo de representacao coerente em outra.

Figura 88 — Excertos dos Protocolos de Sara e Vera — conta armada e escrita linear
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Fonte: dados da pesquisa.
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Pela organizagdo dos calculos, podemos constatar que Sara (14 anos, 8° ano)
organizou as canetas por estojos, € depois os estojos de cada cor por embalagens, cometendo
um erro no calculo de 48x8, fazendo 40x8=120. A conta armada da pistas do
desenvolvimento do pensamento de Sara, atuando como uma representacdo que reflete os
aspectos da realidade e que permite fazer relagdes, ou seja, ¢ funcional. Salvo o erro de
tabuada, Sara operou com um processo coerente em relacdo a representagcdo de conta armada,
no entanto, quando tentou representar em escrita linear, representou uma expressao numeérica
que nao reflete o problema.

Vera (15 anos, 8° ano) percorreu um caminho semelhante ao de Sara, mas errou em
dois calculos: 8x6 e 64x8. Embora os processos ndo estejam errados, os calculos sdo
incorretos, isso pode ser visto porque Vera representou com coeréncia o problema em se
tratando da conta armada. Para a expressao numérica, a estudante utilizou sinais de associagao
separando os célculos, mas a representacdo nao tem homomorfismo com a situagdo, entdo nao
¢ funcional. Destacamos a importincia de representar de formas diferentes a mesma questao,
e retornar de uma representacao a outra, para testar hipdteses e fazer inferéncias sobre o
proprio pensamento.

Tanto Sara quanto Vera utilizaram processos referentes as estruturas multiplicativas,
as quais possuem dificuldades conceituais diferentes das estruturas aditivas, as primeiras com
base de problemas de quatro termos, com relagdes de escalas, sem dimensdo, como o fator
proporcional que diz que, se em um estojo estdo 3 canetas, ¢ preciso multiplicar por 10 a
quantidade de canetas para se obter as canetas de 10 estojos, resultando em 30, e quocientes
de dimensodes, dificeis de extrair, inverter € compor, como pensar que se em um estojo
existem 3 canetas, entdo temos 3 canetas por estojo, e devemos multiplicar por 3 a quantidade
de estojos para ter o nimero de canetas nos mesmos, sejam eles quantos forem. Esta ultima
variacdo se trata de uma fungdo descrita por f(x)=3x (VERGNAUD, 2001, MIRANDA,
2019).

8.3.5 Preparacao para a simbolizacio algébrica: a escrita linear

Uma expressdo numeérica ¢ uma representagcdo de um problema aritmético que
necessariamente possui nimeros € operagdes, € pode conter sinais de associacdo, resultando
em um uUnico numero. (RAMOS; SILVA, 2022a) Ora, desta definicdo a adigdo
78+78+78+78+78+78=624, escrita por Caio ¢ uma expressdo numérica. No entanto, ela
reflete o ultimo passo das operagdes realizadas pelo estudante. Quando representamos um

problema na forma de expressdo numérica, o que precisamos descrever ¢ como as grandezas
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da situacdo se relacionam, e isso se d4 mediante a representacdo algébrica, como a descrita
corretamente por Olga (13 anos, 8° ano), observavel na Figura §9.

Nao expressar etapas do calculo, mesmo operando corretamente, pode relacionar-se a
dificuldades na capacidade de representar. Dessa maneira, o calculo mental implicito em
alguns problemas revela boas capacidades operatdrias, mas limitagdes na linguagem e

expressao das capacidades existentes.

Figura 89 — Excertos dos Protocolos de Tina e Olga — somente escrita linear

Tina Olga

Fonte: dados da pesquisa.

Tina (13 anos, 8° ano) ¢ econdmica em sua escrita, a qual ndo estd matematicamente
correta, pois 30+48 ndo ¢ igual a 78.8, mas representa os passos dados pela estudante na
resolucdo da tarefa, a qual foi solucionada corretamente. Olga (13 anos, 8° ano), representa a
situagdo com uma expressao numeérica correta, € que da conta matematicamente da questao
por utilizar os sinais de associagdo e as propriedades aritméticas. Olga, em outro momento,
escreve também contas armadas e organiza esquemas, mas sua escrita linear disjunta de
outros sistemas de significantes da conta de expressar sem ambivaléncias o pensamento
homomorfico a situagdo. Ambas multiplicam a quantidade de canetas pela quantidade de
estojos de cada cor, adicionam e multiplicam pelo total de embalagens, mas cada uma

descreve de uma forma, tendo processos idénticos e representacdes no mesmo sistema de

significantes (forma algébrica) diferentes.

8.3.6 Multiplas representagdes: a conta, o simbdlico e o organograma

Trabalhar em diferentes sistemas de significantes permite maior nimero de inferéncias
sobre a construcdo da representagdo e da agdo. Os processos descritos por Luiz e Igor
descrevem os passos dados pelos mesmos, transitando por contas armadas, organogramas e
escritas lineares, a ponto de Igor iniciar com representacdo em linha, juntar seus resultados
através de um organograma, calcular pelo algoritmo da multiplicagdo, chegar em um

resultado satisfatério e buscar a representacdo em expressao numérica. Esta ultima ndo
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sintetizou o problema, pois o que Igor ndo se deu conta que o processo utilizado ¢ recursivo.
Temos, portanto, uma representacdo correta para a situacdo (salvo erro de tabuada) e uma

incorreta, produzida pelo mesmo sujeito.

Figura 90 — Excertos do Protocolo de Igor e Luiz — organograma, conta armada e escrita linear
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Fonte: dados da pesquisa.

Igor (12 anos, 6° ano) descreveu sua resolucdo com o uso de organogramas, conta
armada e escrita horizontal, adicionando as canetas de cada estojo, repetidas vezes. O
processo criado por Igor ndo foi econdmico, mas representou com precisdo seu raciocinio
matematico. Luiz (14 anos, 8° ano) utilizou os mesmos recursos, mas de forma enxuta, com a
multiplicac@o euclidiana. Igor errou ao calcular 8 x 48 como 102 e Luiz 78 x 8 como 614, mas
os processos de ambos estdo corretos, sendo que em cada sistema de significantes os
estudantes representaram de forma diversa do outro. Outra caracteristica da representacao de
Igor ¢ a capacidade de operar corretamente com as contas armadas, mas de ndo exercer a
funcdo predicativa na forma de expressdo numérica, cujos significantes pertencem a um
sistema institucionalizado para a matematizagao de situacdes (VERGNAUD, 1985, 2007).

A situacdo das caixas permitiu passar de um sistema de representacao para o outro (do
organograma para a conta armada, para a escrita linear), combinando diferentes tipos de
representacdo. Esse transito e integracdo entre as maneiras de representar a quantidade de
canetas na embalagem serviram de suporte para que os estudantes expressassem seu

pensamento. A representagao € homomorfica ao pensamento, € a0 mesmo tempo ler a propria
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representacdo permite mudar tal pensamento, em relagdo ao conceito (SPINILLO,
LAUTERT, 2006).

A diversidade de representagdes para a mesma situacao pode apresentar um raciocinio
mais elaborado, a0 mesmo tempo em que os conhecimentos postos em a¢ao no momento da
resolucdo impliquem em representacdes com uma variabilidade conforme os esquemas se
combinem. Assim, encontramos como resultados representagdes diversas para a mesma

situagdo, inclusive para casos individuais, como pode ser observado na Figura 91.

Figura 91— representacdes realizadas pelos estudantes para o problema misto
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Fonte: dados da pesquisa.

Nao ¢ porque o sujeito representa em mais sistemas que o raciocinio ¢ melhor
matematicamente. Olga representou apenas com escrita linear, desenvolvendo uma expressao
numérica elegante e pertinente, enquanto Igor representou em trés sistemas de forma mais
incipiente, porém pertinente a situac¢do. Luiz escreve de forma correta seu pensamento no que
se refere a conta armada e a jun¢do de dados tragada por um organograma, no entanto ao

escrever a expressao numérica, se perde o homomorfismo da representagdo com a situagao.

8.3.7 Consideracoes

Nos processos validos, os estudantes armaram as contas para desenvolvimento de
calculos com algoritmos, sejam eles de adicdo ou multiplicacdo, esquematizaram
organogramas com segmentos de reta que indicavam os caminhos de pensamento que
chegaram para solucionar a questdo, e escreveram em linha horizontal seus célculos,
buscando representar a situagao dada.

O homomorfismo entre a situacao e a representacdo ocorreu de forma mais abrangente
com as contas armadas, necessitando de uma habilidade de sintese maior para escrever a

expressdo numérica adequada ao problema. A maior parte dos estudantes representou com
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mais de um sistema de significante a situagdo, buscando descrever seu pensamento e calcular
por meio da conta armada, e escrevendo em uma linha seus calculos.

Embora os processos utilizados fossem pertinentes, os erros de calculo foram
frequentes, o que leva a crer que os estudantes compreendem o que precisam fazer € como
precisam agir. Estas habilidades sdo mais poderosas que o trabalho com a tabuada, que ¢
necessario, mas nao o foco da aprendizagem matematica.

Percebemos uma possibilidade de atraso da representacdo do problema na forma de
expressao numérica, em relagdo a a¢ao operatoria, isto €, tem mais participantes acertando a
questdo sem representa-la simbolicamente, apresentando uma forma operatéria do
conhecimento e ainda ndo predicativa em relacdo a este sistema de significantes. Outro fator
importante ¢ que as estruturas operatdrias, especialmente a de estrutura de classe, parecem ter
influéncia na organizacdo das representagdes e por isso, diretamente, na qualidade dessas
representacdes, e o calculo mental implicito parece ser um dado que corrobora essa ideia.

Como este estudo ocorre em um periodo pds-pandémico, no qual os jovens do 6° ano
estudaram até o terceiro ano presencialmente e voltaram para a escola ja no 6° ano, e
analogamente os jovens do 8° ano estudaram até o 5° ano presencialmente e retornaram no 8°
ano para o ensino presencial, ¢ interessante ter um vislumbre para a docéncia ao ver os
sujeitos descreverem seus processos de pensamento com diversidade de sistemas de
significantes, escreverem expressdes numéricas e criarem caminhos que permitam solucionar

um problema.
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9 EXPRESSOES NUMERICAS COMO IMBRICACAO ENTRE O CAMPO
CONCEITUAL ADITIVO E O CAMPO CONCEITUAL MULTIPLICATIVO

9.1 Introducao

As quatro operacdes sdo ensinadas, via de regra, iniciando pela adi¢do, seguida da
subtragdao, multiplicagdo e divisdo, sendo que a multiplicagdo ¢ comumente ensinada como
adicao de parcelas iguais. Trata-se de uma aproximagao entre o Campo Conceitual Aditivo e
o Campo Conceitual Multiplicativo, mas para compreender a multiplicagdo existe a
necessidade de uma ruptura. Tal ruptura ¢ fundamental para construir a ideia de um novo
sentido de nimero, que ndo estd presente em uma relagdo de parte-todo, mas de uma
replicacdo de grandezas, por exemplo. Assim, as classes de situacdes presentes no Campo
Conceitual Multiplicativo se diferenciam das do Campo Conceitual Aditivo (NUNES;
BRYANT, 1997, VERGNAUD, 2009).

Uma situagao que contemple, ao mesmo tempo, operacoes de adi¢do ou subtragao e de
multiplicagdo ou divisao ¢ denominada de problema misto (VERGNAUD, 2009). Um
problema misto pode ser representado por uma expressdo numérica, que ¢ composta por
nimeros e operacdes, podendo conter sinais de associagdo e resulta em um valor numérico
unico. Sua resolucdo deve obedecer as propriedades aritméticas e as ordens de prevaléncia das
operagdes e sinais de associacdo. A representacdo de uma situagao de problema misto na
forma de expressao numérica necessita da compreensao das regras de prevaléncia que provém
das propriedades aritméticas e ao mesmo tempo do sentido de cada numero na operagao.
Representar, pois, um problema misto na forma de expressdo numérica requer que o sujeito
compreenda o problema e as ordens das suas operacdes (ARRALIS, 2006, OTTES, 2017).

Além da escrita do problema, a resolucdo do mesmo demanda que a ordem de
prevaléncia e o papel dos sinais de associacdo estejam claros. Embora se possa resolver uma
expressdo numérica somente pela memorizacdo de regras e técnicas, se aponta a fragilidade
de decorar um processo, como por exemplo resolver as operagoes contidas nos parénteses €
ignorar os colchetes. Modelar um problema, representd-lo como expressao numérica e
resolvé-lo requer que o sujeito opere com as relacdes aritméticas ligadas as classes dos
Campos Conceituais Aditivo e Multiplicativo abordadas na situagao.

Para que haja construgdo do conhecimento, segundo a Teoria dos Campos
Conceituais, de Vergnaud (2009), existe a necessidade do enfrentamento de classes

estruturadas de situacdes relacionadas a um conceito, o conjunto dessas situagdes ¢
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denominado campo conceitual. Cada conceito ¢ formado por um conjunto de situagdes,
invariantes operatorios e representacdes. Uma situagdo ¢ resolvida utilizando uma gama de
conceitos, € um conceito ¢ aprendido a partir da resolugdo de varias situagdes, ao longo da
vida (VERGNAUD, 2009b).

Dentre os campos conceituais, destacam-se o Campo Conceitual Aditivo, composto
por todas as situagdes que envolvem em sua resolugdo uma ou mais adi¢des ou subtragdes, € o
Campo Conceitual Multiplicativo, cujas situagdes envolvem uma ou mais divisdes ou
multiplicagdes (VERGNAUD, 2009). O problema aqui apresentado foi classificado
inicialmente como isomorfismo de medidas e composicio de medidas, no entanto, os
resultados apontaram também para a modelagao do problema como propor¢ao multipla.

O objeto de estudo desta pesquisa ¢ a construgao da representacdo do problema misto
como expressao numérica. Uma expressao numérica ¢ a representagdo de um problema
aritmético através da escrita simbolica em uma Unica linha, utilizando operadores, sinais de
associacdo e numeros. Sua resolu¢do depende das propriedades aritméticas e das regras de
prevaléncia e seu resultado ¢ um unico numero. Defendemos que a representagdo e resolugao
de uma expressao numérica ¢ a sintese das quatro operagdes, no sentido de necessitar em seu
desenvolvimento da compreensdo dos sentidos dos nimeros e operagdes, a fim de utilizar as
regras de prevaléncia com significado.

O objetivo da pesquisa € analisar como os elementos de uma expressdo numérica se
movimentam na escrita na resolucdo de um problema misto, por estudantes do Ensino
Fundamental, mediante Método Clinico Piagetiano. O instrumento proposto consiste em uma
situacdo para a qual se solicitou a escrita da expressdo numérica que a representa, bem como

sua resolugao.

9.2 Meétodo

Trata-se de estudo qualitativo, cujo delineamento quanto ao objetivo ¢ de pesquisa
exploratdria, quase-experimental, a partir do Método Clinico de base piagetiana, o qual busca
acompanhar o pensamento em acdo, por meio de entrevistas e situacdes abertas (DELVAL,
2002, GIL, 2002, 2008).

Conforme Termo de Consentimento Livre e Esclarecido e Termo de Assentimento
Livre e Esclarecido, as entrevistas foram gravadas, e os registros em papel produzido pelos
estudantes fizeram parte do corpus a ser analisado, bem como apontamentos da pesquisadora,

escritos apds cada entrevista. O publico-alvo consistiu em estudantes de uma turma de 6° ano
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e trés turmas de 8° ano de escolas publicas do sul do Brasil. Os alunos resolveram uma
expressdo numeérica, € posteriormente uma tarefa, com o apoio de material visual. Durante
cada resolucdo, utilizamos um roteiro guia, modificado conforme as estratégias dos
estudantes.

O problema, que consiste em calcular a quantidade de canetas em uma caixa com
embalagens de estojos, € descrito como: Marta fez uma encomenda de canetas, que vieram em
uma caixa. Na caixa cabem oito embalagens, em cada embalagem estd um conjunto com seis
estojos azuis, e dez estojos amarelos. Em cada estojo azul estdo trés canetas azuis, duas
canetas pretas, duas canetas vermelhas e uma caneta verde. Em cada estojo amarelo estdo
duas canetas roxas e uma caneta cor de rosa. Marta comprou quantas canetas? conforme

Figura 92.

Figura 92 — Material manipulado no dia da entrevista

Fonte: dados da pesquisa.

Trata-se aqui de uma organizac¢do de conjuntos de conjuntos. A ordenag@o necessaria ¢
pertinente de observagdo principalmente na diferenciagdo entre o nimero de canetas no estojo
azul e no amarelo, com a composi¢do de medidas, e a propor¢do simples, como imbricagdo

entre os campos aditivo e multiplicativo em um problema misto.

9.3 Teste Piloto

Procedemos a testagem piloto em uma escola publica de Pelotas, com seis
adolescentes do 6° ano. A situagdo consistiu na resolu¢do do problema das caixas, adicionada
de perguntas que foram excluidas do teste final em fun¢@o da falta de viabilidade e de ndo
enriquecer o didlogo conforme previsto, ndo sendo concernente ao objetivo da pesquisa, sdo
elas: Rozane comprou a metade da quantidade de canetas de Marta. Quantas canetas Rozane
comprou? Quantas dessas canetas eram vermelhas? Os estudantes realizaram as tarefas em
duplas, o que permitiu didlogo, mas ndo foi proficuo em relagio a organizagdo dos dados, pois
um dos colegas ficou em siléncio, concordando com o outro, por isso as entrevistas

posteriores foram individuais.
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Figura 93 — Excerto do protocolo e da entrevista de Nico

S S - 1 Nico: eu peguei o quanto tem de cada uma, ai
: eu somei quantos estojos tem

Entrevistadora: O que que ¢ esse 3 € 0 que que
¢ esse 10, me conta.

Nico: Aqui tem 3 canetas em 10 estojos
By diferentes, e aqui tem 8 em 6 estojos azuis.

Fonte: dados da pesquisa.

Quanto a resolugdo, os alunos montaram uma conta armada para a resolugdo, sendo
que Nico (10 anos, 6° ano), organizou com linhas a resolu¢dao das operagdes. Ao escrever a
expressao numérica relacionada a situagdo, Nico utilizou o sinal de igualdade para separar as
operagoes, fazendo uso incorreto do sentido operacional do sinal de igualdade, pois inseriu
mais de uma vez o sinal de igual, para apresentar os passos de resolugdo. No caso de 10 x 3 =
30 x 8 = 240, a propriedade transitiva ndo se aplica, por exemplo. Nico escreve os passos
dados: dez estojos com trés canetas da 30, vezes oito embalagens dé 240, esse “da tanto” ¢ um
dos sentidos construidos para o sinal de igualdade no Ensino Fundamental, como local para

colocar uma resposta (TRIVILIN; RIBEIRO, 2015).

9.4 Analise de dados

Para analisar como se da a imbricacdo entre o Campo Conceitual Aditivo e o Campo
Conceitual Multiplicativo na resolu¢ao de um problema misto, buscamos entender como os
alunos manejavam a multiplicacdo e a adi¢gdo em uma situacdo, quais caminhos seguiam e
quais representacdes utilizavam na escrita e na resolucdo da mesma (TELES, 2008;
MIRANDA, 2019). Categorizamos as respostas dos estudantes segundo os seguintes critérios:
representacdo escrita da expressdo numeérica, processos utilizados para a resolucao do

problema e uso das operagdes aritméticas.
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A escrita da expressao numérica foi considerada adequada se os sinais de associagao,
as regras de prevaléncia e as propriedades aritméticas fossem respeitadas, e se a expressao
traduzisse a situa¢do de forma correta (BENDER, 1962; ARRAIS, 2006). Os processos
utilizados para a resolugdo de problema foram classificados coerentes quando descrevessem
os procedimentos necessarios para a resolu¢do do problema. O uso das operacdes aritméticas
para escrita e resolu¢do do problema foi estudado segundo a operacdo utilizada (MAGINA,
SANTOS, MERLINI, 2014).

Entendemos que para esta situacdo, manifestam a imbricacdo entre os Campos
Conceituais Aditivo e Multiplicativo, os estudantes que escreveram uma expressdo numeérica
adequada a situacdo e a resolveram corretamente, estando no Nivel 3, sendo o Nivel 3A
descrito por expressdes com o uso de regras de prevaléncia e o Nivel 3B com regras de
prevaléncia e sinais de associagao.

Os estudantes que conseguiram resolver o problema, ainda que com erros de calculo,
mas com processos coerentes e respeitando as propriedades aritméticas, € que ndo escreveram
uma expressao numérica adequada a situacgdo, inserimos no Nivel 2, classificado segundo as
operagdes utilizadas na resolucao, sendo o Nivel 2A utilizando contagem, o Nivel 2B
utilizando adi¢des e o Nivel 2C multiplicagdes.

Os sujeitos cujos processos de resolucdo do problema foram idiossincraticos se
classificaram no Nivel 1, sendo o Nivel 1A totalmente idiossincratico, com a presenca de
fabulagdo, e o Nivel 1B com processos idiossincraticos, mas que ndo respeitaram as relagdes

entre as grandezas presentes na situagao.

Quadro 18 — Niveis na resolu¢do do problema misto

Nivel Subnivel

1A — totalmente idiossincratico

1 — Idiossincratico TSN
1B — processos idiossincraticos

2A — operagdes com adi¢do - contagem

2 - Descritivo — operacional 2B — operagdes com adi¢do

2C — operagdes com adigdo e multiplicagdo

3A — expressdes numéricas com regras de prevaléncia

3 - Expressao Numérica —

o 3B — expressdes numéricas com sinais de associacado e regras de
imbricacao

prevaléncia

Fonte: dados da pesquisa.

A classificagdo dos niveis se deu pela coeréncia nos processos, no desenvolvimento da
resolucdo do problema misto e na sintese da representagao deste problema sob a forma de
uma expressdao numérica. A seguir apresentamos o quadro de analise dos participantes do

estudo de acordo com os critérios evidenciados.
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Quadro 19 — Classificacio dos sujeitos segundo os critérios de analise, nomes ficticios.

Instrumento B — Caixas

Processo Coerente X| X X X X X X[ X X X[ X X[ X] X| X

Mult'lphcaq:ao com algoritmo de X x| x| x| x x| x x| x| x X
Euclides

Expressdo Numérica adequada X X

Resultado Correto X X X X X| X X
Nivel

Fonte: dados da pesquisa.

Com este corpus de vinte e cinco participantes divididos em trés grandes niveis, a

seguir apresentamos o processo de analise que permite essa organizacao.

9.4.1 Nivel 1 — Processos Idiossincraticos

Os processos idiossincraticos sdo estratégias que ndo levam a solugdo do problema.
Sem a compreensdo do objetivo do problema, por exemplo, ndo é possivel tracar metas e
antecipar resultados. Ainda que se compreenda o que o problema pede, apresentar regras de
acdo eficazes exige um esfor¢o para manter a organizacdo do pensamento no sentido de

buscar uma resposta pelo meio mais eficiente possivel (VERGNAUD, 2009a).

9.4.1.1 Nivel 1A

Neste subnivel estdo os sujeitos que tém processos cognitivos muito incipientes e
aproximacodes da situa¢ao que nao permitem uma abordagem razoavel do problema proposto.
Um exemplo ¢ a estudante Edna (16 anos, 6° ano), que inicia com um processo valido, mas
logo no inicio escreve alguns nimeros no protocolo e arrisca outros, ndo conseguindo montar

uma estratégia para a resolugdo do problema.

Figura 94 — Excerto do protocolo e da entrevista de Edna e Enzo

) Entrevistadora - Como ¢ que tu fez?
/{ 30 Ho ¥p 80

Edna - N3o sei, eu fiquei contando na cabeca vendo
alguns numeros

Entrevistadora - E ai como tu vai descobrir quantas
. 8 canetas azuis tem numa caixa?

ik Enzo — (conta as canetas e segue fazendo pares). Tem
' duas canetas em cada estojo.

Fonte: dados da pesquisa.
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Na Figura 94 ¢ possivel evidenciar que ndo ha um raciocinio coerente. O instrumento
¢ composto de seis estojos azuis e dez estojos amarelos em cada embalagem, mas apenas um
estojo azul pode ser aberto, € apenas um estojo amarelo. As canetas dentro dos outros estojos
nao sao acessiveis. Edna conta as canetas dos estojos acessiveis e compde a quantidade onze,
para os dois estojos. A partir dai, infere sobre quantidades de forma pouco organizada, e ainda
que facamos perguntas a respeito da quantidade de estojos e de canetas, a estudante ndo
antecipa possiveis resultados de forma coerente.

A Figura 94 também exibe um excerto do protocolo de Enzo. Da mesma forma que
Edna, o estudante Enzo (13 anos, 6° ano) soma o numero de canetas de um estojo amarelo
com um estojo azul e para. A partir deste momento, manipula as canetas na carteira e nao
desenvolve estratégias. Enzo ndo consegue desenvolver um procedimento para o célculo das
canetas na caixa. Neste caso, o aluno vai fazendo pares de caneta, de modo a ndo responder o
que perguntamos na entrevista.

Enzo realiza o que chamamos de fabulagdo. Segundo Piaget (2008), a fabulacao ¢ uma
estratégia adotada por criangas quando nao ha possibilidade de aproximagao intelectual com a
tarefa proposta. Assim, nota-se que Enzo ndo compreende exatamente o problema. Na
conversa ele conta as canetas de dois estojos, mas ndo opera com as embalagens nem com os
demais estojos, e passa a solicitar a resposta para a entrevistadora.

Tanto Edna quanto Enzo ndo desencadeiam uma sistematizagdo de passos que levem a
um resultado, por isso estio no Nivel 1A. E interessante também notar os diferenciais dos
procedimentos adotados por Rute, que atende aos critérios deste nivel, mas avanga nos
processos construidos para a resolucao do problema, como sera visto no proximo subnivel. A
representacdo do problema traduz apenas o que pode ser visivelmente acessado mediante a
contagem dos lapis dos estojos, por meio de manipulagdo do material. Ao calcular 3+8=11, os
estudantes ndo cometem um erro, no entanto, tal conclusao nao leva a solucdo de quantas
canetas ha na caixa. As regras de acgdo utilizadas pelos estudantes ndo sao eficazes, levando a
processos empregados inadequados.

Nao podemos afirmar os pontos especificos em que os estudantes nao compreenderam
o problema, mas sim que a representacdo da situacao realizada nao apresentou um carater
operatorio, nao levando a um caminho de solucdo para o problema. A falta de eficicia desta
representacdo se deu por ndo refletir a realidade e ndo se adequar-se a um célculo relacional

(VERGNAUD, 2009).
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9.4.1.2 Nivel 1B

Enquadramos neste subnivel os sujeitos que descrevem um processo com
encadeamento logico, mas que nao traduzem o problema de forma correta. A estudante Rute
(14 anos, 8° ano) leva todas as grandezas em consideracao, no entanto, na hora de resolver o
problema, ndo conta o material que estd em sua mao, contando (n-1) objetos. Ao ser

questionada, afirma que “é mais facil assim”, e para “este ja estd”.

Figura 95 — Excerto do protocolo e da entrevista de Rute e Alan

Rute - O numero de estojos, né, eu ndo contei o
numero de estojos que tinham as canetas, porque ja
era o numero, entdo eu multipliquei, 4, 4 vezes 8.

3

Entrevistadora - Por que que tu ndo contou?

L] .
* A Rute - Por que eu ndo contei?
252 Entrevistadora - E
Rute - eu achei que seria mais facil multiplicar

Rute - Eu multipliquei, eu juntei quanto tinha em
cada um e ai eu multipliquei pelo nimero de
caixas.

130 ) Alan - sdo 6, tem 6 estojos, ai eu fiquei com duvida se
o b tenho que fazer 6 mais 8 até chegar no resultado
s Entrevistadora - seis mais oito?

Alan - sim, que ai s8o 6 estojos, e eu tava calculando
que era os estojos mais as canetas

Entrevistadora - por que tu tah fazendo 6+8?

Alan - por causa do niimero de estojos e do niimero
‘ das canetas, ai eu faco seis vezes isso

s Entrevistadora - Ai tu tah dizendo que vai fazer 6
vezes isso, mas fazer 6 vezes isso ¢ a mesma coisa
g que 6 mais isso?

] Alan - eu... se eu fizesse o seis, seis vezes com o oito
3 seria seis vezes, ai nessa aqui seria... na outra eu
fiz dez vezes

Fonte: dados da pesquisa.

Rute produziu a idiossincrasia de ndo levar em consideracao na contagem os estojos
ou as embalagens que “estava usando”, por dizer que ja era o numero, realizando, assim, o
calculo de (n-1) estojos em (n-1) embalagens. A argumentagdo da aluna ndo foi suficiente, ao
afirmar que era mais facil de fazer as contas. Iniciou contando o nimero de canetas nos
estojos azuis, e contando o nimero de estojos. Fez o mesmo procedimento para os estojos
amarelos, e anotou. O processo de multiplicar a quantidade de canetas por estojo, adicionar
esta quantidade e multiplicar pelo nimero de embalagens foi respeitado, salvo o teorema em

acdo falso na contagem dos objetos, que levou o processo a ser idiossincratico. Rute chega a
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iniciar um processo valido, no entanto, erra por ndo contar os estojos que possuem canetas em
sua mao. Sua meta estd bem definida, mas as regras de acdo ndo permitem que produza um
resultado satisfatério em seu processo. Enquanto Enzo, anteriormente, contou apenas as
canetas que pode manipular, Rute ndo leva em conta o que manipula. Diferentemente de Rute,
Alan (10 anos, 6° ano) ndo leva em consideragdo todas as grandezas envolvidas no problema
(VERGNAUD, 2009).

No caso de Alan (10 anos, 6° ano), o estudante ndo leva em consideragdo a quantidade
de embalagens, calculando apenas o nimero de canetas nos estojos. Descrevemos o processo
no qual percebemos que ele multiplica repetidamente pelo nimero de estojos o primeiro
termo, mas ndo pelas embalagens, as quais sdo suprimidas no segundo termo. Ele afirma que
deve usar multiplicagcdes e adi¢des, no entanto, as estratégias utilizadas nao dao conta da
resolucao da situagao.

Por muito tempo compreender o problema foi relegado a questdes de entendimento da
lingua materna, mas existe a necessidade de resolver situacdes variadas, para ampliar os
esquemas que se referem aquele tipo de situacdo, e assim servir de suporte para proximas
resolucdes. Nao se trata, portanto, de um problema de compreensao linguistica, mas também
da falta de experiéncia com a resolucdo de situagdes envolvendo aquele campo conceitual
(VERGNAUD, 2009). A respeito da fala de Alan indicando que iria somar o seis oito vezes,
nos deu pistas para compreender a forma de explicar o seis vezes oito, realizada por boa parte
dos estudantes da pesquisa. Ainda que o processo criado por Alan ndo tenha sido de todo
coerente com a questdo, o sujeito apresenta habilidades superiores na resolucdo deste

problema, em relagdo aos do Nivel 1A.

9.4.2 Nivel 2 - Descritivo — operacional

Os sujeitos que ja compreendem o problema e conseguem expressar modos coerentes
de resolu¢do do mesmo, independente do caminho escolhido, dizemos que produzem
processos coerentes, € fazem parte do Nivel 2. Neste nivel estdo os participantes do estudo
que obtém éxito na tarefa, mas ainda ndo sdo capazes de produzir uma expressao numérica,

seja ela com recursos aditivos ou multiplicativos, que sintetize a situacao apresentada.

9.4.2.1 Nivel 2A

Aqui estdo classificados os sujeitos que apresentam éxito na solugdo da tarefa

proposta, mas 0s processos que adotam para esta resolugdo sao sustentados na adi¢dao, com o
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procedimento de contagem.

Figura 96 — Excerto do protocolo e da entrevista de Caio

I Caio — 140 mais 140 deu 200, tirando 80, deu 80 mais 80.

80, 90, 100, 130, 140, 160.

O on L AR Da onde veio o 80?

. g o+ 1HO ' Dos dois 80, 200 em cima de 200, € os 80, 500, 560.
AWo 3 Entrevistadora — Precisa fazer mais alguma coisa ai?

o e i Caio — Nao, aqui ta feito. [...] Aqui eu ja posso fechar.
axTPeYEOMY Perai, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16. 16.

- S Coloca mais duas ai (caixas)

467 " L Entrevistadora — (empilhando as caixas).

' ) Caio — 32 e 32, 32 mais 16 mais 16, puxa aqui, 32 mais...

64 aqui entdo.

Vai dar 624. Deu.

Entrevistadora — muito obrigada.

Fonte: dados da pesquisa.

O estudante Caio (12 anos, 6° ano) elaborou diagramas para a resolu¢ao da questao,
resolvendo-a por um processo que usa como variavel a quantidade de canetas de cada cor.
Para cada passo dado, o estudante une por meio de tracos as quantidades, que de forma
cumulativa vai adicionando. O procedimento que Caio utilizou para calcular foi de contagem,
e decomposicao.

Caio decompde o 78 em 70 + 8, e faz adicdo de parcelas iguais, organizando-as em
diagramas. A adi¢do por contagem, batendo na mesa ou contando alto na entrevista aponta
para a constru¢do de processos iniciais que levam a adicdo. Esta batida na mesa serve como o
gesto de contagem de palitos, mas o registro ndo se encontra na folha de respostas. Ao
analisar o desempenho e estratégias de criangas a respeito de problemas multiplicativos,
Magina, Santos e Merlini (2014) percebem que muitas das criangas desenham palitinhos ao
invés de escrever os numeros. No caso de Caio, a representacdo ndo € escrita, mas gestual. A
contagem ¢ um procedimento valido para a resolucdo do problema, no entanto, exige

raciocinios menos sofisticados que os dos proximos niveis.

9.4.2.2 Nivel 2B

Neste subnivel encontramos sujeitos que escrevem em conta armada suas adigoes,

outros que fazem diagramas, e ainda alguns que além das adi¢des, estio em um processo de
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escrita das multiplicagdes com o sinal de multiplicacdo, mas ainda sem o algoritmo

euclidiano.

Figura 97 — Excerto do protocolo e da entrevista de Lino e Davi

Lino — 6 é os estojos e 48 € o que tem dentro dos 6
. estojos, sdo as 8 canetas que tem dentro dos 6 estojos.
3 )2 Entrevistadora — Entendi.

7 Lino - E ali eu s6 fiz ali e somei.

Entrevistadora - Quantas vezes tu fez?

Lino -8

Entrevistadora - Por que 8?

Lino - E o que tem dentro da caixa grande

Davi - Pera... 8+8, aqui d4... 48, 8+8 da 48
Entrevistadora - 8+8 d4 quanto?
6 Davi - 8+8 da 48, se eu juntar todos esses 8
48 Entrevistadora - Ah... 8x8?
Davi - Mais
Entrevistadora - Mais? 8+8?
Davi - Aham, da 16
g Davi - E vai seguindo
) b Pgg e Davi — 8 vezes
) n Davi - Pra dar 48, tipo, a conta que eu fiz, s6 que eu
— %05 tenho seguido 6, 48 dividido, nio, vezes, 6.

Fonte: dados da pesquisa.

Nunes e Bryant (1997) explicam que na adi¢do se opera com classes de grandezas de
parte e todo, mas na multiplicagdo h4 um novo sentido para o nimero: o sentido de replicar.
Quando se pensa que em um estojo azul contém oito canetas, € se pergunta quantas canetas ha
em seis estojos azuis, 0 numero seis passa a ser a quantidade de vezes que o oito deve ser
replicado. Este seis ¢ chamado de escalar, um numero sem grandeza. A dificuldade de lidar
com esse sentido pode levar os estudantes a se firmarem na adi¢do de parcelas iguais para a
multiplicagdo, como Caio e Lino.

Com registro diferente de Caio, o estudante Lino (14 anos, 8° ano) dispde as operagdes
na forma de conta armada, e vai adicionando parcelas duas a duas, de modo a facilitar seus
calculos, trabalhando com o dobro. Salvo o caso do “oito vezes trinta”, o procedimento foi
bastante coerente e produziu bons resultados. Lino desenvolve todos os raciocinios
corretamente, mas comete um erro ao calcular 8 vezes 30 e resultar 300. Em um primeiro

momento de andlise pensamos que Lino tivesse repetido o modelo da primeira parte, e ao
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invés de somar oito parcelas de 30, ter somado dez, mas ao recorrer as gravagdes e contar que
sdo oito parcelas de 30, reparamos que o erro foi no calculo, e ndo no processo.

O sujeito ¢ capaz de organizar a situacdo e agrupar estojos e caixas. Entretanto, na
hora de realizar o calculo notamos que ele se vale sempre da adi¢do e em casos nos quais a
multiplica¢do poderia ser empregada hd uso da adi¢do de parcelas. Tal procedimento utiliza o
invariante de parte todo da adicdo, no entanto a constru¢do do pensamento multiplicativo
demanda a ruptura que gera a ideia de um ntimero cujo sentido ¢ de uma relacao escalar entre
duas grandezas.

Assim, notamos que a hesitacdo de Lino em entrar no campo multiplicativo evidencia
uma lacuna dentro dos processos que emprega, como uma transicdo do pensamento aditivo
para o multiplicativo. A multiplicacao ¢ também a adi¢ao de parcelas iguais, mas ndo se reduz
a esse processo, o qual pode levar estudantes a inferir que a multiplicagdo sempre aumenta o
produto, o que nao ¢ verdadeiro. Existe, portanto, uma necessidade de trabalhar situagdes que
provoquem rupturas entre o pensamento aditivo e multiplicativo (MAGINA, SANTOS,
MERLINI 2014).

Lino escreve um nimero abaixo do outro, ndo indicando a operagdo a ser realizada.
Em Davi ¢ possivel ver um avango interessante no sentido da escrita, ao inserir os sinais
graficos. O uso da escrita aditiva para todos os processos aponta para uma exposi¢ao do
pensamento predicativo, € mostra que o estudante compreendeu o processo de multiplicagao
como adicao de parcelas iguais. Pela situacao de lidar com numeros inteiros, isso ndo ¢ um
problema, dai a necessidade da variabilidade de situagdes e de dados numéricos, para que haja
criagdo dos esquemas necessarios a pensar a multiplicagdo para além da soma de parcelas

iguais, e adentrar no Campo Conceitual Multiplicativo.

9.4.2.3 Nivel 2C

Aqui estdo os participantes do estudo que tém éxito na resolugdo da tarefa, nao
constroem ainda uma expressdo que sintetize a situagdo, mas apdiam-se no campo

multiplicativo e utilizam o algoritmo euclidiano da multiplicacao.
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Figura 98 — Excerto do protocolo e da entrevista de Eder e Jane

¥ . Eder - 48 estojos azuis, que tém 8 canetas dentro, entdo

10 % )O \ vezes 8, entdo, 8 vezes 8, 64, 8 vezes 0 4... (contando em
7 B 9 2 voz baixa) deu 32, 32 mais 6 da 38, entdo cada caixona
).-\ = Biie PLJ— ?j_ dessas tém 6, cada caixinha dessas... cada caixona tém 48

YRS . .
S8R filL{ 0 16 estojos azuis

X eH 5 Y X Eder - Vai ter 384 canetas dos estojos azuis.

. —3—/ g ST Eder - Agora vamos somar os dos amarelos. Cada caixa

307 504 7 vem 10 amarelos, 10 vezes 8, 80.
Eder - Ta, entdo quanto, entdo, dentro desse tem 3

q
canetas, entdo 80x3, vou fazer aqui, 80x3, aqui da, aqui
q q q

da 0, aqui da 24 (escrevendo) t4, agora vamo somar,
240+384, aqui da 4... entdo cada, em uma caixona vém
624 canetas.

6 X 3 =128 86 jg!‘i I §=3541
gt N ML
00 X322 4|1 fe4 384 =61

z Jane - T6 pensando em fazer conta de vezes
104 A;g‘ Jane — §eis (inaudiv.el) . 4
A3 jj’g Entrevistadora - Seis vezes oito, o que que € o seis e o que
3a - que € 0 8?
Jane - Seis é a quantidade de estojos e oito é as canetas
b¢ A (calculando as multiplicagdes e contando nos dedos por
2 (’3 240 baixo da mesa).
°% s, 384 [.]
ﬁ N AF{; w4 3% f——f Jane — Quantas caixinhas sdo?
240 6 24

Entrevistadora — Sdo 8 (mostrando).

6 x% % x& 10x3 303

€ x & x8r1O* 570

Fonte: dados da pesquisa.

Eder (11 anos, 6° ano) resolve o problema misto registrando as adigcdes e as
multiplicagdes separadamente, como passos da resolugdo da situagdo. Desenvolve os célculos
com o uso do algoritmo cldssico da multiplicagdo euclidiana e a adicdo. O estudante tenta
escrever a expressao numeérica, mas ao invés de usar os sinais de associacdo, Eder utiliza
barras, como separador de passos cumulativos. A horizontalizagdo da conta armada ¢ um
passo comum que os sujeitos usaram na hora da tentativa de escrita da expressao. No caso de
Jane (11 anos, 6° ano), inicialmente realiza o procedimento da horizontalizacdo, utilizando
espago entre os calculos, e ap0ds, escreve em uma unica expressao, que nao ¢ coerente com o
problema. Neste caso, hd uma transi¢ao, um estadio intermedidrio no qual o sujeito ja ascende
uma representacao, mas usando simbolos e nao signos. Como no caso de Nico, que usa o sinal
de igualdade, Eder usa barras, vai construindo simbolos préprios, descolando outros signos
matematicos de suas fung¢des e recriando-os com outra funcionalidade.

Jane ¢ capaz de resolver a situagdo, empregar diversos recursos do campo
multiplicativo, entretanto no momento de representar a sintese das suas operagdes, escreve

cada passo separado por um sinal de multiplicagdo, ignorando as adi¢des, os sinais de
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associagdo e as regras de prevaléncia necessarias a escrita da expressao numérica que traduz a
situacdo. Para este caso, Bender (1962) afirma que como os sinais de associagdo sdo uma
convencao matematica, escrever a expressao na ordem em que € calculada poderia ser uma
solucdo. O que vemos em Jane ndo € um erro sobre os sinais de associacdo, mas o uso de
diversas expressoes separadas e posteriormente a troca de um sinal de adicdo pelo de

multiplicacdo.

9.4.3 Nivel 3 - Expressao Numérica — imbricacao

Ainda que as estruturas multiplicativas dependam parcialmente de estruturas aditivas,
elas possuem organizacdo intrinseca que ndo ¢ redutivel a aspectos aditivos. Enquanto na
adi¢do os invariantes operatorios ddo conta de operar na mesma classe, na multiplicagdo se
trabalha com classes e subclasses, agrupamentos de agrupamentos, comparagdes entre
diferentes grandezas e formagdo de novas grandezas, como estojos por caixa, por exemplo
(VERGNAUD, 1985). Para além das estratégias pertinentes em multiplicagdo, os sujeitos
categorizados no Nivel 3 escrevem uma expressdo numérica correta para o problema, e
conseguem descrever de forma encadeada as operacdes que representam os passos da

situagdo, que une processos aditivos e multiplicativos em um problema misto.

9.4.3.1 Nivel 3A

Neste subnivel os sujeitos escrevem uma expressdo sintetizando o problema com uso
de representagdes majoritariamente do campo aditivo, respeitando as regras de prevaléncia,

sem o uso de sinais de associagdo, como o caso de Mara (13 anos, 8° ano).



207

Figura 99 — Excerto do protocolo e da entrevista de Mara

e ] e Mara - Aqui? Eu fiz o nimero de estojos vezes o numero
de caixas

Mara - Isso, entdo em cada 80 estojos tém 2 roxas

Mara - E ai eu fiz a conta de multiplicacdo e deu 160

Mara - Que dai sdo 160 canetas roxas e 80 rosas, ja que é
s6 1 em cada

Entrevistadora - Ta! E ai nesse aqui...

Mara - No azul eu fiz a mesma coisa s6 muda os
T nimeros

A5 Entrevistadora - T4, e quanto que deu?

Mara - Deu 6 estojos azuis em cada caixa roxa que dai as
conta de vezes dariam (pensando, murmurando niimeros)
487

Mara - Sdo 160 roxas, 80 rosas, ahn...144 azuis, 96
vermelhas e pretas e 48 verdes

Entrevistadora - Como ¢ que tu fez a conta?

Mara - Eu...botei o niimero de cada...a quantidade de
cada caneta ¢ em vez de botar 2x96, eu botei 96x2 que
tem...

Mara - ...a mesma quantidade de vermelhas e pretas

Mara - Ai eu fiz primeiro a conta de multiplicagio e
depois eu fui somando...somando devagar assim, dos
nlimeros menores pros maiores...ou, nessa ordem, nao sei
se ¢ assim que faz

Fonte: dados da pesquisa.

Notamos que hd o emprego majoritario de operagdes aditivas nas representacoes,
sendo os calculos de multiplicagdo efetuados mentalmente, principalmente por se tratar de
dobros, (KAMII, 2017). E possivel supor que a participante empregue operagdes de
proporcionalidade, entretanto, a representacdo ainda ndo expressa essa habilidade. A riqueza
dessa representacdo esta, dentre outros passos, uma minucia na escrita do termo 96.2, no qual
a participante percebe que o niumero de canetas vermelhas e pretas ¢ o mesmo, dobrando a
parcela. Além do calculo proporcional para cada cor de caneta, a participante descreve uma
comparagao multiplicativa, juntando na mesma classe duas grandezas de mesmo valor.

A estudante escreve uma expressao numeérica coerente para o problema, resolve-a com
0s processos corretos, se equivocando ao somar as parcelas que representavam o numero de

canetas de cada cor. Neste caso hd um predominio das representagdes do campo aditivo, mas
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em um unico momento ja aparece a introdu¢do da multiplicagdo. Para Vergnaud (1985),
encontrar sem erro a operagdo necessaria para a resolu¢do de uma tarefa exige competéncias
distintas, cuja apropriagao pelo aluno demanda um longo periodo, assim, embora a
multiplicagdo ndo seja um recurso generalizado na representagdo de Mara, como no caso do
sujeito do nivel seguinte, evidencia a continuidade dos processos de construcdo da

representacdo de um problema misto na forma de expressao numeérica.

9.4.3.2 Nivel 3B

A escrita de um problema misto na forma de uma expressao numérica respeitando
sinais de associacdo e regras de prevaléncia representa este subnivel. O uso de parénteses,
colchetes e chaves auxilia na separacdo hierarquica das operagdes, dando um sentido de
ordenamento. A reda¢do de uma expressdo numérica com o uso de tais sinais de associacdo
previne uma ambiguidade na representacado de um problema, principalmente se tratando de

um problema misto (BENDER, 1962, OTTES, 2016).

Figura 100 — Excerto do protocolo e da entrevista de Olga

pequena _ ) Olga - (Escrevendo).

(Tempo extenso de siléncio, OLGA registrando as
operagoes contidas no protocolo)

Olga - (Larga o lapis)

Entrevistadora - Tu consegue fazer uma conta so,
numa linha s6, que dé essa... esse raciocinio que tu
fez?

= Olga - Hmm...(toca com o lapis nas setas do
protocolo e escreve a expressao numerica).

Fonte: dados da pesquisa.

A maior parte dos sujeitos representou corretamente as adi¢cdes, como também as
multiplicagdes, mas ndo chegou a escrever o problema em uma linguagem que resumisse a
situagdo. Compreender que os sentidos atribuidos para os fatores diferem dos sentidos das
parcelas exige perceber que a replicagdo se diferencia de agdes entre o todo e as partes. No
caso do numero de canetas em cada estojo, por exemplo, estamos compondo diferentes partes

e formando um todo, mas quando replicamos este nimero de canetas pela quantidade de
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estojos, trabalhamos com duas grandezas: canetas e estojos. Representar em uma mesma
expressdo operagdes cujos sentidos sdo multiplos demanda um refinamento operatdrio
(NUNES; BRYANT, 1996, MAGINA; SANTOS; MERLINI, 2014).

Neste caso, ha uma diferenciacdo do campo aditivo e do campo multiplicativo na
escrita do problema, e uma sintese da compreensio do mesmo, de forma imbricada®®, como
no caso de Olga (13 anos, 8° ano). As relacdes escritas por Olga na expressdo numérica
8.[(8.6)+(3.10)] respeitam tanto as regras de prevaléncia quanto comunicam de forma clara
qual a ordem de realizacdo das operagdes por meio dos sinais de associacdo. A relacao de
parte todo presente na adicdo entre os termos contidos nos parénteses pertence ao Campo
Conceitual Aditivo, como composi¢cdo de medidas, ja a relagdo entre as quantidades contidas
em cada um dos parénteses se classificam como proporgdes entre as grandezas presentes na
situagdo (ARRALIS, 2006, TELES, 2008, VERGNAUD, 2009).

A resolugdo realizada por Olga, sinalizando as prevaléncias operatdrias, indica que a
estudante conhece cada etapa da resolucdo da expressdo numérica, ndo por meio de regras e
técnicas a decorar, como diagnosticado por Freitas (2014), mas por representacdo de uma
situagdo de problema misto. Assim, as propriedades aritméticas postas em a¢ao na resolucao
da expressdo numérica indicam um dominio das classes de situacdo pertinentes, no Campo
Conceitual Aditivo e no Campo Conceitual Multiplicativo, tanto nas regras de prevaléncia das

operagdes quanto nas relagdes entre as grandezas contidas no problema misto.

9.5 Consideracodes

Os estudantes apresentaram, em sua maioria, procedimentos coerentes, ainda que com
resultados equivocados. Para os niveis idiossincraticos, encontramos os totalmente
idiossincraticos, com fabulagdo, e os idiossincraticos, os quais consistiram em agrupamentos
incorretos e confusdo entre as grandezas, ou ainda em processos inventados, mas com algum
nivel de organizagdo matematica.

O processo descritivo-operacional diz respeito aos processos coerentes cujas
representacoes utilizaram sistemas de significantes diferentes da representagdo simbolica. Sua

subdivisao foi realizada de acordo com as operagdes e agdes utilizadas para a resolucao da

28 e - . ~ s . . ~ o ~

om o termo “imbricagdes” caracterizamos um tipo de relagdo em que os campos conceituais se sobrepdem
mutuamente, se articulam e a partir dessa “interconexdo dindmica” sdo gerados novos significados para os
conteidos matematicos em foco. Procuramos pensar nas imbricagdes entre campos conceituais, articulando as
dimensdes epistemoldgica, cognitiva e didatica. O tratamento de situa¢des nas quais estdo envolvidas fortes
imbricagdes exige que os sujeitos naveguem de um campo conceitual para outros e que articulem seus
conhecimentos para tratar de maneira pertinente os problemas postos” (TELES, 2008, p.1).
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tarefa, dentre a adicdo com contagem, adi¢cdo e adi¢do e multiplicagdo. Os sentidos atribuidos
aos numeros pelos estudantes tiveram repercussao nesta organizacao.

Os alunos que além de utilizar processos coerentes representaram a situacao com
expressoes numeéricas se encontram no nivel de expressao numérica, associada a imbricagdo
entre os campos aditivo e multiplicativo, sendo divididos entre os que organizaram sua
representacdo com o uso das regras de prevaléncia ou com o uso de regras de prevaléncia e
sinais de associagao.

Tais movimentacdes dos elementos da expressdo numérica indicam que os estudantes
do Nivel 3 compreenderam o sentido das operacdes de adi¢do e multiplicacdo, as organizando
de tal modo que para além dos processos aditivos e multiplicativos, em uma representagao
envolvendo os dois campos conceituais, de modo que estdo imbricados.

Por meio da resolu¢do de um problema misto na forma de uma situagao oral, com
suporte de material, os estudantes apresentaram diferentes niveis de aprendizagem. As
respostas dos sujeitos variaram entre as que inventam estratégias, organizam-se com ideias de
multiplicagdo como adi¢do de parcelas iguais, as que estdo em processo de construcao de
representacdes simbolicas, com uso inadequado da igualdade, por exemplo, e as que
organizam de forma matematicamente correta uma expressdo numérica, tanto na escrita
quanto na resolugao.

A unido em uma s6 representacdo das diversas operagdes exige conhecimento sobre as
propriedades de prevaléncia. Considerando 20 dos 25 estudantes representaram corretamente
a situacdo em contas armadas, mas ndo conseguiu escrever nem resolver a expressiao
numérica correspondente, sugerimos que atividades com problemas mistos sejam trabalhadas

com os estudantes, desde os anos iniciais, a fim de discutir sobre suas estratégias.
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10 CONCLUSAO

Para pesquisar sobre expressdes numeéricas, nos questionamos sobre o que a Ciéncia
aponta ¢ o que os livros didaticos apresentam sobre o assunto. De posse destes
conhecimentos, produzimos uma investigagdo sobre como estudantes trabalham com
expressoes numeéricas. Assim, esta pesquisa foi composta por trés estudos: um levantamento
realizado em 54 textos académicos, cujos temas abordam ou perpassam as expressoes
numeéricas, um estudo sobre os problemas matematicos de expressdes numéricas encontrados
em sete colecdes de livros didaticos do 6° ano, e um estudo com vinte e cinco alunos de 6° e
8°s anos sobre como ¢ a mobilizagdo de estratégias e conhecimentos para a escrita e resolugao
de uma expressao numérica.

Apresentamos inicialmente os resultados obtidos no levantamento tedrico e na
pesquisa sobre as situacdes de expressdes numéricas nos livros didaticos, os quais nos
permitiram organizar um instrumento que buscasse de uma forma mais especifica atender o
objetivo da pesquisa. Os textos cientificos brasileiros estudados na primeira parte desta
pesquisa se subdividiram conforme a a¢do das pesquisas relatadas: em estudos tedricos sobre
expressOes numéricas, intervengdes em sala de aula com o tema expressdes numéricas e
estudos sobre outros temas nos quais as expressdes numeéricas perpassavam suas
argumentacoes.

Como resultados encontramos que as expressdes numéricas surgem da necessidade de
comunicar ideias, de forma clara, simples e sem ambiguidades, com sinais de associagdo
usados como uma convencdo. A hierarquia das operagdes, na escrita e resolucdo de
expressoes numéricas € ao mesmo tempo um conhecimento logico, devido ao sentido dos
numeros e operagdes presentes na expressao, quanto um conhecimento cultural/social, em
virtude dos sinais de associagao e de sua escrita.

Os estudos que compuseram esta pesquisa, afirmam que as dificuldades relacionadas
as expressoes numéricas se estendem no percurso académico, em virtude da ordem das
operagdes, que, de modo geral, sdo decoradas pelo aluno, ao invés de compreender o
mecanismo de solu¢cdo. Embora o dominio das regras de prioridade dos sinais de associacao e
da ordem na realizagdo dos calculos, e a destreza do aluno em operar com os numeros sejam
fatores relevantes para o éxito académico, as regras precisam fazer sentido, de nada

adiantando decora-las e resolver as expressoes numéricas de forma mecanica.
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A respeito da escrita da expressdo numeérica, os trabalhos indicam que os sujeitos t€ém
dificuldades tanto em realizar a conversdo das expressdes numéricas para a lingua materna,
quanto de interpretar dados e descobrir quais operagdes dao conta da situacdo apresentada,
preferindo problemas convencionais e verbais e afirmando ser dificil identificar na
representacdo dos enunciados a expressdo numérica na forma simbdlica. Constatou-se
também que as dificuldades de compreensdo das expressdes numéricas ndo ocorrem apos a
elucidacao passo a passo realizada pelas professoras.

Os trabalhos estudados no levantamento concluiram que as expressdes numéricas sao
apresentadas nos livros didaticos como uma listagem de regras sem justificativa para a ordem
de prevaléncia, priorizando a técnica. Sua introducdo ¢ realizada através de resolug¢do de
problemas semelhantes aos exercicios de aplicacdo, e os enunciados indicam os algoritmos a
serem utilizados.

Os trabalhos teodricos sobre expressdes numéricas apresentam um ensino
algoritmizado, mecanizado, e sem justificativas matematicas, e sugerem que se organizem
situagdes que discutam os significados das propriedades aritméticas, da hierarquia das
operagoes, das regras de prevaléncia e do uso de sinais de associacdo. Reforcam a necessidade
da generalizagdo de padrdes para a compreensdo das regras, bem como da produgdo de
sentido nas operagdes matematicas.

Os textos sugerem que a partir de situacdes sejam desenvolvidas expressdes numéricas
cada vez mais complexas, com a generalizagdo de situagdes semelhantes, chegando ao uso de
sinais de associacdo por agrupamento de conjuntos. Que se justifique a hierarquia das quatro
operagdes por meio do sentido de numero, e de casos com contra exemplos da aplicagdo das
regras, que se trabalhe com propriedades aritméticas para justificar as regras, em forma de
atividades, para os estudantes construirem o raciocinio estabelecendo conexdes de um
conteudo a outro. Uma das propostas para trabalhar as dificuldades de representacao
simbolica de uma expressdo numérica ¢ a oralidade da linguagem matematica, que necessita
do suporte da lingua materna, cuja verbalizacdo deve ocorrer pela leitura interpretada, ao
invés da recorrente leitura soletrada.

Os estudos sugerem que as regras de prevaléncia sejam trabalhadas por meio do
enfrentamento de situacdes, € que a escrita das expressdes numéricas provenha de problemas,
para que assim tanto a ordem das operagdes quanto os sinais de associa¢do tenham sentido
para o estudante. Os textos nos quais as expressdes numéricas serviram como suporte para
outras pesquisas trabalham a ideia de expressdo matematica de problemas, cujas regras sao

construidas mediante os significados dos nimeros e das operagdes nesses problemas,
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indicando, assim, a necessidade de trabalhar expressdes contextualizadas em situacdes com as
quais seus elementos e regras possam ser interpretados e seu sentido construido.

Das teses, dissertagdes e artigos estudados no levantamento, encontramos que o
principal erro relacionado as expressdes numéricas ¢ quanto a hierarquia das quatro
operagdes, ndo operando com a ordem de prevaléncia e os sinais de associacdo de forma
adequada. A apresentacdo em livros didaticos e outros materiais ¢ descontextualizada,
trabalhando as expressdes numéricas como regras € técnicas a serem memorizadas e
aplicadas. As sugestoes abordadas sdo de maior contextualizagdo, com situagdes que
fomentem nos alunos indagagdes sobre os porqués do uso de tais regras. Dentre as propostas,
encontramos o uso de diferentes metodologias e suportes, como resolu¢do de problemas,
histéria em quadrinhos, desafios e uso de tecnologia. Os textos também sugerem que os
sentidos das operagdes e dos numeros sejam trabalhados, para dar significado a representacao
de um problema como expressdo numérica.

Entendendo como os textos cientificos brasileiros compreendem as expressdes
numéricas, buscamos uma visao mais proxima do ensino na Educagdo Bésica. Para isso, nossa
acdo foi descrever como as situagdes envolvendo expressdes numéricas sao retratadas nos
livros didaticos do 6° ano do Ensino Fundamental, a partir do enfoque da Teoria dos Campos
Conceituais.

As colegdes de livros didaticos estudadas apresentaram situacdes e exemplos que
deveriam ser modelados com a representagdo de expressdes numéricas. Os livros didaticos
apresentam uma variacdo na abordagem quanto as classes e eixos dos Campos Conceituais
Aditivo e Multiplicativo, e ainda que a maioria cumpra o itinerario: explicagdo com exemplo,
exercicios de calcular para depois inserir os problemas, a apresentacdo das expressdes
numéricas se da também no corpo do capitulo, atrelada a situagdes sobre as quatro operagoes.

Ao direcionarmos a analise das questdes de expressdes numéricas para as situagdes,
constatamos que as estruturas apresentadas foram dos Campos Conceituais Multiplicativo e
Aditivo, e em problemas mistos, identificando mais situagdes simples do que complexas. Em
relagdo as operagdes, apresentam maior quantidade de situacdes envolvendo a multiplicagdo,
seguida da subtragdo, divisao e adi¢ao.

A terceira parte do estudo consistiu na produgdo, aplicagc@o e andlise de uma situagdo
contemplando um problema misto, mediante Método Clinico. Os sujeitos da pesquisa foram
estudantes do 6° e 8°s anos de escolas publicas de Pelotas/RS. Analisamos como 0s sujeitos
escreveram e resolveram expressdes numéricas no que concerne a ordem das operacdes e

utilizagdo dos sinais de associacdo, aos processos utilizados e as representagdes. Por fim,
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classificamos as resolucdes conforme as operagdes utilizadas e sua representagao.

Em virtude da maior dificuldade apontada pelo levantamento ser a ordem das
operagoes, iniciamos a terceira parte do estudo buscando verificar como estudantes estruturam
a ordem das operagdes ao resolver uma expressao numeérica na forma simbolica e como
problema misto. Em virtude dos textos trazerem como maior erro a resolucdo de expressoes
numéricas descontextualizadas, nesta parte da pesquisa propusemos como tarefa a resolucao
de uma expressao numérica na forma simbdlica antes do desenvolvimento do problema misto
contextualizado.

Os resultados apontaram que para as operagdes descontextualizadas, os estudantes
erraram tanto na ordem de prevaléncia quanto nos célculos das operagdes, € que os estudantes
tiveram uma diminuicao de erros significativa na representacao da ordem de prevaléncia nas
questdes contextualizadas, bem como no calculo das operagdes realizadas. Existe, portanto, a
necessidade de dar sentido aos contextos dos problemas, para que ndo ocorra simplesmente a
memorizacao de regras.

Os erros cometidos na resolugdo da expressao numérica em sua forma simbolica
(descontextualizada) foram a respeito da ordem de prevaléncia, tanto por nao levar em
consideracdo os sinais de associagdo, quanto aos sentidos das operagdes e suas prioridades. A
ordenagdo das operagdes de duas em duas e a resolucdo da esquerda para a direita fizeram
parte desses equivocos.

As escritas das expressdes numéricas em situagdes ajudam a construir o pensamento
envolvendo as regras de prevaléncia, pois as mesmas auxiliam na compreensao do sentido das
operagdes, de forma que diante da organizagdo da situagdo na expressdo simbodlica, ha o dar-
se conta de que o sentido da operacdo, e dos nimeros envolvidos na mesma, precisam seguir
regras nas quais as operagdes entre as grandezas sejam possiveis. Para que a operagdo na
situagdo faga sentido, para as grandezas apresentadas no problema, tanto os sinais de
associacdo na forma de separadores de operagdo como as regras de prevaléncia devem ser
compreendidos. Assim como a organizagdo das informagdes no diagrama possibilita perceber
a sistematizacdo da situagdo, de forma a auxiliar no processo de resolucao, sendo possivel
uma andlise separada de cada etapa.

Considerando que os estudantes organizam de forma diferenciada a resolugdo de uma
tarefa na forma simbolica e na forma de situagdo contextualizada, e que os sentidos de
numero ¢ operacdes da sentido aos elementos de uma expressdo numérica, analisamos os
protocolos e transcri¢des das respostas dos estudantes quanto as estratégias, desenhando os

diagramas, descrevemos as expressdes resultantes de seus procedimentos representados e
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procuramos detalhar os processos organizados por estudantes do Ensino Fundamental ao
resolver uma situacao de problema misto, com enfoque nas expressdes numeéricas.

Organizamos os processos dos estudantes segundo os diagramas, expressdes
numéricas resultantes e eixos e classes dos Campos Conceituais. Os sujeitos resolveram o
problema de diversas formas, utilizando estratégias que puseram em acdo diferentes
conhecimentos. A andlise dos processos encontrados na resolugdo do problema nos permitiu
perceber uma variedade de caminhos escolhidos pelos estudantes, inclusive de variedade de
eixos no Campo Conceitual Multiplicativo, em propor¢ao simples e propor¢ao multipla.

Os estudantes apresentaram, em sua maioria, procedimentos coerentes, ainda que com
resultados equivocados. A diversidade de procedimentos apresentados exprime algumas das
diversas formas de raciocinar e de estabelecer relagdes entre os dados do problema pelos
estudantes. Embora os processos utilizados fossem pertinentes, os erros de calculo foram
frequentes, o que leva a crer que os jovens compreendem o que precisam fazer e como
precisam agir. Estas habilidades sdo mais poderosas que o trabalho com a tabuada, que ¢
necessario, mas nao o foco da aprendizagem matematica.

As expressdes numéricas que traduziam o problema das caixas foram compostas de
nimeros, operagdes € sinais de associacdo. Dentre as estratégias cujas expressdes numéricas
traduziram o problema, puderam ser observadas as que necessariamente utilizaram sinais de
associagdo, as que em virtude de sua organizacdo utilizaram apenas a prevaléncia operatoria,
e ainda suas versOes comutativas, associativas e distributivas. Varios caminhos elencados
pelos sujeitos foram potencialmente corretos, € a estruturacdo das operagdes e das relagdes
entre as grandezas renderam uma diversidade de processos, os quais puderam ser
representados por diferentes sistemas de significantes. Diante disso, buscamos identificar
como estudantes do 6° ao 8° ano do Ensino Fundamental representam um problema misto
mediante uma situagdo dada, a fim de compreender as imbricagdes entre 0s campos
conceituais aditivo e multiplicativo.

A respeito das representagdes produzidas pelos estudantes na resolugdo da situagdo de
problema misto, o homomorfismo entre a situagdo e a representacdo ocorreu de forma mais
abrangente com as contas armadas, necessitando de uma habilidade de sintese maior para
escrever a expressdo numérica adequada ao problema. A maior parte dos estudantes
representou com mais de um sistema de significante a situagdo, buscando descrever seu
pensamento e calcular por meio da conta armada, e escrevendo em uma linha seus célculos.

Percebemos uma possibilidade de atraso da representacdo do problema na forma de

expressdo numérica, em relacdo a agdo operatdria, com mais adolescentes respondendo de
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forma correta e representando com sistemas de significantes diferentes da expressdo
numérica, apresentando uma forma operatoria do conhecimento e ainda ndo predicativa em
relacdo a este sistema de significantes. Outro fator importante € que as estruturas operatorias,
especialmente a de estrutura de classe, parece ter influéncia na organizagdo das
representacdes e por isso, diretamente, na qualidade dessas representagdes, € o calculo mental
implicito parece ser um dado que corrobora essa ideia.

A maior parte dos estudantes criou processos coerentes, os quais indicaram
conhecimento do sentido das operagdes, bem como da ordem operatéria. No entanto, as
representacdes na forma de expressdo numérica ndo corroboraram com o dominio
apresentado pelos estudantes nas resolugdes nas quais os mesmos utilizaram outros sistemas
de significantes. Aqueles estudantes que representaram corretamente o problema como
expressao numeérica, € o solucionaram, também obtiveram sucesso na expressao numeérica
simbdlica, apresentando conhecimento do sentido de niimero e das operacdes nos campos
conceituais trabalhados, com imbrica¢@o entre o Campo Conceitual Aditivo e Multiplicativo.

De posse dos ordenamentos, procedimentos e representacdes utilizadas pelos
estudantes na resolu¢do da situacdo, procuramos analisar como os elementos de uma
expressdo numérica se movimentam na escrita e na resolu¢do de um problema misto, por
estudantes do Ensino Fundamental, mediante Método Clinico Piagetiano. Organizamos as
respostas dadas por meio dos protocolos, transcricdo das entrevistas e nossas anotacdes, €
ordenamos em niveis conforme a coeréncia, as operagoes € as representagdes dos estudantes
em relagdo ao problema misto.

Dividimos os niveis em idiossincratico, descritivo-operacional e expressdes numéricas
— imbricag¢do. No primeiro nivel registramos os estudantes cuja resposta era de fabulacdo ou
com idiossincrasia. Para o segundo nivel os estudantes que utilizaram processos coerentes,
mas cujas representagdes nao chegaram ao nivel simbdlico de expressdo numérica. Por
ultimo, as expressdes numeéricas, tanto com o uso somente das regras de prevaléncia quanto as
que organizaram sua representacdo com sinais de associagao.

Embora os estudantes do nivel descritivo-operacional tenham entendido o que o
problema pedia e resolvido de forma coerente, sua organiza¢do nao reuniu em uma so
representacdo todos os elementos que constituiam o problema, assim, as regras de prevaléncia
ndo necessariamente foram levadas em conta como estrutura de uma expressdo numérica.

As movimentagdes dos elementos da expressdo numérica, tanto no sentido da escrita
do problema quanto em sua resolucdo, indicam que os estudantes do terceiro nivel

compreenderam o sentido das operagdes de adigdo e multiplicagdo, as organizando de tal
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modo que para além dos processos aditivos e multiplicativos, haja uma imbricacdo entre os
Campos Conceituais Aditivo e Multiplicativo.

Assim, ao analisar as estratégias e processos de pensamento de estudantes de 6° ano e
8° ano em uma situacao que pode ser representadas por expressdes numéricas, por meio do
Método Clinico, a fim de compreender como pode se dar a imbricagdo entre os Campos
Conceituais Aditivo e Multiplicativo, podemos dizer que as expressdes numéricas, como
imbricacdes dos campos conceituais aditivo e multiplicativo, sdo compreendidas por
estudantes de Ensino Fundamental quando suas situacdes sdo representadas em linguagem
simbolica e solucionadas nos diferentes significados que esses campos conceituais
contemplam, e assim tanto as relagdes de ordem quanto de operacionalizagdo sdo melhor
compreendidas pelos estudantes.

Como este estudo ocorre em um periodo pds-pandémico, no qual as adolescentes do 6°
ano estudaram até o terceiro ano presencialmente e voltaram para a escola ja no 6° ano, e
analogamente os jovens do 8° ano estudaram até o quinto ano presencialmente e retornaram
no 8° ano para o ensino presencial, € interessante ter um vislumbre para a docéncia ao ver os
sujeitos descreverem seus processos de pensamento com diversidade de sistemas de
significantes, escreverem expressdes numéricas e criarem caminhos que permitam solucionar

um problema.

A unido em uma sé representacdo das diversas operagdes exige conhecimento sobre as
propriedades de prevaléncia. Considerando que parte importante dos estudantes representou
corretamente a situacdo em contas armadas, mas ndo conseguiu escrever nem resolver a
expressao numérica correspondente, sugerimos que atividades com problemas mistos sejam
trabalhadas com os estudantes, a fim de discutir sobre suas estratégias, € que novas pesquisas
envolvendo outras classes de problemas mistos possam ser realizadas, para compreendermos
mais profundamente as relagdes de imbricagdo entre os campos conceituais delas

constituintes.

As implicagdes educacionais desta tese se dao no sentido de repensar o ensino das
expressdes numéricas, ndo somente como conjunto de regras e técnicas, mas como suporte na
compreensdo do sentido das operagdes. Ao trabalhar as expressdes numéricas a partir de
problemas mistos, esperamos que este trabalho possa servir de apoio a reflexdo das
imbricacdes presentes nas situagdes que contemplam tanto o Campo Conceitual Aditivo

quanto o Campo Conceitual Multiplicativo.
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Para a continuidade da pesquisa, sugerimos a investigagdo com situagdes de
problemas mistos contemplando outras classes, bem como a andlise dos invariantes
operatorios presentes nas resolugdes dos participantes ao resolver uma expressao numérica
proveniente de um problema misto. Recomendamos também a andlise pormenorizada da
influéncia da forma operatoria e da forma predicativa na constru¢do de uma expressao

numérica e na significagdo dos nimeros e operagoes.
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TEXTOS CIENTIFICOS SOBRE EXPRESSOES NUMERICAS DE 2000 A 2020

Fase | Tipo de trabalho Ano | Titulo Autor
A The arithmeticteacher 1962 | Orderofoperations in elementaryarithmetic. Bender
(1962)

A Tese 2002 | O Conhecimento Matematico Escolar: Operagdes | Gregolin
com Numeros Naturais (e adjacéncias) no Ensino | (2002)
Fundamental

A Dissertacdo 2003 | Das sequéncias de padrdes geométricos a Modanez
introdugdo ao pensamento algébrico (2003)

A Dissertacdo 2003 | Generalizacdo de padroes geométricos: Caminho | Nakamura
para a construgdo de expressdes algébricas no (2003)
Ensino Fundamental.

A Dissertagao 2004 | Relacdes logicas estabelecidas por alunos de uma | Oliveira
quarta série do Ensino Fundamental (2004)

A Dissertacdo 2005 | Resolucdo de exercicios aritméticos e memoria de | Kruzielski
trabalho (2005)

A Dissertagao 2006 | Expressdes Aritméticas: Crengas, Concepgoes Arrais (2006)
Competéncias no entendimento do Professor
Polivalente

A Revista do Professor 2007 | Expressdes numéricas: sugestdes de histdrias Lorenzi;
matematicas para uso em sala de aula Chies (2007)

A Dissertacdo 2008 | O jogo como recurso didatico na apropriacdo dos | Soares
numeros inteiros: uma experiéncia de sucesso (2008)

A Dissertacdo 2009 | O Ensino e aprendizagem das expressoes Silva (2009)
numéricas para 5% série
do Ensino Fundamental com a utilizagido do jogo
Contig 60

A Dissertacdo 2010 | Alternativas metodologicas para o ensino de Lopes (2010)
expressdes numéricas: estratégias para construgdo
de aprendizagens significativas

A Tese 2011 | Desenvolvimento de conceitos algébricos por Freire (2011)
professores dos anos iniciais do ensino
fundamental

A Tese 2011 | Sobre o papel da lingua no desenvolvimento de Marcilese
habilidades cognitivas superiores: representacdo, | (2011)
recursividade e cognicdo numérica

A CNEM 2011 | Contextualizando o ensino das expressdes Parmegianni
numéricas no ensino fundamental (2011)

A Dissertacdo 2011 | Formulagdo e resolugdo de problemas Santiago
matematicos: um estudo exploratorio sobre o (2011)
pensamento de criangas do ensino fundamental

A Capitulo de livro 2011 | As expressdes numéricas, o Contig 60® ¢ a Silva; Arruda
formacdo de professores do Ensino Fundamental | (2011)

I

A Dissertacdo 2012 | Caracteristicas da resolucdo de problemas por Watabe
alunos do 4° ano do ensino fundamental (2012)

A Dissertacdo 2013 | O uso de video-aulas de matematica como Menezes
metodologia para a melhoria da qualidade do Junior (2013)
ensino nos anos iniciais na escola municipal
Henrique Dias no municipio de Porto Velho -

RO.

A Dissertacao 2013 | A passagem de textos em lingua materna para Salomao

expressoes aritméticas, mediada pelo uso de uma | (2013)

calculadora
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Dissertacdo 2014 | Expressdes numéricas e suas abordagens em Freitas
livros didaticos de matematica do 6° ano do (2014)
ensino fundamental adotados por uma escola
publica de Cuiaba-MT

Dissertagao 2014 | Desenvolvimento de competéncias e habilidades | Maciel
nas expressoes numéricas por meio do desafio (2014)
dos quatro algarismos para o 6° ano do ensino
fundamental

Dissertacao 2014 | Aritmética modular e criptografia no ensino Souza Neto
basico (2014)

Dissertagao 2015 | Numeros decimais e o tema transversal trabalho e | Fiuza (2015)
consumo: um experimento utilizando uma
sequéncia didatica eletronica

Dissertacdo 2015 | Tabuleiro das Expressoes: Um Auxiliador no Tostes
Ensino da Matematica para Alunos com (2015)
Deficiéncia Visual

Dissertacdo 2016 | Expressdo numérica: a hierarquia das quatro Ottes (2016)
operagdes matematicas

Dissertagdo 2018 | Contribuigdes da resolucdo de problemas em Alves (2018)
aulas de reforgo de Matematica para alunos do 8°
ano do Ensino Fundamental de uma escola
publica municipal de Teixeira de Freitas/BA

Tese 2018 | Identificagdo, conversdo e tratamento de registros | Montenegro
de representagdes semioticas auxiliando a (2018)
aprendizagem de situagdes combinatorias

Dissertagao 2018 | Um objeto de aprendizagem como proposta Paim (2018)
didatica para a aprendizagem das expressdes
numéricas com decimais

Dissertacao 2018 | Pensamento algébrico: quais elementos sdo Soares
identificados por professores de matematica em (2018)
atividades com este foco?

Dissertacdo 2019 | A matematica nos periodos iniciais dos cursos Batista
técnicos e formas de abordagem Junior (2019)

Dissertacdo 2019 | (Re)Construindo Saberes: Uma Proposta De Vieira (2019)
Portal Educacional Para Ingressantes No Ensino
Superior

ENEM 2013 | A vida por tras das expressoes Silva;

Oliveira

(2013)
ENEM 2013 | Bingo das expressdes numéricas Oliveira et

al. (2013),

ENEM 2013 | Experiéncias promovidas pelos jogos “Cubra 12” | S4 (2013)
e “Contig 60” para abordagem de calculo mental
e expressdes numéricas no programa mais
educacado

ENEM 2019 | A produgdo de enunciados de problemas para a Figueiredo,
proposta de (re)formulagdo e resolugdo com o uso | Groenwaldt e
de tecnologias digitais no ensino de expressoes Recalcati
numéricas (2019),

ENEM 2019 | Estagio supervisionado: uma proposta de trilha Silva e
matematica para o ensino de expressdes Moura
numéricas (2019)

ENEM 2019 | Processos de argumentagdo em livros didaticos: Santos,
expressoes numéricas Nascimento

e Attie
(2019)

ENEM 2019 | Eliminando ambiguidades de expressdes Thomé,

aritméticas com o uso correto do seu dialeto Cunha e
Velasco

(2019)
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C Zetetiké 2014 | Construindo significado para expressoes Barbosa;
numéricas multiplicativas a partir do jogo de Magina
mensagem (2014)

C Bolema 2019 | Uma Leitura Utilizando a Lente da Teoria Goulart;
Antropoldgica do Farias (2019)
Didatico acerca de uma Aula sobre Expressoes
Numéricas®

C Paradigma 2020 | Disefio instruccional desarrollado con estudiantes | Groenwaldt
de pregrado en Matematicas con el tema (2020)
Expresiones numéricas

D Revista Latinoamericana de | 2009 | Desenvolvimento do sentido do numero na Rocha;
Investigacion en multiplicagdo. Um estudo de caso com criangas Menino
Matematica Educativa de 7 /8 anos. (2009)

D Revista Latinoamericana de | 2010 | Aquisi¢@o das operagdes combinatdrias por Fernandes;
Investigacion en alunos pré-universitarios através de uma Correia;
Matematica Educativa intervengdo de ensino. Guzmén

(2010)
D Interacc¢des 2012 | A mobilizagdo da capacidade de generalizacdo Mestre;
através da exploragdo de estratégias de calculo: Oliveira
um estudo com alunos do 4.° ano (2012)
D Bolema 2014 | Narrativas Multimodais: a imagem dos Silva (2014)
matematicos em performances matematicas
digitais

D Educagdo Matematica 2017 | Concepgoes de professores de matematica do Santos;

Pesquisa ensino basico sobre a algebra escolar Pereira;
Nunes
(2017)

D Educagdo Matematica 2017 | Analise praxeologica de livros didaticos de Mendes
Pesquisa matematica: o caso dos nimeros binarios (2017)

D Educagdo Matematica 2017 | Um olhar sobre a hierarquia das quatro operagdes | Ottes;
Debate aritméticas nas expressdes numéricas. Fajardo

(2017)

D Educacdo Matematica 2018 | Congruéncia semantica e equivaléncia referencial | Lourenco;

Pesquisa em problemas envolvendo equagdes de 1° grau Oliveira
(2018)

D Revista da UIIPS — Unidade | 2018 | Erros cometidos pelos alunos de 6.° ano a operar | Almeida;
de Investigacdo do Instituto com niimeros racionais Branco
Politécnico de Santarém (2018)

D Em Teia 2019 | A (re)formulagdo e resolugdo de problemas com Figueiredo;

o uso de recursos tecnoldgicos digitais na Groenwald;
Educacdo Matematica Financeira Recalcati
(2019)
D Bolema 2019 | Estratégias, Representagdes e Flexibilidade na Cebdla;
Resolugdo de Tarefas de Comparagao Brocardo
Multiplicativa (2019)

D Educacdo Matematica 2020 | A linguagem simbdlica e a resolugdo de Vieira; Rios;

Pesquisa problemas matematicos no 8° ano do Ensino Vasconcelos
Fundamental (2020)

D REMATEC. Revista de 2020 | Resolucdo de problemas e expressdes numéricas: | Soares;
Matematica, Ensino e o quadro dos quatro quatros e o nunca dois e Pirola (2020)
Cultura numeros bindrios

D Educagao e realidade 2020 | Representacdes Intermediarias na Aprendizagem | Montenegro;

de Situagdes Combinatorias Borba; Bittar
(2020)

29 .
Presente também na Fase D
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APENDICE B

TERMO DE CONSENTIMENTO |LIVRE E ESCLARECIDO

UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE - FURG PROGRAMA DE POS-GRADUACAO
EM EDUCACAO EM CIENCIAS-PPGEC
Termo de Consentimento Livre e Esclarecido

Meu nome é Rita de Cassia de Souza Soares Ramos, sou aluna de doutorado do curso de Péds-
graduacio em Educacdo em Ciéncias — Quimica da Vida e Saude da Universidade Federal do Rio
Grande, e estou realizando esta pesquisa intitulada “Situag6es com expressées numeéricas: imbricacoes
dos campos conceituais aditivo e multiplicativo”, sob orientacdo do professor Dr. Jodo Alberto da
Silva.

Apds realizar o processo de consentimento com vocé e seu (pessoa menor de 18 anos), gostaria de seu
consentimento para ele(ela) participar do estudo, respondendo a uma entrevista que serd gravada. Os
dados coletados serdo usados somente nesta pesquisa, que possui o objetivo de analisar os processos
de pensamento de estudantes de 62 ano em situagdes que podem ser representadas por expressoes
numéricas, por meio do método clinico, a fim de compreender como se estruturam as generaliza¢bes
dos procedimentos algoritmicos a partir da conceitualizacdo. Dessa maneira, a pesquisa trard
beneficios como possibilitar condi¢des de ensino e aprendizagem de expressées numéricas a partir da
analise das concepg¢des dos estudantes, bem como de seus processos de pensamento na resolugdo de
situacbes com as quatro operagdes. Os riscos da pesquisa sdo interferéncia na vida e na rotina dos
sujeitos, embaraco de interagir com estranhos, e com a presenc¢a da camera. Frente a estes riscos o
pesquisador se compromete em garantir para o{a) participante a assisténcia imediata, integral e
gratuita. A participacdo dele(a) é livre de despesas pessoais e de compensacdo financeira. Se existir
qualquer despesa adicional, sera absorvida pelo orcamento da pesquisa. E garantido o direito de se
manter informado(a) sobre os resultados parciais e finais, os quais serdo publicados em eventos e
periddicos cientificos, mantendo-se o anonimato do participante. Garante-se também a liberdade de
retirada do consentimento e do assentimento em qualquer etapa da pesquisa, sem prejuizo a
continuidade do atendimento pela instituicdo. Para tanto, vocé podera solicitar a retirada da
participacdo de seu(sua) (pessoa menor de idade), entrando em contato comigo (endereco: Rua
Princesa Isabel, 85, email: ritamatematica@gmail.com, telefone: {53) 981183013) ou pelo CEP-FURG
(endereco: segundo andar do prédio das pré-reitorias, carreiros, avenida Itdlia, Km 8, bairro Carreiros,
Rio Grande-RS, e-mail: cep@furg.br, telefone: 3237.3011). O CEP/FURG é um comité responsavel pela
andlise a aprovacdo ética de todas as pesquisas desenvolvidas com seres humanos, assegurando o
respeito pela identidade, integridade, dignidade, pratica da solidariedade e justica social. Vocé recebera
uma via deste termo e outra ficard com o(a) pesquisador(a). Vocé aceita participar?

Eu concordo em consentir a

participacdo do(a) nesta pesquisa.

Assinatura do(a) responsavel.

Data__ /[ /

Assinatura do(a) pesquisador(a) responsavel.

Data__ /[ /
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APENDICE C

TERMO DE ASSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE - FURG PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM
EDUCACAO EM CIENCIAS-PPGEC
Termo de Assentimento Livre e Esclarecido

Vocé estd sendo convidado para participar da pesquisa Situagdes com expressoes numéricas: imbricagdes dos
campos conceituais aditivo e multiplicativo. Seus pais permitiram que vocé participe. Queremos analisar os
processos de pensamento de estudantes de 62 ano em situagdes que podem ser representadas
por expressées numéricas, por meio do método clinico, a fim de compreender como se
estruturam as generaliza¢6es dos procedimentos algoritmicos a partir da conceitualizagdo.
As criangas que irdo participar dessa pesquisa tém de 10 a 14 anos de idade. Vocé ndo precisa
participar da pesquisa se ndo quiser, € um direito seu, ndo terd nenhum problema se desistir. A
pesquisa serd feita na sua escola, onde as criangas irdo responder algumas perguntas e jogar
alguns jogos. Para isso, serdo usados jogos e materiais didaticos. O uso dos jogos didaticos é
@ considerado seguro, mas é possivel ocorrer interferéncia na vida e na rotina dos sujeitos,
embarago de interagir com estranhos, e com a presenca da cdmera.
Caso aconteca algo errado, vocé pode nos procurar pelo telefone (53)981183013 da
pesquisadora Rita de Cdssia de Souza Soares Ramos, ou do CEP da FURG (53) 3237.3011. O
CEP/FURG é um comité responsdvel pela andlise a aprovacdo ética de todas as pesquisas
desenvolvidas com seres humanos, assegurando o respeito pela identidade, integridade, dignidade, pratica da
solidariedade e justica social. Mas ha coisas boas que podem acontecer como ajudar outras criangas, com o
beneficio de possibilitar condigées de ensino e aprendizagem de expressées numéricas a partir da andlise das

concepgoes dos estudantes, bem como de seus processos de pensamento na resolugdo de
situagdes com as quatro operacoes. Se vocé morar longe de Pelotas, nds daremos a seus pais
dinheiro suficiente para transporte, para também acompanhar a pesquisa. Ninguém
saberd que vocé estd participando da pesquisa, ndo falaremos a outras pessoas, nem daremos
a estranhos as informagdes que vocé nos der. Os resultados da pesquisa vdo ser publicados,
mas sem identificar as criangas que participaram da pesquisa. Quando terminarmos a

pesquisa nds vamos publicar uma tese com os resultados. Se vocé tiver alguma divida, vocé pode me perguntar.
Eu escrevi os telefones na parte de cima desse texto.
Eu aceito participar da pesquisa Situagdes com expressoes numéricas:
imbricacdes dos campos conceituais aditivo e multiplicativo, que tem o objetivo de analisar os processos de
pensamento de estudantes de 62 ano em situagdes que podem ser representadas por expressoes
numéricas, por meio do método clinico, a fim de compreender como se estruturam as
—: ‘@' (— generalizagoes dos procedimentos algoritmicos a partir da conceitualizagdo. Entendi as coisas ruins
“ e as coisas boas que podem acontecer. Entendi que posso dizer “sim” e participar, mas que, a
E;-" qualquer momento, posso dizer “ndo” e desistir que ninguém vai ficar furioso. A pesquisadora tirou
minhas duvidas e conversou com os meus responsaveis.

Recebi uma cépia deste termo de assentimento e li e concordo em participar da pesquisa.

Assinatura do(a) menor.

Data__ / /

Assinatura da pesquisadora.

Data__/ [/

CEP-FURG - Enderego: segundo andar do prédio das Pré-reitorias, Carreiros, Avenida Italia, Km 8, bairro Carreiros, Rio Grande-RS
e-mail: cep@furg.br, telefone: 3237.3011
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