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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo principal investigar o uso do cálculo fracionário

na modelagem de epidemias de populações interagentes. Primeiro, propomos um modelo SIRD

para duas cidades em interação com derivadas fracionárias. Depois investigamos o problema de

reinfecção através de um modelo SIRS com e sem vacinação. Em todos os modelos propostos

analisamos a existência de pontos fixos e sua estabilidade. Para investigar os efeitos introduzidos

na dinâmica pelas derivadas fracionárias, resultados numéricos foram obtidos e comparações

foram realizadas entre modelos com derivadas fracionárias e modelos de derivada inteira. Além

disso, como exemplo de aplicações, fizemos uma comparação do modelo SIRD proposto com

dados reais de Rio Grande e Pelotas.

Palavras-chaves: Dinâmica de Populações; Equações Diferenciais Fracionárias; Mo-

delo SIRD; Coronavírus (COVID-19).



ABSTRACT

The present work has as main objective to investigate the use of fractional calculus

in the modeling of epidemics of interacting populations. First, we propose a SIRD model

for two interacting cities with fractional derivatives. We then investigated the problem of

reinfection using a SIRS model with and without vaccination. In all the proposed models, we

analyzed the existence of fixed points and their stability. To investigate the effects introduced

in the dynamics by the fractional derivatives, numerical results were obtained and comparisons

were made between models with fractional derivatives and models with integer derivatives.

Furthermore, as an example of applications, we compared the proposed SIRD model with real

data from Rio Grande and Pelotas.

Palavras-chaves: Population Dynamics; Fractional Differential Equations; SIRD

Model; Coronavirus (COVID-19).
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1 INTRODUÇÃO

O Cálculo Fracionário, também conhecido como cálculo de ordem não inteira, é uma

generalização do Cálculo Diferencial e Integral (o cálculo geralmente estudado no início da

graduação de cursos na área de ciências exatas e da terra). Desde o início da história do

Cálculo Diferencial e Integral, grandes matemáticos como Leibniz, L’Hospital, Euler e Liouville,

entre outros, desenvolveram suas ideias sobre o cálculo de derivadas e integrais de ordem não

inteiras. Em especial, o Cálculo Fracionário teve origem a partir de uma sucessão de trocas

de cartas entre L’Hospital (1661 - 1704) e Leibniz (1646 - 1716) em 1695. Em uma dessas

cartas, L’Hospital pergunta a Leibniz qual seria o significado se tomar n = 1
2

em dny
dxn . Leibniz

respondeu a carta com uma proposta de derivada de ordem 1
2

e concluiu: ”Um dia isso trará

consequências úteis” (Oldham and Spanier, 1974).

Apesar de ter uma história de mais de três séculos, só nas últimas três décadas o

Cálculo Fracionário despertou mais atenção devido as suas aplicações nas mais diversas áreas.

Isso se deve ao fato de que a modelagem realista de um fenômeno físico não depende apenas

do tempo instantâneo, mas também da história do tempo anterior. Ultimamente, uma grande

quantidade de estudos foi desenvolvida sobre a aplicação de equações diferenciais fracionárias,

em várias áreas das ciências aplicadas, tais como mecânica de fluidos, viscoelasticidade, biologia,

física, engenharia, etc (Varalta, 2014).

Dentre as áreas de aplicação do Cálculo Fracionário, pode-se destacar a necessidade

de compreender a proliferação de doenças infecciosas do ponto de vista dinâmico. A área da

ciência conhecida como Epidemiologia Matemática propõe modelos que possam ajudar a traçar

políticas de controle dessas doenças. O fator mais importante no estudo de doenças infecciosas

está relacionado com a melhoria do controle epidêmico de forma a erradicá-las o mais rápido
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possível. Com isto surgem os modelos matemáticos, ferramentas poderosas nesta abordagem,

que nos permitem otimizar o uso de recursos ou simplesmente direcionar para medidas de

controle mais eficientes.

Um dos modelos mais estudados é o modelo compartimental denominado SIR (onde

os indivíduos de uma população são divididos nas categorias/compartimentos de Suscetível,

Infectado e Recuperado). Este modelo SIR nos permite analisar determinadas características de

diversas doenças infecciosas, tais como, a fase epidêmica, o patamar endêmico em que a doença

se encontra e a existência de limiares nas taxas de propagação para possibilitar a erradicação

de doenças infecciosas pelo mecanismo de extinção (por exemplo, através de vacinação) dos

pontos fixos não-nulos.

Com base nessa premissa, e em virtude do cenário atual onde o mundo enfrenta a

pandemia causada pelo coronavírus (COVID-19), uma doença infecciosa causada pelo vírus da

síndrome respiratória aguda severa 2 (SARS CoV-2) pertencente à classe da SARS, a modelagem

matemática de epidemias nunca se fez tão necessária. Embora o surto de coronavírus SARS

(SARS-CoV) em 2003 tenha sido fatal para 9% dos indivíduos infectados, ele não se tornou

uma pandemia global, pois apesar de ter se espalhado para 26 países, foram reportados apenas

8.000 casos. O novo surto de coronavírus, no entanto, tornou-se uma ameaça sem precedentes

à saúde pública em todo o mundo (Owusu-Mensah, 2020).

Os primeiros casos de infecção por Covid-19 ocorreram em dezembro de 2019 na

cidade chinesa de Wuhan, província de Hubei, na China, foi declarado uma emergência de

saúde pública de importância internacional pela Organização Mundial da Saúde (OMS) no dia

30 de janeiro de 2020. Posteriormente, no dia 11 de março de 2020, a OMS declarou a pandemia

de COVID-19 (Morais et.al, 2021). No Brasil o primeiro caso confirmado foi em 26 de fevereiro

de 2020, o registro do primeiro óbito se deu em 17 de março, levando o Ministério da saúde a



18

propor o isolamento social em 18 de março.

Decorrente da importância de compreender a proliferação de doenças infecciosas no

estudo da dinâmica de populações, encontra-se na literatura uma quantidade significativa de

trabalhos que abordam o assunto. Em especial, apontamos alguns estudos relacionados à

dinâmica da COVID-19 no Brasil e uma proposta de abordagem para populações distintas

interagentes.

O artigo de (Almeida, 2018) têm como ideia principal focar em modelos que consistem

em equações diferenciais fracionárias para descrever a dinâmica de certas epidemias. Para o

trabalho, a população foi dividida em quatro partes, suscetíveis, exposta, infecciosa e recuperada

(SEIR). O autor apresenta um estudo analítico, mostrando que o modelo possui dois pontos de

equilíbrio (equilíbrio livre de doença e equilíbrio epidêmico).

Em (Silva, 2020), foram analisados dados referentes ao número de casos confirmados e

mortes causadas pela COVID-19 nos estados do Paraná (PR), Rio Grande do Sul (RS) e Santa

Catarina (SC). O objetivo do estudo é compreender alguns aspectos da disseminação da doença

na região Sul do Brasil a partir da obtenção do Número Efetivo de Reprodução (NER) Re de

cada estado, usou-se para isso o modelo SIRD, que é uma generalização do conhecido modelo

compartimental SIR que inclui a taxa de mortes da população, denotada por D. Mostrou-se

que esse modelo, apesar da sua simplicidade, descreve com precisão os dados do passado e

possibilita fazer projeções confiáveis para as tendências da epidemia em cada localidade. Para

os resultados mostrou-se que, até o dia 6 de junho de 2020, SC era o único estado da região

Sul com Re < 1, o que indica que o número de novos casos tende a diminuir na hipótese desse

cenário ser mantido. Por outro lado, PR e RS apresentam Re > 1, de forma que o crescimento

do número de infectados pode continuar por algumas semanas caso novas medidas não sejam

tomadas.
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Finalmente, no contexto de populações interagentes, no trabalho (Lazo; Cezaro, 2020)

é proposto um modelo SEIR (Suscetível, Exposto, Infectado e Recuperado) estruturado de

interação de n populações distintas para descrever a propagação de doenças pandêmicas como

a COVID-19. Para os autores o modelo proposto tem a flexibilidade de incluir comunidades

geograficamente separadas, bem como levar em consideração o envelhecimento dos grupos da

população e suas interações. Foram mostrados suposições distintas sobre a dinâmica do modelo

proposto que levam a uma curva semelhante a um platô da população infectada, refletindo

dados coletados em grandes países como o Brasil. Tais observações apontam para a seguinte

conjectura: ”A difusão da doença COVID-19 das capitais para o interior do Brasil pode ser

responsável pelo surgimento de um platô na curva de infectados”.

Neste trabalho, com o objetivo de entender o processo de difusão de doenças entre

populações vizinhas, e também compreender o papel da modelagem com Cálculo Fracionário

deste problema, vamos estudar modelos estruturados de epidemia compartimental do tipo SIR

(os indivíduos da população dividem-se em três categorias, os suscetíveis, os infectados e os

recuperados/removidos) para populações interagentes. Mais precisamente, vamos estudar dois

tipos de modelos. Primeiro vamos estudar um modelo SIRD, depois estudaremos modelos do

tipo SIRS, sem e com vacinação, onde indivíduos recuperados tornam-se suscetíveis novamente.

Como aplicação, faremos uma comparação dos resultados obtidos pelo modelo SIRD de popu-

lações interagentes com os dados referentes ao número de casos confirmados e mortes causadas

pela COVID-19 nos municípios de Pelotas e Rio Grande. A solução do modelo será obtida atra-

vés do software Python, e os dados relativos as populações empregados neste trabalho foram

extraídos do site da Prefeitura do Rio Grande e da Prefeitura de Pelotas.

Parte dos resultados apresentados neste trabalho foram aceitos para publicação na

revista Trends in Computational Applied Mathematics-TEMA, e também foram apresentados
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em eventos como: X ERMAC RS, XL CNMAC - 2021 e 20ª Mostra da Produção Universitária

da Universidade Federal do Rio Grande - FURG.

Para atingir os objetivos propostos, esse trabalho está organizado em capítulos: sendo

que o primeiro contempla esta introdução. No segundo faz-se uma breve revisão das caracte-

rísticas e propriedades do modelo epidemiológico SIR. No terceiro capítulo, apresenta-se um

breve apanhado histórico do Cálculo Fracionário, bem como suas definições para integrais e

derivadas de ordem fracionária. No quarto, discute-se o modelo fracionário para a dinâmica de

populações interagentes SIRD. No quinto capítulo, será apresentado uma generalização do mo-

delo SIR, considerando a possibilidade de reinfecção, e a introdução da campanha de vacinação

à taxa constante. Por fim, no sexto capítulo, apresenta-se as conclusões a respeito dos modelos

fracionários de interação entre populações.
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2 MODELO SIR

Neste capítulo apresentaremos uma breve revisão das principais características e pro-

priedades do modelo epidemiológico SIR. Este modelo, proposto por Kermack e McKendrick

em 1927, é um modelo de compartimentos que caracteriza o estado do indivíduo ao longo do de-

senvolvimento de uma doença, relacionando-os por meio de um sistema não-linear de equações

diferenciais (Hethcote, 2000; Keeling, 2008; Kretzschmar, 2009).

No modelo SIR os indivíduos são divididos em três compartimentos (ou classes) dis-

juntas, cada compartimento indica o estado atual da doença nos indivíduos da população,

denotados por:

a) Suscetíveis S(t): indivíduos saudáveis que estão expostos a uma eventual infecção.

b) Infectados I(t): indivíduos que estão infectados e que são possíveis causadores de novas

infecções.

c) Recuperados R(t): indivíduos recuperados da doença, passando assim a se tornar imune

a uma nova infecção.

O número total de indivíduos em cada classe varia com o tempo e S(t), I(t) e R(t)

são funções que dependem do tempo t. O número total N de indivíduos na população é a soma

dos três compartimentos:

N(t) = S(t) + I(t) + R(t). (2.1)

Para simplificar a modelagem das interações entre os compartimentos, assumimos as

seguintes hipóteses:
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correspondente ao máximo da curva de infectados. Após esse máximo, as variáveis do modelo

aproximam-se de assíntotas horizontais, que como veremos na próxima subseção, representam

um estado de equilíbrio epidêmico da doença. Discutiremos a seguir algumas características do

modelo SIR (2.2).

2.1 Pontos de Equilíbrio e Estabilidade Local

Nessa subseção discutiremos o estado (ou ponto) de equilíbrio do sistema (2.2) e sua

estabilidade.

Por simplicidade, nesta e nas próximas seções trabalharemos com as variáveis do

problema normalizadas, ou seja, com as frações suscetíveis S
N

, infectadas I
N

e recuperada R
N

,

respectivamente. Isto equivale a fazer N = 1 em (2.2). Desta forma, as variáveis S, I e

R representarão, a partir daqui, as frações da população total de suscetíveis, infectados e

recuperados.

2.1.1 Pontos de Equilíbrio

Quanto a existência de pontos de equilíbrio (soluções independentes do tempo), temos

que quando t → ∞ a solução do modelo (2.2) tende a assíntotas horizontais que representam

este ponto de equilíbrio. Quando este ponto de equilíbrio tem valor não nulo para a fração

de infectados I, a doença nunca desaparece, tornando-se epidêmica. Para encontrar o ponto

de equilíbrio, precisamos analisar sob quais condições as variáveis S, I e R tornam-se cons-

tantes. Chamaremos esses valores constantes de S∗, I∗ e R∗, respectivamente. Para encontrar

(S∗, I∗, R∗), fazemos Ṡ = 0 e İ = 0 (onde Ṡ e İ representam a taxa de crescimento das popula-
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ções de suscetíveis e infectados) nas primeiras duas equações de (2.2) (o valor de equilíbrio R∗

pode ser obtido de S∗ e I∗ pois N = 1 = S + I + R). Então, da equação (2.2), temos:



















µ − (βI∗ + µ)S∗ = 0

βS∗I∗ − (µ + γ)I∗ = 0.

(2.3)

A partir da segunda equação do sistema (2.3), obtemos:

I∗(βS∗ − µ − γ) = 0,

logo, I∗ = 0 (que chamaremos de caso 1) ou βS∗ − µ − γ = 0 (caso 2) que tem duas soluções:

Caso 1) Se I∗ = 0, substituindo na primeira equação em (2.3) tem-se:

µ(1 − S∗) = 0,

portanto:

S∗ = 1.

Logo, temos R∗ = 1 − S∗ − I∗ = 0. Assim, obtemos o ponto de equilíbrio P1(S∗, I∗, R∗) =

(1, 0, 0), chamado de ponto de equilíbrio livre de doença.

Caso 2) Se S∗ = µ+γ
β

, substituindo na primeira equação, então teremos:

µ − βI∗

(

µ + γ

β

)

− µ

(

µ + γ

β

)

= 0,

de onde obtemos:

βµ − βI∗(µ + γ) − µ(µ + γ) = 0.
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Isolando I∗, teremos:

I∗ =
βµ − µ(µ + γ)

β(µ + γ)
,

logo:

I∗ =
µ

µ + γ
− µ

β
.

Portanto, P2(S∗, I∗, R∗) =
(

µ+γ
β

, µ
µ+γ

− µ
β
, 1 − γ

β
− µ

µ+γ

)

, corresponde ao ponto de equilíbrio

epidêmico. Neste caso, para tempos grandes, sempre haverá um número contante de pessoas

infectadas na população.

2.1.2 Estabilidade

A ideia fundamental da teoria da estabilidade linear é linearizar o sistema dinâmico

próximo a um ponto de equilíbrio para entender a dinâmica desse sistema através do compor-

tamento das soluções que estejam próximas a esse determinado ponto (Strogatz, 2001). Como

R = 1 − S − I, podemos reduzir o sistema (2.2) às duas primeiras equações:



















dS
dt

= µ − (βI(t) + µ)S(t) = f(S, I)

dI
dt

= βS(t)I(t) − (µ + γ)I(t) = g(S, I).
(2.4)

Supondo que S∗ e I∗ são valores de um ponto de equilíbrio do sistema, temos:

f(S∗, I∗) = g(S∗, I∗) = 0.

Se U = S−S∗ e V = I −I∗ são as amplitudes de pequenas perturbações em relação à solução do

ponto de equilíbrio (funções S e I próximas de S∗ e I∗), para determinar se essas perturbações

crescem ou diminuem com o tempo, precisamos derivar as funções U e V . Vamos considerar
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primeiro U :

U̇ = Ṡ = f(U + S∗, V + I∗)

= f(S∗, I∗) + U
∂f

∂S
(S∗, I∗) + V

∂f

∂I
(S∗, I∗) + O(U2, V 2, UV )

= U
∂f

∂S
(S∗, I∗) + V

∂f

∂I
(S∗, I∗) + O(U2, V 2, UV ),

(2.5)

onde expandimos em Taylor, e usamos f(S∗, I∗) = 0. De forma similar encontramos:

V̇ = İ = U
∂g

∂S
(S∗, I∗) + V

∂g

∂I
(S∗, I∗) + O(U2, V 2, UV ). (2.6)

Como os termos quadráticos em (2.5) e (2.6) são pequenos, para pequenas perturbações pode-

mos linearizar o sistema formado pelas equações (2.5) e (2.6) como:











U̇

V̇











=











∂f
∂S

(S∗, I∗) ∂f
∂I

(S∗, I∗)

∂g
∂S

(S∗, I∗) ∂g
∂I

(S∗, I∗)





















U

V











. (2.7)

A matriz neste sistema (2.7) é chamada de matriz Jacobiana. A solução desse sistema linear

descreve a evolução temporal de pequenas perturbações em relação à solução de equilíbrio

do modelo original. Como as soluções de (2.7) são funções exponenciais que dependem dos

autovalores da matriz Jacobiana, podemos utilizar esses autovalores para caracterizar os pontos

de equilíbrio de um sistema dinâmico quanto a sua estabilidade (Strogatz, 2001). Se todos os

autovalores da matriz Jacobiana tiverem partes reais positivas, as perturbações crescerão, e

dizemos neste caso que o ponto de equilíbrio é instável (ou um repelidor). Se todos os autovalores

tiverem partes reais negativas, as perturbações diminuirão com o tempo, e dizemos que o ponto

de equilíbrio é estável (ou um ponto atrator). Se pelo menos dois autovalores tiverem partes

reais com sinais opostos, então algumas perturbações crescerão e outras diminuirão com o

tempo, neste caso temos um ponto de sela e o equilíbrio também será estável. Finalmente, se
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a parte real de todos os autovalores for nula, as perturbações serão funções periódicas. Desta

forma, a estabilidade dos pontos de equilíbrio de um sistema podem ser classificados de acordo

com seus autovalores.

A matriz Jacobiana para o modelo SIR reescrito (2.4), é dada por:

J(S∗, I∗) =











∂f
∂S

(S∗, I∗) ∂f
∂I

(S∗, I∗)

∂g
∂S

(S∗, I∗) ∂g
∂I

(S∗, I∗)











=











−βI∗ − µ −βS∗

βI∗ βS∗ − µ − γ











. (2.8)

Vamos analisar a estabilidade dos dois pontos de equilíbrio do modelo SIR:

Caso 1) Para o ponto de equilíbrio P1(S∗, I∗, R∗) = (1, 0, 0) a matriz Jacobiana (2.8)

se reduz à:

J(P1) =











−µ −β

0 β − (µ + γ)











, (2.9)

que tem autovalores:

λ1 = β − µ − γ e λ2 = −µ. (2.10)

Como todos os parâmetros do modelo são positivos (β, µ, γ ≥ 0), o autovalor λ2 será sempre

negativo. Portanto, o ponto de equilíbrio livre de infecção P1(S∗, I∗, R∗) = (1, 0, 0) será estável

quando β < µ + γ, essa desigualdade significa que o contágio está sendo menor que a soma das

taxas de recuperação e natalidade/mortalidade, por isso o caso de infectados não irá evoluir

(neste caso λ1 < 0) e instável se β > µ + γ, quando o contágio ultrapassa a soma dessas

taxas, teremos um aumento no número de infectados e o surgimento de uma epidemia (neste

caso λ1 > 0). Quando o equilíbrio é estável, ao inserir um número pequeno de indivíduos

infectados em uma população majoritariamente suscetível (pequena perturbação) não ocorrerá

epidemia. O sistema tenderá exponencialmente ao equilíbrio livre de doença. Por outro lado,

se o equilíbrio for instável, ao inserir um número pequeno de indivíduos infectados a doença se
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espalhará (a perturbação, número inicial pequeno de infectados, cresce com o tempo) e teremos

o surgimento de uma epidemia.

Caso 2) No ponto de equilíbrio epidêmico P2(S∗, I∗, R∗) =
(

µ+γ
β

, µ
µ+γ

− µ
β
, 1 − γ

β
− µ

µ+γ

)

,

após a ocorrência de uma epidemia, a doença nunca desaparecerá e o número de infectados ten-

derá, para grandes tempos, para um valor contante I∗. A matriz Jacobiana calculada no ponto

de equilíbrio epidêmico é:

J(P2) =











− βµ
µ+γ

−(µ + γ)

βµ
µ+γ

− µ 0











, (2.11)

que tem como autovalores:

λ1 = −βµ −
√

∆
2γ + 2µ

e λ2 = −βµ +
√

∆
2γ + 2µ

, (2.12)

onde ∆ = 4µγ3+(12µ2−4βµ)γ2+(12µ3−8βµ2)γ+4µ4−4βµ3+β2µ2). A parte real do autovalor

λ2 é sempre negativa. Logo, a estabilidade do sistema depende do sinal da parte real do primeiro

autovalor. Para fazer a análise desse sinal, ao invés de olhar para a expressão de λ1, podemos

analisar o traço e o determinante da matriz Jacobiana. Isto porque os autovalores podem ser

convenientemente expressos a partir do traço e do determinante da matriz Jacobiana associada

ao sistema (Almeida, 2014). Se det(J(P2)) < 0, então temos que P2(S∗, I∗, R∗) é um ponto de

equilíbrio instável (Almeida, 2014). Se det(J(P2)) ≥ 0 e tr(J(P2)) > 0, então P2(S∗, I∗, R∗)

também é um ponto de equilíbrio instável (Almeida, 2014). Por outro lado, se det(J(P2)) ≥ 0

e o tr(J(P2)) < 0, então temos que P2(S∗, I∗, R∗) é um ponto de equilíbrio estável (Almeida,

2014).
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O traço e o determinante da matriz 2.11, são:

tr(J(P2)) = − βµ

µ + γ
,

e

det(J(P2)) = µ(β − µ − γ).

Como tr(J(P2)) < 0 pois β, µ, γ > 0, a estabilidade irá depender do sinal do determinante da

matriz Jacobiana. Temos um ponto de equilíbrio instável quando o determinante for negativo

(quando β < µ+γ). No entanto, este ponto de equilíbrio instável não é biologicamente relevante

(deve ser descartado) pois corresponderia a um ponto de equilíbrio com S∗ = µ+γ
β

> 1 e, para

que o sistema normalizado tenha sentido, devemos ter 0 ≤ S∗ ≤ 1. Por outro lado, teremos um

ponto de equilíbrio estável (e biologicamente relevante) para det(J(P2)) ≥ 0 (quando β ≥ µ+γ).

2.2 Número de Reprodução Básica

Dada uma população majoritariamente suscetível, uma epidemia ocorrerá se, após a

inclusão de um pequeno número de indivíduos infectados, o número de infectados crescer com o

tempo, isto é, inicialmente temos İ > 0. Portanto, de (2.2) com N = 1, teremos uma epidemia

quando inicialmente tivermos:

I (βS − µ − γ) > 0. (2.13)

Portanto, como inicialmente temos S ≈ 1:

I(µ + γ) (R0 − 1) > 0, (2.14)
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onde definimos o Número de Reprodução Básica R0 = β
µ+γ

. Esse número R0 pode ser interpre-

tado como o número esperado de novas infecções produzidas por um único infectado colocado

em uma população de hospedeiros constituída unicamente por suscetíveis. Este número é uma

medida do potencial de propagação de doenças dentro de uma população (Bartolomeu, 2018).

Para o parâmetro R0, consideram-se os seguintes valores:

a) R0 = 1, temos uma situação de equilíbrio epidêmico (número constate de infectados);

b) R0 > 1, o número de infectados aumentará;

c) R0 < 1, o número de infectados vai diminuir até o desaparecimento da doença.

Após o instante inicial, quando já não temos uma população livre da doença, define-se

a reprodução efetiva Re, isto é, Re é o número médio de casos secundários produzidos por

um indivíduo infectado em uma população não totalmente suscetível. Se S(t) é a fração de

indivíduos suscetíveis na população, temos que:

İ = I (βS − µ − γ) = I(µ + γ)

(

β

µ + γ
S − 1

)

= I(µ + γ) (Re − 1) , (2.15)

onde Re = R0S(t).

É importante observar que, em uma situação de equilíbrio (como no caso do ponto de

equilíbrio P2(S∗, I∗, R∗) =
(

µ+γ
β

, µ
µ+γ

− µ
β
, 1 − γ

β
− µ

µ+γ

)

) cada infecção produz em média uma

segunda infecção, portanto, Re = 1, logo:

R0 =
1

S∗(t)
=

β

µ + γ
. (2.16)

Portanto, o ponto de equilíbrio epidêmico S∗ = 1
R0

está diretamente relacionado com o inverso
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de R0. Como consequência, uma das importâncias de R0 encontra-se no fato desse parâmetro

ser capaz de identificar as tendências de evolução da epidemia.
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3 O CÁLCULO FRACIONÁRIO

Neste capítulo vamos apresentar, um apanhado histórico do Cálculo Fracionário, e

em detalhes apresentaremos algumas definições básicas para integrais e derivadas de ordem

fracionária, que serão de extrema importância para o próximo capítulo.

3.1 A Origem do Cálculo Fracionário

O cálculo de ordem não-inteira, conhecido como Cálculo Fracionário, teve seu início

em 30 de setembro de 1695 quando l’Hôpital escreveu uma carta à Leibiniz perguntando qual

seria o significado de uma derivada de ordem 1
2
. Leibniz respondeu a carta de l’Hôpital dizendo

que o valor de d
1

2 x é x
√

dx : x. Além de Leibniz e l’Hôpital, outros brilhantes matemáticos, tais

como Euler, Lagrange, Laplace, Fourier, Abel, Heaviside, Liouville, entre outros, estudaram o

assunto levando às primeiras definições de derivadas e integrais fracionárias (Diethelm, 2010;

Lazo, 2012; Oldham and Spanier, 1974; Oliveira, 2012).

Apesar de ser quase tão antigo quanto o Cálculo usual de derivadas e integrais de

ordem inteira, só nas últimas três décadas o Cálculo Fracionário despertou maior atenção

devido a suas aplicações nas mais diversas áreas. A gama de aplicações se estende a áreas

como engenharia, física, finanças, epidemiologia, dielétricos dentre outros. Além disso, é uma

importante ferramenta para refinar a descrição de fenômenos naturais, em particular aqueles

que possuem dependência temporal (Lazo, 2012; Sabatier; Agrawal; Tenreiro Machado, 2007;

Vieira, 2017).

Neste capítulo introduziremos de maneira simples e objetiva o Cálculo Fracionário. Se-

rão apresentadas as definições e propriedades básicas de derivada de ordem fracionária segundo
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Riemann-Liouville e Caputo.

3.2 As Principais Definições de Derivadas Fracionárias

No início da teoria do Cálculo Fracionário, várias definições de derivadas de ordem

fracionária foram introduzidas, embora essas definições sejam diferentes, é possível relacionar

essas formulações. Segundo (Lazo, 2012) uma das mais antigas definições do Cálculo Fracionário

se deve a Euler e foi formulada em 1730. Para derivadas de ordem inteira temos:

dnxm

dxn
=

m!
(m − n)!

xm−n, (3.1)

onde m e n inteiros, com m > n, substituindo os m e n por números reais β e α e os fatoriais

por funções Gamma de Euler, obtemos a derivada fracionária de Euler:

dαxβ

dxα
=

Γ(β + 1)
Γ(β − α + 1)

xβ−α, (3.2)

em que a função Γ(z)

Γ(z) =
∫

∞

0
e−ttz−1dt, (3.3)

é a generalização da função fatorial para números não inteiros (para z = m + 1 inteiro, temos

Γ(m + 1) = m!).

Embora esta seja a definição mais simples para a derivada fracionária, a definição de

Euler é muito restritiva, pois só se aplica em funções analíticas, e além disso não é uma definição

formalmente rigorosa (Lazo, 2012).

Já a definição de Riemann-Liouville é menos restritiva e mais popular entre os ma-
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temáticos (Santos, 2018). Segundo esta definição, a derivada fracionária de orderm α é dada

por:

dαy

dxα
=

1
Γ(n − α)

dn

dxn

∫ x

a

y(t)
(x − t)α−n+1

dt, (3.4)

onde n ≤ α < n + 1 é um inteiro e a um número real arbitrário. Por outro lado, a formulação

mais utilizada em ciências em geral é a definição de Caputo (Santos, 2018).

dαy

dxα
=

1
Γ(n − α)

∫ x

a

1
(x − t)α−n+1

dny(t)
dxn

dt. (3.5)

O Cálculo fracionário de Caputo é o mais popular entre os cientistas, pois as equações dife-

renciais envolvendo as derivadas de Caputo requerem condições de contorno regulares que são

semelhantes às esquações diferenciais com derivadas usuais de ordem inteira (Santos, 2018).

A partir da próxima subseção, definiremos as derivadas de ordem fracionária segundo

Riemann-Liouville e Caputo, necessárias para a realização desse trabalho.

3.3 O Cálculo Fracionário de Riemann-Liouville

Nesta subseção introduziremos os fundamentos da teoria do cálculo de ordem fra-

cionária segundo Riemann-Liouville e algumas propriedades elementares de sua formulação.

Cumpre ressaltar que diversas formulações de derivadas fracionárias são variantes da formula-

ção de Riemann-Liouville (Lazo, 2012).

3.3.1 Integrais Fracionárias de Riemann-Liouville

Nas formulações que trataremos, para definirmos a derivada fracionária, primeiro é ne-

cessário definirmos a integral fracionária, pois tanto a ideia de derivada fracionária de Riemann-
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Liouville, como a de Caputo, dependem da definição de integral fracionária de Riemann-

Liouville (Diethelm, 2010; Lazo, 2012; Oldham and Spanier, 1974; Oliveira, 2012). Apesar

de existirem diversas propostas para derivadas fracionárias, um grande número dessas formula-

ções estão de alguma forma conectadas com a continuação analítica da fórmula de Cauchy para

integrais repetidas (Diethelm, 2010; Lazo, 2012; Oldham and Spanier, 1974; Oliveira, 2012).

Teorema 3.3.1. (Fórmula de Cauchy). Seja f : [a, b] → R uma função integrável segundo

Riemann no intervalo [a, b]. Então, temos para a integral de ordem n (n ∈ N):

∫ x

a
f(t)(dt)n =

∫ t

a

∫ tn

a

∫ tn−1

a
· · ·

∫ t3

a

∫ t2

a
f(t1)dt1dt2 · · · dtn−1dtn

=
1

Γ(n)

∫ x

a

f(u)
(t − u)1−n

du (n ∈ N), (3.6)

onde Γ é a função gamma de Euler.

A demonstração do Teorema de Cauchy pode ser encontrada em (Oldham and Spa-

nier, 1974). A continuação analítica da (3.6) nos dá uma definição para a integral de ordem

fracionária. A definição da integral de ordem fracionária é o ponto principal do cálculo fra-

cionário de Riemann-Liouville, assim como de diversas formulações. As integrais fracionárias

obtidas a partir da (3.6) são chamadas de integrais à direita e à esquerda de Riemann-Liouville

(Oldham and Spanier, 1974):

Definição 3.3.1 (Integral Fracionária de Riemann-Liouville). Seja α ∈ R+. Os operadores

aJα
x e xJα

b definidos em L1[a, b] por

aJα
x f(x) =

1
Γ(α)

∫ x

a

f(u)
(x − u)1−α

du (α ∈ R+) (3.7)



37

e

xJα
b f(x) =

1
Γ(α)

∫ b

a

f(u)
(u − x)1−α

du (α ∈ R+), (3.8)

com a < b e a, b ∈ R, são chamados de integrais fracionárias à esquerda e à direita de Riemann-

Liouville de ordem α ∈ R+, respectivamente.

É fácil ver que as integrais fracionárias de Riemann-Liouville convergem para quais-

quer funções integráveis f se α > 1, pois neste caso a potência 1−α no integrando fica negativa

e o integrando como um todo se torna uma função integrável. Também é possível provar a con-

vergência para funções f ∈ L1[a, b] mesmo quando 0 < α < 1. (Veja (Diethelm, 2010)). Além

disso, para α inteiro as integrais de Riemann-Liouville (3.7) e (3.8) coincidem com integrais

repetidas usuais (3.6).

Finalizaremos essa subseção com a integral fracionária da função potência. Temos

(Diethelm, 2010):

aJα
x (x − a)β =

Γ(β + 1)
Γ(β + α + 1)

(x − a)β+α (α ∈ R+, β > −1), (3.9)

e

xJα
b (b − x)β =

Γ(β + 1)
Γ(β + α + 1)

(b − x)β+α (α ∈ R+, β > −1). (3.10)

Essas integrais da função potência serão utilizadas para a formulação do método numérico que

utilizaremos para resolver os modelos fracionários nos próximos capítulos.

3.3.2 Derivadas Fracionárias de Riemann-Liouville

As integrais fracionárias aJα
x e xJα

b , definidas em (3.7) e (3.8), desempenham papel

fundamental no Cálculo Fracionário de Riemann-Liouville. Antes de definir as derivadas fraci-
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onárias de Riemann-Liouville, relembramos que para inteiros positivos n > m vale a identidade

Dm
x f(x) = Dn

x aJn−m
x f(x), onde Dm

x é uma derivada usual de ordem inteira m. Generalizando

para valores não inteiros temos:

Definição 3.3.2 (Derivadas Fracionárias de Riemann-Liouville). As derivadas fracionárias de

ordem α > 0 (α ∈ R) de Riemann-Liouville à esquerda e à direita são definidas, respectivamente,

por aDα
x f(x) = Dn

x aJn−α
x f(x) e xDα

b f(x) = (−1)nDn
x xJn−α

b f(x) com n = [α] + 1, onde [α] é a

parte inteira de α, ou seja,

aDα
x f(x) =

1
Γ(n − α)

dn

dxn

∫ x

a

f(u)
(x − u)1+α−n

du (n = [α] + 1, α ∈ R
∗

+, a ∈ R) (3.11)

e

xDα
b f(x) =

(−1)n

Γ(n − α)
dn

dxn

∫ b

x

f(u)
(u − x)1+α−n

du (n = [α] + 1, α ∈ R
∗

+, b ∈ R), (3.12)

onde Dn
x = dn

dxn é uma derivada usual de ordem inteira n.

Uma consequência importante das definições (3.11) e (3.12) é que as derivadas de

Riemann-Liouville são operadores não locais. A derivada à esquerda (à direita) definida pela

expressão integro-diferencial (3.11) e (3.12) depende de valores da função à esquerda (à direita)

de x, isto é, a ≤ u ≤ x (x ≤ u ≤ b). Além disso, quando α é um inteiro, as derivadas

fracionárias de Riemann-Liouville (3.11) e (3.12) reduzem à derivadas usuais de ordem inteira

α.

Finalizamos a apresentação do Cálculo Fracionário de Riemann-Liouville com a se-

guinte observação. Para a função potência, as derivadas de Riemann-Liouville são Diethelm
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(2010); Oldham and Spanier (1974):

aDα
x (x − a)β =























0 se α − β ∈ N

Γ(β + 1)
Γ(β − α + 1)

(x − a)β−α se α − β /∈ N

(α ∈ R+, β > −1), (3.13)

e

xDα
b (b − x)β =























0 se α − β ∈ N

Γ(β + 1)
Γ(β − α + 1)

(b − b)β−α se α − β /∈ N

(α ∈ R+, β > −1). (3.14)

Como consequência, as derivadas de Riemann-Liouville (3.11) e (3.12) de uma constante não é

zero para α /∈ N. Temos:

aDα
x 1 =

(x − a)−α

Γ(1 − α)
e xDα

b 1 =
(b − x)−α

Γ(1 − α)
. (3.15)

Para α ∈ N recuperamos as derivadas usuais de ordem inteira, e o lado direito da (3.15) se

torna igual à zero devido aos polos da função Gamma de Euler. Devido ao fato da derivada de

uma constante ser diferente de zero, as equações diferenciais envolvendo derivadas de Riemann-

Liouville requerem condições iniciais e de contorno não regulares (Diethelm, 2010; Oldham and

Spanier, 1974). Este fato motivou a definição das derivadas fracionárias de Caputo que veremos

a seguir.

3.4 Derivadas Fracionárias de Caputo

As derivadas fracionárias de Caputo são definidas de forma semelhante às de Riemann-

Liouville, mas trocando-se a ordem entre integração e derivação:

Definição 3.4.1 (Derivadas Fracionárias de Caputo). As derivadas de Caputo à esquerda e à
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direita de ordem α > 0 (α ∈ R) são definidas, respectivamente, por C
a Dα

x f(x) = aJn−α
x Dn

xf(x)

e C
x Dα

b f(x) = (−1)n
xJn−α

b Dn
xf(x) com n = [α] + 1, ou seja:

C
a Dα

x f(x) =
1

Γ(n − α)

∫ x

a

f (n)(u)
(x − u)1+α−n

du (n = [α] + 1, α ∈ R
∗

+, a ∈ R) (3.16)

e

C
x Dα

b f(x) =
(−1)n

Γ(n − α)

∫ b

x

f (n)(u)
(u − x)1+α−n

du (n = [α] + 1, α ∈ R
∗

+, b ∈ R), (3.17)

onde f (n)(u) = dnf(u)
dun são derivadas de ordem inteira n, e f (n) ∈ L1[a, b].

Devido à derivada dentro a integral nas definições (3.16) e (3.17), é importante obser-

var o fato de que as derivadas de Caputo (3.16) e (3.17) de uma constante são zero para todo

α > 0:

C
a Dα

x 1 = 0 e C
x Dα

b 1 = 0, (3.18)

Finalmente, finalizamos este capítulo de revisão das definições e propriedades bási-

cas do Cálculo Fracionário (que utilizaremos neste trabalho) com a generalização do Teorema

Fundamental do Cálculo para Caputo:

Teorema 3.4.1 (Teorema Fundamental do Cálculo de Caputo). Seja 0 < α < 1, se f(x) for

uma função diferenciável em [a, b]. Então temos:

aJα
b

C
a Dα

x f(x) = f(b) − f(a) (3.19)

e

bJ
α
a

C
x Dα

b f(x) = f(a) − f(b). (3.20)

A prova do Teorema 3.4.1 pode ser vista em (Diethelm, 2010). Utilizaremos este
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teorema para formular um método numérico para resolver os modelos fracionários nos próximos

capítulos.
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4 UM MODELO SIRD FRACIONÁRIO PARA A DI-

NÂMICA DE POPULAÇÕES INTERAGENTES

Neste capítulo apresentamos o modelo fracionário para a dinâmica de populações

interagentes que propomos. Discutiremos algumas propriedades matemáticas deste modelo,

como os pontos de equilíbrio e a estabilidade.

4.1 O Modelo

Embora o modelo SIR, apresentado no Capítulo 2, descreva a essência da dinâmica de

uma epidemia, ele inclui apenas os elementos principais do processo. Modelos mais complexos

incluem outras categorias de indivíduos na população (Hethcote, 2000; Keeling, 2008; Kretzs-

chmar, 2009), como o modelo SIRD (Silva, 2020) (em inglês: Susceptible-Infected-Recovered-

Dead), que categoriza o compartimento removidas em recuperadas ou mortas. Com isso, outros

parâmetros são incluídos, nesse caso as taxas de recuperação e mortalidade.

Neste trabalho, vamos considerar o caso de duas populações distintas interagentes

(populações em cidades vizinhas). Seja Ni o número de indivíduos na população i (i = 1, 2)

e NT = N1 + N2 a população total integrada. Sejam Si, Ii, Ri e Di as frações, em relação ao

Ni, da população i que são, suscetíveis, infectados, recuperados e mortos, respectivamente, no

tempo t. No modelo considera-se, a evolução temporal dada pelo seguinte sistema dinâmico
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para i = 1, 2.

C
0 Dα

t Si = −
2
∑

j=1
βijSiIj + µi(1 − Si)

C
0 Dα

t Ii =
2
∑

j=1
βijSiIj − (γi + κi + µi)Ii

C
0 Dα

t Ri = γiIi − µiRi

C
0 Dα

t Di = κiIi,

(4.1)

onde 0 < α ≤ 1 é a ordem da derivada, βij é a taxa de transmissão da doença (proporcional à

taxa média de contato na população), temos que o parâmetro βij será os parâmetros β11, β12, β21

e β22 o que significa que, β11 é a taxa de contágio da população 1 com a população 1, ou seja,

é o contágio dentro da própria população, β12 é a taxa de contágio da população 1 com a

população 2, ou seja, é o contágio dentro das duas populações, o mesmo podemos considera

para os parâmetros β21 e β22; κi é a taxa de mortes da população infectada pela doença, γi é

o inverso do período infeccioso médio, para i = 1, 2. Além disso, assume-se que as taxas de

mortalidade µi é igual as taxas de natalidade, de forma que o Ni total da população é constante

durante as doenças. Portanto, tem-se que Si(t)+Ii(t)+Ri(t)+Di(t) = 1 (Lazo; Cezaro, 2020).

Além disso, em relação à dimensão dos parâmetros do modelo é importante observar que, já que

Si, Ii, Ri e Di são adimensionais, e os operadores fracionários C
0 Dα

t têm dimensão de tempo−α

(como as derivadas de ordem inteira d
dt

têm dimensão de tempo−1), as taxas fracionárias βij,

κi, γi, e µi devem ter dimensão de tempo−α.

4.2 Pontos de Equilíbrio e Estabilidade Para o Caso Simétrico

Nesta seção analisaremos os pontos de equilíbrio e sua estabilidade para o modelo

SIRD fracionário de populações interagentes (4.1). A respeito da existência dos pontos de

equilíbrio (solução independente do tempo), temos que quando t → ∞ a solução do modelo

(4.1) tende ao ponto de equilíbrio. Na situação em que esse ponto de equilíbrio é não nulo
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a doença se torna epidêmica. Para encontrar o ponto de equilíbrio, ao invés de olhar para

todas as variáveis do modelo, basta analisar em que condições as variáveis Si, Ii e Ri tornam-se

constantes no tempo (pois Di = 1 − Si − Ii − Ri). Chamaremos de Si
∗, Ii

∗ e R∗

i esses valores

constantes. Para encontrar (Si
∗, Ii

∗, R∗

i ), fazemos C
0 Dα

t Si = 0, C
0 Dα

t Ii = 0 e C
0 Dα

t Ri = 0 nas

três primeiras equações de (4.1). Vamos considerar ainda, por simplicidade (e sem perda de

generalidade), o caso simétrico, as taxas de contágio β11 e β22 representam que as populações

são iguais. Neste caso teremos N1 = N2 = N , β11 = β22 = β, β12 = β21 = β̂, γ1 = γ2 = γ,

κ1 = κ2 = κ, µ1 = µ2 = µ, S1 = S2 = S∗ e I1 = I2 = I∗. Logo, da equação (4.1) teremos:

−βS∗I∗ − β̂S∗I∗ + µ(1 − S∗) = 0

βS∗I∗ + β̂S∗I∗ − (γ + κ + µ)I∗ = 0

γiIi − µiRi = 0.

(4.2)

Isolando I∗ na segunda equação de (4.2), obtemos:

I∗

(

(β + β̂)S∗ − (γ + κ + µ)
)

= 0.

Vale uma observação para a equação acima, o caso não simétrico não teria essa simplificação de

poder colocar o I∗ em evidência, pois esses I∗’s seriam diferentes, então não teria como isolar

o I∗, o que nos daria uma expressão bem diferente para ocaso não simétrico.

Logo, ou I∗ = 0 ou S∗ = γ+κ+µ

β+β̂
. Vamos analisar cada uma dessas possibilidades:

Caso 1) Vamos encontrar primeiro o ponto de equilíbrio livre de doença, I∗ = 0.

Desse modo, da primeira equação em (4.2), obtemos:

µ(1 − S∗) = 0 ⇒ S∗ = 1,
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e da terceira equação em (4.2) encontramos

µiR
∗ = 0 ⇒ R∗ = 0.

Portanto, o ponto de equilíbrio simétrico livre de doença é P1(S∗, I∗, R∗, D∗) = (1, 0, 0, 0).

Caso 2) Encontraremos agora o ponto de equilíbrio com doença, quando I∗ 6= 0 e

S∗ = γ+κ+µ

β+β̂
. Substituindo S∗ na primeira equação de (4.2), obtemos que I∗ é dado por:

I∗ =
µ

γ + κ + µ
− µ

β + β̂
.

Logo, substituindo I∗ na terceira equação de (4.2), encontramos:

R∗ =
γ

γ + κ + µ
− γ

β + β̂
.

Portanto:

D∗ = 1 − κ

β + β̂
− γ + µ

γ + κ + µ
.

O ponto de equilíbrio epidêmico simétrico será, portanto:

P2(S∗, I∗, R∗, D∗) =

(

γ + µ

β + β̂
,

µ

γ + κ + µ
− µ

β + β̂
,

γ

γ + κ + µ
− γ

β + β̂
, 1 − κ

β + β̂
− γ + µ

γ + κ + µ

)

.

(4.3)

Para analisar a estabilidade dos pontos de equilíbrio no caso simétrico, utilizaremos a

matriz Jacobiana associada ao sistema formado pelas três primeiras equações de (4.1), pois a

quarta equação pode ser eliminada do sistema já que Di = 1 − Si − Ii − Ri. Procedendo como

na análise do modelo SIR, apresentada no Capítulo 2, obtemos a matriz Jacobiana do sistema
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(4.1) reduzido:

J(S, I, R, D) =





















−(β + β̂)I − µ −(β + β̂)S 0

(β + β̂)I (β + β̂)S − (γ + κ + µ) 0

0 γ −µ





















. (4.4)

Analisaremos separadamente a estabilidade de cada um dos pontos de equilíbrio en-

contrados.

Caso 1) Aplicando P1(S∗, I∗, R∗, D∗) = (1, 0, 0, 0) na matriz Jacobiana (4.4) do mo-

delo SIRD fracionário, obtemos:

J(P1) =





















−µ −(β + β̂) 0

0 β + β̂ − (γ + κ + µ) 0

0 γ −µ





















, (4.5)

de onde encontramos os três autovalores:

λ1 = β − (γ + κ + µ) e λ2 = λ3 = −µ.

Como λ2 e λ3 são sempre negativos, a estabilidade do ponto de equilíbrio livre de infecções é

dada pelo sinal do primeiro autovalor. Para β < γ + κ + µ (neste caso λ1 < 0) o equilíbrio

será estável, quando β > γ + κ + µ (neste caso λ1 > 0) o equilíbrio será instável. Quando o

equilíbrio é estável, ao inserir um número pequeno de indivíduos infectados em uma população

majoritariamente suscetível (pequena perturbação) não ocorrerá epidemia. O sistema tenderá

exponencialmente ao equilíbrio livre de doença. Por outro lado, se o equilíbrio for instável,

ao inserir um número pequeno de indivíduos infectados a doença se espalhará (a perturbação,
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número inicial pequeno de infectados, cresce com o tempo) e teremos o surgimento de uma

epidemia.

Caso 2) Aplicando P2 (4.3) na matriz Jacobiana (4.4) do modelo SIRD fracionário,

obtemos:

J(P2) =





















−µR0 −γ − µ 0

µR0 − µ −κ 0

0 γ −µ





















, (4.6)

onde R0 = β+β̂
γ+κ+µ

é o Número de Reprodução Básica do caso simétrico (onde S1 = S2 = S,

I1 = I2 = I, R1 = R2 = R e D1 = D2 = D em (4.1) quando as condições iniciais também

são simétricas) do modelo SIRD fracionário (4.1). O valor de R0 é obtido (como descrito no

Capítulo 2) fazendo-se t ≈ 0, o que implica S ≈ 1, portanto, C
0 Dα

t I = (β + β̂)I − (γ + κ + µ)I =

I
γ+κ+µ

(R0 − 1).

Os autovalores da matriz Jacobiana (4.6) são:

λ1,2 =
− (µR0 + κ) ±

√

(µR0 − κ)2 − 4µ(R0 − 1) (γ + µ)
2

e λ3 = −µ.

Como os autovalores λ2 e λ3 têm parte real sempre negativa, a análise da estabilidade

do ponto de equilíbrio endêmico no caso simétrico de reduz ao sinal do primeiro autovalor.

Teremos um ponto de equilíbrio estável quando:

(µR0 + κ)2 > (µR0 − κ)2 − 4µ(R0 − 1) (γ + µ) .
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Portanto, abrindo os quadrados:

κR0 > −(R0 − 1) (γ + µ) ,

e isolando R0, obtemos a condição:

R0 >
γ + µ

γ + κ + µ
⇒ β + β̂ > γ + µ,

para que o ponto de equilíbrio seja estável. Neste caso, após atingir o equilíbrio (tempos longos),

pequenas flutuações no número de infectados (em relação ao valor de equilíbrio) não produzem

nova epidemia. O equilíbrio instável que ocorreria no caso de β + β̂ < γ + µ é descartado

pois teríamos uma situação sem significado biológico (S∗ = γ+µ

β+β̂
> 1 que contradiz a condição

0 ≤ S∗ ≤ 1).

4.3 Resultados Numéricos e Discussão

Nesta seção estão sendo realizadas análises e comparações à cerca do modelo (4.1)

para derivadas de ordem inteira (α = 1) e fracionária (0 < α < 1). Primeiro, considera-

se algumas propriedades do modelo fracionário para o caso particular sem a interação entre

cidades. Na sequência é analisado o modelo fracionário com a interação entre duas populações.

Para a comparação com dados reais, utilizamos dados obtidos através do site Prefeitura do Rio

Grande e Prefeitura de Pelotas.

Para obter uma solução numérica para o modelo SIRD generalizado (4.1), primeiro

integramos ambos os lados de (4.1) com uma integral fracionária 0J
α
t de ordem α. Do Teorema

Fundamental do Cálculo de Caputo, (3.19), temos:
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Si(t) = Si(0) −
2
∑

j=1
βij0J

α
t SiIj + µi0J

α
t (1 − Si)

Ii(t) = Ii(0) +
2
∑

j=1
βij0J

α
t SiIj − (γi + κi + µi)0J

α
t Ii

Ri(t) = Ri(0) + γi0J
α
t Ii − µi0J

α
t Ri

Di(t) = Di(0) + κi0J
α
t Ii + µi0J

α
t Di.

(4.7)

O segundo e último passo para a resolução do Problema (4.1) consiste em definir funções

discretizadas de Si, Ii, Ri e Di. Para um inteiro positivo L, seja tn = t0 + nh (n = 0, 1, ..., L),

onde h = tL−t0

L
e t0 = 0. Então, seja X

(n)
i = Xi(tn) (onde X indica S, I, R ou D). As funções

discretizadas são definidas por:

XL
i (t) = X

(n)
i se tn ≤ t < tn+1. (4.8)

Como Xi(t) é uma função diferenciável, temos limL→∞ XL
i (t) = Xi(t). Consequentemente,

as funções discretizadas XL
i (t) são uma aproximação para Xi(t) quando L é grande. Agora

podemos encontrar os valores X
(n)
i das seguintes relações de recorrência:

S
(n)
i = S

(0)
i −

2
∑

j=1
βij

1
Γ(α)

∫ tn

0

SL
i

IL
j

(tn−t)1−α dt + µi
1

Γ(α)

∫ tn

0
1−SL

i

(tn−t)1−α dt

I
(n)
i = I

(0)
i +

2
∑

j=1
βij

1
Γ(α)

∫ tn

0

SL
i

IL
j

(tn−t)1−α dt − (γi + κi + µi) 1
Γ(α)

∫ tn

0
IL

i

(tn−t)1−α dt

R
(n)
i = R

(0)
i + γi

1
Γ(α)

∫ tn

0
IL

i

(tn−t)1−α dt − µi
1

Γ(α)

∫ tn

0
RL

i

(tn−t)1−α dt

D
(n)
i = D

(0)
i + κi

1
Γ(α)

∫ tn

0
IL

i

(tn−t)1−α dt + µi
1

Γ(α)

∫ tn

0
DL

i

(tn−t)1−α dt.

(4.9)
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Finalmente, calculando as integrais em (4.9) obtemos uma solução aproximada para (4.1):

S
(n)
i = S

(0)
i −

2
∑

j=1

βij

Γ(α+1)

n
∑

m=1
S

(n−m)
i I

(n−m)
j ∆α

n,m + µi

Γ(α+1)

n
∑

m=1
(1 − S

(n−m)
i )∆α

n,m

I
(n)
i = I

(0)
i +

2
∑

j=1

βij

Γ(α+1)

n
∑

m=1
S

(n−m)
i I

(n−m)
j ∆α

n,m − γi+κi+µi

Γ(α+1)

n
∑

m=1
I

(n−m)
i ∆α

n,m

R
(n)
i = R

(0)
i + γi

Γ(α+1)

n
∑

m=1
I

(n−m)
i ∆α

n,m − µi

Γ(α+1)

n
∑

m=1
R

(n−m)
i ∆α

n,m

D
(n)
i = D

(0)
i + κi

Γ(α+1)

n
∑

m=1
I

(n−m)
i ∆α

n,m + µi

Γ(α+1)

n
∑

m=1
D

(n−m)
i ∆α

n,m,

(4.10)

onde

∆α
n,m = (tn − tn−m)α − (tn − tn−m+1)α. (4.11)

Para todos os resultados numéricos apresentados no trabalho consideramos h = 0.5, dado um

intervalo de tempo de meio dia.

4.3.1 Uma Única População Isolada: Modelo Sem a Interação Entre Cidades

Antes de considerar a interação entre duas cidades. Foi feita uma análise preliminar

de apenas uma única cidade (N2 = 0). Neste caso consideramos dados reais da população

infectada e recuperada, ou seja, o número total de casos registrados em Rio Grande, no período

de tempo (t) de 180 dias. Para o estudo, considerou-se o tempo inicial (t = 0), e o tempo final

(t = 180). A escolha do tempo inicial, foi feita para o registro do primeiro caso de pessoas

infectadas no município, sendo computado em 23 de março de 2020.
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dinâmica é o desaparecimento do comportamento oscilatório das variáveis do modelo antes de

atingir o equilíbrio assintótico.

4.3.3 Uma Comparação com Dados Reais

Apresentamos agora uma comparação com dados reais entre o modelo de populações

interagentes com derivadas inteiras e o modelo com derivadas fracionárias. Utilizamos dados ob-

tidos através dos sites da Prefeitura do Rio Grande (disponível em https://www.riogrande.rs.gov.br/)

e da Prefeitura de Pelotas (disponível em http://pelotas.com.br/). Consideramos o número to-

tal de casos registrados em Rio Grande e em Pelotas, em um período de tempo de 284 dias.

Para o estudo, considerou-se o tempo inicial (t = 0), e o tempo final (t = 284). A escolha do

tempo inicial coincide com o registro do primeiro caso de pessoas infectadas no município de

Rio Grande, sendo computado em 23 de março de 2020. O último dia corresponde ao registro

de 31 de dezembro de 2020. Os dados dos primeiros 2 meses de 2021 não foram inclusos na

análise pois o município de Rio Grande não divulgou os dados diariamente no mês de janeiro.

Para uma descrição mais realista dos dados reais de uma epidemia, deveríamos consi-

derar que os parâmetros definindo o modelo (βi, βij, γi, κi, µi) são funções do tempo, pois o valor

desses parâmetros dependem, por exemplo, de políticas públicas e da conscientização da popu-

lação. Mas para o objetivo deste trabalho, que é comparar os resultados obtidos pelo modelo

de populações interagentes com derivadas fracionárias com o modelo com derivadas inteiras

(α = 1), vamos considerar todos esses parâmetros constantes. Além disso, consideramos como

condição inicial que em t = 0 haviam 5 infectados em Rio Grande e 0 em Pelotas. O início da

epidemia em Pelotas deve-se à interação com Rio Grande. Consideramos como população 1 a

cidade de Rio Grande, onde foi diagnosticado o primeiro caso, e como população 2 a cidade de

Pelotas. Neste caso temos N1 = 211695 e N2 = 343651 (dados da população de Pelotas obtidos
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5 MODELO SIR COM REINFECÇÃO E VACINAÇÃO

Neste capítulo vamos generalizar o modelo SIR, apresentado anteriormente, consi-

derando a possibilidade de reinfecção. Mais precisamente, vamos estudar o modelo SIRS

(Suscetível-Infectado-Recuperado-Suscetível), que é uma generalização do modelo SIR. Tam-

bém pretende-se introduzir neste estudo a campanha de vacinação.

5.1 O Modelo SIRS com Reinfecção

O modelo de epidemia do tipo SIRS foi introduzido em 1933 por Kermack e Mc-

Kendrick para descrever infecções endêmicas. Utiliza-se este tipo de modelo para estudar a

dinâmica da infecção da gripe.

Um modelo um pouco mais complicado para doenças infecciosas surge quando assu-

mimos que indivíduos recuperados podem perder sua imunidade e tornar-se reinfectados pela

doença. Assumimos que o retorno de indivíduos recuperados para a classe S ocorre a uma taxa

proporcional à população de indivíduos recuperados (Hirsch; Smale; Devaney, 2004). Neste

caso, a diferença entre os modelo SIRS e SIR é que, para o SIRS, um indivíduo pode perder

sua imunidade após a cura da doença.

A Figura 5.1 apresenta o diagrama de fluxo de transmissão, partindo da classe S à

classe I, depois para a classe R e, por fim, devido à imunidade temporária do indivíduo, de

volta à classe S.
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5.1.1 Pontos de Equilíbrio e Estabilidade Para o Caso Simétrico

Iniciaremos nossa análise por meio do cálculo dos pontos de equilíbrio do sistema, dado

o modelo compartimental SIRS fracionário (5.1). Para encontrar os pontos de equilíbrio, basta

analisar em que condições as variáveis Si e Ii tornam-se constantes no tempo. Chamaremos de

Si
∗ e Ii

∗ esses valores constantes. Para encontrar (Si
∗, Ii

∗), fazemos C
0 Dα

t Si = 0 e C
0 Dα

t Ii = 0

nas equações de (5.1). Vamos considerar ainda, por simplicidade, o caso simétrico. Neste caso

teremos N1 = N2 = N , β11 = β22 = β, β12 = β21 = β̂, γ1 = γ2 = γ, µ1 = µ2 = µ, φ1 = φ2 = φ,

S1 = S2 = S∗ e I1 = I2 = I∗. Logo, do sistema de equações (5.1), teremos para o equilíbrio:

−βS∗I∗ − β̂S∗I∗ + µ (1 − S∗) + φR∗ = 0

βS∗I∗ + β̂S∗I∗ − (γ + µ) I∗ = 0,

(5.2)

onde por simplicidade não consideramos a terceira equação em (5.1) pois R∗ = 1 − S∗ − I∗.

Da segunda equação do sistema (5.2) temos βS∗I∗+β̂S∗I∗−(γ+µ) I∗ = 0. Colocando

I∗ em evidência temos que:

I∗(βS∗ + β̂S∗ − (γ + µ)) = 0.

Portanto, ou I∗ = 0 ou S∗ = γ+µ

β+β̂
. Vamos analisar cada um desses casos.

Caso 1) Vamos encontrar primeiro o ponto de equilíbrio livre de doença, I∗ = 0.

Desse modo, da primeira equação em (5.2), obtemos:

µ(1 − S∗) = 0 ⇒ S∗ = 1,
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e da terceira equação em (4.2) encontramos

µiR
∗ = 0 ⇒ R∗ = 0.

Portanto, o ponto de equilíbrio simétrico livre de doença é P1(S∗, I∗, R∗, D∗) = (1, 0, 0, 0).

Caso 2) No caso em que I∗ 6= 0 e S∗ = γ+µ

β+β̂
, encontramos o ponto de equilíbrio

epidêmico. Substituindo S∗ e R∗ = 1 − S∗ − I∗ na primeira equação em (5.2), obtemos:

I∗ =
(µ + φ)(β + β̂ − γ − µ)

(β + β̂)(γ + µ + φ)
. (5.3)

Logo, o ponto fixo do modelo simétrico é:

P2(S∗, I∗, R∗) =





γ + µ

β + β̂
,
(µ + φ)(β + β̂ − γ − µ)

(β + β̂)(γ + µ + φ)
, 1 − γ + µ

β + β̂
− (µ + φ)(β + β̂ − γ − µ)

(β + β̂)(γ + µ + φ)



 ,

(5.4)

que corresponde a um ponto de equilíbrio epidêmico.

Para analisar a estabilidade dos pontos de equilíbrio no caso simétrico, utilizaremos

a matriz Jacobiana associada ao sistema formado pelas duas primeiras equações de (5.1), pois

a terceira equação pode ser eliminada do sistema já que Ri = 1 − Si − Ii. Procedendo como

na análise do modelo SIR, apresentada no Capítulo 2, obtemos a matriz Jacobiana do sistema

(5.2) reduzido:

J(S, I) =











∂f
∂S∗

∂f
∂I∗

∂g
∂S∗

∂g
∂I∗











=











−(β + β̂)I∗ − µ − φ −(β + β̂)S∗ − φ

(β + β̂)I∗ (β + β̂)S∗ − (γ + µ)











. (5.5)

Vamos analisar cada um dos pontos de equilíbrio encontrados.
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Caso 1) Aplicando P1(S∗, I∗, R∗, D∗) = (1, 0, 0, 0) na matriz Jacobiana do modelo

SIRS obtemos:

J(P1) =











−µ − φ −β − β̂ − φ

0 β + β̂ − γ − µ











.

Logo, tr(J(P0)) = β + β̂ − γ − φ − 2µ e det(J(P0)) = (µ + φ)(γ + µ − β − β̂), cujos autovalores

são:

λ1 = β + β̂ − (γ + µ), e λ2 = −µ − φ.

Como λ2 é sempre negativo, a estabilidade do ponto de equilíbrio livre de infecções é dada pelo

sinal do primeiro autovalor. Para β + β̂ < γ + µ, essa desigualdade significa que a soma dos

contágios está sendo menor que a soma das taxas de recuperação e natalidade/mortalidade, por

isso o caso de infectados não irá evoluir (neste caso λ1 < 0) o equilíbrio será estável, quando

β + β̂ > γ + µ a soma dos contágios ultrapassa a soma dessas taxas, teremos um aumento

no número de infectados e o surgimento de uma epidemia (neste caso λ1 > 0) o equilíbrio

será instável. Quando o equilíbrio é estável, ao inserir um número pequeno de indivíduos

infectados em uma população majoritariamente suscetível (pequena perturbação) não ocorrerá

epidemia. O sistema tenderá exponencialmente ao equilíbrio livre de doença. Por outro lado,

se o equilíbrio for instável, ao inserir um número pequeno de indivíduos infectados a doença se

espalhará (a perturbação, número inicial pequeno de infectados, cresce com o tempo) e teremos

o surgimento de uma epidemia.

Este resultado pode ser relacionado com a taxa básica de reprodução, R0. Sabendo que

P1(S∗, I∗, R∗, D∗) = (1, 0, 0, 0) é um ponto livre de doença, para uma condição inicial próxima

do equilíbrio (S(0) ≈ 1), a segunda equação em (5.1) se reduz à:

C
0 Dα

t I =
(

β + β̂ − γ − µ
)

I = (R0 − 1)
I

γ + µ
,
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para tempos próximos a zero, onde R0 = β+β̂
γ+µ

. Portanto, P1 será estável se R0 < 1 e será

instável se R0 > 1.

Caso 2) Aplicando P2 (5.4) na matriz Jacobiana do modelo SIRS fracionário obtemos:

J(P2) =











− (µ+φ)(β+β̂+φ)
γ+µ+φ

−(γ + µ + φ)

(µ+φ)(β+β̂−γ−µ)
γ+µ+φ

0











. (5.6)

Os autovalores da matriz (5.6) são expressões extensas que dependem de diversos parâmetros.

Portanto, para fazer a análise do sinal dos autovalores, ao invés de olhar para a expressão de λ1 e

λ2, podemos analisar o traço e o determinante da matriz Jacobiana. Isto pois, como no caso do

Capítulo 2, os autovalores podem ser convenientemente expressos a partir do traço e do deter-

minante da matriz Jacobiana associada ao sistema (Almeida, 2014). Se det(J(P2)) < 0, então

temos que P2(S∗, I∗, R∗) é um ponto de equilíbrio instável (Almeida, 2014). Se det(J(P2)) ≥ 0

e tr(J(P2)) > 0, então P2(S∗, I∗, R∗) também é um ponto de equilíbrio instável (Almeida,

2014). Por outro lado, se det(J(P2)) ≥ 0 e o tr(J(P2)) < 0, então temos que P2(S∗, I∗, R∗) é

um ponto de equilíbrio estável (Almeida, 2014). O traço e o determinante da matriz (5.6) são

tr(J(P2)) = − (µ+φ)(β+β̂+φ)
γ+µ+φ

e det(J(P2)) = (µ + φ)(β + β̂ − µ − γ), respectivamente. Como o

traço é sempre negativo, o ponto de equilíbrio endêmico P2 (5.4) será estável, pois a condição

0 ≤ S∗ ≤ 1 (onde S∗ = γ+µ

β+β̂
) implica que o determinante é positivo.

5.1.2 Resultados Numéricos

Nesta subseção realizamos análises e comparações à cerca do modelo (5.1) para de-

rivadas de ordem inteira (α = 1) e fracionária (0 < α < 1). Primeiro, considera-se algumas

propriedades do modelo fracionário para o caso particular sem a interação entre cidades. Na

sequência é analisado o modelo fracionário com a interação entre duas populações.
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também no epicentro de debates sobre tratamentos medicinais efetivos e leis compulsórias de

imunização. Ao longo da história, elas ajudaram a reduzir expressivamente a incidência de Pólio,

Sarampo e Tétano, entre várias outras doenças. Hoje, são consideradas como o tratamento com

melhor custo-benefício em saúde pública (Fiocruz, 2016).

A vacinação é a melhor forma de erradicar doenças e conter a propagação de micro-

organismos nocivos à saúde. Quem se vacina diminui as chances de contrair a enfermidade e

ainda protege seus amigos e familiares, pois diversas doenças infecciosas são transmitidas por

contato ou pelo ar. A vacinação é o motivo pelo qual diversas doenças graves e sem cura estão

hoje sob controle ou foram extintas. O caso mais emblemático é o da Varíola, primeira doença

a receber uma vacina como a entendemos hoje. Após matar quase 300 milhões de pessoas no

século XX, ela foi extinta em 1984. Calcula-se que, com a vacina, são salvas 5 milhões de vidas

a cada ano (Butantan, 2021).

5.2.1 Um Modelo SIRS Para Populações Interagentes com Vacinação à Taxa

Constante

Nesta subseção, trataremos de uma estratégia de controle epidêmico denominada va-

cinação à uma taxa constante, em que o número de indivíduos vacinados a cada dia é constante.

Além disso, consideramos que somente os indivíduos suscetíveis são vacinados. Seja 0 ≤ v ≤ 1

a fração diária da população com que os indivíduos (suscetíveis) são vacinados. Podemos repre-

sentar o modelo com vacinação à taxa constante através do esquema compartimental descrito

abaixo, pela Figura (5.9):
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β11 = β22 = β, β12 = β21 = β̂, γ1 = γ2 = γ, µ1 = µ2 = µ, φ1 = φ2 = φ, v1 = v2 = v,

S1 = S2 = S∗ e I1 = I2 = I∗. Logo, do sistema de equações (5.7), teremos para o equilíbrio:

−βS∗I∗ − β̂S∗I∗ + µ(1 − S∗) − v + φR∗ = 0,

βS∗I∗ + β̂S∗I∗ − (γ + µ)I∗ = 0,

(5.8)

onde por simplicidade não consideramos a terceira equação em (5.7) pois R∗ = 1 − S∗ − I∗.

Da segunda equação do sistema (5.8), temos βS∗I∗+β̂S∗I∗−(γ+µ)I∗ = 0. Colocando

I∗ em evidência temos que:

I∗((β + β̂)S∗ − γ − µ) = 0.

Portanto, ou I∗ = 0 ou S∗ = γ+µ

β+β̂
. Vamos analisar cada um desses casos.

Caso 1) Vamos encontrar primeiro o ponto de equilíbrio livre de doença, I∗ = 0.

Desse modo, da primeira equação em (5.8), obtemos:

µ(1 − S∗) + φ(1 − S∗) − v = 0 ⇒ S∗ = 1 − v

µ + φ
,

e da terceira equação em (5.7) encontramos

−µR∗ + v − φR∗ = 0 ⇒ R∗ =
v

µ + φ
,

onde usamos R1 = R2 = R para o caso simétrico. Portanto, o ponto de equilíbrio simétrico

livre de doença é P1(S∗, I∗, R∗) = (1 − v
µ+φ

, 0, v
µ+φ

).
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Caso 2) Para S = γ+µ

β+β̂
, substituindo S∗ na primeira equação obtém-se I∗, logo:

−(β + β̂)

(

γ + µ

β + β̂

)

I∗ + µ

(

1 −
(

γ + µ

β + β̂

))

+ φ

(

1 −
(

γ + µ

β + β̂

)

− I∗

)

− v = 0,

onde usamos R = 1 − S − I. Portanto:

I∗ =
µ + φ − v

γ + µ + φ
− µ

β + β̂
− φγ

(β + β̂)(γ + µ + φ)
. (5.9)

Assim P2 =
(

γ+µ

β+β̂
, µ+φ−v

γ+µ+φ
− µ

β+β̂
− φγ

(β+β̂)(γ+µ+φ)
, 1 − γ

β+β̂
− µ+φ−v

γ+µ+φ
+ φγ

(β+β̂)(γ+µ+φ)

)

é o segundo

ponto de equilíbrio, chamado equilíbrio epidêmico.

Através do ponto de equilíbrio P2 podemos observar um dos principais efeitos da

vacinação na dinâmica do sistema (5.7). Dependendo do valor de v, o ponto de equilíbrio

epidêmico P2 se transforma em um ponto livre de doença. Quando isto ocorre, a campanha de

vacinação leva a eliminação completa da doença. Para v ≥ vc = (µ+φ)(β+β̂−µ−γ)

β+β̂
teremos I∗ = 0

e a doença é eliminada (equilíbrio livre de doença), vc é a proporção miníma de vacinação. Para

v < vc = (µ+φ)(β+β̂−µ−γ)

β+β̂
, teremos I∗ > 0, e a doença não será eliminada (equilíbrio epidêmico).

Para analisar a estabilidade dos pontos de equilíbrio no caso simétrico, utilizaremos

a matriz Jacobiana associada ao sistema formado pelas duas primeiras equações de (5.7), pois

a terceira equação pode ser eliminada do sistema já que Ri = 1 − Si − Ii. Procedendo como

na análise do modelo SIR, apresentada no Capítulo 2, obtemos a matriz Jacobiana do sistema

(5.7) reduzido:

J(S, I) =











∂f
∂S∗

∂f
∂I∗

∂g
∂S∗

∂g
∂I∗











=











−(β + β̂)I∗ − µ − φ −(β + β̂)S∗ − φ

(β + β̂)I∗ (β + β̂)S∗ − (γ + µ)











. (5.10)

Que é idêntica a matriz Jacobiana do caso sem vacinação (5.7).
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Vamos analisar cada um dos pontos de equilíbrio encontrados.

Caso 1) Agora, faremos a análise da estabilidade do ponto P1 = (1 − v
µ+φ

, 0, v
µ+φ

). A

matriz Jacobiana neste caso é:

J(P1) =











−µ − φ −β − β̂ + β+β̂
µ+φ

v − φ

0 β + β̂ − β+β̂
µ+φ

v − γ − µ











.

Logo, os autovalores são: λ1 = −µ − φ e λ2 = β + β̂ − β+β̂
µ+φ

v − (γ + µ). Como o primeiro

autovalor é sempre negativo, teremos um ponto de equilíbrio estável para β + β̂ < (γ+µ)(µ+φ)
µ+φ−v

, e

instável para β + β̂ > (γ+µ)(µ+φ)
µ+φ−v

.

Caso 2) Agora, faremos a análise da estabilidade do ponto P2. A matriz Jacobiana

neste caso é:

J(P2) =











(β+β̂)(v−µ−φ)−φ(µ+φ)
µ+γ+φ

−(µ + γ + φ)

− (β+β̂)(v−µ−φ)+(µ+γ)(µ+φ)
µ+γ+φ

0











. (5.11)

Os autovalores da matriz (5.11) são expressões extensas que dependem de diversos parâmetros.

Portanto, para fazer a análise do sinal dos autovalores, ao invés de olhar para a expressão de

λ1 e λ2, podemos analisar o traço e o determinante da matriz Jacobiana. Isto pois, como no

caso do Capítulo 2, os autovalores podem ser convenientemente expressos a partir do traço e

do determinante da matriz Jacobiana associada ao sistema (Almeida, 2014). Se det(J(P2)) <

0, então temos que P2(S∗, I∗, R∗) é um ponto de equilíbrio instável. Se det(J(P2)) ≥ 0 e

tr(J(P2)) > 0, então P2(S∗, I∗, R∗) também é um ponto de equilíbrio instável. Por outro

lado, se det(J(P2)) ≥ 0 e o tr(J(P2)) < 0, então temos que P2(S∗, I∗, R∗) é um ponto de

equilíbrio estável (Almeida, 2014). O traço e o determinante da matriz (5.11) são tr(J(P2)) =

(β+β̂)v−(φ+β+β̂)(µ+φ)
µ+γ+φ

e det(J(P2)) = (β + β̂ −µ−γ)(µ+φ)−v(β + β̂), respectivamente. Podemos

observar que o determinante será negativo para v > vc (pois 0 ≤ S∗ = γ+µ

β+β̂
≤ 1). Neste caso
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dinâmica é o desaparecimento oscilatório das variáveis do modelo antes de atingir o equilíbrio

assintótico.
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6 CONCLUSÃO

O presente trabalho teve como objetivo, investigar o uso do Cálculo Fracionário na

modelagem de epidemias de populações em interação. Primeiro, propomos um modelo SIRD

para duas cidades em interação com derivadas fracionárias. Depois investigamos o problema de

reinfecção através de um modelo SIRS sem vacinação e também com vacinação constante. Em

todos os modelos propostos analisamos a existência de pontos fixos e sua estabilidade. Para

investigar os efeitos introduzidos na dinâmica pelas derivadas fracionárias, resultados numé-

ricos foram obtidos e comparações entre os modelos com derivadas fracionárias com modelos

de derivada inteira foram realizadas. Além disso, como exemplo de aplicações, fizemos uma

comparação do modelo SIRD proposto com dados reais de Rio Grande e Pelotas. Como conti-

nuação do trabalho, seria importante investigar os efeitos introduzidos nos modelos fracionários

por um número maior de populações interagentes, e em populações com faixas etárias diferen-

tes (no mesmo sentido do modelo com derivada inteira estudado em (Lazo; Cezaro, 2020)).

Outra possibilidade de continuação seria fazer uma análise mais detalhada (incluindo dados de

vacinação, infectados por bairros e distritos, etc), e em um período maior de tempo, referente

ao número de casos confirmados e óbitos causados por COVID-19 nos municípios de Pelotas e

Rio Grande. A partir da análise preliminar, foi possível observar que o modelo SIRD clássico,

sem interação entre cidades e sem derivadas fracionárias, também não descreve bem os dados

oficiais do município de Rio Grande, pois a dinâmica apresenta um crescimento linear. Os

efeitos introduzidos por diversas populações interagentes em (Lazo; Cezaro, 2020), e os efeitos

na dinâmica devido às derivadas fracionárias, motivam uma investigação mais detalhada do

modelo de interação fracionária que propomos.
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