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RESUMO

O presente trabalho tem como objetivo principal investigar o uso do calculo fracionario
na modelagem de epidemias de populagoes interagentes. Primeiro, propomos um modelo STRD
para duas cidades em interagao com derivadas fraciondrias. Depois investigamos o problema de
reinfeccao através de um modelo SIRS com e sem vacinacdo. Em todos os modelos propostos
analisamos a existéncia de pontos fixos e sua estabilidade. Para investigar os efeitos introduzidos
na dinamica pelas derivadas fracionarias, resultados numéricos foram obtidos e comparacoes
foram realizadas entre modelos com derivadas fracionarias e modelos de derivada inteira. Além
disso, como exemplo de aplicagoes, fizemos uma comparacdo do modelo SIRD proposto com

dados reais de Rio Grande e Pelotas.

Palavras-chaves: Dinamica de Populacoes; Equagoes Diferenciais Fracionarias; Mo-

delo SIRD; Coronavirus (COVID-19).



ABSTRACT

The present work has as main objective to investigate the use of fractional calculus
in the modeling of epidemics of interacting populations. First, we propose a SIRD model
for two interacting cities with fractional derivatives. We then investigated the problem of
reinfection using a SIRS model with and without vaccination. In all the proposed models, we
analyzed the existence of fixed points and their stability. To investigate the effects introduced
in the dynamics by the fractional derivatives, numerical results were obtained and comparisons
were made between models with fractional derivatives and models with integer derivatives.
Furthermore, as an example of applications, we compared the proposed SIRD model with real

data from Rio Grande and Pelotas.

Palavras-chaves: Population Dynamics; Fractional Differential Equations; SIRD

Model; Coronavirus (COVID-19).
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1 INTRODUCAO

O Calculo Fracionario, também conhecido como calculo de ordem nao inteira, ¢ uma
generalizacao do Célculo Diferencial e Integral (o cdlculo geralmente estudado no inicio da
graduacao de cursos na area de ciéncias exatas e da terra). Desde o inicio da histéria do
Célculo Diferencial e Integral, grandes mateméaticos como Leibniz, [.’Hospital, Euler e Liouville,
entre outros, desenvolveram suas ideias sobre o calculo de derivadas e integrais de ordem nao
inteiras. Em especial, o Célculo Fracionario teve origem a partir de uma sucessao de trocas
de cartas entre L’Hospital (1661 - 1704) e Leibniz (1646 - 1716) em 1695. Em uma dessas
em LY. Leibniz

cartas, L’Hospital pergunta a Leibniz qual seria o significado se tomar n = % p

respondeu a carta com uma proposta de derivada de ordem % e concluiu: "Um dia isso trara

consequéncias uteis” (Oldham and Spanier, 1974).

Apesar de ter uma histéria de mais de trés séculos, s nas ultimas trés décadas o
Calculo Fracionario despertou mais aten¢ao devido as suas aplica¢des nas mais diversas areas.
Isso se deve ao fato de que a modelagem realista de um fenémeno fisico nao depende apenas
do tempo instantaneo, mas também da histéria do tempo anterior. Ultimamente, uma grande
quantidade de estudos foi desenvolvida sobre a aplicagdo de equagoes diferenciais fracionarias,
em varias areas das ciéncias aplicadas, tais como mecanica de fluidos, viscoelasticidade, biologia,

fisica, engenharia, etc (Varalta, 2014).

Dentre as areas de aplicagao do Calculo Fracionario, pode-se destacar a necessidade
de compreender a proliferacao de doencas infecciosas do ponto de vista dindmico. A area da
ciéncia conhecida como Epidemiologia Matematica propoe modelos que possam ajudar a tracar
politicas de controle dessas doencas. O fator mais importante no estudo de doencas infecciosas

esta relacionado com a melhoria do controle epidémico de forma a erradica-las o mais rapido
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possivel. Com isto surgem os modelos matematicos, ferramentas poderosas nesta abordagem,
que nos permitem otimizar o uso de recursos ou simplesmente direcionar para medidas de

controle mais eficientes.

Um dos modelos mais estudados é o modelo compartimental denominado SIR (onde
os individuos de uma populagao sdo divididos nas categorias/compartimentos de Suscetivel,
Infectado e Recuperado). Este modelo SIR nos permite analisar determinadas caracteristicas de
diversas doencas infecciosas, tais como, a fase epidémica, o patamar endémico em que a doenca
se encontra e a existéncia de limiares nas taxas de propagacao para possibilitar a erradicacao
de doengas infecciosas pelo mecanismo de extingao (por exemplo, através de vacinagdo) dos

pontos fixos nao-nulos.

Com base nessa premissa, e em virtude do cenario atual onde o mundo enfrenta a
pandemia causada pelo coronavirus (COVID-19), uma doenca infecciosa causada pelo virus da
sindrome respiratoria aguda severa 2 (SARS CoV-2) pertencente a classe da SARS, a modelagem
matematica de epidemias nunca se fez tdo necessaria. Embora o surto de coronavirus SARS
(SARS-CoV) em 2003 tenha sido fatal para 9% dos individuos infectados, ele ndo se tornou
uma pandemia global, pois apesar de ter se espalhado para 26 paises, foram reportados apenas
8.000 casos. O novo surto de coronavirus, no entanto, tornou-se uma ameaca sem precedentes

a saide publica em todo o mundo (Owusu-Mensah, 2020).

Os primeiros casos de infeccao por Covid-19 ocorreram em dezembro de 2019 na
cidade chinesa de Wuhan, provincia de Hubei, na China, foi declarado uma emergéncia de
saude publica de importancia internacional pela Organizagao Mundial da Satide (OMS) no dia
30 de janeiro de 2020. Posteriormente, no dia 11 de margo de 2020, a OMS declarou a pandemia
de COVID-19 (Morais et.al, 2021). No Brasil o primeiro caso confirmado foi em 26 de fevereiro

de 2020, o registro do primeiro 6bito se deu em 17 de marco, levando o Ministério da satde a
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propor o isolamento social em 18 de marco.

Decorrente da importancia de compreender a proliferacdo de doencas infecciosas no
estudo da dindmica de populacoes, encontra-se na literatura uma quantidade significativa de
trabalhos que abordam o assunto. Em especial, apontamos alguns estudos relacionados a
dindmica da COVID-19 no Brasil e uma proposta de abordagem para populagoes distintas

interagentes.

O artigo de (Almeida, 2018) tém como ideia principal focar em modelos que consistem
em equagoes diferenciais fracionarias para descrever a dinamica de certas epidemias. Para o
trabalho, a populacao foi dividida em quatro partes, suscetiveis, exposta, infecciosa e recuperada
(SEIR). O autor apresenta um estudo analitico, mostrando que o modelo possui dois pontos de

equilibrio (equilibrio livre de doenga e equilibrio epidémico).

Em (Silva, 2020), foram analisados dados referentes ao niimero de casos confirmados e
mortes causadas pela COVID-19 nos estados do Parand (PR), Rio Grande do Sul (RS) e Santa
Catarina (SC). O objetivo do estudo é compreender alguns aspectos da disseminacao da doenga
na regiao Sul do Brasil a partir da obtengdo do Numero Efetivo de Reproducao (NER) R, de
cada estado, usou-se para isso o modelo SIRD, que é uma generaliza¢ao do conhecido modelo
compartimental SIR que inclui a taxa de mortes da populagdo, denotada por D. Mostrou-se
que esse modelo, apesar da sua simplicidade, descreve com precisao os dados do passado e
possibilita fazer proje¢oes confidveis para as tendéncias da epidemia em cada localidade. Para
os resultados mostrou-se que, até o dia 6 de junho de 2020, SC era o unico estado da regiao
Sul com R, < 1, o que indica que o niimero de novos casos tende a diminuir na hipotese desse
cenario ser mantido. Por outro lado, PR e RS apresentam R. > 1, de forma que o crescimento
do ntimero de infectados pode continuar por algumas semanas caso novas medidas nao sejam

tomadas.
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Finalmente, no contexto de populagoes interagentes, no trabalho (Lazo; Cezaro, 2020)
é proposto um modelo SEIR (Suscetivel, Exposto, Infectado e Recuperado) estruturado de
interacao de n populagoes distintas para descrever a propagacao de doencas pandémicas como
a COVID-19. Para os autores o modelo proposto tem a flexibilidade de incluir comunidades
geograficamente separadas, bem como levar em consideracao o envelhecimento dos grupos da
populacao e suas interagoes. Foram mostrados suposi¢oes distintas sobre a dindmica do modelo
proposto que levam a uma curva semelhante a um platé da populacdo infectada, refletindo
dados coletados em grandes paises como o Brasil. Tais observagoes apontam para a seguinte
conjectura: ”A difusdo da doenca COVID-19 das capitais para o interior do Brasil pode ser

responsavel pelo surgimento de um plato na curva de infectados”.

Neste trabalho, com o objetivo de entender o processo de difusao de doencas entre
populacoes vizinhas, e também compreender o papel da modelagem com Céalculo Fracionario
deste problema, vamos estudar modelos estruturados de epidemia compartimental do tipo SIR
(os individuos da populacao dividem-se em trés categorias, os suscetiveis, os infectados e os
recuperados/removidos) para populagoes interagentes. Mais precisamente, vamos estudar dois
tipos de modelos. Primeiro vamos estudar um modelo SIRD, depois estudaremos modelos do
tipo SIRS, sem e com vacinacao, onde individuos recuperados tornam-se suscetiveis novamente.
Como aplicac¢ao, faremos uma comparacgao dos resultados obtidos pelo modelo SIRD de popu-
lagOes interagentes com os dados referentes ao nimero de casos confirmados e mortes causadas
pela COVID-19 nos municipios de Pelotas e Rio Grande. A soluc¢ao do modelo sera obtida atra-
vés do software Python, e os dados relativos as populagoes empregados neste trabalho foram

extraidos do site da Prefeitura do Rio Grande e da Prefeitura de Pelotas.

Parte dos resultados apresentados neste trabalho foram aceitos para publicagdo na

revista Trends in Computational Applied Mathematics-TEMA, e também foram apresentados
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em eventos como: X ERMAC RS, XL CNMAC - 2021 e 20* Mostra da Produgao Universitaria

da Universidade Federal do Rio Grande - FURG.

Para atingir os objetivos propostos, esse trabalho esta organizado em capitulos: sendo
que o primeiro contempla esta introducao. No segundo faz-se uma breve revisao das caracte-
risticas e propriedades do modelo epidemiologico SIR. No terceiro capitulo, apresenta-se um
breve apanhado histérico do Calculo Fracionario, bem como suas defini¢goes para integrais e
derivadas de ordem fracionédria. No quarto, discute-se o modelo fracionario para a dinamica de
populagoes interagentes SIRD. No quinto capitulo, serd apresentado uma generalizacao do mo-
delo SIR, considerando a possibilidade de reinfeccao, e a introdugao da campanha de vacinacao
a taxa constante. Por fim, no sexto capitulo, apresenta-se as conclusoes a respeito dos modelos

fracionarios de interacao entre populagoes.
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2 MODELO SIR

Neste capitulo apresentaremos uma breve revisao das principais caracteristicas e pro-
priedades do modelo epidemiolégico SIR. Este modelo, proposto por Kermack e McKendrick
em 1927, ¢ um modelo de compartimentos que caracteriza o estado do individuo ao longo do de-
senvolvimento de uma doenga, relacionando-os por meio de um sistema nao-linear de equagoes

diferenciais (Hethcote, 2000; Keeling, 2008; Kretzschmar, 2009).

No modelo SIR os individuos sao divididos em trés compartimentos (ou classes) dis-
juntas, cada compartimento indica o estado atual da doenca nos individuos da populacao,

denotados por:

a) Suscetiveis S(t): individuos sauddveis que estdao expostos a uma eventual infecgao.

b) Infectados I(¢): individuos que estao infectados e que sdo possiveis causadores de novas

infecgoes.

¢) Recuperados R(t): individuos recuperados da doenga, passando assim a se tornar imune

a uma nova infeccao.

O ntmero total de individuos em cada classe varia com o tempo e S(t), I(t) e R(t)
sao fungoes que dependem do tempo t. O nimero total N de individuos na populacao é a soma

dos trés compartimentos:

N(t) = S(t) + I(t) + R(t). (2.1)

Para simplificar a modelagem das intera¢oes entre os compartimentos, assumimos as

seguintes hipdteses:



22

O tamanho da populagio N € constante.

A taxa de natalidade e a tara de mortalidade i da populacdo sdo iguais.

Infectados que se recuperam, ganham imunidade total.

A interacao entre as populagoes dos compartimentos se dd de forma homogénea.

A Figura 2.1 apresenta o diagrama de fluxo do modelo. Neste diagrama, 3 é a taxa de
infec¢ao da doenga (proporcional a taxa média de contato entre individuos na populagao total)
e v é a taxa de recuperagao (proporcional ao inverso do periodo infeccioso médio). Assume-se
que as taxas de natalidade e de mortalidade p sdo iguais, de forma que o N total da populacao

é constante durante a epidemia.

\

us wl UR

Figura 2.1: Representacao de Fluxo do modelo SIR.

A dinamica da epidemia, que é descrita pela evolugdo temporal das variaveis com-
partimentais S(t), I(t) e R(t), é dada por um sistema de equagoes diferenciais nao-lineares
conhecido como modelo SIR (Hethcote, 2000; Keeling, 2008; Kretzschmar, 2009):

98 — uN — (B + 1) S(t)

dt

4 = BS(HEE — (n+I(t) (22)

G =71(t) — nR(t),

onde os valores iniciais sao S(0) >0, I(0) > 0e R(0) >0 € R, e S(t)+I(t)+ R(t) =N =
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constante. No sistema (2.2), o fator BS(t)%, também conhecido como incidéncia da doenga,
representa o numero de novos infectados por unidade de tempo. A forma deste fator se deve a
hipotese de que a probabilidade de um individuo doente infectar um suscetivel é proporcional
ao contato entre suscetiveis e infectados na populagao. O fator «I(t) representa o nimero por
unidade de tempo de individuos infectados que se curam, passando para o compartimento dos
recuperados. Os fatores pS(t), pI(t) e pR(t) sao os numeros de individuos que morrem por

unidade de tempo em cada compartimento, e o termo p/N representa o niimero de nascimentos

por unidade de tempo (os individuos nascem suscetiveis).

cao

= =
- =

Fracao da popula

0.0

1%0 200 20 00

Tempo t (dias)

0 50 10

Figura 2.2: Evolugao temporal das variaveis de compartimento do modelo SIR.

Na Figura 2.2 apresentamos a solugdo numérica do sistema (2.2) para 8 = 0.2, v =
0.02 e 4 = 0.01. Foi considerada uma populagao total de N = 211965 (estimativa do valor
da populacao de Rio Grande em 2020 obtidos através do site Prefeitura do Rio Grande), e
consideramos que inicialmente haviam apenas dois individuos infectados 1(0) = 2. Observamos

~ ~ ’ S « . A . s, «
nesta figura que a fragao da populagio suscetivel 5 cai rapidamente em decorréncia do rapido

L

R . . . .
+ e recuperados . A epidemia atinge seu auge no instante

crescimento na fracdo de infectados
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correspondente ao maximo da curva de infectados. Apds esse maximo, as variaveis do modelo
aproximam-se de assintotas horizontais, que como veremos na préxima subsecao, representam
um estado de equilibrio epidémico da doencga. Discutiremos a seguir algumas caracteristicas do

modelo SIR (2.2).

2.1 Pontos de Equilibrio e Estabilidade Local

Nessa subsegao discutiremos o estado (ou ponto) de equilibrio do sistema (2.2) e sua

estabilidade.

Por simplicidade, nesta e nas proximas segoes trabalharemos com as varidveis do

S I R
~» infectadas + e recuperada %,

problema normalizadas, ou seja, com as fragoes suscetiveis
respectivamente. Isto equivale a fazer N = 1 em (2.2). Desta forma, as varidveis S, I e

R representarao, a partir daqui, as fracoes da populagdo total de suscetiveis, infectados e

recuperados.

2.1.1 Pontos de Equilibrio

Quanto a existéncia de pontos de equilibrio (solugoes independentes do tempo), temos
que quando t — oo a solu¢ao do modelo (2.2) tende a assintotas horizontais que representam
este ponto de equilibrio. Quando este ponto de equilibrio tem valor ndo nulo para a fracao
de infectados I, a doenca nunca desaparece, tornando-se epidémica. Para encontrar o ponto
de equilibrio, precisamos analisar sob quais condi¢des as variaveis S, I e R tornam-se cons-
tantes. Chamaremos esses valores constantes de S*, I* e R*, respectivamente. Para encontrar

(S*, I*, R*), fazemos S=0el=0 (onde S e I representam a taxa de crescimento das popula-



25

¢oes de suscetiveis e infectados) nas primeiras duas equagoes de (2.2) (o valor de equilibrio R*

pode ser obtido de S* e I* pois N =1 =S5+ I + R). Entao, da equagao (2.2), temos:

p— (B +p)S* =0

BS*I* — (u+y)I* = 0.

A partir da segunda equacao do sistema (2.3), obtemos:
I(BS" —p—1) =0,

logo, I* = 0 (que chamaremos de caso 1) ou fS* — u — v = 0 (caso 2) que tem duas solugoes:

Caso 1) Se I* = 0, substituindo na primeira equagdo em (2.3) tem-se:

p(l—5%) =0,
portanto:
ST =1

Logo, temos R* = 1 — S* — I* = 0. Assim, obtemos o ponto de equilibrio P;(S*, I*, R*) =

(1,0,0), chamado de ponto de equilibrio livre de doenga.

Caso 2) Se S* = “TJE'Y, substituindo na primeira equacao, entao teremos:

i (7))

de onde obtemos:

Bu—BI"(n+7) —plp+7) =0.
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Isolando I*, teremos:

e P plpt7)
Bl +7)

Y

logo:

It f f

Cpty B
Portanto, Py(S*, I*, R*) = (%v’ ﬁ — %, 1— % — Tﬁiv)’ corresponde ao ponto de equilibrio

epidémico. Neste caso, para tempos grandes, sempre havera um nimero contante de pessoas

infectadas na populacao.

2.1.2 Estabilidade

A ideia fundamental da teoria da estabilidade linear é linearizar o sistema dinidmico
préoximo a um ponto de equilibrio para entender a dindmica desse sistema através do compor-
tamento das solugbes que estejam proximas a esse determinado ponto (Strogatz, 2001). Como

R=1-5 -1, podemos reduzir o sistema (2.2) as duas primeiras equagoes:

a5 — . — (BI(t) + w)S(t) = £(S, 1)

4= BSHI(t) — (u+NI(E) = g(S.1).

(2.4)

Supondo que S* e I* sdo valores de um ponto de equilibrio do sistema, temos:

f(8%,17) = g(5,1") = 0.

SeU =S5—-5"eV = [—1I*sao as amplitudes de pequenas perturbagoes em relacao a solugao do
ponto de equilibrio (fungoes S e I proximas de S* e I*), para determinar se essas perturbagoes

crescem ou diminuem com o tempo, precisamos derivar as func¢oées U e V. Vamos considerar
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primeiro U:

U=08=fU+8"V+1I

af of

* T * T * T* 2 2 2.5
= J(87 1) + U5 (8, 17) + V(87 17) + O(U*, V2, U V) (2.5)
af * Tk af * T* 2 2
= USS(S . I') + VS (S'. 1) + O, VA UY),

onde expandimos em Taylor, e usamos f(S*, I*) = 0. De forma similar encontramos:

dg
0S

dg

V=1=U2(51 + V(55T +OU V2 UV). (2.6)

Como os termos quadréticos em (2.5) e (2.6) sdo pequenos, para pequenas perturbagoes pode-
mos linearizar o sistema formado pelas equagoes (2.5) e (2.6) como:
U 9L(S*, 1) SL(s*,17) U
= . (2.7)
v (817 Gsm ) J\ Vv
A matriz neste sistema (2.7) é chamada de matriz Jacobiana. A solucao desse sistema linear
descreve a evolugao temporal de pequenas perturbacgoes em relagdo a solugdo de equilibrio
do modelo original. Como as solugoes de (2.7) sdo fungdes exponenciais que dependem dos
autovalores da matriz Jacobiana, podemos utilizar esses autovalores para caracterizar os pontos
de equilibrio de um sistema dindmico quanto a sua estabilidade (Strogatz, 2001). Se todos os
autovalores da matriz Jacobiana tiverem partes reais positivas, as perturbagoes crescerao, e
dizemos neste caso que o ponto de equilibrio é instével (ou um repelidor). Se todos os autovalores
tiverem partes reais negativas, as perturbagoes diminuirao com o tempo, e dizemos que o ponto
de equilibrio é estdvel (ou um ponto atrator). Se pelo menos dois autovalores tiverem partes
reais com sinais opostos, entao algumas perturbagoes crescerao e outras diminuirao com o

tempo, neste caso temos um ponto de sela e o equilibrio também sera estavel. Finalmente, se
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a parte real de todos os autovalores for nula, as perturbacoes serdo fungoes peridédicas. Desta
forma, a estabilidade dos pontos de equilibrio de um sistema podem ser classificados de acordo

com seus autovalores.

A matriz Jacobiana para o modelo SIR reescrito (2.4), é dada por:

ﬁ(S*,I*) ﬁ(S*,I*) _BI*_M _55*
gy =1 % o - . (2.8)

Vamos analisar a estabilidade dos dois pontos de equilibrio do modelo SIR:

Caso 1) Para o ponto de equilibrio P (S*, I*, R*) = (1,0, 0) a matriz Jacobiana (2.8)

se reduz a:
—H -5
0 B—(p+7)
que tem autovalores:
M=pF—pu—7y e A=—L. (2.10)

Como todos os parametros do modelo sdao positivos (3, 1,y > 0), o autovalor Ay serd sempre
negativo. Portanto, o ponto de equilibrio livre de infecgao P (S*, I*, R*) = (1,0, 0) seré estavel
quando 8 < u+ 1, essa desigualdade significa que o contagio esta sendo menor que a soma das
taxas de recuperacao e natalidade/mortalidade, por isso o caso de infectados nao ird evoluir
(neste caso A\; < 0) e instavel se § > p + 7, quando o contagio ultrapassa a soma dessas
taxas, teremos um aumento no nimero de infectados e o surgimento de uma epidemia (neste
caso A\; > 0). Quando o equilibrio é estavel, ao inserir um nimero pequeno de individuos
infectados em uma populagdo majoritariamente suscetivel (pequena perturbagdo) ndo ocorrera
epidemia. O sistema tendera exponencialmente ao equilibrio livre de doencga. Por outro lado,

se o equilibrio for instavel, ao inserir um nimero pequeno de individuos infectados a doenca se
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espalhard (a perturbagao, nimero inicial pequeno de infectados, cresce com o tempo) e teremos

o surgimento de uma epidemia.

<17 . 1A . * * * _ H’+’y 1) o E o l o L
Caso 2) No ponto de equilibrio epidémico Po(S*, I*, R*) = (T’ S -5 1-3 /Hrv)’
apés a ocorréncia de uma epidemia, a doenga nunca desaparecera e o nimero de infectados ten-

dera, para grandes tempos, para um valor contante I*. A matriz Jacobiana calculada no ponto

de equilibrio epidémico é:

ipy = " , (2.11)

que tem como autovalores:

Bu— VA Bu+VA

A =-—CETYE e ), = ,
1 2 2 + 2

(2.12)
2y 4+ 2p

onde A = 43+ (1202 —48u)y2 + (12u% =8B )y +4u* —48u> +5%u?). A parte real do autovalor
Ay é sempre negativa. Logo, a estabilidade do sistema depende do sinal da parte real do primeiro
autovalor. Para fazer a andlise desse sinal, ao invés de olhar para a expressao de \;, podemos
analisar o traco e o determinante da matriz Jacobiana. Isto porque os autovalores podem ser
convenientemente expressos a partir do trago e do determinante da matriz Jacobiana associada
ao sistema (Almeida, 2014). Se det(J(FP2)) < 0, entao temos que Po(S*, I*, R*) é um ponto de
equilibrio instével (Almeida, 2014). Se det(J(P,)) > 0 e tr(J(P)) > 0, entdao Py(S*, I*, R*)
também é um ponto de equilibrio instavel (Almeida, 2014). Por outro lado, se det(J(FPs)) > 0
e o tr(J(Py)) < 0, entao temos que Po(S*, I*, R*) é um ponto de equilibrio estavel (Almeida,

2014).
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O traco e o determinante da matriz 2.11, sao:

B

t’I"(J(Pg)) = _M"i_")/’

det(J(Py)) = (B — p — ).

Como tr(J(P,)) < 0 pois 8, u,v > 0, a estabilidade ird depender do sinal do determinante da
matriz Jacobiana. Temos um ponto de equilibrio instavel quando o determinante for negativo
(quando 8 < p++). No entanto, este ponto de equilibrio instavel ndo é biologicamente relevante
(deve ser descartado) pois corresponderia a um ponto de equilibrio com S* = “Tf” > 1 e, para
que o sistema normalizado tenha sentido, devemos ter 0 < S* < 1. Por outro lado, teremos um

ponto de equilibrio estével (e biologicamente relevante) para det(J(Py)) > 0 (quando 5 > u+7).

2.2 Numero de Reproducao Basica

Dada uma populagao majoritariamente suscetivel, uma epidemia ocorrera se, apés a
inclusao de um pequeno nuimero de individuos infectados, o niimero de infectados crescer com o
tempo, isto é, inicialmente temos I > 0. Portanto, de (2.2) com N = 1, teremos uma epidemia

quando inicialmente tivermos:

I(BS—pu—=)>0. (2.13)

Portanto, como inicialmente temos S ~ 1:

I(p+7v)(Ry—1) >0, (2.14)
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onde definimos o Ntumero de Reproducao Béasica Ry = % Esse nimero Ry pode ser interpre-
tado como o nimero esperado de novas infecgdes produzidas por um tnico infectado colocado
em uma populacao de hospedeiros constituida unicamente por suscetiveis. Este niimero é uma
medida do potencial de propagacao de doengas dentro de uma populagao (Bartolomeu, 2018).

Para o parametro Ry, consideram-se os seguintes valores:

a) Ry = 1, temos uma situac¢ao de equilibrio epidémico (nimero constate de infectados);
b) Ry > 1, o nimero de infectados aumentars;

¢) Ry < 1, o niimero de infectados vai diminuir até o desaparecimento da doenga.

Apo6s o instante inicial, quando ja nao temos uma populacao livre da doencga, define-se
a reproducao efetiva R, isto é, R, é o numero médio de casos secundarios produzidos por
um individuo infectado em uma populagdo nao totalmente suscetivel. Se S(t) ¢é a fracao de

individuos suscetiveis na populacao, temos que:

p

[=1(BS—pn—7)=1I(p+7) <u+7

S — 1) =I(p+7) (R —1), (2.15)

onde R, = RyS(t).

E importante observar que, em uma situacao de equilibrio (como no caso do ponto de

equilibrio Py(S*, I*, R*) = (“Tﬂ, Tiv - 51-3- ##T"/)> cada infec¢do produz em média uma

segunda infeccao, portanto, R, = 1, logo:

1 B
Ry = = . (2.16)
S¥(t)  pt+y
Portanto, o ponto de equilibrio epidémico S* = - estd diretamente relacionado com o inverso

Ry
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de Ry. Como consequéncia, uma das importancias de Ry encontra-se no fato desse parametro

ser capaz de identificar as tendéncias de evolucao da epidemia.
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3 O CALCULO FRACIONARIO

Neste capitulo vamos apresentar, um apanhado histérico do Célculo Fracionario, e
em detalhes apresentaremos algumas defini¢des béasicas para integrais e derivadas de ordem

fracionaria, que serao de extrema importancia para o préximo capitulo.

3.1 A Origem do Calculo Fracionario

O céalculo de ordem nao-inteira, conhecido como Caélculo Fracionério, teve seu inicio
em 30 de setembro de 1695 quando I’Hopital escreveu uma carta a Leibiniz perguntando qual
seria o significado de uma derivada de ordem % Leibniz respondeu a carta de I’'Hopital dizendo

1 7 ’ . . 3 A s . Yo .
que o valor de dzx é zv/dx : x. Além de Leibniz e I’'Hopital, outros brilhantes matematicos, tais
como Euler, Lagrange, Laplace, Fourier, Abel, Heaviside, Liouville, entre outros, estudaram o
assunto levando as primeiras defini¢oes de derivadas e integrais fracionarias (Diethelm, 2010;

Lazo, 2012; Oldham and Spanier, 1974; Oliveira, 2012).

Apesar de ser quase tao antigo quanto o Célculo usual de derivadas e integrais de
ordem inteira, s6 nas tultimas trés décadas o Calculo Fraciondrio despertou maior atencao
devido a suas aplicagoes nas mais diversas areas. A gama de aplicagOes se estende a areas
como engenharia, fisica, financas, epidemiologia, dielétricos dentre outros. Além disso, é uma
importante ferramenta para refinar a descricdo de fendomenos naturais, em particular aqueles
que possuem dependéncia temporal (Lazo, 2012; Sabatier; Agrawal; Tenreiro Machado, 2007;

Vieira, 2017).

Neste capitulo introduziremos de maneira simples e objetiva o Calculo Fracionario. Se-

rao apresentadas as defini¢oes e propriedades basicas de derivada de ordem fracionaria segundo
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Riemann-Liouville e Caputo.

3.2 As Principais Definicoes de Derivadas Fracionarias

No inicio da teoria do Céalculo Fracionério, varias definicdes de derivadas de ordem
fracionaria foram introduzidas, embora essas defini¢oes sejam diferentes, é possivel relacionar
essas formulagdes. Segundo (Lazo, 2012) uma das mais antigas definigoes do Célculo Fracionério

se deve a Euler e foi formulada em 1730. Para derivadas de ordem inteira temos:

= ——" (3.1)

onde m e n inteiros, com m > n, substituindo os m e n por nimeros reais 3 e « e os fatoriais

por funcoes Gamma de Euler, obtemos a derivada fracionaria de Euler:

daxﬂ - F(B + 1) xﬁfa
dee  T(B—a+1) ’

(3.2)

em que a funcao I'(2)

(z) = /0 Tt la, (3.3)

é a generalizagdo da funcao fatorial para niimeros nao inteiros (para z = m + 1 inteiro, temos

L(m+1) =m!).

Embora esta seja a definicao mais simples para a derivada fracionaria, a definicao de
Euler é muito restritiva, pois s6 se aplica em fungoes analiticas, e além disso nao é uma defini¢ao

formalmente rigorosa (Lazo, 2012).

J& a definicdo de Riemann-Liouville é menos restritiva e mais popular entre os ma-
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tematicos (Santos, 2018). Segundo esta definigao, a derivada fracionéria de orderm « é dada

por:

dt (3.4)

dvy 1 d" /»’C y(t)
a (ZL’ — t)afnJrl ’

dze  TI'(n— a)da"

onde n < a < n+1éum inteiro e a um ntmero real arbitrario. Por outro lado, a formulacao

mais utilizada em ciéncias em geral é a definigdo de Caputo (Santos, 2018).

ey 1 / L 40, (3.5)

dre T'(n—a)Ja (z—t)o—ntl dgn

O Célculo fracionario de Caputo é o mais popular entre os cientistas, pois as equacgoes dife-
renciais envolvendo as derivadas de Caputo requerem condig¢oes de contorno regulares que sao

semelhantes as esquagoes diferenciais com derivadas usuais de ordem inteira (Santos, 2018).

A partir da préxima subsegao, definiremos as derivadas de ordem fracionéaria segundo

Riemann-Liouville e Caputo, necesséarias para a realizacao desse trabalho.

3.3 O CAlculo Fracionario de Riemann-Liouville

Nesta subsecao introduziremos os fundamentos da teoria do calculo de ordem fra-
cionaria segundo Riemann-Liouville e algumas propriedades elementares de sua formulacao.
Cumpre ressaltar que diversas formulacoes de derivadas fracionarias sao variantes da formula-

¢ao de Riemann-Liouville (Lazo, 2012).

3.3.1 Integrais Fracionarias de Riemann-Liouville

Nas formulacoes que trataremos, para definirmos a derivada fraciondria, primeiro é ne-

cessario definirmos a integral fracionaria, pois tanto a ideia de derivada fracionaria de Riemann-



36

Liouville, como a de Caputo, dependem da definicao de integral fracionaria de Riemann-
Liouville (Diethelm, 2010; Lazo, 2012; Oldham and Spanier, 1974; Oliveira, 2012). Apesar
de existirem diversas propostas para derivadas fracionarias, um grande niimero dessas formula-
¢oes estao de alguma forma conectadas com a continuagao analitica da férmula de Cauchy para

integrais repetidas (Diethelm, 2010; Lazo, 2012; Oldham and Spanier, 1974; Oliveira, 2012).

Teorema 3.3.1. (Férmula de Cauchy). Seja f : [a,b] — R uma funcao integravel segundo

Riemann no intervalo [a, b]. Entao, temos para a integral de ordem n (n € N):

/agC f(a)r = /at /atn atn_l - /:3 /:2 f(ty)dtydty - - - dt,_ydt,
= [ n €N, (3.6)

['(n) /a (t— u)l—”du (

onde I' é a fungao gamma de Euler.

A demonstragdo do Teorema de Cauchy pode ser encontrada em (Oldham and Spa-
nier, 1974). A continuacao analitica da (3.6) nos da uma defini¢do para a integral de ordem
fracionaria. A definicdo da integral de ordem fraciondaria é o ponto principal do calculo fra-
cionario de Riemann-Liouville, assim como de diversas formulagoes. As integrais fracionarias

obtidas a partir da (3.6) sao chamadas de integrais a direita e a esquerda de Riemann-Liouville

(Oldham and Spanier, 1974):

Defini¢ao 3.3.1 (Integral Fracionédria de Riemann-Liouville). Seja a@ € R;. Os operadores

aJS € JP definidos em Ly[a, b] por
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@) = e [ s (@ € R.), (3.9

coma < bea,be R, sao chamados de integrais fracionarias a esquerda e a direita de Riemann-

Liouville de ordem a € R, respectivamente.

E fcil ver que as integrais fraciondrias de Riemann-Liouville convergem para quais-
quer fungoes integraveis f se a > 1, pois neste caso a poténcia 1 —a no integrando fica negativa
e o integrando como um todo se torna uma funcao integravel. Também é possivel provar a con-
vergéncia para fungoes f € Ly[a,b] mesmo quando 0 < a < 1. (Veja (Diethelm, 2010)). Além
disso, para « inteiro as integrais de Riemann-Liouville (3.7) e (3.8) coincidem com integrais

repetidas usuais (3.6).

Finalizaremos essa subse¢do com a integral fracionaria da funcao poténcia. Temos

(Diethelm, 2010):

o _ T+ o

o3 (& —a)’ = F(BJr—oz—l—l)(x —a)" (v eRy, f>-1), (3.9)
o __PB+Y e (g _

o Jf (b—x)ﬁfr(ﬁJraH)(b )t (aeRy, B> —1). (3.10)

Essas integrais da funcao poténcia serao utilizadas para a formulacao do método numérico que

utilizaremos para resolver os modelos fracionarios nos proximos capitulos.

3.3.2 Derivadas Fracionarias de Riemann-Liouville

As integrais fraciondrias ,J¢ e ,J2, definidas em (3.7) e (3.8), desempenham papel

fundamental no Célculo Fracionario de Riemann-Liouville. Antes de definir as derivadas fraci-
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onarias de Riemann-Liouville, relembramos que para inteiros positivos n > m vale a identidade
DI f(x) = D2 Jr~™ f(z), onde DI é uma derivada usual de ordem inteira m. Generalizando

para valores nao inteiros temos:

Defini¢ao 3.3.2 (Derivadas Fracionarias de Riemann-Liouville). As derivadas fracionarias de
ordem a > 0 (a € R) de Riemann-Liouville a esquerda e a direita sdo definidas, respectivamente,
por DS f(z) = D2 Jr = f(x) e . Dy f(x) = (—=1)"Dr,Jy % f(x) com n = [a] + 1, onde [o] é a

parte inteira de «, ou seja,

apy . Lodrom o f(u) _ ;
D) = i / Gyt (n=lal Tl a€RL eeR) @11

e
(=p" a /b f(u)
J?Da g d e 1’ R* , b R : 312
) T(n—a)da" Jo (u—a)tre—n"" (n=la]+1, a€R, bER) (3.12)
onde D} = ann ¢ uma derivada usual de ordem inteira n.

Uma consequéncia importante das defini¢oes (3.11) e (3.12) é que as derivadas de
Riemann-Liouville sdo operadores nao locais. A derivada a esquerda (a direita) definida pela
expressao integro-diferencial (3.11) e (3.12) depende de valores da fungao a esquerda (a direita)
de z, isto é, a < u < z (x < u < b). Além disso, quando a é um inteiro, as derivadas
fracionarias de Riemann-Liouville (3.11) e (3.12) reduzem a derivadas usuais de ordem inteira

Q.

Finalizamos a apresentacao do Calculo Fracionario de Riemann-Liouville com a se-

guinte observacao. Para a funcao poténcia, as derivadas de Riemann-Liouville sao Diethelm
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(2010); Oldham and Spanier (1974):

5 0 se a—peN
DS (x—a)” = r (v eRy, B>-1), (3.13)
(6+1) Ca
F(ﬁ—a—l—l)@_a)ﬂ se a—fF¢N
e
0 se a—peN
Db — ) = 6+ 1) (a€Ry, B>—1). (3.14)

m(b—b)ﬂ_a se a—pF¢N

Como consequéncia, as derivadas de Riemann-Liouville (3.11) e (3.12) de uma constante nao é

zero para « ¢ N. Temos:

(3.15)

Para a € N recuperamos as derivadas usuais de ordem inteira, e o lado direito da (3.15) se
torna igual a zero devido aos polos da funcao Gamma de Euler. Devido ao fato da derivada de
uma constante ser diferente de zero, as equacoes diferenciais envolvendo derivadas de Riemann-
Liouville requerem condigoes iniciais e de contorno nao regulares (Diethelm, 2010; Oldham and
Spanier, 1974). Este fato motivou a definigao das derivadas fracionérias de Caputo que veremos

a seguir.

3.4 Derivadas Fracionarias de Caputo

As derivadas fracionérias de Caputo sao definidas de forma semelhante as de Riemann-

Liouville, mas trocando-se a ordem entre integracao e derivagao:

Defini¢ao 3.4.1 (Derivadas Fraciondrias de Caputo). As derivadas de Caputo a esquerda e a
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direita de ordem o > 0 (a € R) sdo definidas, respectivamente, por ¢ D% f(z) = ,J*~*D" f(z)

e CDgf(z) = (=1)"JP D2 f(z) com n = [a] + 1, ou seja:

T (n) U
“Dof(x) = F(nl— o) /a @ f u)(H)a_ndu (n=[a]+1, a € R}, a eR) (3.16)

) ™ (4
Do f(x) = an 1_>a) /x” - ! x)(u)and“ (n=[a] +1, a €R", beR), (3.17)

onde (™ (u) = %Ef‘) sao derivadas de ordem inteira n, e f™ € L[a,b].

Devido a derivada dentro a integral nas defini¢oes (3.16) e (3.17), é importante obser-
var o fato de que as derivadas de Caputo (3.16) e (3.17) de uma constante sao zero para todo
a > 0:

“De1=0 e 9¢Dy1=0, (3.18)

Finalmente, finalizamos este capitulo de revisao das defini¢oes e propriedades basi-
cas do Célculo Fracionario (que utilizaremos neste trabalho) com a generalizagdo do Teorema

Fundamental do Célculo para Caputo:

Teorema 3.4.1 (Teorema Fundamental do Célculo de Caputo). Seja 0 < a < 1, se f(x) for

uma funcao diferenciavel em [a,b]. Entao temos:

oI5 Ds f(x) = f(b) — f(a) (3.19)

vlos Dy f(x) = f(a) = (D). (3.20)

A prova do Teorema 3.4.1 pode ser vista em (Diethelm, 2010). Utilizaremos este
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teorema para formular um método numérico para resolver os modelos fracionarios nos préximos

capitulos.
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4 UM MODELO SIRD FRACIONARIO PARA A DI-

NAMICA DE POPULACOES INTERAGENTES

Neste capitulo apresentamos o modelo fracionario para a dindmica de populagoes
interagentes que propomos. Discutiremos algumas propriedades matematicas deste modelo,

como os pontos de equilibrio e a estabilidade.

4.1 O Modelo

Embora o modelo SIR, apresentado no Capitulo 2, descreva a esséncia da dinamica de
uma epidemia, ele inclui apenas os elementos principais do processo. Modelos mais complexos
incluem outras categorias de individuos na populagao (Hethcote, 2000; Keeling, 2008; Kretzs-
chmar, 2009), como o modelo SIRD (Silva, 2020) (em inglés: Susceptible-Infected-Recovered-
Dead), que categoriza o compartimento removidas em recuperadas ou mortas. Com isso, outros

parametros sao incluidos, nesse caso as taxas de recuperacao e mortalidade.

Neste trabalho, vamos considerar o caso de duas populagoes distintas interagentes
(populagoes em cidades vizinhas). Seja N; o nimero de individuos na populagao i (i = 1,2)
e Ny = N; + N, a populagao total integrada. Sejam S;, I;, R; e D; as fragoes, em relacao ao
N;, da populagao i que sao, suscetiveis, infectados, recuperados e mortos, respectivamente, no

tempo t. No modelo considera-se, a evolucao temporal dada pelo seguinte sistema dinamico
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para 1 =1, 2.

€pos, = —jil BySiL; + (1 — S1)

SDeI; = ]22:1 BiiSily — (Vi + ki + pi) 1

S’D?Ri =ili — @il

SDeD; = ki1,
onde 0 < o <1 é a ordem da derivada, f;; é a taxa de transmissao da doenca (proporcional &
taxa média de contato na populacdo), temos que o parametro [3;; serd os parametros (11, 12, f21
e P99 0 que significa que, (17 € a taxa de contagio da populacao 1 com a populagdo 1, ou seja,
é o contagio dentro da propria populacao, [z é a taxa de contagio da populagdo 1 com a
populacao 2, ou seja, é o contiagio dentro das duas populacées, o mesmo podemos considera
para os parametros o1 e f22; K; € a taxa de mortes da populacao infectada pela doenca, v; é
o inverso do periodo infeccioso médio, para i = 1,2. Além disso, assume-se que as taxas de
mortalidade p; é igual as taxas de natalidade, de forma que o N; total da populacao é constante
durante as doengas. Portanto, tem-se que S;(¢) + I;(t) + R;(t) + D;(t) = 1 (Lazo; Cezaro, 2020).
Além disso, em relacdo a dimensao dos parametros do modelo é importante observar que, ja que
S;, I;, R; e D; sao adimensionais, e os operadores fraciondrios § D tém dimensido de tempo~®
(como as derivadas de ordem inteira % tém dimensdo de tempo™!), as taxas fraciondrias 3;;,

Ki, Vi, € p; devem ter dimensao de tempo~®.

4.2 Pontos de Equilibrio e Estabilidade Para o Caso Simétrico

Nesta secao analisaremos os pontos de equilibrio e sua estabilidade para o modelo
SIRD fraciondrio de populages interagentes (4.1). A respeito da existéncia dos pontos de
equilibrio (soluc¢do independente do tempo), temos que quando ¢ — oo a solugdo do modelo

(4.1) tende ao ponto de equilibrio. Na situagdo em que esse ponto de equilibrio é ndo nulo
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a doenca se torna epidémica. Para encontrar o ponto de equilibrio, ao invés de olhar para
todas as variaveis do modelo, basta analisar em que condig¢oes as variaveis S;, I; e R; tornam-se
constantes no tempo (pois D; =1 — S; — I; — R;). Chamaremos de S;*, I;" e R} esses valores
constantes. Para encontrar (S;*, I;*, R}), fazemos §D&S; = 0, §DI; = 0 e {DXR; = 0 nas
trés primeiras equagoes de (4.1). Vamos considerar ainda, por simplicidade (e sem perda de
generalidade), o caso simétrico, as taxas de contagio 311 e 92 representam que as populagoes
sao iguais. Neste caso teremos N = Ny = N, B11 = Pog = [, B2 = Po1 = B, Y=Y =7,

K1 =Ko =K, i1 = jig = i1, S1 = Sy = S* e I} = I = I'*. Logo, da equagdo (4.1) teremos:

—BS*I* — BS*I* + (1 — S*) = 0
BS*I* + BS*I* — (v + K+ p)I* =0 (4.2)

Yili — piRi = 0.

Isolando I* na segunda equagao de (4.2), obtemos:

' ((B+B8)S" = (v+r+m) =0.

Vale uma observagao para a equagao acima, o caso nao simétrico nao teria essa simplificacao de
poder colocar o I* em evidéncia, pois esses I*’s seriam diferentes, entao nao teria como isolar
o I*, o que nos daria uma expressao bem diferente para ocaso nao simétrico.

Logo, ou I* =0 ou §* = %ﬁ Vamos analisar cada uma dessas possibilidades:

Caso 1) Vamos encontrar primeiro o ponto de equilibrio livre de doencga, I* = 0.

Desse modo, da primeira equa¢ao em (4.2), obtemos:

p(l—89=0 = S =1,
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e da terceira equacao em (4.2) encontramos

Portanto, o ponto de equilibrio simétrico livre de doenga é P, (S*, I*, R*, D*) = (1,0,0,0).

Caso 2) Encontraremos agora o ponto de equilibrio com doenga, quando I* # 0 e

S = ytRtp

o Substituindo S* na primeira equagao de (4.2), obtemos que I* é dado por:

[ E N S
Y+E+u B+P

Logo, substituindo I* na terceira equagao de (4.2), encontramos:

R — 8 7
Y+HE+pH  B4p

Portanto:

Dr=1--"__ 7+M.
B+ Y+HR+U

O ponto de equilibrio epidémico simétrico serd, portanto:

PQ(S*7I*7R*7D*):<7+/£’ 1% . MA’ i _ /VA’l_ HJA_ *}/‘i‘,u )
B+B V+HE+H B4+ YEEFRL B4 B+ YtE+U
(4.3)

Para analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio no caso simétrico, utilizaremos a
matriz Jacobiana associada ao sistema formado pelas trés primeiras equagoes de (4.1), pois a
quarta equacao pode ser eliminada do sistema ja que D; =1 — 5; — I; — R;. Procedendo como

na analise do modelo SIR, apresentada no Capitulo 2, obtemos a matriz Jacobiana do sistema
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(4.1) reduzido:

—(B+B) —n —(B+8)S 0
JSLED) =1 (B+5)1  (B+HS—(r+r+p 0 (44)
0 gl —p

Analisaremos separadamente a estabilidade de cada um dos pontos de equilibrio en-

contrados.

Caso 1) Aplicando P (S*, I*, R*, D*) = (1,0,0,0) na matriz Jacobiana (4.4) do mo-

delo SIRD fracionario, obtemos:

—p —(B+ ) 0
JP)=1 0 B4+8-(+r+p 0 | (4.5)
0 g —H

de onde encontramos os trés autovalores:

M=F—(V+E+p) e do=A=—p

Como \; e A3 sdo sempre negativos, a estabilidade do ponto de equilibrio livre de infecgoes é
dada pelo sinal do primeiro autovalor. Para § < v+ k 4+ p (neste caso A; < 0) o equilibrio
serd estdvel, quando 5 > v + Kk + u (neste caso Ay > 0) o equilibrio serd instdvel. Quando o
equilibrio é estavel, ao inserir um nimero pequeno de individuos infectados em uma populacao
majoritariamente suscetivel (pequena perturbac¢ao) nao ocorrera epidemia. O sistema tendera
exponencialmente ao equilibrio livre de doenca. Por outro lado, se o equilibrio for instavel,

ao inserir um nimero pequeno de individuos infectados a doenga se espalhard (a perturbagao,
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nimero inicial pequeno de infectados, cresce com o tempo) e teremos o surgimento de uma

epidemia.

Caso 2) Aplicando P, (4.3) na matriz Jacobiana (4.4) do modelo SIRD fracionario,

obtemos:
—puRy —y—p O
J(P) = wRo — 1 —K 0 ) (4.6)
0 gl —p
onde Ry = vﬁ:fu é o Numero de Reprodugao Bésica do caso simétrico (onde S; = Sy = S,

IL=1,=1, R =Ry =Re Dy =Dy =D em (4.1) quando as condigdes iniciais também
sao simétricas) do modelo SIRD fracionario (4.1). O valor de Ry é obtido (como descrito no

Capitulo 2) fazendo-se t ~ 0, o que implica S ~ 1, portanto, § DX = B+ —(y+r+p)l =

L_ (R, —1).

YHE+1

Os autovalores da matriz Jacobiana (4.6) sao:

Como os autovalores Ay e A3 tém parte real sempre negativa, a analise da estabilidade
do ponto de equilibrio endémico no caso simétrico de reduz ao sinal do primeiro autovalor.

Teremos um ponto de equilibrio estavel quando:

(Ro + K)* > (nRo — £)* — 4p(Ro — 1) (v + ) -
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Portanto, abrindo os quadrados:

KRy > —(Ro— 1) (v + p),

e isolando Ry, obtemos a condicao:

+ ~
RO>M = [B+B8>v+upu,
Y+ K+ @

para que o ponto de equilibrio seja estavel. Neste caso, apds atingir o equilibrio (tempos longos),
pequenas flutuagoes no nimero de infectados (em relagao ao valor de equilibrio) nao produzem
nova epidemia. O equilibrio instavel que ocorreria no caso de 3 + ,@ < v+ p é descartado
pois terfamos uma situagao sem significado biolégico (S* = ng > 1 que contradiz a condigao
0<S5*<1).

4.3 Resultados Numéricos e Discussao

Nesta secao estdao sendo realizadas andlises e comparagoes a cerca do modelo (4.1)
para derivadas de ordem inteira (aw = 1) e fraciondria (0 < a < 1). Primeiro, considera-
se algumas propriedades do modelo fracionario para o caso particular sem a interacdo entre
cidades. Na sequéncia é analisado o modelo fracionario com a interacao entre duas populacoes.
Para a comparagao com dados reais, utilizamos dados obtidos através do site Prefeitura do Rio

Grande e Prefeitura de Pelotas.

Para obter uma solugdo numérica para o modelo SIRD generalizado (4.1), primeiro
integramos ambos os lados de (4.1) com uma integral fracionaria ¢J§ de ordem a.. Do Teorema

Fundamental do Célculo de Caputo, (3.19), temos:
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Si(t>: () ﬁzyoj SI +,uz0J ( S)

Ii(t) = 1(0) + z

Bijod 3 Sil; — (Vi + ki + pi)od 7 L
(4.7)

Ri(t) = Ri(0) + vioJ{ ;i — pioJy R

D;(t) = D;(0) + rioJ3 1; + pioJy D;.
O segundo e ultimo passo para a resolucdo do Problema (4.1) consiste em definir fungoes
discretizadas de S;, I;, R; e D;. Para um inteiro positivo L, seja t, = to +nh (n =0,1,..., L),
onde h = % e to = 0. Entao, seja Xi(") = X;(t,) (onde X indica S, I, R ou D). As fungoes

discretizadas sao definidas por:
XE) = X" se by <t <ty (4.8)

Como X;(t) é uma funcio diferencidvel, temos limy ., X7 (t) = X;(t). Consequentemente,
as fungoes discretizadas X7 (t) sio uma aproximacio para X;(t) quando L é grande. Agora

podemos encontrar os valores Xi(”) das seguintes relagoes de recorréncia:

n n 'L' n 1— S
S’L( ) e ( ];1/81]1—‘ fO (tn t 1 adt‘l’/«%r fo (tn—t 1 adt

() _ 70) & | te SHI T
L =L+ 3 Duria b gt — (3 + K + 1) ey o et (49

(0) 1 gt If 1 tn RE
B + ity o et =ty Jo" e dt

=
=
I

D = D + higey Iy it + piry &



50

Finalmente, calculando as integrais em (4.9) obtemos uma solu¢ao aproximada para (4.1):

(n=m) r(n—m) A o i = (n=m)\ A
SUTL AL + ey X (1= STT)AY,

7 7 = 1 7
) _ 70 | & By & gn—m) p(n-m) o ythctu
Ii - Ii + z_: F(ail) 21 Sz A - a+1ﬂ Z ]
J=1 m= (4.10)
(n) _ (0) i L (n—m) @ i L (n=m) A a
R = R" + r(;ﬂ) mz::1 I; A — F(£+1) mgl R; Afvm

onde

Azm = (tn - tn—m)a - (tn - tn—m—i—l)a- (411)

Para todos os resultados numéricos apresentados no trabalho consideramos h = 0.5, dado um

intervalo de tempo de meio dia.

4.3.1 Uma Unica Populagio Isolada: Modelo Sem a Interacido Entre Cidades

Antes de considerar a interacao entre duas cidades. Foi feita uma analise preliminar
de apenas uma tnica cidade (Ny = 0). Neste caso consideramos dados reais da populacao
infectada e recuperada, ou seja, o niimero total de casos registrados em Rio Grande, no periodo
de tempo (t) de 180 dias. Para o estudo, considerou-se o tempo inicial (¢ = 0), e o tempo final
(t = 180). A escolha do tempo inicial, foi feita para o registro do primeiro caso de pessoas

infectadas no municipio, sendo computado em 23 de marco de 2020.
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Figura 4.1: Comparacao entre os dados reais da populagao de Rio Grande (Fonte: Prefeitura
do Rio Grande) e a solugao numérica do modelo sem interagoes e derivada de ordem o = 1.

Na Figura 4.1 a curva esbogada em linha pontilhada corresponde aos dados reais da
populacao de Rio Grande, enquanto que a curva esbogada em linha corresponde ao modelo
SIRD, para a derivada de ordem inteira (o« = 1). Os parametros utilizados no modelo na
Figura 4.1 foram ~; = 2/3 (supomos um tempo médio de 1.5 dias (ou 36 horas de contato
com outras pessoas) para o infectado ser diagnosticado e isolado do restante da populacao) e,
por simplicidade, k1 = p; = 0. Como condicao inicial, consideramos que haviam 5 individuos
inicialmente infectados (supomos que quando o primeiro caso foi diagnosticado, este doente ja
teria contaminado outras pessoas). Com esses pardmetros, encontramos que o valor 3;; = 0.683
é o que melhor descreve os casos reais. Finalmente, pode-se observar que a curva nao descreve
tao bem os casos reportados pelos dados oficiais, uma vez que a dinamica real mostra um
crescimento aproximadamente linear. Segundo (Lazo; Cezaro, 2020) esse crescimento linear

pode ser indicio da difusao da doenga para cidades vizinhas e entre bairros de uma mesma
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cidade. Este fato leva a uma dindmica com crescimento andémalo, o que motiva a investigacao

de modelos de populagoes interagentes e de modelos fracionarios.
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Figura 4.2: Solu¢ao numérica do modelo sem interagao para derivadas de ordem o = 1, a« = 0.75
ea=0.5.

Um dos principais efeitos na dindmica introduzidos pelas derivadas fracionarias pode
ser visto na Figura 4.2. Pode-se observar nesta figura que para a derivada de ordem inteira tem-
se um pico de infectados (particao I) bem estreito para a epidemia. Ja no caso das derivadas
de ordem fracionaria, conforme a ordem a da derivada diminui, observa-se um alongamento
no periodo da epidemia. Esse alongamento pode descrever, por exemplo, a difusdo da doenga
entre bairros e cidades vizinhas. A difusao produz um alargamento no periodo da epidemia
pois, em cada bairro e cidade, o pico da infecgao ocorre a um tempo diferente (Lazo; Cezaro,
2020), como veremos no nosso modelo quando considerarmos a interagao entre duas cidades.
Para os resultados apresentados na Figura 4.2 utilizamos N, = 211965 (dados da populagao de

Rio Grande obtidos através do site Prefeitura do Rio Grande), 511 = 1, 74 = 0.5, k3 = 0 (por
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simplicidade, ndo consideramos os casos de morte) e g1 = 0.001. Além disso, consideramos que

em ¢ = 0 haviam 2 individuos infectados.

Apresentamos na Figura 4.3 o comportamento dos mortos (parti¢ao D) para o modelo
sem interacao. Para esta figura utilizamos N; = 211965, 81 = 1, 71 = 0.5, ki = 0.01 e
1 = 0.001. Além disso, consideramos novamente que em ¢ = 0 haviam 2 individuos infectados.
Observamos novamente que a introducdo de derivadas fracionarias na dinamica do sistema
resulta em um alargamento do tempo necessario para atingir o pico no nimero de mortos.

Além disso, a amplitude deste pico decresce com a ordem da derivada fracionaria.
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Figura 4.3: Solu¢ao numérica do modelo sem interagao para derivadas de ordem o = 1, a« = 0.75
ea=0.5.

Finalmente, outro efeito importante introduzido pelas derivadas fracionarias na dina-
mica é apresentado na Figura 4.4, onde consideramos por simplicidade x; = 0. Para uma tnica
populagao, os pontos de equilibrio coincidem com os pontos do caso simétrico de populagoes

A

interagentes para 12 = o1 = § = 0. Neste caso, o ponto de equilibrio (Sey, Ieq, Req, 0) (onde
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Beq = %&, Iy = :‘fﬁ—% — -5% e Ry = 1 — Sy — Iy) do modelo nao é afetado pela ordem

da derivada, no entanto, o comportamento oscilatério do modelo com derivada inteira (o = 1)
desaparece no modelo com derivada fracionaria (o« = 0.75). Para ¢ — oo o modelo atinge o
equilibrio, e a doenga torna-se endémica para p; # 0. Para os resultados apresentados na Fi-
gura 4.4 utilizamos N; = 211965, 811 = 1, 71 = 0.5, k1 = 0 e gy = 0.02 (neste caso, utilizamos
um valor grande para p para facilitar a visualizagao grafica do equilibrio para infectados). Além
disso, consideramos que em ¢ = 0 haviam 2 individuos infectados.
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Figura 4.4: Solugao numérica do modelo sem interagdes para derivadas de ordem o = 1 e

a = 0.75. Nos graficos (a), (b) e (¢), Seq, Ieq € Req representam os valores de equilibrio,
respectivamente.
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4.3.2 Populagoes Interagentes

Com base na difusao geografica da doenga, decidiu-se analisar a interacgao entre cidades
vizinhas. Por simplicidade, vamos considerar o caso em que as duas cidades tém a mesma
populagao total, ou seja, N; = N,. Consideramos que inicialmente haviam 2 infectados na
cidade 1 e 0 infectados na cidade 2. Note que na Figura 4.5, para o grafico (a), tem-se uma
diferenca no tempo em que acontece a epidemia em cada cidade uma vez que inicialmente
sO tinhamos infectado na primeira cidade. A contaminagao da populacao da segunda cidade
ocorre inicialmente por conta da interagdo com a primeira cidade. Esta diferenca no tempo leva
a um fenémeno de alargamento do pico e da duracao da epidemia na populacao total Ny + Ny,
como apontado em (Lazo; Cezaro, 2020). Podemos observar este alargamento no grafico (b),
onde apresentamos a soma total de infectados (I; + I5) dessas populagdes interagentes. Os
parametros utilizados nesta simulagdo foram a = 1, v; = 75 = 0.5, k1 = kg = g = py = 0,
P11 = Paz = 1 e B2 = P21 = 0.0005 (supomos que 1 em cada 2000 habitantes transita entre as

duas cidades diariamente).

h,a=1
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Figura 4.5: Grafico da fracdo da populacao infectada entre duas cidades interagentes (a) para
derivada de ordem inteira o = 1; Grafico da populagao total infectada por dia (b).

O mesmo fendmeno de alargamento também esta presente no modelo com derivadas

fracionarias, como pode ser visto na Figura 4.6 para o = 0.75.



o6

0.14

° o 0200
2 AT
Ln0.12 U 0.175
£ ]

S =)
3010 3 0150
o o
2008 00125
© ©

° B 0.100
© 0.06 =

@ £ 0075
O 0.04 ]

° © 0.050
«© 2

0 0.02 O 0,025
© o

L. L.

Y 0.00 Y- 0.000

[ 20 80 100 [ 20 80 100

40 60 40 60
Tempo t (dias) Tempo t (dias)
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respectivamente.
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de ordem o = 0.75. Nos graficos (a), (b) € (¢), Seq, Leq € Req representam os valores de equilibrio,
respectivamente.

Nas Figuras 4.7 e 4.8 apresentamos o comportamento assintético dos modelos com
derivada inteira (o = 1) e com derivada fracionaria (o = 0.75). Por simplicidade, consideramos
0 caso simétrico B = fao = 1, B12 = fo1 = 0.0005, v10 = v91 = 0.5, 13 = po = 0.2 e Ky =
ke = 0. Neste caso simétrico, no equilibrio temos: lim; ,o, S1 = limy_,oc So = Seq = 0.51974013,
limy oo t = limy oo Io = I, = 0.01847153, lim; o Ry = limy .o Ry = R, = 0.46178834 e

D, = Dy = D,y = 0. Observamos novamente que um dos efeitos da derivada fracionaria na
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dindmica ¢é o desaparecimento do comportamento oscilatério das variaveis do modelo antes de

atingir o equilibrio assintético.

4.3.3 Uma Comparacao com Dados Reais

Apresentamos agora uma comparagao com dados reais entre o modelo de populagoes
interagentes com derivadas inteiras e o modelo com derivadas fracionarias. Utilizamos dados ob-
tidos através dos sites da Prefeitura do Rio Grande (disponivel em https://www.riogrande.rs.gov.br/)
e da Prefeitura de Pelotas (disponivel em http://pelotas.com.br/). Consideramos o nimero to-
tal de casos registrados em Rio Grande e em Pelotas, em um periodo de tempo de 284 dias.
Para o estudo, considerou-se o tempo inicial (t = 0), e o tempo final (¢ = 284). A escolha do
tempo inicial coincide com o registro do primeiro caso de pessoas infectadas no municipio de
Rio Grande, sendo computado em 23 de margo de 2020. O ultimo dia corresponde ao registro
de 31 de dezembro de 2020. Os dados dos primeiros 2 meses de 2021 nao foram inclusos na

analise pois o municipio de Rio Grande nao divulgou os dados diariamente no més de janeiro.

Para uma descricao mais realista dos dados reais de uma epidemia, deveriamos consi-
derar que os parametros definindo o modelo (53;, Bi;, Vi, K4, i1;) sao fungoes do tempo, pois o valor
desses parametros dependem, por exemplo, de politicas piiblicas e da conscientizacao da popu-
lacao. Mas para o objetivo deste trabalho, que é comparar os resultados obtidos pelo modelo
de populagoes interagentes com derivadas fracionarias com o modelo com derivadas inteiras
( = 1), vamos considerar todos esses parametros constantes. Além disso, consideramos como
condicao inicial que em ¢ = 0 haviam 5 infectados em Rio Grande e 0 em Pelotas. O inicio da
epidemia em Pelotas deve-se a interacao com Rio Grande. Consideramos como populagao 1 a
cidade de Rio Grande, onde foi diagnosticado o primeiro caso, e como populagdo 2 a cidade de

Pelotas. Neste caso temos Ny = 211695 e Ny = 343651 (dados da populagao de Pelotas obtidos



através do site Prefeitura Municipal de Pelotas).
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Figura 4.10: Grafico da populagao infectada e do niimero de mortes para as cidades interagentes
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o nimero acumulado de infectados para derivada fracionaria de ordem (o = 0.8), e em (b) o
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Nas Figuras 4.9 e 4.10 apresentamos a comparacao para os dados acumulados de
infectados I, e I, (I + R+ D) e de mortos D,, e D, para as cidades de Rio Grande e Pelotas,
respectivamente. Por simplicidade, fixamos v = v = 2/3 e p1 = po = 0. Além disso,
consideramos ainda que 815 = 511/500 e fBo1 = [22/500 (em média, 1 em cada 500 habitantes
da cidade tem contato com os habitantes da cidade vizinha). Na Figura 4.9 apresentamos a
comparagao com o nimero de infectados e mortos para o modelo com derivadas inteiras (o = 1).
Os parametros que melhor descrevem os dados oficiais neste caso sao: 5, = 0.7, 5, = 0.706,

k1 = 0.017 e Ky = 0.014. Ja4 na Figura 4.10 apresentamos os resultados do modelo interagente
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com derivadas fracionarias de ordem (a = 0.8). Os parametros que melhor descrevem os dados
reais neste caso sdo: 1 = 0.723, By = 0.738, k; = 0.016 e kK = 0.013. Embora consideramos
que inicialmente em Pelotas havia 0 infectados, devido a interacao entre as duas cidades, a

doenca espalha-se rapidamente para Pelotas.

Observamos que ambos os casos (derivada inteira e derivada fracionaria) descrevam
qualitativamente bem a dinamica da epidemia nos primeiros 284 dias em Rio Grande e em
Pelotas. Apesar disso, o modelo com derivada fracionaria apresenta um comportamento bem
distinto do modelo com derivada inteira quando consideramos intervalos de tempo maiores do
que 284 dias. Na Figura 4.11 apresentamos a previsao do nimero total acumulado de pessoas
que serao infectadas e mortas. A Figura 4.11 (a) apresenta o resultado para o ntmero de
infectados para derivada inteira (o = 1) e fracionaria (o = 0.8), e a Figura 4.11 (b) corresponde
ao resultado do modelo para o nimero de mortos. O modelo com derivada fracionaria prevé um
numero de infectados e mortos maior em comparacao ao modelo com derivada inteira. Como
a epidemia nas cidades de Rio Grande e Pelotas ainda esta longe de atingir o equilibrio, nao
temos como determinar qual dos dois modelos (fracionério e inteiro) descrevera melhor toda a

dinamica da epidemia.
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Figura 4.11: Solugdo numérica do modelo com interagdes entre duas populagoes para derivadas
de ordem o =1 (gréafico (a)) e a = 0,8 (grafico (b))
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5 MODELO SIR COM REINFECCAO E VACINACAO

Neste capitulo vamos generalizar o modelo SIR, apresentado anteriormente, consi-
derando a possibilidade de reinfeccao. Mais precisamente, vamos estudar o modelo SIRS
(Suscetivel-Infectado-Recuperado-Suscetivel), que é uma generalizagao do modelo SIR. Tam-

bém pretende-se introduzir neste estudo a campanha de vacinacao.

5.1 O Modelo SIRS com Reinfecgao

O modelo de epidemia do tipo SIRS foi introduzido em 1933 por Kermack e Mc-
Kendrick para descrever infec¢oes endémicas. Utiliza-se este tipo de modelo para estudar a

dindmica da infeccao da gripe.

Um modelo um pouco mais complicado para doencgas infecciosas surge quando assu-
mimos que individuos recuperados podem perder sua imunidade e tornar-se reinfectados pela
doenga. Assumimos que o retorno de individuos recuperados para a classe S ocorre a uma taxa
proporcional a populagdo de individuos recuperados (Hirsch; Smale; Devaney, 2004). Neste
caso, a diferenca entre os modelo SIRS e SIR ¢é que, para o SIRS, um individuo pode perder

sua imunidade apés a cura da doenca.

A Figura 5.1 apresenta o diagrama de fluxo de transmissao, partindo da classe S a
classe I, depois para a classe R e, por fim, devido a imunidade temporaria do individuo, de

volta & classe S.
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Figura 5.1: Representacao de fluxo do modelo SIRS.

As mesmas consideragoes feitas no modelo SIR sao validas para o modelo SIRS, ou
seja, a populagao total N é constante, o periodo de incubacao é instantaneo e a interagao entre
as populacoes dos compartimentos é completamente homogénea. Apresentaremos o modelo
compartimental SIRS fracionario para populacoes interagentes, tomando por base o modelo

SIRS de ordem inteira. Desta forma, obtemos o seguinte sistema de equagoes:

2
§DgS; = —ng BiiSil; + pi(1 — S;) + ¢ R,

2
(?D?Ii = 321 BiiSil; — (vi + pa)1; (5.1)

6 DR = vili — pi Ry — ¢i R,

onde 7 = 1,2 é o indice da populacao, 0 < o < 1 ¢é a ordem da derivada, §;; é a taxa de
transmissao da doenga (proporcional a taxa média de contato na populagdo), ¢; é taxa de
reinfeccao, ~; é o inverso do periodo infeccioso médio. Além disso, assume-se que as taxas de
mortalidade p; é igual as taxas de natalidade, de forma que o V; total da populacao é constante

durante as doengas. Portanto, considerando o sistema normalizado tem-se que S;(t) + I;(t) +

Ri(t) = 1.
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5.1.1 Pontos de Equilibrio e Estabilidade Para o Caso Simétrico

Iniciaremos nossa analise por meio do calculo dos pontos de equilibrio do sistema, dado
o modelo compartimental SIRS fracionario (5.1). Para encontrar os pontos de equilibrio, basta
analisar em que condicOes as variaveis S; e I; tornam-se constantes no tempo. Chamaremos de
S;* e I;* esses valores constantes. Para encontrar (S;%, I,*), fazemos §D®S; = 0 e {DI; = 0
nas equagoes de (5.1). Vamos considerar ainda, por simplicidade, o caso simétrico. Neste caso
teremos Ni = Ny = N, B11 = B =3, Bz = for = B, 1 = Yo =7, 1 = pia = p1, o1 = b2 = &,
S1 =8y =8*el, =1, =TI* Logo, do sistema de equagoes (5.1), teremos para o equilibrio:

—BS*I* — BS*I* + (1 — S*) + ¢R* =0
(5.2)

BS*I* + BS*I* — (v + p) " =0,
onde por simplicidade nao consideramos a terceira equagao em (5.1) pois R* =1 — S* — I*.

Da segunda equagao do sistema (5.2) temos 55*I* + 51— (v+u) I* = 0. Colocando
I* em evidéncia temos que:

I*(BS" + BS" — (7 + ) = 0.

Portanto, ou I* =0 ou S* = ZfTZ Vamos analisar cada um desses casos.

Caso 1) Vamos encontrar primeiro o ponto de equilibrio livre de doenca, I* = 0.

Desse modo, da primeira equagao em (5.2), obtemos:

p(l—5"=0 = S*"=1,



e da terceira equacao em (4.2) encontramos
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Portanto, o ponto de equilibrio simétrico livre de doenga é P, (S*, I*, R*, D*) = (1,0,0,0).

Caso 2) No caso em que [* # 0 e S* = 2 encontramos o ponto de equilibrio

B+B’

epidémico. Substituindo S* e R* =1 — S* — I* na primeira equacao em (5.2), obtemos:

o BBy —p)
B+0)y +p+¢)

Logo, o ponto fixo do modelo simétrico é:

YHu (p+d)B+B—v—n L tn

PS*>[*>R*: P} A ) ~
2 ) (ﬁ+ﬂ B+ D)y + p + ) B+

que corresponde a um ponto de equilibrio epidémico.

~ (u+¢)(ﬁ+5—7—u))
B+ B) (v + p+ ¢)

(5.4)

Para analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio no caso simétrico, utilizaremos

a matriz Jacobiana associada ao sistema formado pelas duas primeiras equagoes de (5.1), pois

a terceira equacao pode ser eliminada do sistema ja que R; = 1 — S; — I;. Procedendo como

na analise do modelo SIR, apresentada no Capitulo 2, obtemos a matriz Jacobiana do sistema

(5.2) reduzido:

ae o —~(B+ B —p—
J(S,I): 95~ oI _ (5 6) =

—(B+B)S*—¢

2g % B+ B)I* (B+B)S*— (v + 1)

Vamos analisar cada um dos pontos de equilibrio encontrados.
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Caso 1) Aplicando P, (S*,I*, R*, D*) = (1,0,0,0) na matriz Jacobiana do modelo
SIRS obtemos:
—n—¢ B¢
J(Pr) =
0 B+B—v—p
Logo, tr(J(Py)) = B4+B—v— ¢ —2u e det(J(Py)) = (n+ ¢)(y+ i — § — B), cujos autovalores
Sa0:

A

M=B+B8—-(v+p), e a=—pu—9.

Como Ay é sempre negativo, a estabilidade do ponto de equilibrio livre de infecgoes é dada pelo
sinal do primeiro autovalor. Para g + ﬁA < 7+ u, essa desigualdade significa que a soma dos
contégios estd sendo menor que a soma das taxas de recuperacao e natalidade/mortalidade, por
isso o caso de infectados nao ird evoluir (neste caso A; < 0) o equilibrio serd estavel, quando
B+ B > v 4 p a soma dos contagios ultrapassa a soma dessas taxas, teremos um aumento
no nimero de infectados e o surgimento de uma epidemia (neste caso A\; > 0) o equilibrio
sera instavel. Quando o equilibrio é estavel, ao inserir um nimero pequeno de individuos
infectados em uma populagdo majoritariamente suscetivel (pequena perturbagdo) nao ocorrera
epidemia. O sistema tendera exponencialmente ao equilibrio livre de doenga. Por outro lado,
se o equilibrio for instavel, ao inserir um nimero pequeno de individuos infectados a doenca se
espalhard (a perturbagdo, niimero inicial pequeno de infectados, cresce com o tempo) e teremos

o surgimento de uma epidemia.

Este resultado pode ser relacionado com a taxa basica de reprodugao, Ry. Sabendo que
P (S*,I*, R*, D*) = (1,0,0,0) é um ponto livre de doenca, para uma condigao inicial préxima
do equilibrio (S(0) ~ 1), a segunda equacao em (5.1) se reduz a:
I

Cnrnoar A__ _ -
SO = (84 B8—7—n)T=(Ro D
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para tempos proximos a zero, onde Ry = Portanto, P, sera estavel se Ry < 1 e sera

instavel se Ry > 1.

Caso 2) Aplicando P, (5.4) na matriz Jacobiana do modelo SIRS fracionario obtemos:

_ (u+9)(B+B+9) —(
Y+ p+ )
J(Py) = THe . (5.6)

(u+8) (B+B——p) 0
Ytuto

Os autovalores da matriz (5.6) sdo expressoes extensas que dependem de diversos parametros.
Portanto, para fazer a andlise do sinal dos autovalores, ao invés de olhar para a expressao de \; e
Ag, podemos analisar o trago e o determinante da matriz Jacobiana. Isto pois, como no caso do
Capitulo 2, os autovalores podem ser convenientemente expressos a partir do trago e do deter-
minante da matriz Jacobiana associada ao sistema (Almeida, 2014). Se det(J(FP2)) < 0, entao
temos que P(S*, I*, R*) é um ponto de equilibrio instavel (Almeida, 2014). Se det(J(P,)) >0
e tr(J(Py)) > 0, entdo P(S*, I*, R*) também é um ponto de equilibrio instavel (Almeida,
2014). Por outro lado, se det(J(P2)) > 0 e o tr(J(P,)) < 0, entdo temos que Po(S*, I*, R*) é
um ponto de equilibrio estavel (Almeida, 2014). O trago e o determinante da matriz (5.6) sao
tr(J(Py)) = _t+d)(B+8+9) det(J(Py)) = (1 + ¢)(B+ B — pn — 7), respectivamente. Como o

Y+u+o

trago é sempre negativo, o ponto de equilibrio endémico P, (5.4) seré estavel, pois a condigao

0<5*<1 (onde S* = gig) implica que o determinante é positivo.

5.1.2 Resultados Numéricos

Nesta subsecao realizamos andlises e comparagoes a cerca do modelo (5.1) para de-
rivadas de ordem inteira (aw = 1) e fracionaria (0 < a < 1). Primeiro, considera-se algumas
propriedades do modelo fraciondrio para o caso particular sem a interacao entre cidades. Na

sequéncia é analisado o modelo fracionario com a interacao entre duas populacoes.
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Uma Unica Populacio Isolada: Modelo Sem a Interacdo Entre Cidades

Um dos principais efeitos na dindmica introduzidos pelas derivadas fracionarias pode
ser visto na Figura 5.2. Pode-se observar nesta figura que para a derivada de ordem inteira
tem-se um pico de infectados (particao I') bem estreito para a epidemia, este pico se repete ao
longo do tempo por conta da taxa de reinfecgao, o qual estabiliza ap6s um periodo ¢ ~ 350.
Para o caso das derivadas de ordem fracionaria, conforme a ordem de « diminui, observa-se
um alongamento no periodo da epidemia. Nos resultados apresentados na Figura 5.2 foram
utilizados valores para Ny, (11, k1 e jq iguais aos da secao 4.3.1, ja para os valores de v1 e ¢,

usamos 0.33 e 0.01 respectivamente.

0.30

o o o o
= = N N
o (8] (= (8]
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Tempo t (dias)

Figura 5.2: Solugao numérica do modelo SIRS sem interacao para derivadas de ordem o = 1,
a=0.75ea=0.5.

Na Figura 5.3 sao apresentados os graficos da reinfeccao para derivadas de ordem
inteira e ordem fracionaria. A Figura 5.3 (a) apresenta diferentes valores para a taxa de
reinfec¢do ¢ quando o = 1, pode-se observar que quanto maior a taxa de reinfec¢do maior sera
o valor do equilibrio (que também ocorre em tempos mais curtos). Ja na Figura 5.3 (b), como

efeito da derivada fracionaria, observa-se um alongamento do tempo da epidemia que é maior
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para taxas de reinfeccdo maiores.
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Figura 5.3: Grafico da fragao da populacao infectada (a) para derivada de ordem inteira o = 1
e (b) com derivada de ordem fracionaria a = 0.5.

Na Figura 5.4 podemos observar novamente um efeito importante introduzido pelas
derivadas fracionarias. Para uma unica populacdo, os pontos de equilibrio coincidem com os

pontos do caso simétrico de populagdes interagentes para B = o1 = 5’ = 0. Neste caso,

temos o ponto de equilibrio (Seq, leq, Req) (onde Sy = Ll“l,leq = |

5 pu1+¢1)(B1—v1—p1) 7 Req

Br(m+pteér)

1 — yitpr  (pite)(Bi—m—p)
B1 Bi{m+pi+e1)

) que nao é afetado pela ordem da derivada, no entanto, o compor-
tamento oscilatério do modelo com derivada inteira (aw = 1) desaparece no modelo com derivada
fracionéria (o = 0.75). Para t — oo o modelo atinge o equilibrio, e a doenga torna-se endémica
para pu, + ¢; # 0. Para os resultados apresentados na Figura 5.4 utilizamos N; = 211005,
fuu =1 =05 k=0, ¢ = 0.0l (para a taxa de reinfec¢ao, utilizamos um tempo de 100
dias para um individuo ser reinfectado, ha estudos que indicam um periodo para reinfeccao de
90 dias, como em (Hansen, 2021) e p; = 0.02 (neste caso, utilizamos um valor grande para p
para facilitar a visualizacao grafica do equilibrio para infectados). Além disso, consideramos

que em ¢t = 0 haviam 2 individuos infectados.
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Figura 5.4: Solucao numérica do modelo sem interagdes para derivadas de ordem o = 1 e
a = 0.75. Nos graficos (a), (b) e (¢), Seq, Ieq € Req representam os valores de equilibrio,
respectivamente.

Populacoes Interagentes

Vamos considerar agora o caso de duas populagoes distintas interagentes para o mo-
delo compartimental SIRS (5.1). E importante ressaltar que é facil estender para um nimero
arbitrario de populagoes, mas para o estudo em questdo vamos concentrar a analise apenas

para duas populacoes.
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Com base na difusao geografica da doenga, decidiu-se analisar a interacgao entre cidades
vizinhas. Por simplicidade vamos considerar o caso em que as duas cidades tém a mesma
populagao total, ou seja, Ny = N,. Consideramos que inicialmente haviam 2 infectados na
cidade 1 e 0 infectados na cidade 2. Note que na Figura 5.5, para o grafico (a), tem-se uma
diferenca no tempo em que acontece a epidemia em cada cidade uma vez que inicialmente
sO tinhamos infectado na primeira cidade. A contaminagao da populacao da segunda cidade
ocorre inicialmente por conta da interagdo com a primeira cidade. Esta diferenca no tempo leva
a um pico de infectados bem estreito para a epidemia, seguido de oscilagdes. Podemos observar
este pico estreito no grafico (b), onde apresentamos a soma total de infectados (I; + I,) dessas
populagoes interagentes. Os parametros utilizados nesta simulagao foram o = 1, v; = v, = 0.5,
p1 = pp = 0.001, ¢ = o = 0.01, 811 = Pag = 1 € B2 = P21 = 0.0005 (supomos que 1 em cada

2000 habitantes transita entre as cidades diariamente).

Q0175 — h+l,a=10

o 50 100 150 200 250 300 o 50 100 150 200 250 300

Tempo t (dias) Tempo t (dias)

Figura 5.5: Grafico da fracdo da populacao infectada entre duas cidades interagentes (a) para
derivada de ordem inteira o = 1; Grafico da populagao total infectada por dia (b).

O mesmo fenémeno de um pico bem estreito também estd presente no modelo com

derivadas fracionarias, mas pode-se observar que nao ha oscilagoes na Figura 5.6 para a = 0.75.



71

0.14
o — h,a=0.75 Q 0.20 — h+/l,a=0.75
G012 S
8° == I, =075 8
> >
Q 0.10 Q. 015
g o
o
o 008 ©
° ©
0.10
© 006 —
8 o0.05 =
=
%] o
T 0.04 =
o © 0.05
*©
G 0.02 o
©
— p—-.
Y- 0.00 % 0.00
0 50 100 150 200 250 300 ) 50 100 150 200 250 300
Tempo t (dias) Tempo t (dias)

Figura 5.6: Grafico da fracao da populacao infectada entre duas cidades interagentes (a) para
derivada fracionaria o = 0.75; Grafico da populagao total infectada por dia (b).

Nas Figuras 5.7 e 5.8 apresentamos o comportamento assintético dos modelos com
derivada inteira (o = 1) e com derivada fracionaria (o = 0.75). Por simplicidade, consideramos
o caso simétrico B1; = fao = 1, B2 = Boy = 0.0005, v2 = 91 = 0.5, p3 = po = 0.02
e ¢p1 = ¢o = 0.01. Neste caso simétrico, no equilibrio temos: lim; . S1 = lim; oo S =
Seq = 0.519740, limy oo I} = limy o Io = Iy = 0.027184 e limy oo Ry = limy oo Ro = Rey =
0.472565. Observamos novamente que um dos efeitos da derivada fracionaria na dinamica é
o desaparecimento do comportamento oscilatéorio das variaveis do modelo antes de atingir o

equilibrio assintdtico.
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Figura 5.7: Solugao numérica do modelo com interacoes entre duas populagdes para derivadas

de ordem v = 1. Nos graficos (a), (b) e (¢), Seq, Ieq € Req representam os valores de equilibrio,
respectivamente.
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Figura 5.8: Solugao numérica do modelo com interacoes entre duas populagdes para derivadas

de ordem o = 0.75. Nos graficos (a), (b) € (¢), Seq, Leq € Req representam os valores de equilibrio,
respectivamente.

5.2 Modelo SIRS com Vacinacao

Nesta secao apresentaremos o modelo SIRS com campanha de vacinacao, faremos a
analise para um dos tipos mais comuns em campanha de vacinac¢ao, a vacinagao a taxa constante

que tem como objetivo no nosso trabalho vacinar toda populacao incluindo os recém-nascidos.

Fundamentais para o combate a doencas na histéria da medicina, as vacinas estao
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também no epicentro de debates sobre tratamentos medicinais efetivos e leis compulsorias de
imunizacao. Ao longo da histéria, elas ajudaram a reduzir expressivamente a incidéncia de Pdlio,
Sarampo e Tétano, entre varias outras doencas. Hoje, sao consideradas como o tratamento com

melhor custo-beneficio em satide publica (Fiocruz, 2016).

A vacinacao é a melhor forma de erradicar doencas e conter a propagacao de micro-
organismos nocivos a saude. Quem se vacina diminui as chances de contrair a enfermidade e
ainda protege seus amigos e familiares, pois diversas doencas infecciosas sao transmitidas por
contato ou pelo ar. A vacinagao é o motivo pelo qual diversas doengas graves e sem cura estao
hoje sob controle ou foram extintas. O caso mais emblematico é o da Variola, primeira doenga
a receber uma vacina como a entendemos hoje. Apds matar quase 300 milhdes de pessoas no
século XX ela foi extinta em 1984. Calcula-se que, com a vacina, sao salvas 5 milhoes de vidas

a cada ano (Butantan, 2021).

5.2.1 Um Modelo SIRS Para Populacoes Interagentes com Vacinagdo a Taxa

Constante

Nesta subsecao, trataremos de uma estratégia de controle epidémico denominada va-
cinacao a uma taxa constante, em que o niimero de individuos vacinados a cada dia é constante.
Além disso, consideramos que somente os individuos suscetiveis sao vacinados. Seja 0 < v <1
a fragao diaria da populacao com que os individuos (suscetiveis) sdo vacinados. Podemos repre-
sentar o modelo com vacinagao a taxa constante através do esquema compartimental descrito

abaixo, pela Figura (5.9):
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Figura 5.9: Representagao de Fluxo do modelo SIRS com campanha de vacinacao a taxa
constante, onde pu, 3, 7, ¢ e v, representam as taxas de natalidade/mortalidade, transmissao,
recuperacao, reinfec¢cdo e vacinacao, respectivamente.

Portanto, o modelo compartimental SIRS fracionario com vacinagao para populagoes

interagentes que propomos ¢ dado por:

2
(?D?Sz' = _321 Bi;Sil; + wi(l = 8;) — v + ¢ R;

2
6 DI = '21 BijSily — (i + )1 ) (5.7)
j:

SDYR; = vil; — iRy + v — ¢ R

onde p;, Bi, Vi, ¢i e v; (i=1,2) sao as constantes do nosso sistema, e novamente considerando
0<S(t), I(t),R(t) <1, com S(t),I(t), R(t) as proporgoes de individuos suscetiveis, infectados

e recuperados, respectivamente.

5.2.2 Pontos de Equilibrio e Estabilidade Para o Caso Simétrico

Como nos casos anteriores, para encontrar os pontos de equilibrio do modelo SIRS
com vacinacio fazemos §D¥S; = 0 e § DXIF = 0 na duas primeiras equagoes em (5.7). Vamos

considerar ainda, por simplicidade, o caso simétrico. Neste caso teremos Ny = Ny = N,
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511:522257512:52123771:72:%,u1=M2=M,¢1=¢2=¢,121=U2:U,
S1 =8y =8"el; =1, =1I" Logo, do sistema de equagoes (5.7), teremos para o equilibrio:

—BS*I* — BS*I* + (1 — S*) — v + ¢R* = 0,
(5.8)

BS*I* + BS*I* — (v + p)I* = 0,
onde por simplicidade néo consideramos a terceira equagao em (5.7) pois R* =1 — S* — I*.

Da segunda equacao do sistema (5.8), temos 35*I*+3.5*I* — (y+u)I* = 0. Colocando
I* em evidéncia temos que:
F(B+B)S* =7 — ) =0,
Portanto, ou I* = 0 ou S* = 22 Vamos analisar cada um desses casos.

BB

Caso 1) Vamos encontrar primeiro o ponto de equilibrio livre de doenca, I* = 0.

Desse modo, da primeira equagao em (5.8), obtemos:

v

pl=S)+0(1=8) —v=0 = S =1- -

e da terceira equacao em (5.7) encontramos

—uR*+v—¢R* =0 = R'= ,
s )

onde usamos R; = Ry = R para o caso simétrico. Portanto, o ponto de equilibrio simétrico

livre de doenga é P (S*, I*, R*) = (1 — ﬁﬁa ﬁ)
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Caso 2) Para S = gig, substituindo S* na primeira equac¢ado obtém-se I*, logo:

T N AATATT (rtm AT A N
o () e G5 e (- (G25) ) oo

onde usamos R =1— S — I. Portanto:

bt o _ ' (5.9)
Vet B+B BB +u+e)

i - (atp pto—v _ p ¢y _ . _ phov ¢y 4
Assim P = <ﬁ+B’7+u+¢ B+8 (B+B)(7+u+¢)’1 BB T vute T (ﬁ+B)(w+u+¢)> ¢ o segundo

ponto de equilibrio, chamado equilibrio epidémico.

Através do ponto de equilibrio P, podemos observar um dos principais efeitos da
vacinagdo na dindmica do sistema (5.7). Dependendo do valor de v, o ponto de equilibrio

epidémico P, se transforma em um ponto livre de doenca. Quando isto ocorre, a campanha de

(ut+-0) (B+B—p—)

*
] teremos I* =0

vacinagao leva a eliminacao completa da doenca. Para v > v, =
e a doenga é eliminada (equilibrio livre de doenca), v, é a propor¢ao minima de vacinagao. Para

v <V, = %, teremos I* > 0, e a doenga nao serd eliminada (equilibrio epidémico).

Para analisar a estabilidade dos pontos de equilibrio no caso simétrico, utilizaremos
a matriz Jacobiana associada ao sistema formado pelas duas primeiras equagoes de (5.7), pois
a terceira equagao pode ser eliminada do sistema ja que R; = 1 — S; — I;. Procedendo como
na analise do modelo SIR, apresentada no Capitulo 2, obtemos a matriz Jacobiana do sistema
(5.7) reduzido:

o of B+ —p—6  —(B+B)S —
P B B R I IR

2 B+ B)I* (B+B)S* — (v +p)

Que ¢ idéntica a matriz Jacobiana do caso sem vacinagao (5.7).
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Vamos analisar cada um dos pontos de equilibrio encontrados.

0 A

Caso 1) Agora, faremos a andlise da estabilidade do ponto P, = (1 — ﬁ, , ﬁ)

matriz Jacobiana neste caso é:

—n—¢ —B-B+2Bv—¢
J(Pl): ) AlH‘d)
0 B+0-Ho—y—p

Logo, os autovalores sao: \{ = —u— ¢ e Ay = [+ B — ﬁ%ﬁv — (y+ ). Como o primeiro

+1) (p+9)

autovalor é sempre negativo, teremos um ponto de equilibrio estavel para g + B < (vu Tow o ©

et 4 5 < () (ute)
instavel para 8+ 3 > e

Caso 2) Agora, faremos a andlise da estabilidade do ponto P». A matriz Jacobiana

neste caso é:

(B+B) (v—p—¢)—d(u+¢) —(
w4+ o)
J(Py) = I . (5.11)
_ (BB (wv—p—¢)+(uty) (ut+) 0
p+y+é

Os autovalores da matriz (5.11) sdo expressoes extensas que dependem de diversos pardmetros.
Portanto, para fazer a andlise do sinal dos autovalores, ao invés de olhar para a expressao de
A1 e A9, podemos analisar o traco e o determinante da matriz Jacobiana. Isto pois, como no
caso do Capitulo 2, os autovalores podem ser convenientemente expressos a partir do trago e
do determinante da matriz Jacobiana associada ao sistema (Almeida, 2014). Se det(J(P)) <
0, entdo temos que P»(S*,I*, R*) é um ponto de equilibrio instavel. Se det(J(FP2)) > 0 e
tr(J(Py)) > 0, entdao Py(S*, I*, R*) também é um ponto de equilibrio instavel. Por outro
lado, se det(J(P)) > 0 e o tr(J(P)) < 0, entdo temos que P(S*, I*, R*) é um ponto de
equilibrio estavel (Almeida, 2014). O trago e o determinante da matriz (5.11) sdo tr(J(FPz)) =

(B+[3’)vfu(ﬁ§;3)(u+¢) e det(J(Py)) = (B4 —p—)(+¢) —v(B+ ), respectivamente. Podemos

observar que o determinante serd negativo para v > v, (pois 0 < S* = gi“ < 1). Neste caso

W)
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teremos um ponto de equilibrio livre de doenga instavel. Para v < v., o determinante sera

positivo, e teremos um ponto de equilibrio epidémico P, estavel quando v < W e

atd (9+B8+8)(uté)
instavel para v > 5 p .

5.2.3 Resultados Numéricos

Um dos principais efeitos na dindmica introduzidos pelas derivadas fracionarias pode
ser visto na Figura 5.10. Pode-se visualizar nesta figura que para a derivada de ordem inteira
tem-se um pico de infectados (particao I') bem estreito para a epidemia, este pico se repete ao
longo do tempo por conta da taxa de reinfecgao, o qual estabiliza apds um periodo de ¢ ~ 225
dias. Para o caso das derivadas de ordem fracionaria, conforme a ordem de o diminui, observa-
se um alongamento no periodo da epidemia. Os resultados apresentados na Figura 5.10 foram

utilizados valores para N; = 211005, 511 = 1, 71 = 0.5, p3 = 0.02, ¢1 = 0.01 e v = 0.01.
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Figura 5.10: Solugdo numérica do modelo SIRS sem interagdo com taxa de vacinacao v = 0.01
para derivadas de ordem aa =1, = 0.75 e a = 0.5.

O efeito mais importante da vacinagao pode ser visto na Figura 5.11, onde sdo apre-

sentados os graficos para derivadas de ordem inteira e ordem fracionaria. A Figura 5.11 (a)
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apresenta diferentes valores para a taxa de vacinagao v quando o = 1, pode-se observar que
quanto maior a taxa de vacinagdo menor sera a intensidade da epidemia (pico na fragao de
infectados) e menor serd a fracao de infectados no equilibrio endémico. Em particular, se a
taxa de vacinagao for maior ou igual ao valor critico v, (que para nossas escolhas de pardmetros
¢ v. = 0.0144), entdao a doenga desaparece e o equilibrio deixa de ser epidémico, como pode
ser visto nos graficos para v = 0.015. J& na Figura 5.11 (b), como efeito da derivada fraciona-
ria, observa-se um alongamento do tempo da epidemia, mas o efeito da vacinagao apresenta o

mesmo comportamento.

o
=
N

— I, @=1,v=0.005 010 — I, 2=0.75,v=0.005
9 0.10 ——= |, @=1,v=0.010 ° ——= 1, @=0.75,v=0.010
.
S ——— |, @ =1,v=0.015 . 0.08 ——= 1, @=0.75,v=0.015
o 0.08 o q
= R —_ i
(o 3 q
o L S 0.06 1
& 0.06 o i (b)
© (@) o !
o 0.04 T 0.04 ]
2© o |
o I Hed J
/] (9 d
© 0.02 ! © 0.02 -
i J £ J e
0.00 B 000 < TTTTTTTTTmmmmmmoo—eeeeo
0 160 200 300 400 500 600 0 160 200 300 400 500 600

Tempo t (dias) Tempo t (dias)

Figura 5.11: Grafico da fragao da populacao infectada (a) para derivada de ordem inteira o = 1
e (b) com derivada de ordem fracionaria o = 0.75.

Na Figura 5.12 observamos o comportamento assintdtico do sistema. Para uma tnica
populagao, os pontos de equilibrio coincidem com os pontos do caso simétrico de populagoes

interagentes para (315 = o1 = B = 0. Neste caso, temos o ponto de equilibrio (Seq, Leq, Req)

(onde Sy = 1;117]qu Lo A g =1-

= _ b R Mo patéi—ur D171 )
T Fp1t1 81 Br(viturter)? "€ )

b1 T tu1+1 + Bly1t+p1+é1

que nao ¢é afetado pela ordem da derivada, no entanto, o comportamento oscilatoério do modelo
com derivada inteira (a = 1) desaparece no modelo com derivada fracionaria (a = 0.75). Para
t — oo o modelo atinge o equilibrio, e a doenga torna-se endémica para v < v.. Para os
resultados apresentados na Figura 5.12 utilizamos N; = 211005, 513 = 1, 1 = 0.5, 1 = 0.02,

¢ =0.01 e v =0.01. Além disso, consideramos que em ¢ = 0 haviam 2 individuos infectados.



81

1.0 -
o) S,a=1
0.9 -—— 5a=075
o | \Y e Seq
=}
308
o
Q07
©
T o6
o
‘Cos
©
—
04
0 100 200 300 400 500 600
Tempo t (dias)
o 008 — La=1
(0 --- La=0.75
< I
& | vy -
= 0.06
a
8
o 0-04
©
Q
2
o2\ el
[0 J N 1 T N N e T
| .
[
0.00
0 100 200 300 400 500 600
Tempo t (dias)
o 06
S
3 0.5
=}
o 0.4
g
o 03
ke
o 0.2
S — Ra=1
S 0.1 -—— Ra=0.75
& R
0.0 «
0 100 200 300 400 500 600

Tempo t (dias)
Figura 5.12: Solugdo numérica do modelo sem interagdes para derivadas de ordem a = 1 e

a = 0.75. Nos graficos (a), (b) e (¢), Seq, Ieq € Req representam os valores de equilibrio,
respectivamente.

Vacinacao a Taxa Constante para Populagoes Interagentes

Neste subsecao, vamos considerar novamente, por simplicidade, o caso em que as duas
cidades tém a mesma populagdo total, ou seja, N; = N,. Consideramos que inicialmente
haviam 2 infectados na cidade 1 e 0 infectados na cidade 2. Note que na Figura 5.13, para o
grafico (a), tem-se uma diferenca no tempo em que acontece a epidemia em cada cidade uma

vez que inicialmente s6 tinhamos infectado na primeira cidade. A contaminag¢ao da populagao
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da segunda cidade ocorre inicialmente por conta da interacao com a primeira cidade. Esta
diferenca no tempo leva a um fenémeno no qual a populagao de infectados cresce rapidamente
até certo ponto e depois tem alguns picos de oscilagao. Podemos observar este pico no grafico
(b), onde apresentamos a soma total de infectados (I; 4+ I) dessas populagoes interagentes.
Os parametros utilizados nesta simulacao foram a = 1, vy = v = 0.5, u3 = po = 0.02,

$1 =2 = 0.01, vy = vy = 0.01, 81y = oy = 1 e B = [ = 0.005.
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Figura 5.13: Solugao numérica do modelo SIRS com interacdo com taxa de vacinacao v = 0.01
para derivadas de ordem a =1 (a). Gréfico da populagao total infectada por dia (b).

Como pode ser visto na Figura 5.14 para derivadas fracionarias de ordem a = 0.75,

temos um pico seguido de um alargamento para a curva de infectados.
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Figura 5.14: Grafico da fragao da populacao infectada entre duas cidades interagentes (a) para
derivada fracionaria o = 0.75; Grafico da populagao total infectada por dia (b).
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respectivamente.
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Figura 5.16: Solugdo numérica do modelo com interagodes entre duas populagoes para derivadas

de ordem o = 0.75. Nos graficos (a), (b) € (¢), Seq, Leq € Req representam os valores de equilibrio,
respectivamente.

Nas Figuras 5.15 e 5.16 apresentamos o comportamento assintdtico dos modelos com
derivada inteira (o = 1) e com derivada fracionaria (o = 0.75). Por simplicidade, consideramos
o caso simétrico 311 = Bap = 1, Bio = P21 = 0.0005, y12 = Yo1 = 0.5, pt1 = po = 0.02, ¢y = ¢po =
0.01 e v; = vo = 0.01. Neste caso simétrico, no equilibrio temos: lim; ,o, S1 = lim; oo Sy =
Seq = 0.51974013, limy oo [1 = limy oo In = I, = 0.00831659 e limy oo By = limy o Ry

Re, = 0.47194327. Observamos novamente que um dos efeitos da derivada fracionaria na
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dindmica é o desaparecimento oscilatorio das varidveis do modelo antes de atingir o equilibrio

assintotico.
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6 CONCLUSAO

O presente trabalho teve como objetivo, investigar o uso do Célculo Fracionario na
modelagem de epidemias de populagoes em interacao. Primeiro, propomos um modelo SIRD
para duas cidades em interagao com derivadas fraciondrias. Depois investigamos o problema de
reinfeccao através de um modelo SIRS sem vacinacio e também com vacinacao constante. Em
todos os modelos propostos analisamos a existéncia de pontos fixos e sua estabilidade. Para
investigar os efeitos introduzidos na dinamica pelas derivadas fracionarias, resultados numé-
ricos foram obtidos e comparagoes entre os modelos com derivadas fracionarias com modelos
de derivada inteira foram realizadas. Além disso, como exemplo de aplicacoes, fizemos uma
comparac¢ao do modelo SIRD proposto com dados reais de Rio Grande e Pelotas. Como conti-
nuacao do trabalho, seria importante investigar os efeitos introduzidos nos modelos fracionarios
por um numero maior de populagoes interagentes, e em populagoes com faixas etarias diferen-
tes (no mesmo sentido do modelo com derivada inteira estudado em (Lazo; Cezaro, 2020)).
Outra possibilidade de continuagao seria fazer uma andlise mais detalhada (incluindo dados de
vacinagao, infectados por bairros e distritos, etc), e em um periodo maior de tempo, referente
ao numero de casos confirmados e 6bitos causados por COVID-19 nos municipios de Pelotas e
Rio Grande. A partir da analise preliminar, foi possivel observar que o modelo SIRD classico,
sem interacao entre cidades e sem derivadas fracionarias, também nao descreve bem os dados
oficiais do municipio de Rio Grande, pois a dindmica apresenta um crescimento linear. Os
efeitos introduzidos por diversas populagoes interagentes em (Lazo; Cezaro, 2020), e os efeitos
na dinamica devido as derivadas fracionarias, motivam uma investigacdo mais detalhada do

modelo de interacao fracionaria que propomos.
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