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RESUMO

Nesta tese analisamos problemas inversos de identificacao de coeficientes ou fontes asso-
ciados a medidas da deflexao de uma viga modelada pela equagao de Euler-Bernoulli, com
derivadas de ordem nao cléssicas, que descrevem a viga em um meio fractal ou material vis-
coelastico no qual a viga estd apoiada. Para a viga estatica em meio fractal, estudamos o
problema inverso de identificacao do coeficiente de rigidez através de medidas indiretas da de-
flexao da viga. Apresentamos o problema na forma de uma equagao de operadores (parametros
para medidas), para o qual provamos, em topologias apropriadas, propriedades importantes
como continuidade, compacidade, Fréchet diferenciabilidade e injetividade. Em particular, a
injetividade garante que temos um tnico coeficiente associado a deflexdao da viga no meio frac-
tal (identificabilidade tinica). Por se tratar de um problema instdvel em relagao as medidas,
mal-posto segundo Hadarmad, provamos que métodos iterativos como Landweber e Steepest
Descent sao estratégias de regularizagao. Tais resultados sao complementados por exemplos
numéricos. Para o modelo dinamico da viga apoiada em uma base viscoelastica, obtemos re-
sultados de identificagdo tnica do termo forcante f(z), com uma for¢ante da forma f(z)g(t),
através do conhecimento de um conjunto de medidas do deslocamento da viga em um deter-
minado intervalo maximal de tempo. Este intervalo é determinado em termos da ordem da
derivada fracionaria «, que descreve a base viscoeldstica e dos coeficientes do modelo, o que

estende os resultados de identificagao tinica de fonte obtidas por Kawano em [23].

Palavras-chave: equacao de Euler-Bernoulli, problemas inversos, derivadas nao classicas,

meio fractal, base viscoelastica.



ABSTRACT

In this thesis, we analyze the inverse problems of identifying coefficients or sources associated
with measurements of the deflection of a beam modeled by the Euler-Bernoulli equation with
derivatives of non-classical order, which describe the beam in a fractal medium or viscoelastic
material in which the beam is located. supported. For the static beam in a fractal medium, we
studied the inverse problem of identifying the stiffness coefficient through indirect measurements
of the beam deflection. We present the problem in the form of a parameter operator equation
for measurements, for which we prove, in appropriate topologies, important properties such
as continuity, compactness, Fréchet differentiability, and injectivity. In particular, injectivity
guarantees that we have a single coefficient associated with the deflection of the beam in
the fractal medium (unique identifiability). Because it is an unstable problem in relation to
measurements, poorly posed according to Hadarmad, we prove that iterative methods such as
Landweber and Steepest Descent are regularization strategies. Such results are complemented
by numerical examples. For the dynamic model of the beam supported on a viscoelastic base,
we obtain results of unique identification of the forcing term f(x) with a forcing of the form
f(z)g(t) through the knowledge of a set of measurements of the beam displacement in a given
maximum time interval. This range is determined in terms of the order of the fractional
derivative «, which describes the viscoelastic basis, and the model coefficients, which extend

the unique source identification results obtained by Kawano in [23].

Keywords: Euler-Bernoulli equation, inverse problem, non-classical derivatives, fractal

medium, viscoelastic basis.
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1 INTRODUCAO

As vigas s@o um dos principais elementos em quase todos projetos de engenharia, pois
sdo as responsaveis por suportarem diversos tipos de carregamentos [17, 21]. Devido a sua
funcao de suporte, inimeros estudos a respeito das propriedades estruturais das vigas e de
sua capacidade de carga tém sido conduzidos, principalmente, quando envolvem andlises de
seguranca e confiabilidade dessas estruturas.

Na mecanica, muitos pesquisadores se dedicam ao estudo mais tradicional das vigas, numa
abordagem que chamaremos de problema direto, o qual consiste em obter a resposta da deflexao,
deformagao, torcao, etc, de uma viga, quando se conhece a forca atuante no sistema e os
parametros da estrutura [17, 21, 24, 32]. Em termos matematicos, a obtengao de uma solugao
para o problema direto significa obter uma solugao para a equacao que governa o comportamento
da viga, quando a forc¢a aplicada, os parametros do sistema e as condigoes iniciais e de contorno
sao conhecidas.

Por outro lado, uma outra abordagem tem despertado o interesse de varios pesquisadores.
Essa outra proposta envolve o estudo de técnicas para o diagnéstico de possiveis danos ou
desgastes internos nas estruturas de uma viga quando sao conhecidas medidas (nao destrutivas),
por exemplo, de sua deformagao ou deflexao. Esta abordagem é chamada de problema inverso.
Em [31, 32, 36, 37| foi identificado o parametro de rigidez da viga a partir de medidas da
deflexao e conhecida a forca atuante.

Em relagao ao problema de identificagao do parametro de rigidez, [31] uma equagao explicita
para obter o parametro, utilizando as fungoes de Green. Como essa equacao depende da deri-
vada dos dados (o que é um problema bem instavel) foram propostos métodos de regularizagao
como Molificacao e Landweber para estabilizar o problema ocasionado pela diferenciacao. Em
[36] também foi apresentado uma equagao explicita a fim de obter o coeficiente do tipo cons-
tante por partes. No entanto, a abordagem utilizada necessitou do conhecimento dos pontos
da viga onde os coeficientes mudaram de valor. Tal hipdtese significa conhecer, previamente,
os exatos lugares onde a viga sofreu rupturas, perdendo o sentido pratico de tal analise. Além
disso, como ocorre em [31], a equagao proposta por [36], também dependeu da derivada dos
dados.

Ja em [32] foi apresentado o método de Tikhonov de primeira ordem para estabelecer uma
aproximagao estavel para o coeficiente em relacao as medidas da deflexao. Diferentemente dos
outros trabalhos mencionados anteriormente, [32] apresentou um resultado de identificabilidade
unica para o coeficiente de rigidez a partir do conhecimento da deflexao. Tal resultado se aplica
apenas para coeficientes que sejam, pelo menos, continuamente diferencidveis em todos os
pontos da viga. Visando atacar o mesmo problema, [37] propds um resultado de unicidade para
um coeficiente de rigidez menos suave que [32], garantindo a identificacao de coeficientes mais
gerais como, por exemplo, coeficientes constante por partes. Além disso, utilizou do método

iterativo de Landweber para obter aproximagoes estaveis para o coeficiente de rigidez.
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Ja em [18, 23, 24, 20] foi realizada uma outra anélise envolvendo a equagdo dinamica da
viga. Em [23] foi analisado o problema de identificacao da distribui¢ao de fontes de vibragao
assincronas e perturbagoes de rigidez em vigas de Euler-Bernoulli. O autor mostrou que a parte
do termo forcante dependente da variavel espacial x pode ser identificada unicamente através
do conhecimento do deslocamento de uma viga, em um intervalo de tempo arbitrario. Com isso,
foi possivel mostrar que perturbacoes na rigidez podem ser determinadas de maneira tinica em
um problema linearizado. Em [24] foi analisado o problema inverso de identificacao da rigidez e
densidade de uma viga de Euler-Bernoulli, estendendo o que havia sido estudado por [18] e [2].
Ou seja, através da observacao de medidas do deslocamento e inclinacao da extremidade livre
de uma viga engastada em outra extremidade, em um pequeno intervalo de tempo, foi obtido
um resultado 1inico para o problema nao linear de identificacao desses coeficientes.

Na literatura, existem alguns modelos que descrevem o comportamento de elementos estru-
turais como vigas, seja a partir de andlises estaticas ou dinamicas. Dentre as teorias cléssicas
da mecanica do continuo para vigas destacam-se a teoria de Euler-Bernoulli e a teoria de
Timoshenko [17, 21, 42, 47]. A teoria de Timoshenko considera os efeitos de deformagao por
cisalhamento e inércia rotatoria, nao considerados na teoria de Euler-Bernoulli. Ambos modelos
sao descritos por equagoes diferenciais de ordem inteira.

Em contrapartida, essa teoria convencional da mecanica do continuo é incapaz de prever
efeitos de tamanho bem como a teoria classica dos materiais nao consegue captar o compor-
tamento de diversos materiais utilizados em aplicagoes modernas e recentes em engenharia e
ciéncias fisicas como polimeros, espumas, matéria macia de hidrogéis, tecidos biolégicos em
componentes de micro e nano-escalas. Esses materiais apresentam desvios significativos nas
suas caracteristicas mecanicas e reolégicas dos convencionais, estudadas e modeladas pela teo-
ria cldssica dos materiais, e.g., [10, 11] referéncias.

Muitos autores apontam que derivadas e integrais de ordem nao inteira sao muito mais
adequados para descrever as propriedades de varios materiais reais como os listados acima,
veja [10, 11, 41] e referéncias. Esses modelos sao a forma generalizada dos modelos cléssicos e
portanto, sao capazes de descrever melhor o comportamento dos materiais que os modelos de
ordem inteira [41].

Com relagao a teoria de vigas sob essa nova ética, em [41] foi apresentado o gradiente de
deformacao da tensao usando uma defini¢cdo modificada de derivada fraciondria [27]. A teoria
dinamica de vigas fracionéarias de Euler-Bernoulli foi feita com base nessa defini¢ao e possui dois
parametros livres: o parametro fracionario, que controla a derivada do deslocamento na relacao
deslocamento-tensao, e o parametro tamanho de escala, que considera os efeitos na escala micro
e sub-micro. Para o parametro fracionario igual a um, a equacao classica de Euler-Bernoulli
foi obtida. J& em [44] foi apresentado uma generalizagao da teoria de vigas estdticas com base
na formulacdo de [41]. Foi definido o gradiente de deformacdo através de um operador de
diferenciacao de ordem real. Dessa forma, a formulagao da conservacao do momento, assim
como as medidas de tensao e deformagao, foram obtidas a partir da cinemética convencional

das pequenas deformacoes.



13

A equagao fracionaria de Euler-Bernoulli estatica obtida de uma abordagem variacional
foi estudada em [3]. Foi apresentado uma equacao contendo a derivada de Caputo a direita
e a esquerda, simultaneamente. Essa equacao foi transformada em uma integral e resolvida
analitica e numericamente.

Um exemplo em que modelos fracionérios foram utilizados com sucesso esta no estudo de
materiais viscoelasticos [3]. Esses materiais tém atraido a area de engenharia civil como uma
forma de controlar a resposta indesejavel de estruturas, servindo para o amortecimento de
superficies vibrantes. Em [33] foi analisado o comportamento dinamico de uma viga de Euler-
Bernoulli apoiada em uma base viscoelastica sob a acao de forga estocastica. A técnica para
obter a solugao para a equacao e as solucoes propriamente apresentadas podem ser interpretadas
como uma extensao dos resultados disponiveis na literatura para tratar o termo fracionario,
o que tornou essa abordagem interessante devido a vasta utilizacao do calculo fracionédrio na
modelagem em mecanica.

Além disso, o intenso desenvolvimento cientifico e tecnoldgico despertaram o interesse da
pesquisa no campo da nanotecnologia e a andlise de estruturas em micro e nanoescalas, como
as vigas. As vigas miniaturizadas sao utilizadas em diferentes aplicagoes atuando como microa-
tuadores, biosensores, como parte em sistemas nano e microeletromecanicos, como plataformas
para sensores quimicos e biolégicos, na modelagem de nanotubos ou como componente central
em microscopios de alta precisao [47].

A questao que surge quando os comprimentos das escalas associadas sao suficientemente
pequenas ¢é a de que a aplicabilidade dos modelos continuos classicos, como Euler-Bernoulli e
Timoshenko, pode nao ser apropriadal47]. Ocorre que tanto as medi¢oes experimentais quanto
os resultados de simulagoes mostraram que essas estruturas sao sensiveis ao tamanho, princi-
palmente quando se tornam muito pequenas [16, 47]. Assim, algumas teorias nao classicas tém
sido analisadas com o intuito de estender a mecanica do continuo a fim de que o fator de escala
possa ser incluido de alguma forma. Alguns exemplos como a teoria da elasticidade nao local
de Eringen [13], teoria do gradiente de deformagao [30], teoria da tensado acoplada [38], teoria
da elasticidade de superficie[19]. A partir dos modelos cldssicos e nao cldssicos tém surgido
algumas propostas de modelos com modificagoes dos ja existentes [47] e também modelos com
derivadas nao inteiras.

Alguns dos fatores que tornam a modelagem baseada nas teorias classicas do continuo
em duvida para esses casos envolvem os efeitos de microestrutura e energia de superficie de
acordo com [16]. A superficie de um sélido é uma regiao com um conjunto préprio de dtomos,
propriedades fisicas e respostas mecanicas diferentes daquelas da parte principal do sélido, o
chamado bulk [47]. Quando o sélido tem tamanho grande, a propor¢ao do volume da camada
superficial para o volume do bulk é muito pequeno, podendo ser possivel desprezar os efeitos da
energia de superficie. No entanto, para estruturas em que a camada de superficie é maior, os
efeitos de superficie podem influenciar no comportamento dessas estruturas em escalas menores.

Nesse sentido, a aplicacao do céalculo fracionario vem crescendo em relacao a modelagem

do comportamento dos materiais dependentes de escala utilizando de estruturas fractais para
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descrever a microestrutura. Em [40] foi apresentado a modelagem de meios fractais através
da mecanica do continuo utilizando uma dimensao regularizada baseada em [45]. Este método
expressou as leis de equilibrio para meios fractais usando termos de integrais fracionarias e
depois converteu-os em ordem inteira no espago euclidiano. A equacao de Euler-Bernoulli para
meios fractais foi apresentada com um novo parametro c; responsavel pela transformacao do
termo fracionario para o inteiro. A relacao entre momento fletor e curvatura foi mantida como
no caso cléssico.

Nosso interesse estd na analise de problemas inversos de identificabilidade de coeficientes ou
fontes associados a equacao de Euler-Bernoulli com derivadas nao cléssicas. Mais precisamente,
vamos estudar problemas inversos associados aos modelos de vigas em meios fractais e apoiadas
em meios viscoeldsticos como os apresentados em [39, 40] e [33] que, apesar de serem problemas
envolvendo vigas de naturezas distintas, apresentam a derivada nao classica na prépria equacao

ou nas relagoes que as constituem.

Estrutura do trabalho: Como analisaremos problemas de identificacao relacionados a mo-
delos distintos e para estabelecermos uma teoria matematica e numérica consistente, este tra-
balho sera dividido da seguinte maneira:

No Capitulo 2, estudamos o problema inverso de identificacao do coeficiente de rigidez da
viga para a equacao de Euler-Bernoulli para meios fractais. Para que o trabalho fique auto-
contido, na Secao 2.1 apresentamos alguns conceitos fisicos relacionados a mecanica do continuo
em meios fractais. Estes conceitos sao fundamentais para deduzir a equagao de Euler-Bernoulli
para meios fractais na Secao 2.2. Na Subsecao 2.3.1, provamos a boa colocagao para o problema
direto associado a equacao de Euler-Bernoulli para meios fractais. Na Secao 2.4 escrevemos o
problema como uma equagao parametro-para-medidas e deduzimos propriedades importantes
de tal operador, como continuidade, compacidade, Fréchet-diferenciabilidade e satisfacao da
condicao do cone tangente. Os resultados de compacidade implicam que o problema de identi-
ficacao do coeficiente de rigidez nao é estavel com relacao as medidas, significando que pequenas
perturbagoes (ruidos) nas medidas podem gerar grandes perturbagoes no coeficiente de rigidez.
Portanto, alguma estratégia de regularizacao deve ser empregada. Resultados de continuidade,
Fréchet diferenciabilidade e satisfagao da condi¢ao do cone tangente garantem a convergéncia
e estabilidade de métodos iterativos de regularizacao para o problema, como os apresentados
na Secao 2.6 e comprovados numericamente na Subsecao 2.6.1. Na Secao 2.5 provamos ainda
a injetividade do operador parametro-para-medidas, o que resulta em identificacao tinica do
coeficiente de rigidez na equacao de Euler-Bernoulli para meios fractais. Em particular, os
resultados acima generalizam os resultados obtidos pela autora em sua dissertagao de mestrado
[37] para a equagao de Euler-Bernoulli para meios fractais.

No Capitulo 3, estudamos um caso particular da equacao apresentada no capitulo anterior
para ¢ = 1 e para coeficiente de rigidez a constante por partes. Como para essa situacao
os métodos iterativos nao sao adequados, utilizamos a abordagem tipo Level Set como um

método de regularizagao na Secao 3.1. Apresentamos na Subsecao 3.1.1 exemplos numéricos
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que recuperam o coeficiente constante por partes através do método de Level Set.

No Capitulo 4, comegamos o estudo da equagao dinamica de Euler-Bernoulli apoiada em
uma base viscoelastica. Na Se¢ao 4.1 apresentamos alguns conceitos gerais envolvendo a teo-
ria da viscoelasticidade para introduzir a equacao dinamica de Euler-Bernoulli na base vis-
coelastica. Apresentamos a solucao explicita do problema direto através dos conceitos de
semigrupos da familia seno e cosseno, tratando também o termo fracionario da equacao na
Subsecao 4.1.1. Para atacar o problema inverso desse modelo, buscamos em [23] a estratégia
utilizada para resolver problema semelhante, isso ¢ apresentado na Subsecao 4.1.2.

Com a intengao de tornar essa proposta auto contida, trazemos no Material Complementar
uma série de conceitos e definicoes auxiliares ao estudo dessa proposta. Assim, apresentamos
um pouco da teoria dos problemas inversos na Secao A.2, da teoria de fractais na Secao A.5 e
na Secao A.6 do calculo fracionario. Em relagao ao modelo dinamico estudado no Capitulo 4
apresentamos as principais ideias de [23] na Secao A.1 a fim de que o leitor possa exploré-las,
caso necessario para entendimento da estratégia adotada para identificagdo do termo f(z) e da
teoria de Semigrupos em A.4.

Concluimos esta tese no Capitulo 5 apresentando as consideracoes finais e possiveis estudos

futuros estendendo os problemas analisados nesse trabalho.

Contribuicoes do trabalho: Nos itens a seguir sao apresentadas as principais contribuicoes
deste trabalho.

e Provamos propriedades como compacidade, continuidade, Fréchet diferenciabilidade e a
condicao do cone tangente para a equacao fractal do momento fletor de Euler-Bernoulli,

generalizando o trabalho de mestrado de [37];

e Apresentamos um resultado de identificabilidade tinica para o parametro de rigidez da
viga fractal de Euler-Bernoulli, resultado esse que s6 havia sido provado para a equacao

estdtica classica em trabalhos de [32, 37];

e Provamos que os métodos iterativos de Landweber e Steepest Descent sao estaveis e
convergentes para a equacao fractal da viga e corroboramos tal resultado através de
simulagoes numéricas satisfatorias. Os métodos iterativos como Landweber ja haviam
sido utilizados para a recuperacdo do parametro de rigidez em [31, 37] apenas para a

equacao classica de Euler-Bernoulli;

e Estendemos os resultados de identifica¢do tinica de fonte obtidas por [23] para a equagao
dinamica de Euler-Bernoulli com derivada fracionaria. Essa equacao foi apresentada por

[33] e representa uma viga apoiada em uma base viscoeldstica.
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2 IDENTIFICACAO DO COEFICIENTE DE RIGIDEZ

NA EQUACAO DE EULER-BERNOULLI PARA MEIOS

FRACTAIS

Neste capitulo vamos apresentar a equacao de Euler-Bernoulli para meios fractais segundo
[39, 40]. Inicialmente, traremos as ideias basicas norteadoras para a obtengao da equagao que
modela o problema e a partir da qual é possivel determinar o operador parametro-para-solucao.
A partir disso, dedicamos o restante deste capitulo para provar algumas propriedades impor-
tantes a respeito do operador parametro-para-solucao, as quais darao suporte ao tratamento e
andlise do problema inverso de identifica¢do do coeficiente de rigidez a(z). Em particular, estas
propriedades implicam na identificacao tnica e darao suporte a determinacao de estratégias
estdaveis e convergentes, chamadas de estratégias de regularizacao, para a recuperacao do coefi-
ciente de rigidez a(z) com relagao aos erros nas medidas que serao desenvolvidas nas Segoes 2.5

e 2.6, respectivamente.

2.1 Meios fractais e mecanica do continuo

A mecanica do continuo estuda a aplicagao das teorias da mecanica para avaliacao e calculo
de meios continuos, analisando os movimentos e a deformacdao de um meio composto por
matéria (sélida, liquida ou gasosa). No entanto, sabemos que a matéria, composta de atomos
e moléculas, nao esta distribuida de forma uniforme, ou seja, existem vazios. Na mecanica do
continuo essa caracteristica é negligenciada quando a relagao entre a distancia média que uma
particula percorre antes de se chocar com outra e o comprimento caracteristico que estabelece
a escala de um sistema for muito menor que a unidade [47].

Além disso, também é observado qual a escala de andlise do meio. A teoria da mecanica do
continuo pode ser aplicada para analises a partir da macroescala (10™3mm), considerando uma
média das varidveis da microescala (107%mm). O cédlculo da densidade de massa (p) também
pode ser utilizada para determinar quando a mecanica do continuo em funcao da escala pode
ser aplicada.

Para tal, considere a andlise de um material sob uma escala [ onde é observado regides com
distribuicao irregular de massa e com vazios. Diminuindo essa escala para [’ vamos observar
que a densidade de massa ira variar. Contudo, quando existir uma regiao onde essa escala
retorne uma densidade de massa constante é neste instante que a mecanica do continuo pode
ser aplicada.

Em [39, 40] é apresentado uma visdo geral da modelagem de meios fractais pela mecéanica
do continuo usando as ideias em [45], a qual foi denominada de método de regularizacao!. O

método expressa as leis de equilibrio para meios fractais utilizando de integrais fracionarias e

IN&o confundir com métodos de regularizagao no sentido de problemas inversos, e.g, [22]
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entao, convertendo-as a ordem inteira no espaco Euclidiano convencional. O diferencial desta
proposta é que a condicao essencial da mecanica do continuo, a separacao de escalas, pode ser
substituida com equagoes de campo do tipo continuo ainda empregadas [40]. Esta abordagem
foi aplicada, entre outras, a termomecanica, principios extremos de elasticidade e plasticidade,
mecanica de fratura e, para nosso interesse, na dinamica de vigas fractais apresentando as
equacoes de Timoshenko e Euler-Bernoulli.

A ideia bésica para homogeneizagao do meio fractal para o continuo surgiu com [45], em

que a massa obedece a seguinte lei
m(R) ~ RP, D <3, (2.1.1)

com R sendo tamanho da medida da escala (pode ser do “box counting®”’ou o raio da esfera) e
D dimensao fractal da massa [45].

Em geral, um meio fractal nao pode ser considerado como meio continuo, pois existem
pontos e dominios que nao estao preenchidos por particulas do meio. Esses dominios podem
ser chamados de porosos. Dessa forma, [45] propoe a utilizagao de integrais fracionarias para

representar a massa de uma regiao W no espaco Euclidiano tridimensional E? como sendo

m(W):/Wp(R)dVD:/va(R)03(D,R)dI/§>,, (2.1.2)
c3(D,R)=RD—3%%2), R = /i, (2.1.3)

onde R é o tamanho do vetor posigao e I' é a fungado Gamma de Euler [39].

Na equagao (2.1.2) a primeira integral é fraciondria do tipo Riesz A.6.4 e a segunda é integral
inteira (convencional).

O coeficiente c3 estabelece a transformacao entre essas integrais. O termo dVp é elemento
infinitesimal de volume no espaco fractal e dV5 é o elemento infinitesimal de volume em E3. As

derivadas generalizadas propostas por [45] s@o

VP f=c (D, R)%[CQ(d, R)f] = c;1(D, R)Vi|ea(d, R) f],
d _of of

2A dimenséo fractal pode ser melhor calculado pelo método do box counting, o que significa desenhar
uma caixa cubica de lados com tamanho R e contar a massa de dentro.
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com os coeficientes na forma de Riesz dados por

ad.B) = R
D) = RPSEE
¢(D,d,R) = ¢;'(D,R)es(d,R). (2.1.5)

Importante ressaltar que, as equagoes (2.1.2) e (2.1.3) expressam a ideia de regularizagao

dimensional [40] da teoria fisica. Tal método pode ser representado, para uma fungao f(z), da

/Wf(a:)dD 27;7;/ f(z)zP da. (2.1.6)

Ou seja, primeiramente o objeto fractal est4 inserido no espaco E?, mas sua dimensao espacial

seguinte forma:

nao ¢ 3 e sim um numero real D < 3. O mesmo ocorre com a superficie desse objeto, com
dimensao fractal d, em que d nao é necessariamente D — 1. Desse modo, as leis de equilibrio
sao entao escritas envolvendo integrais de volume e superficie sobre o objeto fractal e, através
da regularizagao dimensional, é possivel converté-las para integrais convencionais [40].
Segundo [39, 40] o ponto principal dessa abordagem é desempenhado pelo Teorema de

Green-Gauss para meios fractais como:

fknded = / C:;l(D, R)Vk<02(d, R)fk)dVD, (217)
oW w
em que fr ¢ um campo vetorial e
dSq = ca(d, R)dS; dVp = c3(D, R)dVj. (2.1.8)

Repare que substituindo dSy e dVp das equagoes acima nas integrais (2.1.7), é possivel reescreve-

las obtendo

/ Cg(d, R)fkndeQ = / Vk<62(d, R)fk>d‘/3, (219)
oW W

o que nos permite manipular as formulas novamente no espaco euclidiano, desde que tenhamos
os coeficientes c; e cs.

Ocorre que a formulagao desenvolvida apresenta algumas desvantagens de acordo com [40].
Por exemplo, as equagoes que regem os problemas em uma dimensao (a equacao da onda, nesse
caso) nao podem ser consistentemente obtidas a partir das equagdes que regem problemas em
trés dimensoes. Isso porque os coeficientes ¢y e c3 sao baseados na medida de Riesz.

Para contornar essa desvantagem, [40] estende o trabalho de [45] considerando meios fractais
anisotrépicos mais gerais. Para isso, substitui a relacao (2.1.1) por uma lei de poténcia mais

geral em relacao a cada coordenada, dada por:

m(Ll,LQ,L3> ~ L?ngQng. (2110)
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A seguinte medida é introduzida
dla, (zr) = cgk)(ak,xk)dxk, k=1,2,3 (nao é soma) (2.1.11)

em que a medida de comprimento ao longo de cada coordenada é dada através do coeficiente
~ (K ) . .
de transformacao cg ). Com base em (2.1.11) é possivel escrever a equagdo que representa a

massa de uma regiao W como
m(W) = / p(x1, xo, x3)dly, (21)dl o, (2)dla, (T3), (2.1.12)
w

com dimensao fractal total sendo D = oy + as + a3 ao longo das diagonais |x;| = |za| = |z3],
onde cada «y representa uma dimensao fractal na dire¢ao wy.

Observe que, de acordo com (2.1.11), o elemento de volume infinitesimal fractal dVp seré:

AVp = dlg, (21)dla, (22)dly, (23) = VP P dayduadas = c3dVs, (2.1.13)

com cz = cgl)cf)cg?’).
Para o coeficiente de transformacgao de superficie cgk), [39] considera um elemento de volume
cubico cujos elementos de superficie sao especificados pelo vetor normal ao longo dos eixos 7, j

ou k. Dessa forma cé ) associado & Sc(l ) é:

= =/, it Ak (2.1.14)

Com relacao aos coeficientes de transformagao cgk), [40] adota a integral de Riemann-

Liouville modificada

l _ ap—1 .
cgk) = ak( kl k) , k=1,2,3 (nao ésoma), (2.1.15)
k0
onde [ é o comprimento total (intervalo integral) ao longo de xy e lxy é 0 comprimento carac-
teristico na dire¢do dada (como o tamanho médio dos poros).
Para finalizar a teoria proposta por [39, 40] de modo a subsidiar o que propomos neste
capitulo e a fim de desenvolver a mecéanica do continuo para meios fractais (equacao de Euler-

Bernoulli nesse caso), considere a integral de superficie

/ f- l’lde = fknded, (2116)
ow ow

em que a relacao entre o elemento integral ndS; e o elemento convencional ndS, em E? se dara

através do coeficiente de transformacao de superficie cgk), k=1,2,3. Como cgk) nao depende

da coordenada zj temos:

ow ow W W Cq
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Observe que, (-)x ¢ a derivada parcial de (-) com relagdo a ;. Ainda, com base no que foi

exposto e na equagao (2.1.11), [40] define a derivada fractal, V¥, como sendo

1 0
D _—__~ | 2.1.18

Definida a derivada fractal, o teorema de Gauss para meios fractais é

/ f-nde:/ V,?fdeD:/ (VP - favp. (2.1.19)
ow w w

A teoria de [40] apresentada é chamada de Homogeneizacao permitindo uma interpretacao
do meio fractal como um continuo, sendo tratado como descontinuo, com uma métrica fractal in-
serida no modelo continuo homogeneizado equivalente. Dessa forma, temos entao dl,,, dS4, dVp
como os elementos de linha, superficie e volume no meio fractal enquanto que dx;, dSs, dVj,
respectivamente, denotam esses elementos no meio homogeneizado. Os coeficientes cgi), cék) e

¢3 como sendo

dlo, = dx;,  dS;=cPdS,, AV = c3dVs (2.1.20)

permitem essa relacao entre o meio fractal e o meio continuo homogeneizado.
A seguir vamos apresentar a deducao da equagao de Euler-Bernoulli a partir da equagao de

Timoshenko através da teoria apresentada até o presente momento.

2.2 Deducao da equacao de Euler-Bernoulli em meios

fractais

Dentre as teorias classicas de vigas, destacam-se a teoria de Fuler-Bernoulli e a teoria de
Timoshenko [21, 42]. A teoria de Timoshenko inclui os efeitos de inércia rotatéria e deformagcao
por cisalhamento, enquanto a teoria de Euler-Bernoulli conhecida como teoria classica descon-
sidera esses efeitos [21, 47].

Assim, partindo da andlise da teoria de Timoshenko vamos denotar o deslocamento trans-
versal como sendo ¢; = u e a rotacao por ¢ = . Assumido que estamos imersos em uma
estrutura fractal de dimensao D na direcao x, como visto acima, o elemento dx é substituido
por

dlp = c1(D, z)dz, (2.2.1)

onde, ¢;(z, D) = |z|P~1/T(D), [39].

As energias cinética e potencial para o caso fractal sao, respectivamente, dadas na forma

T - %p/o () + A(a)]dlp (2.2.2)
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1 [! oo\’ u 2
_ Oy

onde ¢ = 37, EF ¢ o mddulo de elasticidade, I ¢ o momento de inércia, A é a drea da secao
transversal, p é o modulo de elasticidade transversal e x é o coeficiente de cisalhamento de
Timoshenko.

Vamos assumir que a carga externa distribuida e o momento distribuido sao ambos nulos.

Disto segue que a equagao de Euler-Lagrange associada ¢ dada por

B {aL]+ L0 { oL } oL (2.2.4)

Bl e — =0
ot | 0q; 0(4i,5) dq;

= 8mj
Portanto, as equagoes que governam uma viga fractal de Timoshenko [39], sdo dadas por

pAciii = [li,uA(Cl_lu,x — )] )
plerp = (Eler ¢ ,) o + Kpde (] us — @), (2:2:5)

Partindo da derivada generalizada apresentada em (2.1.4) que, para o caso unidimensional

é escrita® como VP f = ¢ f, = ¢ ' f’, obtemos que as equacdes acima tomam forma,

pAii = V2 [kpA(Vu = )]
plg = V2 (BIV9) + kpA(V]u— ), (2.2.6)

respectivamente.
A equacao da viga também pode ser escrita através da andlise de equilibrio das forcas e dos
momentos. Reescrevendo a equagao da forga de cisalhamento (V') e do momento fletor (M)

para o caso fractal, seguindo o exposto em [39, 40|, obtemos
V = kpA(VEu — o), M =-EIVPy. (2.2.7)
Assim, é possivel deduzir que as equagoes de equilibrio sao dadas da seguinte forma
pAi=V2V,  plp=V -VEPM. (2.2.8)

Repare que substituindo as equagoes (2.2.7) em (2.2.8) obtemos (2.2.6). Mostrando que a
abordagem mecanica é de fato consistente com a abordagem energética [39].
Para o caso estatico e quando os efeitos de rotagao nao estao incluidos (p = du/dlp = V2u)

temos a equacao de Euler-Bernoulli para o caso fractal, dada por

VEVP(EIVEVPY) =0 (2.2.9)

3Nesta tese, as notagoes f, ou f’ referem-se a derivada de ordem 1 de f(t,z) com relacdo a varidvel x.
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em que
M = a(z)VEIVPy (2.2.10)

com coeficiente de rigidez a = E'I.

As condigoes de contorno utilizadas para a equagao (2.2.10) serao
u(0) = 4/(0) (2.2.11)

em que representa uma viga em balango engastada na extremidade x = 0. Outra possibilidade

seria que a viga fosse considerada estar engastada em x = L. Neste caso teriamos
w(L) =u'(L)=0. (2.2.12)

No caso de a viga estar bi-apoiada, em uma extremidade um pino e na outra um rolete, temos
que as condigoes de contorno sao
u(0) =u(L)=0. (2.2.13)

As condigbes de contorno (2.2.11)-(2.2.13) aparecem frequentemente. Essas condigoes repre-
sentam tipos de estruturas estaticamente determinadas em que o momento fletor nao depende
da rigidez da estrutura. Nesse caso, é possivel determinar como a carga é transferida através
da estrutura para os apoios sem se preocupar com a rigidez em si. Ja em estruturas indeter-
minadas, aquelas com outras condicoes, a rigidez afeta diretamente na forma como a carga é
distribuida pelos apoios. Para maiores detalhes consulte [17, 21].

Com relagao ao operador VPV temos que a equacio de Euler-Bernoulli ¢ dada por
VEVDy = cHe i (2)), (2.2.14)

em que ¢ = ¢(z) é o coeficiente de transformagao possibilitando a substitui¢ao do meio fractal

para o meio continuo.

2.3 Solucao para o problema direto e propriedades do

operador parametro para solucao.

Nesta se¢ao provaremos resultados de existéncia e unicidade de uma solugao u(x) = u(z;a, c)
para o problema (2.2.10), com condi¢oes de contorno (2.2.11)-(2.2.13). Esse problema pode ser
caracterizado como o problema direto, o qual corresponde a obter a deflexao u(x) = u(zx;a,c),
dados a(z) e ¢(x) para a viga em meio fractal, dadas ainda as condigdes de contorno (2.2.11)-
(2.2.13).

Além disso, estabeleceremos algumas propriedades para a solugao u(z) que serao essenciais
para o que desenvolveremos na primeira parte desta tese.

Para apresentarmos os resultados pertinentes a abordagem que temos em mente, faremos
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as seguintes hipdteses.

Hipoteses Gerais:
A1) O coeficiente de rigidez a = a(z) e o coeficiente de transformagao ¢ = ¢(x) sdo fungoes
mensuraveis em [0, L] e que satisfazem a condi¢do @ > a(x) > a > 0e ¢ > ¢(x) > ¢ > 0, para
constantes @, a, ¢, ¢ conhecidas. Neste manuscrito, o conjunto de coeficientes que satisfazendo
a hip6tese A1) serd denotado por Ad e chamado de conjunto admissivel.
A1’) O coeficiente de rigidez e o coeficiente de transformacao além de satisfazerem A1)
possuem ||@’[|, ||| uniformemente limitados, ou seja, os coeficientes pertencem ao conjunto
A={a,ce L®| N\ <a,c< )y, | d,d ||<Q}, onde | - || denota a norma £2(0,L) com 0 <
M< A <ooe@>0.
A2) O momento fletor M(z) € C[0, L].

Para a andlise que segue neste capitulo, consideraremos o seguinte espago vetorial,
L
L£? := {f mensuravel, tal que / ¢ Hx)(f(x))?dr < oo}
0

Note que, pela regularidade de ¢! dada na hipétese A1), implica que £2? é um espago de

Hilbert com relagao ao seguinte produto interno
L
< f.g>p— / @) f() /@) g(x)dz (2.3.1)
0

2.3.1 Problema Direto: existéncia e unicidade para u(z)

Nesta segdo vamos mostrar que, dado o momento M (z) satisfazendo a hipétese A2) e os
coeficientes a(z) e c(x) satisfazendo a hipdtese A1), entdo existe uma unica solugado u(z) =
u(z; a, c) para o problema

a(x)VEVPu = M(2) (2.3.2)

com condigoes de contorno (2.2.11)-(2.2.13). Faremos isso através da teoria de solugdes fracas.
Neste trabalho, consideraremos como uma solucao fraca para o problema (2.3.2) como sendo
qualquer func¢ao u € H?[0, L] N H{[0, L] tal que

L L
M
/ c ¢ dr = / —codr (2.3.3)
0 o @

qualquer que seja a funcio teste ¢ € HL[0, L.

Lema 2.3.1. Assuma que as hipdteses A1) e A2) sejam satisfeitas. Se existe u satisfazendo
o problema de wvalor de contorno (2.3.2), entdo u € solugcdo fraca para o problema (2.3.3).
Reciprocamente, se u é uma solugdo fraca para o problema (2.3.3), entdo u satisfaz o problema

de valor de contorno (2.3.2) quase sempre.
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Demonstracao. Segue da Hipdtese A2) que M € C|0, L]. Assim, pela hiptese A1) temos que
c.M/a € L£*0, L]. Portanto, de (2.3.2), v” € L£2[0, L] e, assim, u € H?[0, L]. Pelas condigoes de
contorno temos que u € H?[0, L] N H[0, L]. Finalmente, segue diretamente da identidade de
Green (veja [5]) que u satisfaz (2.3.3).

Reciprocamente, se u € H?[0, L] N H}[0, L] é uma solugao fraca para o problema (2.3.2),
entdao as condigdes de contorno para a equagao (2.3.2) sao satisfeitas. Além disso, como por
hipétese u satisfaz (2.3.3), temos, depois de uma integracao por partes (identidade de Green [5])
que

< —aVEVPu— M, >=< 0,0 > V¢ € C[0, L]

Da densidade de C§°[0, L] em H2[0, L|NHE[0, L], segue que —aVEVPu = M quase sempre. [

Dado o Lema 2.3.1, vamos mostrar através do teorema de Lax-Milgram [5, Corollary 5.8] a
existéncia de uma tnica solugao u € HJ[0, L] que satisfaz (2.3.3). Para isso, definimos a forma
bilinear A : H}[0, L] x H}[0, L] — R dada por

L
A(u, ¢) ::/0 c /¢ dr (2.3.4)

e o seguinte funcional linear [ : H}[0, L] — R dado por

L
M
l(p) = / —cpd . (2.3.5)
0 a
Note que u é solugao fraca de (2.3.2) se e somente se u satisfaz

Alu,¢) =1(¢) Vo € Hi[0,L]. (2.3.6)

Para provarmos o equivalente ao teorema de Lax-Milgram para o problema (2.3.3), temos

que estabelecer alguns resultados auxiliares como os que seguem.

Lema 2.3.2. Considerando as hipdteses A1) e A2) satisfeitas, temos que o funcional linear
[ definido em (2.3.5) € continuo em H[0, L].

Demonstragao. Segue da definicdo do funcional I em (2.3.5) e da desigualdade de Cauchy-

1|

A imersao continua de H'[0, L] em £2[0, L] (veja [5]) completa a demonstragao. O

Schwarz que

C

NG | M| z2||9l] 2 < K[0]] 2

L0

< la g

\[

O préximo lema mostra que a forma bilinear (2.3.4) é continua e coerciva em Hj x Hp.

Lema 2.3.3. Considerando as hipoteses A1) e A2) satisfeitas. Entdo, a forma bilinear A

definida em (2.3.4) é continua e coerciva em H[0, L] x H3[0, L], ou seja, existem constantes
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K e K, independentes de ¢ € H' tais que:

1A, 9)1| < Kllullz (|9l

A(u,u) > Klful3
respectivamente.

Demonstrag¢ao. Provaremos, primeiramente, a continuidade da forma bilinear. Segue das hipoteses
A1l) e A2), da definigdo de A e da desigualdade de Cauchy-Schwarz que

A ‘ [ s < [ [ Waivesias < Rl

K(l[ullc2 + 1l 22) (16| 2 + 10l c2) = Kllullzro,ny |61l o,z

1
[/||¢'dx < 2

c
2

o que prova a continuidade da forma bilinear.

Para provar a coercividade, notemos que

L c
Alu,u) = / ctul/ = dx
0 c
L
/ c 2V |Pdx .
0

> KHUH%H[O,L]'

WV

Agora, a desigualdade de Poincaré [5, Proposition 8.13] aplicada acima, conclui a demonstragao

da coercividade. ]

Teorema 2.3.4. Sendo as hipdteses A1) e A2) satisfeitas, existe uma unica solu¢ao do pro-
blema (2.3.3). Como consequéncia do Lema (2.3.1), existe uma tinica solu¢do fraca para o
problema (2.3.2).

Demonstragao. Sabemos que o funcional linear [(-) é continuo pelo Lema (2.3.2) e que a forma
bilinear A(-,-) é continua e coerciva em H}[0, L] pelo Lema (2.3.3). Portanto, segue do Teorema
de Lax-Milgram [5, Corollary 5.8] a existéncia de uma tinica fungdao u € H}[0, L] que satisfaz
(2.3.3). 0

Observagao 2.3.1. Vale comentar que, adaptando os espagos de Sobolev e a formula¢ao fraca
correspondente, os resultados dos Lemas 2.3.1-2.3.2-2.3.3 e o Teorema 2.5.4 permanecem ver-

dadeiros para (2.2.10) com as demais condigoes de contorno, nao apenas para (2.2.13).
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2.4 Problema direto como uma equacao de operador e

suas propriedades

Nesta segao escreveremos o problema direto dado por (2.2.10) como uma equacao de opera-
dores em espaco de fungoes apropriados. Como o problema (2.2.10) possui uma tnica solugao,

entao o operador

F:Adc L*0,L] — £?[0,L]
a — u(a) (2.4.1)

onde u(a) = u(z;a,c) é a unica solu¢ao de (2.2.10) estd bem definido. Vale ressaltar aqui que
o coeficiente ¢(x) é assumido conhecido. Assim o operador F' em (2.4.1) depende de ¢(z). Por
simplicidade denotaremos o operador em (2.4.1), simplesmente por F' e nao por F..

Para este operador, provaremos algumas propriedades importantes para a escolha do método
de regularizagao que sera aplicado posteriormente.

A seguir vamos mostrar que o operador F é continuo em £2[0, L].

Teorema 2.4.1. Assuma que as hipoteses A1) e A2 sao satisfeitas. Entdo, o operador F' em
(2.4.1) € continuo em Ad C L2

Demonstragdo. Como L£2[0, L] é um espago separdvel, basta mostrarmos que para qualquer
sequéncia (a,) € Ad com a, — a quando n — oo, tenhamos que F(a,) = u(a,) := u, € H}
solugao de (2.2.10) com coeficiente de rigidez a,,, converge (em £2[0, L]) para F(a) = u(a) := u
solucao de (2.2.10) com coeficiente de rigidez a, com 0 < a <a, <a Vn € N.
Pela linearidade de (2.2.10), segue que a diferenga v,, := u,, — u satisfaz
DD (an —a) opop
vV, Vv, =———"""V_ VS u, (2.4.2)
a

com condigoes de contorno homogéneas (haja visto que ambas as equagoes para u,, € u possuem
as mesmas condi¢oes de contorno). Em particular, segue que v,(0) = v,(L) = 0.

Usando a forma variacional como v,, a funcao teste, obtemos que

L L _
/ \/EVfovn\/Evndx = / ﬁMVfoun\/Evndx. (2.4.3)
0 0 a
Como, por definigao VZVPv, = ¢ (c7v)) teremos

L L
—a) M
/ CC_I(C_lviL),Undx _ _/ CM—Undx, (244)
0 0

a an
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Integrando por partes o lado esquerdo de (2.4.4) obtemos

L
L L
/ - -1,/ "d _ (CLn — CL) % d
c v dr = c———=—v,dx.
0 0

c’lvnvn
0

Como v,, € H}, o termo de fronteira se anula e

C

L
/] )
— = ——Mwv,d
/0 2 / \/E a-an et
112 \/E(CL a)
o — Vel =y d
H\/EUnHL [0,L] /0 C\/E a-a, Un @

1
2

L
< _\/ / 0 — al|M]|y/eu,|dz

tK [F
6_12\/2 0

A

|CLn - CI,||\/EUn|le§' S KHCLn — a||L2[O,L]||\/Evn||L2[O7L£2-4-5)

= c . ) ~ ;
onde K = ——, pois M é fungdo continua em [0, L].
a’,/c

Pela des_igu;Idade de Poincaré [5, Proposition 8.13] aplicado a v, € H}[0, L] obtemos

IVevallin < Klla, - all. (2.4.6)

onde K é uma constante que depende somente de K e da constante de Poincaré.
2 2
Assim, obtemos de (2.4.6) que se a, L% 4 entdo Up, £ 0, provando assim que o operador
F ¢ continuo de L?0, L] para £2[0, L. O

A seguir vamos provar que este operador também é continuo na topologia de L'[0, L], pelo

menos no caso particular em que ¢(z) = 1. Para tal, segue um resultado auxiliar.

Lema 2.4.2. Seja a uma fung¢io mensurdvel tal que |a(z)| < K para todo x a.e. em [0, L],

para alguma constante K > 0. Entdo, a € L*[0, L] para todo 1 < s < oo e

S— S 1/s
lallzepy < K& lall i (2.4.7)

Em particular, o resultado deste Lema se aplica a a(x) como em (3.0.2).

1/s
s = <f la(z)]® dm) temos

Lejo,] = /Q la(z)|’dx = /Q la(x)|* Ha(x)| dor < K5_1||a||L1[0’L] . (2.4.8)

Demonstragao. Basta observar que como ||al

lal

]

Teorema 2.4.3. Seja a(x) dado em (3.0.2). Entdo o operador (2.4.1) é continuo na topologia
de L'[0, L).
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Demonstragdo. Segue do Teorema 2.4.1 que o operador 2.4.1 é continuo em £2[0, L] = L?(0, L],

no caso em que ¢(z) = 1. Sendo assim, segue do Lema 2.4.2 que o teorema ¢é verdadeiro. O
No préximo teorema provamos que F' é compacto em £2[0, L].

Teorema 2.4.4. Assumindo que as hipdteses A1) e A2) sejam satisfeitas. Entdo, o operador
F definido em (2.4.1) é compacto de Ad C L* em L.

Demonstracao. Seja (ay) € Ad uma sequéncia convergindo fraco para a em L?. Como Ad é
fechado e convexo, segue do Lema de Mazur[5, Corollary 3.8] que a € Ad.

Denotaremos F'(ax) = u(ag) := uy e F(a) = u(a) := u, respectivamente. De acordo com |29,
Theorem 8.1-7], para mostrar a compacidade do operador F', basta mostrar que, se (a) = a,
entao u; — w em L2

Por definicao sabemos que uy e u satisfazem

akaVfuk =M

aVOVPu=M

com condigoes de contorno homogéneas. Como feito anteriormente (subtraindo uma equagao

pela outra) obteremos
arn(VEOVPw, — VOVPu) = —(ay, — a)VEVPu. (2.4.9)

Integrando ambos os lados de (2.4.9) e multiplicando pela fungao ¢ € C§°[0, L], obtemos

L L
/ ap/e(VEV Dy, — VEVPu)epdr = —/ Velay — a)VEVDuy/codx
0 0
L L DD
/ car(VEVDu, — VOVPu)pde = = —/ (ar, — a)camgadx
0 0 a
L
M
= —/ (ar, — a)c—pd. (2.4.10)

0 a/

Como a, ¢ satisfazem as hipéteses Al) e A2), segue da regularidade de M que cM/a €
L>[0,L] c L0, L], j& que [0, L] é um subconjunto da reta real limitado. Desta forma, para
¢ € C§° obtemos que cM/ayp € L*0, L].

Assim, da hipdtese de a;, convergir fraco para a em L?, segue que o lado direito de (2.4.10)

converge para zero, isto é,
L
/ (ar, — a)acMpdx — 0 k— 0. (2.4.11)
0

Diante disso, o lado esquerdo de (2.4.10) converge para zero no sentido das distribuigoes.
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Assim, pela convergéncia dominada [5, Theorem 4.2] segue que

L L
lim car(VEVPu, — VOV u)pde = / ac lim (VEVPu, — VEVPu)pdr =0. (2.4.12)
0

k—o0 0 k—o0
Pelo fato de a,c € Ad, e da densidade de C§°[0, L] em £2[0, L], segue que up — u em
£, L].
Seja z € L£2]0, L] o limite fraco da diferenga u; — u. Portanto, juntando (2.4.10) e (2.4.12)

obtemos, (apés tomar o limite em (2.4.9) que z satisfaz
aVEPvPz =0 (2.4.13)

com condigoes de contorno homogéneas. Como a € Ad e pelo Principio do Méximo [5, Section
8.5] segue que
2
2=0 — w—uo. (2.4.14)

No entanto, tomando ¢ = c(uy — u), segue que |lux — u||z2/,,;) — 0. Entao, da convergéncia
fraca e da convergéncia em norma, segue que u, — u em L2[0, L], provando assim que o
operador F' é compacto.

[

Vale ressaltar que o Teorema 2.4.4 implica que o problema inverso de recuperar a(x), co-
nhecido a deflexao u(z) na equacao de Euler-Bernoulli fractal (2.2.10) é mal posto no sentido
de Hadamard, pois nao ha garantias de dependéncia continua. Em outras palavras, o operador
inverso de F' (se existir) é nao limitado. Assim, o problema inverso de recuperar a(x) a partir
das medidas corrompidas por ruido u®(z) da deflexdo da viga que, no maximo podemos estimar

que satisfazem
|u® — u(z)|| z2p0,) <9, (2.4.15)

nao é estavel com relagao ao nivel de ruidos §. A Figura 2.1 mostra que pequenas variacoes
nos dados como u° podem acarretar em grandes perturbacdes na obtencao do coeficiente a(x),
falhando a propriedade de dependéncia continua dos dados. Assim, a fim de obtermos solugdes
estaveis para o problema ¢é necessario utilizar de alguma estratégia de regularizacao, o que

faremos na Subsecao 2.6.
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Figura 2.1: Coeficiente reconstruido a°(z), sem regularizacio, para um nivel de ruido § =
0.0001.

No que segue, mostraremos mais alguns resultados que sao necessarios para garantir a
convergencia e estabilidade, com relacao ao nivel de ruidos ¢, dos métodos de regularizacao
apresentados na Secao 2.6.

Antes de apresentar os resultados principais, sera necessario apresentar alguns lemas auxi-

liares.

Definigao 2.4.1. Seja a,c € Ad. Definimos o operador A(a), da sequinte forma

A(a) : H?[0, L] N H[0,L] — L£2[0, L]
u +— Ala)u = —ac (). (2.4.16)

Para o operador (2.4.16) temos o seguinte resultado.

Lema 2.4.5. Considere as hipoteses A1), A1’) e A2) satisfeitas. Entio A(a) é um operador
linear, limitado e bijetivo. Portanto, A~'(a) (o operador inverso de A(a)) estd bem definido e

também é um operador linear e limitado.

Demonstragdo. Para provar que A(a) é uma bijecdo, tome w € L£2[0,L]. Como a,c € Ad,
segue do Teorema 2.3.4 que existe uma tnica solugao u € Hy[0, L] de —ac™!(c ') = w com
condigbes de contorno apropriadas. Além disso, da regularidade eliptica [5, Section 9.6] segue
que u € H?[0, L], o que conclui a afirmativa. Portanto, existe A™(a).

Ainda nos falta provar que A(a) é linear e limitado.
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Para provar a linearidade, considere u e v € H?[0, L] N H[0, L] e k € R. Entao temos

Aa)(u+kv) = —act(c Hu+ kv)

= A(a)u+ kA(a)v, (2.4.17)

provando que o operador é linear.

Agora nos resta provar que A(a) é limitado. Sabendo que ||ul|32 = {||u”||c2+||v'|| c2+||wl 2 },

obtemos
o .
apdd| = —aiewy || < E e WY o < Allulbens
H Vell gz, Vel — VE
(2.4.18)

com K = ag_j/g_l provando que A(a) é limitada.

Por fim, o Teorema da Aplicacao Aberta [29, Theorem 4.12-2]) garante que A~'(a) é linear
e limitada. O

O préximo lema é auxiliar para os passos que se seguem.
Lema 2.4.6. Assuma que as hipdteses A1), A1’) e A2) sejam satisfeitas. Sejam F(a) =
u(a) :=u e F(a) =u(a) :=u e A(a) o operador definido em (2.4.16) entao
Aa)(u—a) = c e 'a) (@ — a). (2.4.19)
Demonstracao. Por definicao, u e u satisfazem

—ac W) = M, —ac (') =M (2.4.20)

com as mesmas condicoes de contorno. Subtraindo as equagao u e @ e usando a linearidade das

equacgoes, obtemos

Ala)(u — 1) = c ') (@ — a).
[

No que segue, vamos determinar o operador adjunto de A(a), bem como o operador inverso
do adjunto, denotado por (A~*(a))*, o qual aparecerd nas estimativas que serao estabelecidas

posteriormente.

Lema 2.4.7. Assuma as hipdteses A1) e A2) satisfeitas. O operador adjunto de A(a) €

tal que A*(a)v = —c (¢ Y (av)'). Este € linear, limitado e possui inversa (A*(a))™! linear e
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limitado, com (A*(a))™! = (A7 (a))*. Ainda, (A*(a)) 'w = v, onde v é a unica solugdo de

—ct (¢ Hav)") = w, com condigoes de contorno homogéneas.

Demonstragao. A existéncia de um operador adjunto A*(a), sua limitacao, bem como a sua
inversa ser linear e limitada e satisfazer (4*(a))™! = (A71(a))*, seguem diretamente da teoria
de operadores lineares limitados [29, Section 2.7] e do Lema 2.4.5. Assim, temos que verificar

como o operador adjunto atua. Por definicao de adjunto, basta verificar que

(A"(@)v, ez = (v, A(a)p) ez = (v, —ac™ (¢ 7'¢) ) ez = (= (e (av)'), @) 2

para qualquer ¢ € C°[0,L]. Por densidade de C§°[0,L] C £2[0, L], segue que A*(a)v =
—c Y av)'). O

Observagao 2.4.1. Seque diretamente do Lema 2.4.7 que || A*(a)|| = ||A(a)||. Ainda, ||(A™(a))*w]|| =
|v||, onde v € solugio de —c (¢ (av)’)’ = w. Assim, por reqularidade eliptica (ver [5, Section
9.6]) (A= a)) wl| = [Jv[| < Cllw]|.

Na proposicao abaixo apresentamos propriedades de existéncia e limitagao para a derivada

de Fréchet do operador F'(a), a qual serd denotada por F”(a).

Proposicao 2.4.8. Assuma as hipoteses A1) e A2) satisfeitas. Seja a,c € Ad. Entdo, o
operador F(a) definido em (2.4.1) é Fréchet diferencidvel. O operador derivada de Fréchet

F'(a) € linear e limitado e é dado por

F'(a)h = A~ (a)[he (). (2.4.21)
Ainda, defina
v hi=a N eI M| g2, (2.4.22)
entao
IF'(a)Vel| <71 (2.4.23)

Demonstragao. Seja h € L]0, L] tal que a + h € Ad. Denote por F(a + h) = @, F(a) = u,
onde & = u(a + h) e u = u(a) sdo as unicas solugoes de (2.2.10). Temos que a diferenca
F(a+ h) — F(a) satisfaz

—ac e @ — ) = he e WY, (2.4.24)

com condigoes do contorno homogéneas. Como a,c € Ad, temos que ¢ }(c™'a') = a™'M €
£2[0, L]. Assim, segue do operador (2.4.1), na qual estd bem definido, que existe uma tnica
solugao z = z(h) € H2[0, L] C L?0, L] de (2.4.24).

Além disso segue que (2.4.24) ¢ linear em h. Defina F'(a)h = z unica solucao de (2.4.24).

Portanto F”(a) estd bem definido como um operador linear em h tal que a + h € Ad.
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Por outro lado, segue da regularidade eliptica [5, Section 9.6] que

12v/ell 20,1 < a Ve M| 2.1l 220,12

Portanto, F’(a) pode ser estendido como um operador linear e limitado para h € £2[0, L].
Ainda, segue que ||[F'(a)/c| < Qil\/QjHMHEz[O’L] =71,

Em particular, segue do Lema 2.4.5 que F'(a)h = z = z(h) = A(a) "' (he7H (c7'W)).

Assim, falta mostrar que o operador linear e limitado F’(a) definido acima é de fato a
derivada de Fréchet do operador F', definido em (2.4.1). Para isso, defina w = F(a + h) —
F(a) — F'(a)h, para qualquer h € £2[0, L] com a + h € Ad. Pela linearidade da equagio que

cada termo satisfaz, temos que w satisfaz
—ac (W) =0, (2.4.25)

com condi¢oes de contorno homogéneas. Como a,c € Ad e as condi¢oes de contorno sao
homogeéneas, segue do Principio do Maximo [5, Section 8.5] que w(z) = 0,Vx € [0, L] é a tinica
solugao. Logo, o operador linear e limitado F'(a) definido acima satisfaz

. |[Fla+h) = Fla) = F'(a)h]| _

lim
1B =0 Al

0,

e assim F’(a) é a derivada de Fréchet de F.
O]

Para estabelecermos os resultados de convergéncia e estabilidade, bem como para apre-
sentarmos os resultados numéricos simulados para as reconstrucoes, necessitamos determinar
a adjunta do operador F’(a), a qual denotaremos por F'(-)*. O préximo lema estabelece os

resultados necessarios.

Lema 2.4.9. Assumindo que as hipdteses A1), A1’) A2) e a condi¢ao (2.4.23) sao satisfeitas.
Sejam r = u® — F(a) € L]0, L], onde u’ representa as medicdes. Considere ainda A(a) como
operador definido em (2.4.16). Entdo

F'(a)r = (¢ ') (A Y (a)*r (2.4.26)

onde (A~ (a))* € o operador adjunto de A~'(a), como estabelecido no Lema 2.4.7.

Demonstracao. Seja F'(a) o operador que representa a derivada de Fréchet do operador F,
como mostrado na Proposigao (2.4.8). Como F’(a) é linear e limitado, segue que existe um
operador adjunto, o qual denotaremos por F'(a)*, e.g. [29].

Ainda, F'(a)* deve satisfazer, para qualquer h € C§° ,

(F'(a)*r,h)cz = (r, F'(a)h)c2. (2.4.27)
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De (2.4.21), segue que
(r,F'(a)h) > = (r, A a)[hc e )2 = (M) (A7 Ha)) r h) 2. (2.4.28)

As identidades (2.4.27)-(2.4.28) sdo satisfeitas para qualquer h € C§°, o qual é denso em L2,

provando assim o lema. O

A seguir vamos apresentar alguns resultados auxiliares a fim de garantir que o operador F'

em (2.4.1) satisfaz a condicao
. . . 1 -
|F(a) — F(a) — F'(a)(a —a)|| <n||F(a) — F(a)||, n< 3 ®a€ By,(ap) C Ad  (2.4.29)

conhecida como condicao do cone tangente.

Lema 2.4.10. Assuma as hipdteses A1), A1’) e A2) satisfeitas. Sejam a,a € Ad. Defina
F(a) =u(a) :=u, F(a) =u(a) :==u e seja F'(a) a derivada de Fréchet do operador F (o qual
existe pela Proposi¢ao 2.4.8). Entdo

(F(a) = F(a) = F'(a)(@ — a),w)ez = (¢ (@ —u)"), (@~ a)(A7 (a))"w) (2.4.30)

para qualquer w € C§°, onde (A~*(a))* representa o operador adjunto do operadorA='(a).

Demonstracdo. Partindo das hipdteses temos que

(F(a) = F(a) = F'(a)(a —a),w)ez = ((@—u)— A (a)lc™ () (@ — a)], w)e2

A Y a)A(a)(@ — u) — A7 a)[c e ) (@ — a), w)

(2.4.31)

Em (2.4.31), multiplicamos o operador identidade I = A~*(a)A(a) pelo termo (@ — u). Como
A~Y(a) é linear e limitado, definido entre espagos de Hilbert, sabemos que existe um operador
adjunto, o qual foi denotado por (A7(a))*.

Utilizando as mesmas ideias do Lema 2.4.6 e colocando em evidéncia (@ — a) obtemos de
(2.4.31) que

concluindo a demonstracao. O]

Os préximos lemas foram baseados no que foi proposto em [22]. Esses lemas produzem

estimativas que auxiliarao na prova da condicao do cone.



35

Lema 2.4.11. Assumindo que as hipdteses A1), A1’ e A2) sejam satisfeitas.

Entao existe uma constante k1 > 0 tal que:

< fall(@ = a)l[ e lwl 2 (2.4.32)

ey () A @)y

a

EQ

Demonstragio. Primeiramente vamos assumir que ||g||z~ < V2|l € ||gllce g || z2 se g € H*
tal que g(€) = 0 para algum € € [0, 1], ver [22].

Diante disso e das hipdteses que
I(aA™ (@) w) |z < [I((aA (@) w)') | 2
Da estimativa acima e do Lema 2.4.7 segue que
I((aA™ (@) w)) |2 = [le™ (™ (av)') [l 2 = [|wl| .

Agora a estimativa segue do fato de a,c € Ad com k; =¢(c!)'a™ . O

Lema 2.4.12. Assumindo as hipdteses do Lema 2.4.11 satisfeitas. Entao existe uma constante

ko > 0 tal que:

a%aw(&‘“)mA*w»w» < rall(@ — )| o] o (2.4.33)

a

LQ

(a—a)'a—a’(a—a)
a2

Demonstragdo. Temos que (a™'(a—a)) = ( ) Assim, da desigualdade triangular

e de a,c € Ad obtemos

|y

onde utilizamos os mesmos os argumentos usados no Lema 2.4.11 para a ultima estimativa. [J

<a?[[@—a)llellalles — lla'lle=lla — allz2 < wlla — all (2.4.34)

EQ

Lema 2.4.13. Assumindo as hipdteses do Lema 2.4.11 satisfeitas. Entao existe uma constante

k3 > 0 tal que:

- < k3)|(a — a)|pee ||w]| c2- (2.4.35)

(= ear@yw)

[’2

Demonstracao. Fazendo uma integragao por partes obtemos
(a—a) ' (a—a) ’
(@) | <o (S Y @re).

a

a
O restante das estimativas seguem os mesmos argumentos dos Lemas 2.4.11 - 2.4.12, com

£2

K3 = K1 + Ko. ]
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Agora podemos provar o tltimo resultado antes de verificar que a condi¢ao de cone tangente

é satisfeita para o problema de identificacao do coeficiente.

Proposicao 2.4.14. Assumindo que as hipoteses dos Lemas 2.4.10 - 2.4.11 sejam satisfeitas.

Entao, existe uma constante K, tal que
(@ —u)),(a—a)e (A () w)e2 < K| F(a) - Fa)llezlla — allmllw]le2 . (2.4.36)

Demonstragcao. Primeiramente, da hipotese de a,c € Ad e usando a integracao por partes duas

vezes, obtemos

—
N
|
S
~
Q|

—
—
S
L
—
S
~
~—
*
S
~
[
I\
|

((c™H(a—u)) ((c™Ha—w)), [(@—a)a"a(A™ () w) 2
= ((@—u), (c"'[c™(a —a)a™ (@A™ (a))'w) )2
< lla —ullgzllc™e™ (@ — a)a™ (@A™ (a))"w) ]| 2

= [F(a) — F(a)||z2lle™ [e™ (@ — a)a™" (aA™ (a))"w) ]|z ,

onde usamos novamente a notacao de que F'(a) = a e F(a) = u.

Derivando [¢™}(a — a)a™'(aA™(a))*w)’) e usando a desigualdade triangular, obtemos que

- aa @y < [e(5) @@
L2 a L2
e () eatayu|| +
a 2
o (a—a) ~1 * !
()| ——(ad" (a))'w) :
a L2
Agora, o resultado segue diretamente das estimativas dos Lemas 2.4.11, 2.4.12 e 2.4.13. O

O que segue é um dos principais resultados desta tese para o problema de identificabilidade
estavel por métodos iterativos de regularizacao, o qual sera demonstrado para o problema de

identificar o coeficiente a(z) na equagao de Euler-Bernoulli fractal (2.2.10).

Teorema 2.4.15. Assuma as hipdteses da Proposicao 2.4.1/ satisfeitas. Entao, a condi¢ao do

cone tangente (2.4.29) € satisfeita.

Demonstracao. Segue do Lema 2.4.10 e da Proposicao 2.4.14 que existe uma constante K > 0

(independente de a,a) tal que
(F(a) — F(a) — F'(a)(a — a),w)e2 < K|a — a|m || F(a) — F(a)| g2llw]lz2. (2.4.37)

Tomando o supremo [[w|ce < 1 em ambos os lados da equagdo acima, juntamente com a

densidade de C§° em L2, obtemos

|F(a) — F(a) = F'(a)(@—a)llez < Klla—alsl|F (@) — Fla)lc (2.4.38)
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Defina n : K||a@ — al||g1. Assim, se p é tal que para @,a € By, com K|la —al|z < 1/2, obtemos
1F(a) = Fa) = F'(a)(@ —a)ll> < 0l F(a@) — F(a)]| > (2.4.39)

concluindo a prova. O

2.5 Injetividade para o operador parametro-para-solucao:

Unicidade de recuperagao do coeficiente a(x).

Nesta segdo mostraremos a unicidade de recuperagao para coeficientes a(x) na equagao
estatica de Euler-Bernoulli fractal, a partir do conhecimento da deflexao u(x) solucao de (2.2.10).
Em outras palavras, queremos recuperar o parametro de rigidez a(z) na equagao (2.4.1) a partir
das medidas da deflexdo u quando conhecemos M (x) e o coeficiente do meio fractal ¢(z) com
condigoes dadas por (2.2.11).

Em relagao aos problemas inversos, segundo [8], a questao da existéncia de solugao pode ser
resolvida admitindo-se solugbes mais generalizadas para o problema. Com relagao a falta de
dependéncia continua das medidas, a fim de obter solucgoes estaveis para o problema é necessario
utilizar de alguma estratégia de regularizacao, o que faremos na Segao 2.6. Ja a unicidade de
solugao do problema inverso nem sempre é provada. Nesta tese, vamos apresentar a garantia
de que, para um coeficiente do meio fractal ¢(z) e para um momento fletor M (z) conhecido,
satisfazendo as hipGteses A1) e A2), temos um tinico parametro a(z) associado a solugao u(x)
da equacao de Euler-Bernoulli fractal (2.2.10). De maneira andloga, provaremos que o operador
F' definido em (2.4.1) ¢ injetivo.

No entanto, sera necessario a inclusao da seguinte hipdtese:
A3) Os coeficientes a e ¢ que satisfazem A1) sdo conhecidos nos extremos do intervalo [0, L].
Os lemas 2.5.1, 2.5.2 e 2.5.3 abaixo serao auxiliares para a prova da unicidade.

Lema 2.5.1. Considere A1), A2), A3) hipdteses satisfeitas. Sejam u, := u(a) eup := u(b) as
tinicas solugoes fracas de (2.2.10) com (2.2.11), para os coeficientes a,b € Ad. Seja € L]0, L].

Entao temos que:

/0 [ (a)'] (ua — wp)dz — ¢ (a¥)) (ua — wp) |y +atie™ (ua — w)' [y (2.5.1)

= /L u]\4c¢0lzzc.
0 b

Demonstracao. Sabemos que u, e u;, satisfazem, respectivamente, as seguintes equagoes
ac—l (C—lu/ )/

be e tuy) = M.
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Pela linearidade das equagoes acima, subtraindo uma pela outra, temos
—17r —1 Al —17 -1,/
ac e (ug —up)' ) = (b—a)e [ (2.5.2)

O resultado do Lema 2.5.1 é alcancado quando multiplicamos por ¢ ambos os lados e integramos

por partes duas vezes o lado esquerdo da equacao acima. O]

Lema 2.5.2. Sejam A1), A2), A3) satisfeitas e b € L?[0, L] solugdo de

[ (ay)) = c(ua — up) (2.5.3)
¥(0) = B,
¥'(0) = o,

com «, B € R escolhidos de maneira apropriada. Entdo a equagdo (2.5.1) pode ser reescrita da

forma

i — w2 + e ) (25.4)
L P
-t —wlf = [ arevds.

0

Demonstracio. E facil verificar que quando substituimos a equacio (2.5.3) em (2.5.1) obtemos
(2.5.4). O

Lema 2.5.3. Suponha as hipdteses A1),A2),A83) satisfeitas e seja ¢(x) = ¢ [ c(s)ds + g
Entio v € L£2[0, L] € uma solugdo de (2.5.3) com u, —up = 0, para o, 3 constantes escolhidas
de forma que
h—
%Mc(agx +8)>0, x€l0,L]. (2.5.5)
a
Demonstragao. Segue de A1) que ¢ (x) satisfaz (2.5.3) com u, — u, = 0 para quaisquer cons-
tantes a e #. Além disso, como a,b,c € Ad temos que bb_—a“ > %2 e ¢ é limitado. Com relacao
a M(x), da hipétese A2) e por ser [0, L] compacto, temos que existe uma constante k£ < 0 de
modo que —k > M(x),z € [0, L]. Dessa forma, garantimos a positividade de (2.5.5) provando
a existéncia de « e [ tais que:
2ke
a

quando

ac _a
o= TR = %z (2.5.6)
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Teorema 2.5.4. Assuma que as hipdtese A1), A2), A3) sejam satisfeitas. Suponha que as
medidas u, = u(a) = F(a) e u, = u(b) = F(b) solugdes de (2.4.1) sejam iguais. Entdo, os

coeficientes a e b sdo iguais.

Demonstracao. Por hipétese, temos que u, — up = 0 entao do Lema 2.5.1 segue

L
b_
0— Hua—ubH%zz/O M da. (2.5.7)

Da hipétese sobre M, do Lema 2.5.3 e da escolha de o e 5 como em (2.5.6), temos que o

integrando nao altera seu sinal. Assim, para que (2.5.7) seja satisfeita temos que a(z) =
b(x). O

Na segao a seguir apresentaremos algumas estratégias de regularizacao para recuperar o

coeficiente a quando conhecemos as medidas u°.

2.6 Regularizacao por Métodos Iterativos para o coefi-

ciente de rigidez

Para operadores nao lineares, o funcional de Tikhonov apresenta, em geral, minimos locais,
o que é uma desvantagem. Desta maneira, segundo (22|, os métodos iterativos sdo uma
alternativa interessante na resolucao de problemas nao lineares quando comparados ao método
de Tikhonov. Nesta tese daremos uma especial atencao aos métodos iterativos.

Em relagao ao coeficiente a(z), a solugdo numérica para a equacao do operador parametro-

para-medidas (2.4.1) através de técnicas iterativas pode ser descrita da forma:

ayyy = ajy+ Gr(af,v’),  keEN (2.6.1)

para véarios tipos de Gy. Ocorre que sob certas condigdes a iteragao (2.6.1) combinada a um
critério de parada apropriado gera aproximacoes estdveis para a solugao do problema (2.4.1).
Para problemas lineares F'x = y (e aqui denotaremos nessa forma para nao confundir com
nosso problema), em que F' é um operador entre espacos de Hilbert, muitos métodos iterativos
para aproximar Fy sdo baseados em uma transformacao da equacdo normal em uma equacio

de ponto fixo equivalente dada por
r=x+F*(y — Fx). (2.6.2)
No entanto, para o nosso problema nao linear a equacao de ponto fixo adequada se torna
a=¢(a) :=a+ F'(a)*(u— F(a)) (2.6.3)

com o operador F' nao linear e diferencidvel.
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Para problemas bem postos, a convergéncia dos métodos iterativos é normalmente compro-
vada usando propriedades de contragao do operador de ponto fixo. Para problemas mal postos
isso nao ¢ possivel visto que o operador ¢ nao ¢ uma contragao e, além disso, na maioria dos
casos se torna uma tarefa quase impossivel verificar analiticamente se um operador ¢ é nao
expansivo ou nao. Portanto, podemos substituir a nao expansao de ¢ por propriedades locais
mais faceis de serem verificadas e que garantem pelo menos a convergéncia local desses métodos.
[22].

Se aplicarmos o método de aproximagoes sucessivas a equacao de ponto fixo (2.6.3), obtemos
uma extensao para problemas nao lineares. Nos métodos iterativos, a partir de um ponto
de partida (chute inicial) ag, buscamos por solugdes aproximadas estdveis para o problema
inverso (desde que o operador direto ou o operador parametros para solugoes satisfaga algumas

propriedades), de forma recorrente, a partir da sequéncia de iteragoes dadas por
5 5 S\k(, O 5
gy = ay, + " (ag)" (v — F(ay)), (2.6.4)

onde F'(a})* denota a adjunta da derivada de Fréchet do operador F'(a) conforme (2.4.21).
Como os dados possuem ruidos, o método iterativo deve ser combinado a uma regra de

parada a qual é dada pelo principio da discrepancia

[’ — F(al.)|] < 76 < ||u’ — F(a))]| (2.6.5)

para algum 7 > 1. Dessa forma, o nimero de iteracoes k* determina a regra de parada do
método.
A escolha do parametro 74 na iteracao (2.6.4) determina o método iterativo. Assim, para

v dado por

P (P — )P o
IFPEP@y F@ - " T (260

Ve

temos o método de Steepest Descent e Landweber, respectivamente. Repare que v~! ¢ dado

conforme Proporsicao 2.4.8. J& o método de erro minimo é dado por

. 1F(aq) —u®))*
CIE (@) (F(ag) — )

(2.6.7)

Vamos mostrar que a iteracao (2.6.4) com ~ dados por (2.6.6) produzem uma sequéncia
de al que é estdvel e convergente, através das propriedades do operador (2.4.1) provadas na

Secao 2.4. Isto é:

Teorema 2.6.1. [Convergéncia e estabilidade] Considere A1) e |ju — u®||z20,1) < & para § >0
satisfeitas. Além disso que ag = a) € B,(a*). Entdo a iteragio (2.6.4), com 3 conforme

(2.6.6) satisfaz:

i) ]}Lrgo ar = a* quando § = 0.
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ii) Seja 6 > 0. Assuma que a iteracio (2.6.4) € estd de acordo com o principio da dis-
| <76 < |Ju® —

F(ad)|| para algum T > 1. Entdo a iteragio (2.6.4) produz uma sequéncia (al.) que é

crepdncia, isto €, a iteragdo pdra no primeiro kS tal que ||u’ — F(al.)

estavel e convergente, com relagdo ao nivel de ruidos 6, quando d — 0.

Demonstracao. A demonstracao segue da teoria geral de convergéncia de métodos iterativos
em [22; Cap 2|, considerando que o operador F'(a) possui a propriedade de continuidade (Teo-
rema 2.4.1), de Fréchet diferenciabilidade (Proposigao 2.4.8) e que satisfaz a condi¢ao do cone

tangente (Teorema 2.4.15), respectivamente. O

Na préxima secao apresentaremos alguns resultados numéricos para recuperar o coeficiente

al através dos métodos iterativos de Landweber e Steepest Descent.

2.6.1 Exemplos Numéricos - Landweber e Steepest Descent

Nesta segao iremos apresentar exemplos numéricos do coeficiente recuperado a(z) através

dos métodos iterativos dados pela equagao (2.6.4). Para todos os exemplos, z € [0,1], M (x) =

2

T —r+ % e o chute inicial para o coeficiente a(x) serda dado por ag = 0,75. Para a uti-
lizacao dos métodos numéricos utilizados nas simulagoes e que serao mencionados no de-
correr foi considerada uma malha uniforme definida no intervalo [0,1] da seguinte maneira:
x; =ih,h=1/n,i=0,--- ,n em que n = 300 pontos.

Os dados u°, que satisfazem (2.4.15), sao dados simulados obtidos conforme
u(z) = u(z) + 0 - 2(x), (2.6.8)

onde z(z) € [0, 1] é uma variavel aleatdria, uniformemente distribuida e u(z) = u.(z,a*(x)) é a
solugao de (2.2.10)-(2.2.11), onde a*(z) é o coeficiente exato e ¢(x) é a funcao de transformagao
entre o meio fractal e o meio continuo, assumido conhecido. Nos exemplos 1 e 2 temos ¢(z) =
27+ 1, no exemplo 3 segue que ¢(x) = z+1 e no exemplo 4 temos c(z) = v/x + 1. Vale ressaltar
que o coeficiente de transformagao c¢(x) = 1 representa a viga classica, ou seja, sem porosidades
no meio. Dessa forma, para c¢(z) = 2x + 1 a medida que z se afasta de zero temos uma viga
com mais porosidades.

Abaixo apresentamos de forma esquematizada o algoritmo desenvolvido para gerar o coefi-

ciente ag..

(-1) Dado momento fletor M satisfazendo a hipdtese (A2) e as condigoes (2.2.11) e dado ¢(x)
de acordo com (A1) e (A1’); Além disso, calcule 7 conforme a equagao (2.4.22).

(0) Escolha um valor inicial para ag = af € B,(a*) N Ad e para os parametros 7 > 1 e p.
(1) Gere os dados com rufdos u’ conforme (2.6.8).

(2) Enquanto k < k*, em que k* satisfaz o principio da discrepancia (2.6.5), faga os seguintes

passos:
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(3) Resolva o problema ajc™!(c™*u/(al))’ = M com as condigdes iniciais u(0) = u/(0) = 0.

(4) Avalie o residuo rj, = uj — F(al) em que F(a3) é solugio da equacdo diferencial calculada

anteriormente no passo (3).

(5) Para calcular s := F’(a)*r), devemos primeiramente:

(5.1 ) Resolver a equagdo diferencial —(c™(ajvy)')’ = rx com condigoes finais v(L) =

V(L) =04
(5.2) Agora, sabendo que vy, é a solucao da equagao do passo (5.1), resta resolver %vk.
Se a iteragao Steepest Descent for escolhida, faga F”(a)sS como (2.4.21)

(6) Atualize af,; de acordo com a iteragao (2.6.4).

(7) Volte para o passo (2) enquanto o principio da discrepancia para af 1 hao for atingido.

8) Caso contrario a., em que k* é determinado pelo principio da discrepancia (2.6.5), é a
k

solucao regularizada.

A equagao diferencial de segunda ordem no passo (3) foi transformada em um sistema de
Edo’s de primeira ordem, o qual foi resolvido pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem e
quatro estagios.

A equagao diferencial de segunda ordem no passo (5.1) foi resolvida diferentemente, consi-

derando dois casos:

(i) a(x) constante:
A equagao diferencial de segunda ordem foi transformada em um sistema de Edo’s de
primeira ordem, o qual foi resolvido pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem e

quatro estagios.

(ii) a(x) nao constante:
Utilizamos o teorema fundamental do célculo e aproximamos numericamente as integrais

pelo método de Trapézio.

Os métodos mencionados anteriormente foram implementados em Fortran 90, utilizando o
compilador Intel® Fortran Compiler 12.1.3, sistema operacional Ubuntu 16.04 LTS 64 bits e
processador Intel® Core(TM) i5 - 5200U CPU @ 2.20GHz x4.

Exemplo 1: Para esta simulacao, assumiremos que a viga possui coeficiente de rigidez
a*(x) = 1 a ser recuperado e coeficiente de transformacao c(z) = 2z + 1, com condigdes
u(0) =« (0) = 0.

4As condicdes envolvendo v sdo obtidas no calculo da adjunta e mudam conforme as condicdes de con-
torno do problema.
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A Figura 2.2 apresenta os coeficientes a2 (z) recuperados através das iteracdes (2.6.4) pelo
método de Landweber, para o nivel de rufido § = 10~* em diferentes estagios de iteracio
k até atingir principio da discrepancia (2.6.5) com k* = 29.367. Pelo gréfico podemos ver a
comparagao do coeficiente exato a*(x) com os coeficientes recuperados ai para diferentes valores

de k. Observe que, & medida que o nimero de iteracdes aumenta o coeficiente a$ se aproxima

de a*(z).

1.5
a*
2100
21000 —
210000 —
1.25 15000 —
1 e,
’;? N
=
0.75
0.5 | R
0.25 R
Il Il Il Il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.2: Coeficiente reconstruido a pelo método de Landweber para § = 10~ com dife-

rentes iteragoes k.
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(a) Solugao do problema direto uy para diferentes (b) Erro absoluto entre u, € ug«
iteragoes k.

Figura 2.3: Solugao do problema direto uy e Erro [|ue —

A Figura 2.3(a) apresenta a solugao do problema direto uy em relacao ao Exemplo 1, em
diferentes estagios de iteragoes k, obtidas a partir dos coeficientes ai recuperados pelo método
de Landweber com rufdo § = 107%. Assim, as solucdes u1, ug, uz foram calculadas a partir de ag

quando k = 1,k = 100, k* = 29.367, respectivamente, e u, corresponde a solucao do problema
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direto calculada para o coeficiente exato a*(z) = 1. Como podemos ver as solugoes de wuy,
convergem para a solucao exata do problema a medida que as iteragoes k vao se aproximando
do k*. Neste caso, observe que as solugoes exata u, e ug = ug+ calculada a partir do coeficiente
al. atingido pelo critério de parada para k* = 29.367 estdo muito préximas. Dessa forma,
mostramos na Figura 2.3(b) o erro absoluto, ponto a ponto, entre elas. De fato, o erro é
pequeno, sendo o maior deles em torno de 107

Os exemplos a seguir mostram coeficientes gerados a tanto pelo método de Landweber

quanto pelo método de Steepest Descent de acordo com (2.6.6).

Exemplo 2: Neste exemplo, mantemos os coeficientes a*(x) = 1 a ser recuperado e ¢(z) =
2x + 1 conhecido, com condigoes u(1) = u/(1) = 0.

As Figuras 2.4(a)-(b) apresentam os coeficientes recuperados aj. obtidos pelos métodos de
Landweber e Steepest Descent, respectivamente, para diferentes niveis de ruidos §. A Tabela 2.1
mostra os valores de k* quando os métodos atingem o principio da discrepancia (2.6.5). Aqui
vale ressaltar que fixamos o valor méaximo de 100 mil iteragoes, assim, para Landweber (§ = 107°
e § = 107%) e Steepest Descent (6 = 107%) seria necessdrio um nimero maior de iteragoes para
que o critério de parada fosse atingido. Contudo, ainda vemos que o método de Steepest Descent
atinge o critério da discrepancia mais rapidamente que o Landweber, o que ja era esperado em

virtude de v ser calculado novamente em cada iteracao.

a(x)

a(x)

1
//’; / / //
0.75 0.75 f

0.25 - q 0.25 - q
I I I I I I I I

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 02 04 0.6 0.8 1
X X

a) Coeficiente recuperado a?. pelo método de b) Coeficiente recuperado a?. pelo método do Stee-
k k
Landweber. pest Descent.

Figura 2.4: Coeficiente recuperado aj. para diferentes niveis de rufdos 4.
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Tabela 2.1: k* obtido em cada nivel de ruido ¢ para a Figura 2.4.

0 | k* para Landweber | k* para Steepest Descent
1073 716 458
1074 23.256 6442
107° Nao parou 96.362
1076 Nao parou Nao parou

Na Figura 2.5(a) apresentamos uma comparagao entre os coeficientes recuperados al. pe-
los métodos de Landweber e Steepest Descent para um nivel de ruido § = 107*. J4 na Fi-
gura 2.5(b) apresentamos o erro absoluto, calculado ponto a ponto, entre os coeficientes al. dos

dois métodos.

1.25 T 0.006
a* erro

Landweber ——
0.0055
Steepest Descent 0

T
-

0.005 - f b

0.0045
‘
1 0.004 - ! I

0.0035

0.003 -

a(x)
E(x)

1
0.0025 A ‘r

f \
0.75 0.002 | ! H

1
0.0015 t 1
1

!
0.001 | / |
!
/
0.0005 [ / \ / g
0s s s s s o ‘ vV

0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

(a) Coeficiente recuperado aj. pelos métodos de (b) Erro absoluto entre aj. dos dois métodos.
Landweber e Steepest Descent para § = 1074,

Figura 2.5: Coeficiente recuperado aj. para § = 107 e seu erro absoluto.

A Figura 2.6 mostra os coeficientes reconstrufdos aj. para § = 107¢ pelos métodos de
Landweber e Steepest Descent. Conforme Tabela 2.1 para esse nivel de ruido, o principio da
discrepancia nao foi atingido. No entanto, a norma do residuo ||u’ — F(a3)|| para Landweber e
Steepest Descent foi de 6,34 x 1075 ¢ 9,26 x 107%, respectivamente, calculadas para a iltima

iteracao realizada k = 10°.



46

1.25 T

a*
Landweber ———
Steepest Descent

a(x)

Figura 2.6: Coeficiente reconstruido al. pelos métodos de Landweber e Steepest Descent para
§ =109,

Os préximos exemplos apresentarao diferentes coeficientes de rigidez a*(x) e coeficientes de

transformagao c(z).

Exzemplo 3: Neste exemplo, assumiremos que a viga possui coeficiente de rigidez a*(z) =
ﬁ a ser recuperado e coeficiente de transformagao do meio ¢(x) = z + 1.

As Figuras 2.7(a)-(b) apresentam os coeficientes recuperados a. obtidos pelos métodos de
Landweber e Steepest Descent, respectivamente e a Tabela 2.2 mostra os valores de £* obtido
para cada nivel de ruido . Da mesma forma que o Exemplo 2, para niveis de ruido muito

pequenos como d = 107° e § = 107% os métodos iterativos nao atingiram o critério de parada.

09 F 5=10¢ -

a(x)
a(x)

X X

(a) Coeficiente recuperado aj. pelo método de (b) Coeficiente recuperado al. pelo método do Stee-
Landweber. pest Descent.

Figura 2.7: Coeficiente recuperado af. para diferentes niveis de rufdos 4.
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Tabela 2.2: k* obtido em cada nivel de ruido ¢ para a Figura 2.7.

0 | k* para Landweber | k* para Steepest Descent
1073 1100 781
1074 30.488 15.360
107° Nao parou 234.381
1076 Nao parou Nao parou

Na Figura 2.8(a) apresentamos uma comparagio entre os coeficientes recuperados al. pelos
métodos de Landweber e Steepest Descent para um nivel de ruido 6 = 107%. O erro absoluto
em relagdo aos coeficientes obtidos em 2.8(a) é apresentado na Figura 2.8(b) e foi calculado

ponto a ponto nos dois métodos.

1 T 0.00011
Landweter —— e
Slccpcsﬂ)esccm 0.0001 |- f”\\ 7
09 7] 9107 {3 4
810° / R
T | 7107 | /A'*\ 1
= ~ 6107 ]
x x \
= = st 7
410° Ia | 1
Y |
-5 4 1 f
3107 F [N / ]
/ |
210° / - L b
f | ] g \
1107 F /\‘ f it v 1A
o~ Y y ! A
04 ‘ ‘ ‘ ‘ o C Yy, ‘
0 02 04 0.6 058 1 0 02 0.4 0.6 058 1
X X
(a) Coeficiente recuperado af. pelos métodos de (b) Erro absoluto entre aj. dos dois métodos.

Landweber e Steepest Descent para § = 1074,

Figura 2.8: Coeficiente recuperado aj. para § = 10~ e seu erro absoluto.
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1 T

a*
Landweber ———
Steepest Descent

a(x)

0.4 L L L L

Figura 2.9: Coeficiente reconstruido al. pelos métodos de Landweber e Steepest Descent para
§ =109,

A Figura 2.9 mostra os coeficientes reconstrufdos aj. para 6 = 107¢ pelos métodos de

Landweber e Steepest Descent. Conforme Tabela 2.1 para esse nivel de ruido, o principio da
discrepancia nao foi atingido. No entanto, a norma do residuo ||u’ — F(a3)|| para Landweber e
Steepest Descent foi de 7,35 x 107° e 1,26 x 1077, respectivamente, calculadas para a iltima

iteracao realizada k = 10°.
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0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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(a) Solucéo do problema direto uy para k=1 e k*. (b) Erro absoluto entre u, € ugs

Figura 2.10: Solugao do problema direto uy e Erro ||ue — -

Apresentamos na Figura 2.10(a) o comportamento da solu¢ao do problema direto u, em
diferentes estagios de iteracoes k. Importante destacar que a solugao wuy é calculada a partir
de af correspondente, pelo método do Steepest Descent com nivel de ruido § = 107*. Assim, a
solucdo u; foi calculada a partir de a$ quando k = 1, ou seja, quando al = ag = 0,75 € uy = U~
para k* = 15.360. A solucao u. corresponde a solucao do problema direto calculada para o

1

coeficiente exato a*(z) = 5——. Como podemos ver as solugoes de uy, convergem para a solucao
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exata do problema a medida que as iteracoes k vao se aproximando do k*, da mesma forma que
o Exemplo 1 para o coeficiente constante. O grafico 2.10(b) apresenta o erro absoluto, ponto
a ponto, entre a solugio exata u. e a solugao us = u- calculada a partir do coeficiente al.

atingido pelo critério de parada (2.6.5).

Exemplo 4: Neste caso vamos assumir que a viga possui coeficiente de rigidez a*(x) = —
a ser recuperado e coeficiente de transformacao do meio ¢(x) = vx + 1.
As Figuras 2.11(a)-(b) apresentam os coeficientes recuperados ag. obtidos por ambos métodos

iterativos e a Tabela 2.3 mostra os valores de k* obtido para cada nivel de ruido §.

a(x)
a(x)

L L L L L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

(a) Coeficiente recuperado aj. pelo método de (b) Coeficiente recuperado al. pelo método do Stee-
Landweber. pest Descent.

Figura 2.11: Coeficiente recuperado af. para diferentes niveis de ruidos §.

Tabela 2.3: k* obtido em cada nivel de ruido ¢ para a Figura 2.11.

0 | k* para Landweber | k* para Steepest Descent
1073 679 212
1074 29.828 3328
107° Nao parou 85.451
1076 Nao parou Nao parou

Na Figura 2.12(a) apresentamos uma comparagao entre os coeficientes recuperados ai* pelos
métodos de Landweber e Steepest Descent para um nivel de ruido § = 10~*. Os métodos atin-
giram o principio da discrepancia para k* = 29.828 no caso de Landweber e k* = 3328 no caso
de Steespest Descent. Seguindo os exemplos anteriores, o método do Steepest Descent atinge
o principio da discrepancia mais rapidamente que o método de Landweber. Na Figura 2.12(b)
apresentamos o erro absoluto em relacdo aos coeficientes obtidos em 2.12(a).

A Figura 2.13 mostra os coeficientes reconstruidos aj. para § = 1075 por ambos os métodos.

Conforme Tabela 2.3 para esse nivel de ruido, o principio da discrepancia nao foi atingido,
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(a) Coeficiente recuperado a{. pelos métodos de (b) Erro absoluto entre aj. dos dois métodos.

Landweber e Steepest Descent para § = 1074,

Figura 2.12: Coeficiente recuperado al. para § = 10~* e seu erro absoluto.

apresentando a norma do residuo ||[u’ — F(a?)|| para Landweber e Steepest Descent com 1, 18 x

10~* e 1,89 x 1075, respectivamente, calculadas para a tltima iteracao realizada k = 10°.

a*
Landweber
Steepest Descent

a(x)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.13: Coeficiente reconstruido al. pelos métodos de Landweber e Steepest Descent

para § = 1076,

Apresentamos na Figura 2.14(a) o comportamento da solu¢ao do problema direto u; em
relacao ao Exemplo 4, em diferentes estagios de iteragoes k.

Da mesma forma que nos exemplos anteriores, a solugao wuy, é calculada a partir de af
correspondente, pelo método do Steepest Descent com nivel de ruido 6 = 107%. Assim, a
solucdo u; foi calculada a partir de a$ quando k = 1, ou seja, quando al = ag = 0,75 € uy = U
para k* = 15.360. A solucao u. corresponde a solucao do problema direto calculada para o
coeficiente exato a*(x) = ﬁ Como podemos ver as solugoes de u; convergem para a solugao

exata do problema a medida que as iteracoes k vao se aproximando do k*, da mesma forma que
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(a) Solugao do problema direto uy para k =1 e k*. (b) Erro absoluto entre u, € ug«

Figura 2.14: Solucao do problema direto uy e Erro [|ue — e

o Exemplo 1 para o coeficiente constante. O grafico 2.14(b) apresenta o erro absoluto, ponto
a ponto, entre a solucao exata u, e a solucao us = wuy+ calculada a partir do coeficiente ai*
atingido pelo critério de parada (2.6.5).

Com os exemplos apresentados vemos que ambos os métodos iterativos de Landweber e
Steepest Descent produzem solugoes aproximadas al. de forma estdvel, em diferentes cendrios
simulados, tanto para diferentes coeficientes de rigidez a(x) quanto para diferentes coeficientes
do meio ¢(z). Podemos observar também que em todos os testes, o método do Steepest Descent
atingiu o critério da discrepancia mais rapidamente que o método de Landweber, o que ja
era previsto visto que o parametro v, em Landweber é uma constante fixa enquanto que em
Steepest Descent esse parametro é calculado com base no residuo ||u® — F(al)|| de cada nova
iteragao. Além disso, para recuperar o coeficiente a*(z) do Exemplo 3, ambos os métodos
iteraram mais até atingir o principio da discrepancia para os niveis de ruidos 1072 e 1074
quando comparados com o Exemplo 2, mesmo os coeficientes de transformagao c(x) serem da
mesma ordem polinomial, apesar de os coeficientes a*(z) nao o serem.

Contudo, os resultados numéricos obtidos pelos métodos iterativos apresentados geram um
coeficiente al. suave devido a iteracdo (2.6.4). Dessa forma, para recuperarmos um coeficiente
do tipo constante por partes sera necessario um outro método de regularizacao no qual faremos

no préximo capitulo.
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3 REGULARIZACAO PARA O COEFICIENTE DE RI-
GIDEZ CONSTANTE POR PARTES

Neste capitulo vamos propor um método que recupere o coeficiente de rigidez a(z) mas
agora este constante por partes em um caso particular da equacao (2.2.10) para o coeficiente
do meio ¢ = 1. Nesse caso, os métodos iterativos Landweber e Steepest Descent nao sao mais
adequados pois geram coeficientes a’ suaves.

O problema de identificacdo do coeficiente de rigidez ja foi estudado por [37] em que é
provado um resultado de identificabilidade tinica para coeficientes de rigidez mais gerais, em
especial, para descontinuos, generalizando a anélise feita por [32]. Dessa forma, nesse capitulo
nosso foco esta em analisar um método de regularizacao que possa recuperar de forma estavel
o coeficiente constante por portes para esse caso particular de (2.2.10). Vamos mostrar que
as técnicas do tipo level sets podem ser utilizadas como método de regularizacao para nosso
problema.

Os métodos level set foram desenvolvidos para problemas de evolugao de curvas e superficies,
além de solucionar problemas de reconstrugoes de regioes [7]. Sao eficientes em recuperar formas
que mudam de topologia.

Com relagao ao foco desse capitulo, vamos assumir que o coeficiente a(z) constante por
partes possui dois valores conhecidos e distintos {a1,as} quase sempre no intervalo [0, L]. Ou
seja, existe um conjunto de medida nao nula 4, Qs C [0, L] cuja medida é a de Hausdorff finita,
de forma que

, e
a(z)=4{ M TEM (3.0.1)
as, se x € Qy:=1[0,L]—

Portanto, o coeficiente de rigidez pode ser reescrito como segue
a(z) = az + (a1 — az2)Xa, , (3.0.2)

em que Yx representa a funcao caracteristica do conjunto X.

Antes de provarmos que a formulagao level set seja de fato uma estratégia de regularizagao
para o problema do coeficiente, vamos mostrar a suavidade dos coeficientes recuperados a’ ()
através dos métodos cldssicos de regularizagao (Tikhonov e métodos iterativos) através do

seguinte teorema:

Teorema 3.0.1. Sejam A1), A2) vdlidas, com o coeficiente constante por partes em (3.0.2)
satisfazendo A1) e os dados u® satisfazendo (2.4.15). Além disso, o coeficiente do meio é dado
por ¢ = 1. Assuma que ag é a priori suave. Entdo, o coeficiente reconstruido al dado pela

reqularizagdo de Tikhonov (A.3.2) ou pela reqularizacao iterativa (2.6.4) é suave.

Demonstracio. A existéncia de um minimizador a’, para o funcional de Tikhonov (A.3.2) segue

das hip6teses A1) e A2), do Teorema 2.4.4 e da extracao padrao de subsequéncias como em
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[22, 28]. As condigoes de otimalidade de primeira ordem implicam que

1
a € ag+ %F’(ai)*(F(a‘;) —ud) . (3.0.3)

)

Segue-se de (3.0.3) ou (2.6.4) que as solugoes de regularizacao a?,

F'(a)*(F(a®) — u®). Portanto, segue do Lema 2.4.9) que a’ é pelo menos H?[0, L]. O

o

sao tao suaves quanto

3.1 Estratégia tipo Level-Set de regularizacao

O método level set para o problema de identificacao do coeficiente (3.0.2) consiste em obter
uma fungao ¢ : [0,L] — R em H'(][0,L]) de modo que as descontinuidades do coeficiente a
coincida com o conjunto de nivel zero I'y := {z € [0, L]; ¢(z) = 0}. A funcdo ¢ chamamos de

funcao level set. Além disso, usando a funcao Heaviside

1 t>0
Hty=4{ = (3.1.1)
0, se t <0,

o coeficiente de rigidez dado em (3.0.2) pode ser reescrito como
a(r) = az + (a1 — azx)H(¢) =: P(¢) (3.1.2)
em que a funcao level set ¢ e os conjuntos €2, {2, satisfazem a relagao

O ={ze0,L]: ¢(z) >0},

Qo ={x€[0,L] : ¢p(x) < 0}.
Dessa forma, o operador P(¢) em (3.1.2) mapeia H'[0, L] no conjunto
V = {ze€ L*(0,L])|z=as + (a1 — az) xq, , para algum Oy C [0, L]}. (3.1.3)

Sendo assim, o problema inverso em relagdo ao operador (2.4.1) quando o coeficiente do

meio é dado por ¢ = 1 pode ser escrito como
F(P(9) = «’, (3.1.4)

onde 1’ sao os dados com ruidos satisfazendo (2.4.15). Na medida em que obtemos uma solugio
aproximada ¢ de (3.1.4), uma solu¢do aproximada correspondente de (2.4.1) com ¢ = 1 é dada

por a = P(¢). Assim, faremos ainda a inclusdao de uma hipé6tese adicional:

H1) Existe a* constante por partes solugao de (2.4.1) com ¢ = 1 e existe ¢* € H'[0, L] de forma
que P(¢*) = a* com |V¢*| # 0 em uma vizinhanga de {¢* = 0}, tal que H(¢*)=z € V.
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Para resolver o problema (3.1.4) podemos aplicar o método de regularizacao de Tikhonov

no qual consiste em minimizar o funcional

Jo(®) == |F(P(9)) — U(SH?J[O,L] + al|¢ — ¢OH§{1([07L]) (3.1.5)

com « > 0 o parametro de regularizacao.

Ocorre que nao temos garantias de que o operador F' seja fracamente fechado assim nao
conseguimos afirmar que o funcional J, em (3.1.5) tenha um minimo que pertenga ao espago
solugdo. Dessa forma, para superar essa dificuldade vamos de acordo com [7] incorporar um
termo regularizante associado a semi-norma da fungao P(¢), penalizando o tamanho do con-

junto de nivel zero de ¢. Passaremos a minimizar o funcional

Fal0) =IF(P(6)) ~ 6 lappry + o (BIH@) sy + Ball6 = bollingory) - (3:16)

onde o > 0 é o parametro unico de regularizacao, enquanto as constantes positivas (1, f2 sao
fatores de escala. Além disso, |- |py, representa a semi norma no espaco das fungoes de variagao
limitada, veja [14].

Repare que o operador P é descontinuo, logo o funcional F, em (3.1.6) nao possui o grafico
fechado em H'[0, L], assim serd necessério estender o conceito de minimizadores. Para isso
vamos introduzir uma aproximacao continua aos operadores P e H descritos anteriormente.

Segue para um dado € > 0, uma aproximagao continua de P pode ser definida por

P.(¢) := a1H.(¢) + az(1 — H.(9)) (3.1.7)

em que o operador

t
14 Z para t € [—¢,0]
H(t), para te€ R\[—¢,0]

H.(t) = (3.1.8)

é uma aproximacao continua de H.
De acordo com [14] vamos apresentar um novo conceito de minimizagao para 0 nosso pro-

blema.
(D1) O par (z,¢) € L>|0, L] x H'[0, L] ¢ dito admissivel quando existir

(i) uma sequéncia de fungoes {¢} em H'[0, L] tal que
lim [|¢x — @207 = 0
k—o0
(ii) uma sequéncia de nimeros positivos g — 0 que satisfazem
hm ||H5k(¢k) — ZHLl[O,L] = 0
k—o00

(D2) Um minimo generalizado para F, dado em (3.1.6) serd considerado como qualquer par
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admissivel de fungdes (z, ¢) minimizando

Ga(2:0) = [ F(Q(2) =" [y e (inf {timin€ (811 H, (60 |y + Ballén = dollan o })
(3.1.9

sobre o conjunto de pares admissiveis, em que @ : L*®[0,L] 3 z — a1z + az(1 — 2) €
L>[0, L].

Importante destacar que com esse novo conceito de minimo, um minimizador de F, é um
minimizador de G,(z,¢) no conjunto de pares admissiveis. Além disso, para o operador P
continuo, podemos definir P. := P e assim, a classe de pares admissiveis (z, ¢) que satisfazem
a defini¢ao 3.1 também satisfazem a equacao P(¢) = z de modo trivial. No entanto, para P
descontinuo (nosso caso) o novo conceito de minimo é de fato necessario.

[Existéncia de minimizadores generalizados, Convergéncia e Estabilidade] Considere a hipétese
H1) verdadeira. Entao:

i) [Existéncia] O funcional F, em (3.1.6) atinge minimizadores generalizados no conjunto

de pares admissiveis.

ii) [Convergéncia] Suponha que tenhamos dados exatos u’ = wu. Para cada o > 0, seja

(2a, $o) um minimizante de G, no conjunto de pares admissiveis. Assim, para qualquer
sequéncia de nimeros positivos {ax tren convergindo para zero, existe uma subsequéncia
(denotada novamente por {a}), tal que (za, , ¢a, ) converge forte para (2, ¢) em L'[0, L] x
£2[0, L], com (2, ¢) uma solucdo de (3.1.4).

iii) [Estabilidade] Seja a = «(d) uma funcao satisfazendo

: .o

(1;_1}(1)04((5)—0 e(lsl_r)rtl)m—o.
Além disso, seja {0 }ren convergindo para zero, e {u’*} € L?[0, L] os dados com ruidos
satisfazendo (2.4.15). Entao, existe uma subsequéncia (denotada novamente por {d}), e
sua correspondente {ay, := a(dx)} tal que (za,, @a, ) converge em L'[0, L] x £2[0, L] para

uma solucao de (3.1.4).

Demonstragao. Segue do Teorema 2.4.3 que o operador F' em (2.4.1) com ¢ = 1 é continuo na
topologia de L'[0, L]. Dessa forma, todas as hipéteses necessérias em [9, Theorem 6, 8, 9] sao

satisfeitas, sendo um caso particular da anélise feita em [9)]. O

3.1.1 Exemplos Numéricos

Obter minimos generalizados para o funcional F, é invidvel conforme apontado por [7].
Portanto, apresentamos um funcional que pode ser tratado numericamente e cujos minimiza-

dores se aproximam dos minimizadores de F, quando ¢ — 0. Assim, seja G, ,(¢) um funcional
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suavizado definido por

Gea(9) = IF(P0) = ' 3o + o (BIHO)lov + Balld — dolltngey)  (3:1.10)

possuindo minimizantes em H'[0, L]. Na verdade, essa estratégia é garantida pelo Teorema 2.4.3
e a hipétese H1) na anélise feita em [9, Lemma 10, Theorem 11]. Note que minimizadores de
G. .o sao fungoes em H'[0, L] enquanto que minimizadores de F,, sdo pares admissiveis.

Para obtermos resultados numeéricos, vamos derivar condi¢oes de otimalidade para o funci-
onal G, , através do célculo da derivada de Gateaux igualada a zero. Assim, assuma que ¢ € e

v € C§° entao temos

o Primeiro termo:

lim%<HF(PE(¢ + 1)) — w7210 — | F(P(8)) — U5||%2[0,L})
= lim - (||F( -(¢)) + tF'(P-(¢)) P(¢)(v) + O(t*) — Ué“%?[o,L} — [[F(P-(®)) — U(SH%Z[O,L])

—11m—||F(Pe( )) = @l[Fap0,p) + 2H(F (Pe(9)) =, F'(P2(¢)) PL(¢) (v)) 210,01+

+ || F (P(6) PLS) (0)l[72p0,1) + OF) = [[F(Pe()) = u’[|Z2p0,
= [|1F(Po()) = u’ 20,1y + 2(F(P2(¢)) — u’, F'(Pe(6)) PA(6)(0)) 2o,y = [F(Pe()) — ' |[Z2p0,
= 2(F(P:(¢)) — u’, F'(P:())PX(¢)(v)) r2po.2

= 2(F"(P.())"(F(Po(9)) — ), P, (¢)(v)>L2[o 1)-

Como P!(¢) ¢ auto-adjunta temos que
= 2(P/(¢)F'(P-(9))"(F(P:(¢)) — u’), PA(¢)(v)) 1200,1-
Em relagao ao segundo termo, de acordo com [7] temos que considerar
POl =sup{ | PAo)dingdl s ¢ € CHOR) com gl <1} = [ [VPA0)1AE

além das identidades de Green [5]. Nesse caso temos

e Sequndo termo:
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hm (|H (¢ +tv)|pv — |Ho(0)|5v)
o1
:15%?(/[0@ |VH6(¢+tU)|d£_/[0,L] |VH5(¢)|d£)

- mEOT
T /[O,L] Vi (% '

o ( VH9)
- ‘<H6(¢)V‘(WHE<¢>1)’W

Novamente, utilizaremos a identidade de Green para calcularmos a terceira parte. Logo,

o Terceiro termo:

im | <H¢+tv nlEas ~ 16 = ol
<”¢ ¢0HH1[0L + 26(¢ — ¢o, V) m OL]+t2HU”H1[OL H¢_¢0”§{1[0,L})

1

_hr% (275((;5 G0, V) H1jo,0) + 1 HUHHI[OL])

= 2(¢ — ¢0, V) m1[o,L)

= 2</ (¢ — po)vdL + V(¢ — ¢o) Vvdﬁ)
[0,L] 0,L]

(¢ — <Z50
— dl — YvdL
2(/[07L}(¢ $o)v /[(LL} (¢ — do)v +/U )

o(
=2({¢ — 0, V) 12[0,1) — (A(P — ¢0), V) 12]0,1)) /U ¢ ¢o

= 2((I — D) — o), v)p2p0.ny + 2 / “ba %) 4.

Agora juntando os termos calculados, obtemos entao a seguinte equagao de otimalidade

para o funcional G, ,

Baar[(6— o) — (6 — d0)] = (a1 —az) HL($) ' (P.(6))" (F(P(9)) ) +1/261 05 2sign(HL(6)),
(3.1.11)

com condigoes de contorno de (¢ — ¢y)'(0) = (¢ — ¢o) (L) =
Apresentamos a Tabela (3.1) seguir com o algoritmo iterativo para recuperar o coeficiente,
cujos calculos para a obtencao da adjunta da derivada de Fréchet do operador F' seguem de

acordo com o Lema 2.4.9.
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Tabela 3.1: Algoritmo Level Set.

Passo 1: Avaliar o residuo ry, := F(P.(¢x)) — u® onde F(P.(¢;)) = u. solugao de P.(¢p))u” = M

com condigoes (2.2.11).

Passo 2: Avaliar F'(P.(¢x))*rg. Para isso:
Passo 2.1: Resolver —(P.(¢y)vg)” = ry com condigbes v'(0) = v'(1) = 0.

Passo 2.2: Calcular %vk em que vy ¢ solugao do Passo 2.1.

Passo 3: Calcular R.(¢y) dada pelo lado direito de (3.1.11) para ¢ = ¢

Passo 4: Avaliar d¢y solucao de afy (I — A)ogy = —R:(¢x) com (d¢)y = 0 e R.(¢y) calculado no
Passo 3 conforme (3.1.11).

Passo 5: Atualizar ¢p 1 = ¢p + 0.

Vamos apresentar algumas simulagbes numéricas para recuperar o coeficiente a(z) dado
por (3.0.2) de acordo com o algoritmo 3.1. Em todos os exemplos a viga corresponde a um
comprimento L = 1, o momento fletor é M(x) = %2 —x+ % A solugao numérica foi obtida
através de diferencas finitas com pontos distribuidos z; = i/N,i = 0,--- N com N = 200. Os

dados medidos u° sao simulados através da equacdo u’

= u(x) + &, em que £ é uma variavel
randomica uniformemente distribuida com valores entre [—1,1] e u(z) = u(a*(x)) é a solucao

de (2.2.10), com c¢(x) =1 e a*(x) é o coeficiente a ser identificado, dado por

a*(x){ 0.5 se rel0,1/2) (311

1.0 caso contrario

As Figuras 3.1(a)-(b) apresentam o coeficiente recuperado al = P.(¢;) conforme (3.1.2)
para nivel de ruido § = 0,001, em diferentes estagios da iteracao. E possivel observar que o

coeficiente iterado pelo algoritmo 3.1 se aproxima da solucao exata.

a(x)
141 — — - Coeficiente exato.
i —— Coeficiente reconstruido com k=10.
1.2 -
r — Coeficiente reconstruido com k=34.
1.0 ‘
r I
L I
0.8 r :
I
F I
0.6 - I
L _
04
02
L L L L | L L L L | L L L L | L L L L | x
0 50 100 150 200

Figura 3.1: Coeficiente reconstruido aj = P.(¢) em dois nfveis de iteragoes com nivel de
ruido 0 = 0, 001.
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S
2
&

~

— — - Coeficiente exato.

—
)

—— Coeficiente reconstruido.

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

| | | |
50 100 150 200 X

(=)

Figura 3.2: Coeficiente reconstruido al = P.(¢) em dois niveis de iteragoes com nivel de
ruido 6 = 0,001.

As Figuras 3.3 apresenta o coeficiente recuperado para outro nivel de ruido, 6 = 0,01 em
diferentes pontos da iteracao k. Novamente é possivel observar que a iteracao do algoritmo

produz solugoes aproximadas que convergem para a solug¢ao do problema.

a(x)
145 — — - Coeficiente exato.
i —— Coeficiente reconstruido com k=18.
1.2+~
r — Coeficiente reconstruido com k=76.
1.0 ‘
r I
L I
0.8 r :
F I
F I
0.6 - I
L I
04
02
[ | | | | X
0 50 100 150 200

Figura 3.3: Coeficiente reconstruido aj = P.(¢) em dois nfveis de iteragoes com nivel de
ruido 6 = 0, 01.
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aix)
14[
- - - Coeficients exato.
1.2F _ _
—— Coshciente reconstrmdo.
1of (-------------------
o3l E
ol L
n4f
L o
L L L L L L L L L L L L L L L _-'|_-
L] 50 10D 150 200

Figura 3.4: Coeficiente reconstruido aj = P.(¢) em dois nfveis de iteragoes com nivel de
ruido 0 = 0, 01.
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4 EQUACAO DINAMICA DE EULER-BERNOULLI
EM UMA BASE VISCOELASTICA

Neste capitulo, estudaremos o problema inverso de identificacao de fonte em um modelo de
vigas dinamicas do tipo Euler-Bernoulli, no qual a viga estd apoiada em uma base viscoelastica.
A modelagem do problema que abordaremos incorpora um termo com ordem fracionaria, o qual
descreve a iteracao da viga sobre o apoio viscoeldstico. Nosso objetivo aqui é aplicar as técnicas

utilizadas em [23, 24] e referéncias, para provar a identificabilidade nica da fonte.

4.1 Modelo dinamico para uma viga apoiada em uma

base viscoelastica

Como ja abordado anteriormente, o calculo fracionario tem despertado muita atencao nas
ultimas décadas, aparecendo em uma quantidade muito grande de aplicagoes. Uma destas
aplicacoes estd na mecanica com os materiais viscoeldsticos, e.g., [11, 43] e referéncias. Isso
porque as derivadas e integrais nao inteiras incorporam maior flexibilidade aos modelos, permi-
tindo tratar, por exemplo, materiais compostos, cujas caracteristicas e dinamicas nao sao bem
descritas pelas equagoes tradicionais [11, 43].

Em particular, materiais viscoelasticos sao amplamente utilizados como amortecedores para
controlar vibragoes incomodas em diversos tipos de estruturas [4]. Segundo [43] existem duas
abordagens para modelar o comportamento viscoeldstico de sistemas estruturais continuos
usando operadores fracionarios: uma delas considera vibracoes de sistemas eldsticos em um
meio viscoso ou em uma base viscoelastica, ou seja, estuda equagoes diferenciais de movimento
da estrutura elastica continua com termos adicionais fracionarios representando o amorteci-
mento externo. Outra abordagem estuda vibragoes de sistemas viscoelasticos alterando os
modulos eldsticos em equagoes ja conhecidas por operadores viscoelasticos ou ainda estabele-
cendo relagoes entre o estresse e a tensao durante a derivacao das equacoes de movimento das
estruturas viscoelasticas.

Ocorre que a relacao constitutiva convencional da lei de Hooke nao é uma representacao
precisa do comportamento desses materiais viscoeldsticos. Segundo a teoria linear da viscoe-
lasticidade, FE(t) é a fungao de relaxagao e D(t) a funcgao de fluéncia, ou simplesmente fungoes
materiais de um corpo viscoeldstico. E(t) pode ser interpretada como o histérico de tensao para
uma deformagao unitaria €(t) = U(t) enquanto que D(t) representa o histérico de deformacao
para uma tensao unitéria o(t) = U(t) onde U(t) é a fungao de Heaviside [35]. De acordo com

[11] E(t) pode ser descrito adequadamente por

Eq

POt

7 O<a<l (4.1.1)
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em que I'(:) é a funcdo Gamma, E,/I'(1 — «) e a sdo coeficientes caracteristicos dependendo

do material. Visto que E(t) é dado por (4.1.1), a fungdo D(t) pode ser expressa por

1

bit) = E.J(1+ o)

Y, 0<a<l (4.1.2)
Ainda, de acordo com o principio de superposigao de Boltzmann [35], o histérico de tensao,

para um determinado histérico de deformacao €(t) pode ser derivado na forma

o(t) = /OtE(t _H) e @)l (4.1.3)

Consequentemente, o histérico de deformacao, para um histérico de tensao atribuido pode

Ser expresso na forma
t
(t) = / D(t—7) & (B)dE. (4.1.4)
0

As equagoes (4.1.3) e (4.1.4) sao validas quando o sistema parte do repouso, caso contrario,
devem ser adicionados os termos F(t)e(0) e D(t)o(0) as equagdes (4.1.3) e (4.1.4), respectiva-
mente.

Se assumirmos o kernel nas integrais de convolugao das equagoes (4.1.3) e (4.1.4) como dado

na equagao (4.1.1), a lei constitutiva fracionaria do material viscoelastico resulta nas formas

o(t) = Ea(cDo+%¢)(t) (4.1.5)
e(t) = Ei(po—fa)(t) (4.1.6)

o

em que (.Do+“€)(t) ¢é a derivada de Caputo ( veja a definicdo em A.6.3) e (D, 0)(t) ¢ a
integral fracionaria de Riemann-Liouville apresentada em A.6.1.

Essas equacoes constitutivas fracionarias juntamente com a teoria de vigas dao origem ao
modelo fracionario de Euler-Bernoulli, considerando as hipdteses restritivas do modelo classico,
e.g., [11].

Com base nisso, vamos analisar a equagao que governa a deflexdo v(t,x) de uma viga de
comprimento L apoiada em uma base viscoeldstica e sujeita a a¢ao de uma forca ¢(t, x) adaptada
de acordo com a equagao apresentada em [33], a qual é dada por

ov ot

leY 31}
pA@(@ ) + codfv(t, ) + E[@(t: T) — N@(t x) = q(t, x), (4.1.7)

em que p é a densidade de massa e A é a area da secao transversal, com as seguintes condicoes
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de contorno

o0,8) =&(e), (0.0 =6a(e), em (0,1),
o(t,0) = o(t, L) = %(m) - %(t, L)=0, em (0,7). (4.1.8)

O termo (0fv(t, x) representa a derivada parcial fracionaria de Caputo (ver A.6.3), e des-
creve o amortecimento proveniente do material viscoeldstico (para @ = 0 o comportamento é
puramente eldstico e quando aw = 1 o comportamento é puramente viscoso) [33]. Além disso,
E(z) descreve o médulo de elasticidade, I(x) o momento de inércia e N o termo de forca axial.
A condigao de contorno (4.1.8) correspondem a uma viga simplesmente apoiada, ou seja, uma
extremidade composta por um pino e a outra por um rolete.

Vamos apresentar na préoxima secao a existéncia de solucao para o problema direto associado

ao modelo (4.1.7) com condigoes (4.1.8).

4.1.1 Existéncia de solucao para o modelo

Nesta subsegao apresentaremos uma solugao explicita para o modelo (4.1.7) através da teoria
de semigrupos e das propriedades de ortonormalidade das familias seno e cosseno associadas
(ver A.4 se necessario).

Seja v : [0,T] x [0,L] — R como v : [0,T] - H = L*(0,L), onde v(t)(z) = v(t,z),t €
[0,T],x € [0, L].

Para o conjunto D(A) = {y € H*0, L) : y(0) = y(L) = y"(0) = y"(L) = 0} e considerando
a equagao (4.1.7), definimos o operador A : D(A) — H := L*(0, L) como

_EI 0*v N Ov

Av(t) = p_A@(t’ )= p_A@(

t,), telo,T]. (4.1.9)
No que segue, apresentaremos a demonstragao de alguns resultados que sao auxiliares, mas
necessarios para estabelecer o resultado principal deste capitulo. Tais resultados também podem

ser encontrados em [33].

Lema 4.1.1. Seja A o operador definido em (4.1.9). FEste operador € linear, limitado, auto-

adjunto e positivo.

Demonstracao. A linearidade e a limitacao seguem diretamente do fato de A ser composto por
derivadas parciais de ordem até 4 e da definigao de D(A).

Para mostrar que o operador é auto-adjunto, note que

L(EIdw N d*v
(Av,y) = /0 (ﬁ@_p_A@>y(x)d$

L /BT d*v L/ N d?v
- /0 (M@)WW‘/O (/)—M)W”
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Integrando por partes 4 vezes a primeira integral e 2 vezes a segunda integral na equacao acima,

temos que
EI Bo v, dv L BrI dty
o) = o2l T v @ 5+ @5~ "] |+ Mo T
LN d*y

- @ - @)

Y

Agora, aplicando as condigoes de contorno do operador (4.1.9) na identidade anterior, segue

que

LyErdy N d?y
(AU,ZD:/O (p_A@_p_A@)U<x)dx = (v, Ay),

o que prova que o operador A é auto adjunto.

Nos resta mostrar que o operador é positivo. Note que
L 4 2
Eld*v N d°v
pu— —_—— — —— d
(Av, 0) /0 (pA dx*  pAdz? ) vlz)de

L/ EIdWw LN dv

Integrando por partes 2 vezes o primeiro termo e uma vez o segundo e ainda utilizando as

condigoes de contorno do operador (4.1.9), obtemos que
(Av,v) = /L EI d*v d*v N N dv dv
©v = o \ pAdx?da? pAdx dx

B /L EI d*v 2+ N dv 2>0
o pA dz? pAdzx ’

concluindo as afirmacoes do lema.

Uma consequéncia do Lema 4.1.1 é o seguinte resultado.

Lema 4.1.2. Seja A o operador definido em (4.1.9). Entao, existe uma base ortonormal com-
pleta {e,} de H de autovetores de A e uma correspondente sequéncia de autovalores positivos

An, tais que

Ay = Z M (Y, €en) g en, para ye D(A). (4.1.10)
n=1
Em particular, e, (z) = \/Esm( x) neN, ze(0,L)deAel,= —("—g’)4+pﬂA(%)2, n e

N em que (y,en) 5 \/7f0 )sin ("Fx)dx € o produto interno em H.

Demonstragao. Segue do Lema 4.1.1 e do Teorema Espectral [29], que existe um sistema or-
)

tonormal completo formado por autofungoes de ortonormais e, (x) com respectivos autovalores
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An positivos, tais que (4.1.10) seja satisfeita. Segue ainda de [42], que e,(x) e A, sdo dadas

como enunciado no lema. O

Segue dos Lemas 4.1.1 e 4.1.2 (veja também [33]) que, —A é o gerador infinitesimal de uma

familia cosseno fortemente continua, C(t),t € R, em H com a seguinte forma

Zcos W2 (y,en) en, para y € H, (4.1.11)
0

cuja respectiva familia seno fortemente continua, S(t),t € R em H sao dadas por

t)y —/ C(s)yds = ()\ )1/2 sin[(A)Y%t] (y, en) €,, para y € H. (4.1.12)

Portanto, assumindo que ¢(t,-) € H, o problema (4.1.7)-(4.1.8) pode ser reduzido ao pro-

blema de valor inicial escrito da seguinte forma

d(v'(t,-)) + [piADtav(t, )+ Avu(t, )} dt = piAq(t, )dt, em (0,7),

v(0,-) = &,0'(0,) =& (4.1.13)

em que A é o operador (4.1.9) Agora, note que (4.1.13) pode ser escrita como a seguinte equacao

integro-diferencial em H

V'(t, ) + /0 LiADtav(t, )+ Avu(t, )] dt =& + ,OLA/O q(s,-)ds, em [0,T]. (4.1.14)

Utilizando o método da variacao dos parametros, obtemos que uma possivel solucao para
(4.1.13) (ou (4.1.14)) é dada por

S !/
v(t,-) = C(t)& + S(t) /St—s 1_@)/ (18)(—7“)) drds—i——/St—s) (s,-)ds
(4.1.15)
onde C(t), S(t) sdo, respectivamente, as familias apresentadas em (4.1.11) e (4.1.12).
Para tratar o termo fracionario em (4.1.15), vamos apresentar o lema abaixo. Para outros

detalhes, sugerimos o leitor que consulte [33].

Lema 4.1.3. /33, Lemma 2] Suponha v(t,-) € H com v'(t, ) € L*(0,¢; H). Entao

/Ot S(t — s) /0 (:’(_7’;'))& drds = /Ot (/0 Cls — ryu(r, )dr — S(s)v(0, .)) ; js)ads (4.1.16)

8510 ) [ (- asm s cons) L

(4.1.17)
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Os (1;’_(:)‘)1 drds é a convolugao das fungoes S(t) com (tia *

v'(t+)). Aplicando as propriedades da convolucao, comutatividade e associatividade, obtemos

Demonstracao. Note que fOL S(t—s)

/0 S(t—s)/os V) s = S+ (2 5 /(1) = S+ (Wt ) + L)

(s —r) t

_ /;( OSS(S—T)U’(r,‘)dr)ﬁds. (4.1.18)

Fazendo uma integracao por partes na integral fos S(s—r)v'(r,-)dr e utilizando as propriedades

das familias seno e cosseno, obtemos que

/05 S(s—=nr)v'(r,-)dr = /Os C(s —r)v(r,-)dr — S(s)v(0,-), (4.1.19)

o que resulta na equagao (4.1.16).
Falta mostrar a igualdade (4.1.17). Para isso, utilizando novamente as propriedades de

semigrupo das familias seno e cosseno, as quais resultam em

%( /0 St /O 8 ("S’/(_T’?;))adrds) — /0 e —s) /O 8 ("S’/(_T’gadrds. (4.1.20)

Portanto, segue que

/0' C(t_s>/08 U’(T,-)adrds _ C(t)*(tia*v/(t,'))

(s =)
_ /OL (/OSC(S—T)U'(T,-)dr) ﬁd& (4.1.21)

Integrando por partes e utilizando a propriedade 3 da proposi¢ao A.4.1 obtemos

/Os C(s—=r)'(r,)dr = — /05 AS(s —r)v(r,-)dr + C(0)v(s, ) — C(s)v(0,-) (4.1.22)

completando a prova. O

Segue do Lema 4.1.3 e da equacao (4.1.15) que a solugao de (4.1.13) é dada por

ds +

v(t,x) = C(t)& + S(t)& — m /Ot </03 C(s—r)v(r,z)dr — S(s)fo)

(t—s)*
1 t
+ —/St—sqs,xds. 4.1.23
3 [ st =9uts.2) (4129
Observagao: A existéncia e suavidade para a solugao (4.1.23) sao garantidas em [33, Theorem

1].

Juntando as consideragoes feitas até o momento, temos que a solucdo de (4.1.7)-(4.1.8) para
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& =0 e & =0 é dada (explicitamente) por

o(t,z) — F(l—aLpA/ {/ {cos () 2(s — 7)) sin ("%xﬂdr(t_ls)a}ds

{2 {:38;?::;?1;21] (7)) e

=1

onde a! = fOL v(r, z) sin(*F z)dz e al = fo ) sin(" z)dz respectivamente.

A solucao (4.1.23) para & = & = 0 pode ser encarada da seguinte forma

o(t,z) = pAFl—a / (/C’s—r (r,7) r)(t 1s)ads+

_A/o S(t—s)q(s,x)ds. (4.1.25)

Ainda, note que [ C(s — r)v(r,z)dr = v( fo (t —s)q(s)ds = S(t) x q(t,z), sdo as

convolugoes em relagao a variavel temporal. Entao, obtemos que

c

v(t,z) = —m/o (v(s,z) x C(s))(t —s) “ds + piA[S(t) xq(t,x)] (4.1.26)

Ocorre que fg(v(s,x) x C(8))(t — s)"%ds = (v(t,x) x C(t)) * t—“. Portanto, pela proprie-
dade de associatividade da convolugao, temos v(t,x) % (C(t) * t=*). Se denotarmos K(t) =
a

—M(C(t) *17%), a solucdo poderd ser reduzida a equagao

v(t,z) = K(t)*ov(t,x)+ piA[S(t) x q(t, )]

(I — K)xv(t,x) = [S(t) * q(t, x)] (4.1.27)

1
pA
em que I é o operador identidade.

Portanto, se o termo (I — K) da equagao (4.1.28) possui uma inversa, a solu¢ao do pro-
blema (4.1.7)-(4.1.8) para { = 0 ¢ £ = 0 é dada por

o(t, ) = (I — K(t))lpiA[S(t) v q(t, )] (4.1.28)

em que, para x fixo, a convolugao é somente para a variavel t.
De fato, se encararmos o problema (4.1.28) como uma perturbacao da identidade, o termo
(I — K) ¢é invertivel sempre que ||K|| < 1, veja por exemplo [29]. O préximo lema dé as

condigbes necessarias para que tenhamos ||K|| < 1.

Lema 4.1.4. Seja K(t) o operador perturbacao da identidade como em (4.1.28). Entao, || K|| <

1, desde que T < '7{/ w. Em particular, neste caso, (I — K) possui inversa.
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Demonstrag¢ao. Como K (t) = —m(C(t) *17%), temos que
c
Kt)| =1 ——=————=(C(t)xt™)|. 4.1.29
KON = | - e CO) (4.1.20)
Usando a desigualdade de Young para convolugao em (4.1.29), temos que
1C@) * =2l < ICOIlE (4.1.30)
logo
c c
————||C(t) %t 2 < |——=———|||C ()| 2|t L1 - 4.1.31
eI e < | el (4,131
Haja visto que ||C(t)]| < 1, segue de (4.1.29) e (4.1.31) que ||K|| < 1 sempre que
c _ _ pAl(1 — «)
— It <1 = |tT] < ——m—M=. 4.1.32
|l o) (4,032
Como, t > 0, segue que
T —a+1 |T 11—«
t T
/ |t |dt = = . (4.1.33)
0 —a+1|, 1-«a
Assim, segue de (4.1.32) e (4.1.33) que
l—« 1 - AF ]_ -
T < \/( a)pAL(1 = o) (4.1.34)
c
o que demonstra o resultado. O

4.1.2 Resultado de identificabilidade para o problema inverso

Nesta se¢ao, vamos estudar o problema inverso de identificacao do termo forgante ¢(t,x) =
k
>~ gu(t) fu(z) na equacdo de Euler-Bernoulli dada em (4.1.7)-(4.1.8) quando a viga estd apoiada
n=1

em uma base viscoelstica. Kawano em [23] apresentou um resultado de unicidade para a parte
do termo forgante que depende somente de z, isto é f,(z), a partir de medidas do deslocamento
de uma viga presa em ambas extremidades, para um intervalo de tempo arbitrario, na equacao
de Euler-Bernoulli dada em (4.1.7)-(4.1.8) com derivadas de ordem inteira.

Nossa estratégia nessa tese é utilizar resultados similares aos propostos em [23] para de-
terminar um resultado de identificacao de f,(x) para a equacao de Euler-Bernoulli em (4.1.7)
-(4.1.8). Alguns resultados importantes apresentados em [23] como o Teorema A.1.3 que serao

utilizados nessa tese, poderao ser consultado também no Apéndice A.1.
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Mais precisamente, vamos considerar o carregamento ¢(t,z) do tipo

k

gt.2) = gu®)fulz), kEN, (4.1.35)

n=1

onde g, € C'[0,Tp],Vn € {1,...,K} é tal que i # j = ¢; # g; e o conjunto {g, : n € {1,..k}}

é linearmente independente. O termo de interesse neste problema inverso é o conjunto
F,:={f, € H?*(10,1)),n € {1,....k}}.

Em [23] (veja o Teorema A.1.3), foi mostrado que o conjunto F,, pode ser identificado

unicamente através do conhecimento do conjunto
Ipa={{tzw(tx)):(tz)e|0,To] x Q}, (4.1.36)

onde w(t,z) ¢ a unica solugdo da equagdo de Euler-Bernoulli em (4.1.7) -(4.1.8) com a = 1
(modelo nao fracionario dado por (A.1.1)), To > 0 é arbitrariamente pequeno e Q = [0, 1].
Nosso propésito neste capitulo é mostrar que, mesmo para o # 1 na equacao de Euler-
Bernoulli em (4.1.7) -(4.1.8), sob certas hipdteses a serem apresentadas no que segue, um
conjunto de dados similar ao conjunto (4.1.36) determina unicamente o conjunto F,.
No que segue, vamos enunciar um lema auxiliar para o caso da equagao de Euler-Bernoulli

com termo fraciondrio (4.1.7) - (4.1.8) com &, = & = 0 e carregamento ¢(t, z) como em (4.1.35).
Lema 4.1.5. Sejam g, e f, como em (4.1.35). Entao:

i) fn pode ser representada como

+o0o
Fa(@) =) A Amenm (@), (4.1.37)

onde (Apm)men € 12,Vn € {1,..., K}.

it) Para o = 1, a solu¢io w, de (4.1.7) - (4.1.8) ou ainda de (A.1.1), para cada n €

{1, -+ ,k} pode ser escrita da seguinte forma

wy(t, ) = T:Z: Ap A { /0 t gn(t — T)eZTsm (\:%2/2> dT} em(), (4.1.38)

) in(rvVAm—12/2 . o
onde v = . Caso 4\, = 12, o termo S2VRAn—V2/2 s o b otituido por T.
p m ’ VAN —1v2/2

1ol (1 — Al(1 — .
iii) Para Ty < \/( a)pAl(l = o) ea#1, a solugao v, de (4.1.7) - (4.1.8), para cada
c
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ne€{l,---,k} pode ser escrita da sequinte forma

vp(t,r) = (I — K) 'w, para (t,7) € [0,Tp),z € [0,1]. (4.1.39)

iv) Sob as hipoteses do item iii), a solucao v de (4.1.7) - (4.1.8) pode ser escrita da seguinte

forma
v(t,z) = (I — K) 'w(t, ) (4.1.40)

onde w € a solugdo de (A.1.1).

Demonstragao. A demonstracao do item i) e ii) sdo apresentadas no Lema A.1.1 ou em [23,
Lemma 3.

O item iii) segue de (4.1.28) e do Lema 4.1.4.

O item iv) segue da linearidade da equagao (4.1.7) - (4.1.8) e também de (A.1.1).

O]
Seja Ty como no Lema 4.1.5. Para qualquer ¢, €]0, Ty[, considere o carregamento
K
n=1

onde com g, e f, satisfazendo as hipéteses de (4.1.35).
Segue do Lema 4.1.5 que a solugao vy, de (4.1.7) - (4.1.8) com carregamento dado por
(4.1.41) é da forma

v (t, ) = (I — K) twy, (¢, 2), (4.1.42)

onde wy, é a solugao de (4.1.7) - (4.1.8) com a = 1 e carregamento como em (4.1.41) (veja
Apéndice A.1 para detalhes).

Note que a solucao v,, pode ser escrita como
Vg (t, ) = v(to + t, @) — vpy, (t, ) YVt € [0, Ty — to) (4.1.43)

onde vy 4, ¢ a solugdo do problema homogéneo associado (vide Apéndice A.1 para detalhes).
Note que a solugao v de (4.1.7) - (4.1.8) dada no Lema 4.1.5 iv) é tal que v = vy,—o.

De forma andloga a [23], defina o conjunto de medidas
[% o0 = {(t, 2, t0, 0, (,2)) : (t,2) € [0, Ty — to] x Q}, (4.1.44)

para qualquer t € [0, Tp] relacionado ao problema (4.1.7) com ¢, (t, z) dado em (4.1.41). Note

que o conjunto f%o’to’ﬂ é equivalente ao conjunto I'zy 4.0, quando a = 1 como obtido em [23].
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Os resultados acima nos permite enunciar o principal resultado deste capitulo, o qual é

equivalente aos resultados de unicidade apresentados em [23].

pAT(1 — «)
~ c
Entdo, o conhecimento de medidas como no conjunto I's, ;. o definido em (4.1.44) implica na

o/ (1=
Teorema 4.1.6. Sejam g, e f, como em (4.1.35) e Ty < ' \/( @) , para o # 1.

identificacao unica do conjunto
F,={f, € H?*(10,1]),n € {1,...,k}}.

Demonstragao. Segue do Lema 4.1.2, do Lema 4.1.5 e de (4.1.24) que a solugao vy, é composta
de fungoes quase periddicas e seus autovalores A, sdo discretos (veja Apéndide A.1). Portanto,
as hipdteses do Teorema A.1.3 sao satisfeitas.

Pela linearidade do problema, basta provar que se f‘%mtmg = {0}, entao F,, = {0}.

Note que, para Ty como na hipétese, o operador (I — K) ¢ injetivo (invertivel), como dado
pelo Lema 4.1.4. Portanto, segue do Lema 4.1.5 iv) que f%mtoyg = {0} implica que I'y, o = {0}.
Disto, segue do Teorema A.1.3 (veja também [23]) que o conjunto F,, = {0}, concluindo o

teorema. OJ
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5 CONSIDERACOES FINAIS E TRABALHOS FUTU-
ROS

Nesta tese investigamos o problema inverso envolvendo a equagao de Euler-Bernoulli para
vigas com derivadas nao classicas em dois modelos de naturezas distintas. O primeiro modelo
estuda a equacao do momento fletor da equacao estatica de Euler-Bernoulli em meios frac-
tais. Essa equacao apresenta em sua constituicao equacgoes fracionarias que sao convertidas a
ordem inteira no espaco Euclidiano, representando um generalizacao do modelo convencional
da mecanica no que diz respeito a deformagao de vigas. O segundo modelo estuda a equacao
dinamica de Euler-Bernoulli apoiada em uma base viscoelastica. Essa equacao apresenta uma
derivada fracionaria de Caputo e descreve o amortecimento oriundo do material viscoelastico
no qual a viga esta apoiada.

Na primeira parte estudamos o problema inverso de identificacdo do parametro de rigidez
a(x) no modelo fractal de Euler Bernoulli estatica. Com relagao ao problema direto desse mo-
delo, provamos resultados de existéncia e unicidade através da teoria de solucoes fracas. Além
disso, escrevemos o problema direto como uma equagao de operador para o qual apresentando
algumas propriedades como continuidade, compacidade, Fréchet diferenciabilidade, a satisfacao
da desigualdade do cone tangente e a injetividade. A compacidade desse operador implica que
problema inverso de recuperar o coeficiente de rigidez a ¢é instavel com relacao a erros nas
medidas. Em vista disso, é necessario aplicar alguma estratégia de regularizacao para a identi-
ficagao estavel do coeficiente de rigidez a(x). Dadas as propriedades acima listadas, provamos
que métodos iterativos de regularizacao como Landweber e Steepest Descent sao estaveis e con-
vergentes com relagao aos erros nas medidas, produzindo coeficientes aproximados adequados
para o problema. Os resultados tedricos sao validados através de algumas simulagoes numéricas
para alguns parametros a(x), para coeficientes de transformagao c(x) diferentes e conhecidos,
em diferentes niveis de ruidos.

Ja a injetividade implica na recuperagao unica do coeficiente de rigidez a(x), dadas as
medidas da deflexdo u(x) da viga. Este ¢ um dos resultados mais significativos dessa tese,
para a equacao do momento no problema de Euler-Bernoulli fractal. Ele é obtido sob algumas
hipéteses em relagao aos parametros a e ¢, mas sem a necessidade de termos um coeficiente de
rigidez a(x) suave, abrangendo casos mais gerais como coeficientes constantes por partes.

Mostramos ainda que muitas estratégias de regularizacao, em particular métodos iterativos
que apresentamos, geram apenas coeficientes suaves, nao sendo adequados para coeficientes
constante por partes. Dessa forma, provamos que o método do tipo Level-set pode ser uma
estratégia de regularizacao para o problema do coeficiente constante por partes. Apresentamos
os resultados numéricos correspondentes quando o coeficiente de transformacao do meio é ¢ = 1.

Em relacao ao segundo modelo, apresentamos uma nocao da teoria que envolve os mate-
riais viscoeldsticos e sua relacao com o calculo fracionario. Através da teoria de semigrupos

das familias seno e cosseno, estudamos a existéncia de solucao para este modelo. O termo
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fracionario é tratado como um termo forgante conforme [33] obtendo uma solugao cujo com-

portamento é muito préximo da solucao apresentada por [23] para o mesmo problema mas com

derivadas inteiras. Reescrevemos a solugao do problema direto como uma perturbacao de iden-

tidade de forma a obter resultados de unicidade para o termo forgante espacial (que depende

somente da varidvel x), similar aos apresentados em [23], conhecidos um conjunto de medidas

do deslocamento da viga em um determinado intervalo finito de tempo, que depende da ordem

da derivada fraciondria.

5.1 Trabalhos Futuros

Esta tese ainda possui algumas perguntas que nao foram completamente respondidas, cujos

resultados buscaremos apresentar em trabalhos futuros. Sao eles:

1)

1.1)

1.2)

1.3)

1.4)

2.1)

2.2)

Para o modelo estatico fractal de Euler-Bernoulli.

Para a(z) conhecido, é possivel determinar propriedades similares as apresentadas aqui

para determinar o coeficiente ¢(z)?

Sob quais hipdteses no conjunto de medidas (deflexdo e o que mais) garantem unicidade

para c(x) e a(x) simultaneamente?

Implementar métodos de regularizagao para determinar, de maneira estavel a(x) e ¢(x)

simultaneamente.

Nas simulagoes apresentadas foram usados coeficientes de transformacao c(x) ficticios.

Estudar casos reais envolvendo tamanho de escala da viga a partir de trabalhos como
[41, 44].

Para o modelo visco-elastico de Euler-Bernoulli.
Estudar estratégias de regularizacao para a identificacao estavel do termo forcante.

Os resultados obtidos nessa tese nos levam a crer que seja possivel determinar resultados
de unicidade para o coeficiente de rigidez a(zx), generalizando os resultados obtidos em

Kawano e colaboradores em [20, 24, 25].
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A MATERIAL COMPLEMENTAR

Neste capitulo, elencamos uma série de conceitos e definicbes que sao complementares a

leitura do texto desta tese.

A.1 Estratégia para identificacao do termo forcante em
uma equacgao de Euler-Bernoulli dindmica (sem de-

rivadas fracionarias)

Nesta segao daremos alguns detalhes da estratégia adotada por Kawano em [23] para provar
a unicidade de identificagao para a parte do termo forcante que depende somente de x, a partir
de medidas do deslocamento de uma viga presa em ambas extremidades para um intervalo de
tempo arbitrario, em uma equacao de Euler-Bernoulli, sem derivadas fraciondrias.

O modelo do tipo Euler-Bernoulli para a viga considerado em [23] é dado por

’

Pw  pow EI0w To*w

o o T o pom —Mba) em [0.TIX0. 1]

w(0,z) = 8—1’;’(0,3:) =0, Vz€0,1], (A.1.1)
w(t,z) = %(m) =0, Vtel0,Ty), V€ {0,1},
\

onde Ty > 0 é arbitréario e w(t, x) representa o deslocamento no tempo t no ponto = de uma
viga presa em ambas as extremidades ao longo do intervalo [0, 1]. Além disso, os parametros
fisicos sao: p > 0 é a densidade linear do material; £ > 0 é o médulo de Young; I > 0 é o
momento de inércia de uma secao transversal; ;1 > 0 é o coeficiente de amortecimento; T > 0
é a tracao ao longo da viga; h é o termo que representa o carregamento.

A condigao de contorno apresentada em (A.1.1) representa uma viga presa em ambas ex-

tremidades. O carregamento h(t,x) considera forcas do tipo

hit,z) =Y gu(t)falz), K €N, (A.1.2)

onde g, € C'0,Tp],Vn € {1,...,K} conhecidas, i # j = ¢; # g;, € o conjunto {g, : n €
{1,...K(}} é linearmente independente. O termo desconhecido neste problema inverso é o con-

junto

{f, € H2(10,1]),n € {1,...,K}}.

Afirmacao: (veja [23]) o conjunto f, pode ser identificado unicamente através do conheci-

mento do conjunto
Fpo={tzw(tx)):(tz)e|0,TyH x Q}, (A.1.3)
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onde ambos Ty > 0 e o conjunto aberto @ # Q, com P C Q CJ0,1[ s@o arbitrariamente
pequenos. P é o conjunto dos pontos em |0, 1[ correspondentes aos apoios internos da viga,
podendo estar vazio.

Na proxima secao apresentaremos os resultados principais que demonstram a afirmacgao

acima.

A.1.1 Problema Direto

Para mostrar a existéncia e unicidade do problema direto para (A.1.1), considera o espaco

usual de Sobolev HZ(]0, 1[) com o seguinte produto interno

T0
(f.9) 2 ,/ ,/ ,/ ,/ (A.1.4)
gz = 891:2 L£2(]0,1]) L2 (q0,1])

Assim como em [23], busca-se por solugoes S € HZJ0, 1| que satisfazem o seguinte problema

de autovalor

(E_fa_ _ za_) S() = BS(z)  em [0,Ty]x]0, 1[,

p 8&:; p 0x?
S
S(0) = %(m =0, (A.1.5)
S(1)=—(1)=0.
| s =320
EI o* T 0*
Como mostrado em [23], o operador 7% — ;% ¢ auto adjunto e positivo, com

relagdo ao produto interno (A.1.4). Assim, o Teorema Espectral [29] garante a existéncia de
(Sp)nen C HE(]0,1]), a qual forma uma base ortonormal de autovetores para (A.1.5), cujos

autovalores correspondentes sao reais e positivos. Cada .S, satisfaz
EI o T o2
(—— — ——)S = 5,5(x) (A.1.6)

com f3, = O(n?), contando multiplicidades. Isto é, cada /3, pode ser repetido no méaximo quatro
vezes.

Utilizando o método da separagao de varidveis e tomando h(t,z) = g,(t) f.(z), obtemos

. . sin (T\/W/Q)
- ;1 A B { /O gull = TN —

dT:| Sm(z), (A.1.7)

sin(1y/48m—v2/2

~u _ 2 ; e
onde v = > Caso 40, = v*, o termo /TR é substituido por 7.
O lema a seguir apresenta a solugdo (A.1.7) como uma distribui¢do e sua demonstracao

pode ser consultada em [23, Lemma 3].
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Lema A.1.1. Sejam g, e f, como em (A.1.2). Entdo

i) fn pode ser representada como

+oo
m=1

onde (Apm)men € 12,Vn € {1,..., K}.

ii) A solugao wy, de (A.1.7) pode ser escrita da sequinte forma

t +°° 24, mB3 . 1
w(t, ) / \/u —7)e 2" sin (57\/4ﬁm — V2) S (x)drT,
— 12

para t € [0,Tp],z € [0,1]. (A.1.9)

Do Lema A.1.1 e da linearidade, podemos escrever a solugao de (A.1.1) com o carregamento

ht,x) = S5 g (1) fulz) da forma

wlt,z) = /Otnign(t— {f ;M ~37 gin <%T\/m)5’m(x):| dr. (A.1.10)

A.1.2 Problema Inverso

Para apresentar a prova da unicidade do problema inverso de [23], defina wy, como a unica
solugao de (A.1.1), para cada (f,). Vamos apresentar as principais ideias de [23] mostrando

que, de fato, o operador

T:H2(0,1))] — [0,Ty]x]0, 1]
fo — wy, (A.1.11)

é injetivo e, assim, o conjunto (A.1.3) é suficiente para determinar unicamente f, na equacao
(A.1.1). Isso serd apresentado no Teorema (A.1.3).

Para isso, serd necessario definirmos funcgoes quase peridédicas. Sabemos que quando uma
funcao é periddica com periodo P > 0, podemos expressi-la como uma série de Fourier. Para
funcoes periddicas, é necessario e suficiente conhecer os valores da funcao num intervalo de
comprimento P para determinar todos os coeficientes de Fourier. No caso de fungoes quase
periddicas, em algumas situagoes, o conhecimento da fun¢ao em um pequeno intervalo arbitrario
¢ suficiente para determinda-la completamente. Vamos apresentar a definicao de fungoes quase

periddicas a seguir.

Definicao A.1.1 (Definition 3.1 (Bohr), [23]). Uma funcao continua w : R — C ¢é quase
periodica se e somente se para cada € > 0 existe um L. > 0 de forma que qualquer intervalo de

R do intervalo L. contem pelo menos um periodo de translacao de u correspondentes a €.
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Segundo [23], Bohr mostrou que o conjunto de todas as fungoes quase peridédicas (Bohr) é

igual ao fecho em C° do conjunto de funcoes

N
A={R; 53— Y a.,e™ : NeNa, €C )\, R} (A.1.12)

n=1
Outra definicao importante para os resultados que queremos apresentar segue abaixo.

Definigao A.1.2. Dizemos que a sequéncia A = (\,)nen € um conjunto uniformemente discreto

se existe um 0 > 0 tal que © # j — |\, — \j| > 0.

Vamos entao introduzir o seguinte teorema auxiliar para a prova da unicidade de f,,, o qual

pode ser consultado em [23, Theorem 4].

Teorema A.1.2. Considere A = (\,)nen, uniformemente discreto, tal que existamng € N, C' €
Ri,a > 1 de forma que n > ng — |\, > Cn®. Para (an)neny € s (ou seja, existe ¢ € Z
tal que (n9a,)pen € '), se existe um T > 0 tal que Y., yane™ =0, V¢ € [—7,7], entdo

(an)nen = {0}.

Podemos agora enunciar o teorema da unicidade de f, apresentando as principais ideias da

sua demonstracdo. Para mais detalhes consulte [23].

Teorema A.1.3. Seja K € N e w € C([0,Ty], H2(]0,1])) N C([0, Tp], L*(]0,1])) a solugdo (no

sentido das distribuicoes) do problema
( Pw  powEI*w T 0w K
-z () fn (), 0,75 %10, 1|,

—(0,z) =0, vz €]0,1],

w(t,x) = g—:(t,x) =0, Vt € [0, To], Vo € {0, 1},
\

em que g, € C'0,Ty], Vn € {1,.., K}, conhecidos, i # j = g; # g; € o conjunto {g, : n €

{1,..., K}} € linearmente independente. Entao os dados
L= {(t,z,w(t, ) : (t,z) € [0,Ty] x Q},
em que Ty > 0 e @ # Q C|0, 1] sao arbitrariamente pequenos, determinam unicamente
{f. € H2(]0,1]),n € {1,... K}}.

Demonstragao. Seja tg €]0,Ty[ e o problema (A.1.1) com o seguinte carregamento

K

ht,2) = galto +t) fu(x)

n=1
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com wy, solugao desse novo problema. Repare que w = wy,—¢. Agora, seja a equacao homogénea

associada a esse novo problema como

(
92w Ow EI 0w T 0w
&g,to . af;to += axizto - 833’;“] =0, em [0,7y]x]0,1],

Wh 1, (0, ) = w(ty, x), Vo €]0, 1],

(A.1.13)
aggto (0,2) = g—:(to,x), v €]0,1],
| Wnto (t,z) = ag;’to (t,x) =0, vt € [0, Tp], Va € {0,1}.
Segundo [23, Lemma 2] temos que
wyy (t,2) = w(ty +t, ) — why(t,x), Vte[0,Ty— tol. (A.1.14)
A relevancia de (A.1.14) é que a partir dos dados (A.1.3) podemos obter o conjunto
Ty 0.0 = {(t, @, to, wiy (8, @) : (t,2) € [0, Ty — to] x Q, (A.1.15)
para qualquer ty € [0, Tg[, relacionado ao problema
( 8;1‘;“ + ygg”;o + %a;;"f - %a;;”;o = hy(t,2),  em [0,Ty — to]x]0,1[,
wy, (t, ) ag);o =0, Vtel0,Ty—to, V€ {0,1}, (A.1.16)
\ wy, (0, ) = 6:;;() (0,2) =0, Va €]0, 1],

onde hy, (t,2) = S5 gu(to + 1) fo(2), com solugio dada por

(£, %) = /Otggto,n(t— [f ;A"mifmy e sin (;T\/m) Mz )}dT(A 1.17)

com Geyn = gn(to +1).

Como o conjunto {g, : [0,75] — C : n € {1,...,K}} é linearmente independente entao
existe um conjunto {0 < to, : o, < ... < to, <Toy5 =1,... , K} de forma que a matriz
[G(t)] . definida tal que seus elementos sao Gto,, . (t) com m,n = {1,..., K} linha e coluna,

respectivamente, é invertivel quando t = 0.
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Além disso, defina a matriz [w} = [wl, Yo, ... ,wK]T onde

“+o00
Z 2An m/8m —1l/t SlIl <1t 4ﬁm —_ ]/2) Sm($)’
\/7—V 2

paran € {1,...,K}. Note que ¥(t) estd bem definida em HZ(]0, 1) para qualquer ¢ € [0, +o0].

Assim, reescrevemos a soluc¢ao (A.1.17) na forma matricial
t
[w(t,z)] :/ (G(t —7)] [v(r,2)]dr, V(t,z) € [0,Ty — to,] x [0,1], (A.1.18)
0

- . . T
com as solucoes wy, escritas na forma de matriz [w] = [wtol, oo ,wtOK} .
J

Agora, derivando a equagao (A.1.18) em relacao a ¢t vamos obter

[w(t, z)]" =[G(0)] [v(t,2)] + /O [G'(t — )] [¢(r, z)]dr. (A.1.19)

Do conjunto em (A.1.15), utilizando ¢y = to,,. .., %o, teremos
K
L= JTropo, 0 (A.1.20)
j=1

Da linearidade do problema, para provar que o conjunto (A.1.20) determina de forma tinica
(fn) € H2(]0,1]) em (A.1.2), é suficiente mostrar que I' = {0} implica que f, = 0,¥n €
{1,...,K}.

Para tal, aplicamos a fungao teste ¢ € C2°(€2) em ambos os lados de (A.1.19) e, assumindo
que I' = {0} e [G(O)} possui inversa, obtemos para cada n € {1,..., K}, e para qualquer

¢ €C(Q)

+o0

S Tl (G ) (S ) =0, O Tm] (A12)

Reordenando a sequéncia de (3,) de modo que suas multiplicidades sejam eliminadas, para
cada 3, nessa nova sequéncia, existe um conjunto de autovetores associado {Sp1,...,Sn;,}

com 1 < 7 < 4. Com isso, a equacao (A.1.21) serd dada por

400 Jm
> QA"mﬁm m(%rm)Dsmj,@:o, vie 0. To—t)  (AL22)
j=1

Note que a série em (A.1.22) é uma série quase periédica conforme Definicdo A.1.1. Essa

série é absolutamente convergente e continua.
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Para nos encaminharmos para a conclusao da prova, [23] defina

(M= (D)L /APy — 12 e,
ﬁ J [k/2]
. . k/2 k/2
By = —i(—1)* 4;” = Z (Stksz15:0), para ABpym # v, ou . (A1.23)
[k/2]
. A’4n7 k/2 V2”k/2w
By = % > (Stymy, @), para 4Bpm =17,
\ J=1

Note que podendo reescrever a equagao (A.1.22) da seguinte forma

+oo +o0o
Y But+ Y B =0, tel0,T)—to,l, (A.1.24)

em que o primeiro somatério se refere a 40,21 = v e 0 segundo a 4,21 # V2.

Note que o segundo termo da equacgao acima é uma série absolutamente convergente e
pertence ao fecho de C° do conjunto A definido em (A.1.12). De acordo com a Definigao A.1.1,
o primeiro termo da equagao (A.1.24) deverd ser obrigatoriamente nulo. Assim, a igualdade

;O:ol B,,, = 0 é verdadeira devido a 43,,/2) = v? acontecer zero vezes ou duas vezes apenas.
Caso aconteca duas vezes, para os indices my e mgy temos B,,, = B,,,.

e?mt & igual a zero recorremos ao Teorema A.1.2,

Para mostrar que o segundo termo 2:10201 B,
o qual nos permite concluir que para qualquer m nesta equacao, a igualdade é satisfeita.
Portanto, B,, = 0,Vm € N, na equagao (A.1.23) implica que para qualquern € {1,..., K}, A, ,, =
0,¥m € N. Assim, o conjunto dos dados I'r, o em (A.1.3) para qualquer n € {1,..., K} de-
termina de forma tnica (A, )men, € por consequéncia a distribui¢ao f, € H2(]0,1]) em

(A.1.2). O

A.2 Um pouco da teoria de problemas inversos

Interessante observar que qualquer modelo citado neste trabalho, a bem da verdade, qual-
quer modelo seja ele fisico, quimico, bioldgico entre outros, pode ser analisado sob duas oticas
determinando assim o que é problema direto e o que é problema inverso. A FiguraA.l traduz
de forma simplificada a relacao existente entre problema direto e inverso, onde M representa o
espaco de parametros ou modelos e D representa o espaco das observacgoes ou dados.

Quando dada uma causa se determina o efeito temos o problema direto. A cada problema
direto temos um problema inverso associado a ele. Assim, a partir da observagao de um efeito
pode-se determinar a sua causa [8, 26], tem-se entdo um problema inverso.

De forma geral, muitos fenémenos podem ser modelados segundo [8] a partir das seguintes

quantidades:

input f, sistema de parametros F(a), output u,
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modelo direto

causas modelo inverso efeitos

Figura A.1: Representacao do modelo direto e inverso

em que o operador F'(-) representa um conjunto de equagoes que modelam o problema em
questao, contendo parametros representados por a. O input f pode ser representado como as
condicoes iniciais ou fonte na equagao diferencial e u representa a solucao de tal equagao. Na
andlise classica da teoria de vigas, conhecidos a forga atuante f e o sistema de parametros F(a),
determinar a deflexdo u é seria analisar o problema direto.

Repare que um dos possiveis problemas inversos a ser analisado seria o de conhecidos u
e o input f, determinar o parametro a no sistema representado por F(-). Esse problema é
chamado de problema inverso de identificacdo e foi estudado em [37] na equacao estdtica de
Euler-Bernoulli. Ainda poderiamos determinar o input f correspondente ao output u quando
conhecidos o sistema de parametros F'(a) e o u. Esse problema é chamado de problema inverso
de reconstrucao.

Uma forma de reescrever o sistema acima em termos de uma equacgao de operadores é
F(a)=u (A.2.1)

onde F' é um operador definido entre espacos vetoriais adequados. A Equacao A.2.1 é dita bem
posta segundo Hadamard quando sua solucao satisfaz as condigoes de existéncia, unicidade e
dependéncia continua dos dados iniciais para todo o conjunto de dados admissiveis. Quando
uma dessas propriedades nao é cumprida o problema é mal-posto. Essa é uma caracteristica dos
problemas inversos em geral. Eles nao satisfazem algumas (ou todas) condi¢oes de Hadamard.

Questoes que envolvem falta de existéncia ou unicidade da solucao podem ser superadas, por
exemplo, aumentando o espago solucao ou adicionando propriedades ao modelo [8]. No entanto,
a falta de dependéncia continua dos dados é a mais preocupante pois o nao cumprimento desta
condicao implica na instabilidade do problema em relacao aos erros nas medidas. Isso significa
que pequenas variacoes nos dados acarretam em grandes variagoes na solucao [8, 37], o que é

um problema em virtude de obtermos na pratica dados/medidas imprecisas ou incompletas, ou
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seja, dados com ruidos, representados aqui por u’ e que satisfazem
||u — u5|| <4 (A.2.2)

onde § > 0 é o nivel de ruidos.

Em virtude disso, para obtermos uma solucao aproximada que seja estavel é necessario
utilizarmos de estratégias matematicas chamadas de métodos de regularizagao. Existe um
grande nimero de métodos na literatura, no entanto, geralmente eles se dividem em dois tipos:
aqueles que resolvem problemas cujo operador F' é um operador linear e limitado e outros mais
gerais, capazes de determinar solucoes aproximadas de problemas inversos nao lineares.

O interesse neste trabalho estd em analisar o problema inverso associado a equacao de

Euler-Bernoulli fraciondria a partir dos modelos apresentados em [40] e [33].

A.3 Métodos de Regularizacao

Mostramos anteriormente que o problema inverso de recuperar a(x) na equagao (2.2.10) é
instavel em relacao a erros nas medidas (ver Figura 2.1) produzindo assim solugoes inadequa-
das para o problema. Para corrigirmos essa situagao devemos encontrar uma estratégia que
aproxime o operador F'~! a uma familia de operadores bem postos e que, consequentemente,
permita encontrar uma aproximagao (a melhor possivel) para a solugdo do problema. Essa

estratégia é chamada de método de regularizacao e sera definida a seguir.

Definicao A.3.1. Sejam F : Hy — Hy um operador linear e limitado e oy € (0,400). Para
todo o € (0, ), seja
Ra : H2 — H1

um operador continuo (linear ou ndo linear). A familia {R,} € chamada de uma estratégia
ou método de regularizacao para a inversa generalizada de F, denotada por F', se, para

todo u € D(F"), existir uma regra para escolher o pardmetro o := (6, u°) tal que
(lsirr(l)sup = {||Rasyu® — F'ul| : u® € Ho, |[u’ —u|| <6} =0. (A.3.1)
%

Assim, um método de regularizacao depende da escolha do parametro o podendo ser feito
a priori ou a posteriori. Dessa forma, assumindo que essa escolha é feita de forma adequada,
procuramos por aproximacoes a’, de af, que dependam continuamente dos dados u’, e que
convirjam para a', se o nivel de ruidos § convergir para zero.

O método mais conhecido para resolver problemas mal postos é a regularizacao de Tikho-
nov. Para o nosso problema, esse método consiste em aproximar uma solu¢ao de (2.4.1) por

um minimizador a’ do funcional

a— ||F(a) = u’|[ 320 ) + ella — aollZp (A.3.2)
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em que « é o parametro de regularizacao e ag é alguma informacao conhecida a priori da

solugao.

A.4 Nocoes basicas da Teoria de Semigrupos

Nesta subsec¢ao traremos algumas nocoes da teoria de semigrupos que sera utilizada poste-

riormente. Para isso vamos considerar o problema abstrato de Cauchy de segunda ordem

{ Co(t) + BL(t) + Av(t) = f(t),  te(0,T), (A41)

v(0) = vy, L(0) = v,

em que A é um operador ilimitado do espago de Hilbert H e B € L(H).
Uma familia C(t),t € R de operadores lineares e limitados de H é chamada de familia

cosseno fortemente continua se:
1. C(0) =Z, em que Z é o operador identidade em H.
2. C(t+s)+C(t—s)=2C(t)C(s), para todo s,t € R,
3. a aplicacao t — C(t)y é fortemente continua para qualquer y € H.

Seja C'(t),t € R uma familia cosseno fortemente continua em H. A familia de operadores
lineares e limitados de H, S(t),t € R, definida por

L
S(t)y = / C(s)yds, para t € R, ye H (A.4.2)
0

¢é chamada familia seno associada a familia cosseno fortemente continua.
O gerador infinitesimal —A : D(A) — H de uma familia de cosseno C(t),t € [0,T], é

definida por
2

d
—Ay = @C(t)yh:o

para todo y € D(A) ={y € H: C(t)y € C*(R, H)}.
A proposicao a seguir apresenta propriedades para o gerador infinitesimal e sua relagao com
as familias C'(t) e S(t). Para isso, vamos considerar o espaco e[{y € H : C(t)y € C*(R, H)}.

Proposicao A.4.1. Seja C(t),t € R uma familia cosseno fortemente continua em H com

gerador infinitesimal —A e seja S(t),t € R, a familia seno associada a C(t). Entdo:

1. Sey € D(A), entio C(t)y € D(A), AC(t)y = C(t)Ay, para qualquert € R e %C(t)y =
—AC(t)y = —C(t)Ay.

2. Sey € H, entao S(t)y € €, para qualquer t € R.

3. Sey €€, entao S(t)y € D(A), para qualquert € R e $C(t)y = a S(tyy = —AS(t)y.

— a?
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4. Sey e D(A), entao S(t)y € D(A), e AS(t)y = S(t).Ay, para qualquer t € R.

Proposicao A.4.2. Seja —A o gerador infinitesimal de uma familia de cossenos C(t),t € R.
Entdo existe M > 1 ew > 0 de forma que ||C(t)||z,, < Me* ||S®#)|z,, < Me“!"! para qualquer

t € R. Pelo principio da limitagdo uniforme temos que tanto C(t),t € [0,T] e S(t),t € [0,T]

sio uniformemente limitados por Me*T.

Se —A gera uma familia de cossenos fortemente continua (e consequentemente uma familia

de senos) entao sob condigbes suficientes em wg, vy, f e aplicando a identidade

t t
/ S(t—s)Buv'(s)ds = / C(t — s)Bu(s)ds — S(t)Buy, (A.4.3)
0 0
para v € C1((0,7T]; H)) obtemos uma tnica solugao para o sistema (A.4.1) dada por

v(t) = (C(t)+S@)B)uy + S(t)v (A.4.4)
_/0 C(t — s)Bu(s)ds +/0 S(t—s)f(s)ds, tel[0,T].

A.5 Um pouco da teoria dos Fractais

Muitos fenomenos na natureza nao conseguem ser explicados pela matematica convencional,
ou ainda, ndo podem ser representados pela geometria euclidiana tradicional (linhas, circulos,
planos, etc). E o caso por exemplo da formacao das nuvens e o crescimento e disposicao
de galhos em &arvores. Para isso é necessario uma matematica que as caracterize de forma
adequada, com uma geometria capaz de descrever com maior exatidao as irregularidades da
natureza, sendo essa a chamada Matematica dos Fractais [1].

Os fractais sao formas geométricas incapazes de serem classificadas nos moldes da Geome-
tria Euclidiana devido principalmente a trés caracteristicas fundamentais que os definem e os
distinguem de outras formas: auto-semelhanca em diferentes niveis de escalas, Dimensao fractal
e sua complexidade infinita [1].

Devido a essa estrutura complexa, a utilizagao da teoria e das ferramentas do calculo classico
tornam-se inadequadas para estudar funcoes com comportamentos fractais. Contudo, diversas
propostas de extensao do calculo tém surgido nas tltimas décadas, dentre elas, as derivadas
métricas que sao generalizacoes das derivadas usuais mas que podem ser aplicadas para um
nimero maior de fungoes, inclusive, para algumas classes de fung¢oes nao diferenciaveis. Como
caso especial, as derivadas métricas possuem diversas formulacoes de derivadas deformadas
importantes como a derivada de Hausdorff [34].

A curva de Koch A.2 é um exemplo simples de uma estrutura fractal. Seja Ey um segmento
de reta unitario. F; é formado por 4 segmentos obtidos pela substituicao do terco médio de Ej
por 2 lados de um triangulo equilatero com base no segmento removido. F5 é obtido da mesma

forma para cada segmento em F; e assim sucessivamente. Ou seja, Fj, é obtido substituindo o
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terco médio de cada segmento Fj_; por 2 lados de um triangulo equilatero. Repare que quando
k ¢é grande, as curvas Ej_; e E) diferem apenas em detalhes finos e quando £ tende ao infinito,
a sequéncia de curvas Fj se aproxima da curva limitada F' denominada de curva de Koch [15].

A curva de Koch é constituida de partes em que cada parte é semelhante a anterior, porém
reduzida a um fator de escala igual a % A estrutura fina é refletida nas irregularidades em todas
as escalas, ainda assim, essa estrutura complexa se originou de uma construcao basicamente
simples. Apesar de chamarmos F' de curva, essa é muito irregular para ter tangentes no sentido
classico. Podemos ver também que o comprimento de Fj é dado por (%)k . Quando k tende
ao infinito temos que F' tem comprimento infinito. No entanto, F' ocupa area nula no plano,
e assim, nem o comprimento nem a area fornecem uma descricao muito 1til do tamanho de F
[15].

Ainda temos o conjunto do ter¢o médio de Cantor, o triangulo de Sierpinski e o conjunto de
Julia como exemplos cldssicos de estruturas fractais, ver [15]. Muito possivelmente, qualquer
fractal terda uma estrutura fina, ou seja, seu detalhamento nao diminui em qualquer nivel de
escala. Muitos fractais tém algum grau de auto-similaridade em que um parte se assemelha a

uma parte maior ou ainda ao fractal inteiro.
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Figura A.2: (a) Construcao da curva de Kock F. (b) Trés curvas de Koch juntas para formar

a curva snowflake. Retirada de [15]

Assim, métodos do calculo tradicional e da geometria cléssica se tornam inapropriados para
o estudo de estruturas fractais e por isso é necessario a utilizagao de outras técnicas alternativas.
A dimensao em suas muitas formas é a principal ferramenta da geometria fractal indicando o
nivel de ocupacao do espaco euclidiano por um objeto fractal. Ja sabemos que uma curva suave
¢ um objeto unidimensional e uma superficie é bidimensional. No entanto, a dimensao de um
conjunto de Cantor é dado por }g% = 0.631... e a dimensao da curva de Koch é % = 1.262...,
sendo essa maior que uma dimensao pois tem comprimento infinito e menor que duas dimensoes
pois possui area nula.

Existem varias defini¢oes de dimensao fractal sendo amplamente aplicaveis a qualquer con-
junto, por exemplo, as dimensoes de boz-counting e a dimensao de Hausdorff. A dimensao de
Hausdorff é a mais antiga e mais importante por isso apresentaremos um pouco de sua teoria

logo a seguir.
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A.5.1 Medida e Dimensao de Hausdorff

A dimensao de Hausdorff pode ser definida para qualquer conjunto e é baseada em medidas
relativamente faceis de serem manipuladas. Apesar de computacionalmente ser mais dificil de
ser estimada, para uma compreensao adequada da matematica dos fractais, a familiaridade com

a medida de Hausdorff e dimensao é essencial.

Medida de Hausdorff

Se U é um subconjunto nao vazio do espaco Euclidiano R", o diametro de U é definido por
|U| = sup{|x — y| : =,y € U}, ou seja, a maior distancia de qualquer par de ponto em U. Se
{U;} é uma colegao finita (ou contavel) de conjuntos de didmetro menores que § que cobre F,
ou seja, F' C U2, U; com 0 < |U;| < § para cada i, dizemos entao que {U;} é a 6 — cobertura
de F

Seja F' um subconjunto de R” com s > 0. Para cada § > 0 definimos:

Hi(F) = mf{ Z |U:|* : {U;} é a d-cobertura de F} (A.5.1)

=1

"
LY
L
'Iu\..:"“ = oA
¥ SN ®
- vz =hi{" =
Tor.

Figura A.3: Conjunto F' e duas d-coberturas possiveis para F'. O infimo de ) |U;|* sobre to-
das as coberturas {U;} nos da H3.Fonte:[15]
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Dessa forma, estamos olhando para todas as coberturas de F' por conjuntos de diametro no
maximo ¢ e procurando minimizar a soma das s-ésimas poténcias dos diametros 2?.A medida
que ¢ diminui, as coberturas possiveis de F' sao reduzidas. E assim, o infimo #j;(F') aumenta
e se aproxima de um limite quando ¢ se aproxima de zero. Ou seja,

H(F) = };%Hg(F) (A.5.2)

Este limite existe para qualquer subconjunto F' de R", apesar de seu valor ser geralmente 0
ou co. Dessa forma, denominamos H*(F') a medida s-dimensional de Hausdorft de F'.

Segundo [15] a medida de Hausdorff generaliza a ideia de comprimento, drea, volume, entre
outros. Podemos observar que para subconjuntos de R", a medida de Hausdorff n-dimensional
é, considerando um multiplo constante, apenas medida de Lebesgue n-dimensional (o volume

n-dimensional usual). Em particular, se /' é um subconjunto de Borel de R" entao
H"(F) = ¢, 'vol"(F), (A.5.3)

onde ¢, é o volume de uma bola n-dimensional de diametro unitario, de modo que, se n é par

entdo ¢, = 1/2/2"(n/2)! e se n é impar entdo c, = 7™ V/2((n — 1)/2)!/n!.

Dimensao de Hausdorff

De acordo com a definigdo (A.5.1), é possivel ver que qualquer conjunto F' C R™ e § < 1,
H3(F) é nao crescente com s, entdo por (A.5.2), H*(F') é também nao crescente. de fato, se

t > se{U;} éad-cobertura de F, temos que

SO U < 670 U (A.5.4)

7 K3 7

entao, tomando o infimo em todas as d-coberturas

Hi(F) < 0" H3(F)

Tomando § — 0, vemos que se H*(F) < oo, entao H'(F) = 0 pata t > s. A figura 7?7
mostra um grafico de H*(F) em relagdo a s. Podemos ver que existe um valor critico de s no
qual H?(F') salta de oo para 0. A esse valor critico é dado o nome de dimensao de Hausdorff

de F' (dimyF) e esté definido para qualquer conjunto F' C R". Formalmente temos,
dimyF =inf{s > 0: H*(F) =0} = sup{s: H*(F) = oo} (A.5.5)

(com o supremo do conjunto vazio sendo zero), tal que
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H (F)

0 dimy, F n

Figura A.4: A dimensao de Hausdorff é o valor de s quando ocorre o salto de oo para 0.
Fonte: [15]

H(F)=o00se 0< s <dimyl, (A.5.6)
0se s>dimgl (A.5.7)

Se s = dimyF, entdo H*(F') pode ser 0 ou oo, ou satisfaz
0 < H(F) < 0.

Exemplificando: seja F' um disco plano de raio unitario em R”. A partir das propriedades de
comprimento, drea e volume, H'(F) = comprimento(F) = oo, 0 < H2(F) = (4/m) x drea(F) =
4 < ooe H}F) = (6/m) x vol(F) = 0. Entao, dimgF = 2, com H*(F) = co se s < 2 e
H(F)=0ses>2.

A.6 Um pouco da teoria de Calculo Fracionario

O célculo fracionario teve sua origem em 1965 em uma carta escrita por I’'Hospital a Leibniz.
Nessa carta, o significado de derivada de ordem meio é proposto e discutido [6].

No século XIX varios autores contribuiram para o desenvolvimento do calculo fracionario,
dentre eles, Euler, Lagrange, Laplace, Fourier, Abel, Heaviside, entre outros, surgindo assim as
primeiras defini¢oes de derivadas e integrais de ordem nao inteiras.

Até entao, o desenvolvimento do cédlculo fracionario limitava-se ao campo da matematica
pura. Esse cendrio foi alterado em 1969 quando Caputo resolveu problemas de viscoelasticidade

propondo uma nova definigao para derivada de ordem fracionaria [6].
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Ocorre que cada vez mais engenheiros e cientistas estao desenvolvendo novos modelos que
envolvem equagoes diferenciais fracionarias. Esses modelos foram aplicados com sucesso, por
exemplo, na mecanica com a teoria da viscoelasticidade e viscoplasticidade, na bioquimica com
a modelagem de polimeros, na engenharia elétrica com transmissao de ondas de ultrassom, na
medicina com a modelagem de tecido humano sob cargas mecanicas entre outros [12]. Dessa
forma, o calculo fracionario tem se tornado um novo método de solucao de diversos problemas
em matematica, ciéncia e engenharia. As diferentes aplicagoes do célculo fracionario na fisica, no
processamento de sinais, na mecanica de fluidos, na viscoelasticidade e também aos problemas
da mecanica proporcionam o desenvolvimento e avanco dessa recente area matematica.

A seguir apresentaremos uma introdutéria nocao da teoria do calculo fracionario. Como a
maioria das formulagoes envolvendo a derivada fracionéria é definida em termos de uma integral
fraciondaria, iniciaremos apresentando o conceito de integral fracionaria conforme proposto por

Riemann-Liouville.

Definigdo A.6.1 (Integral Fraciondria). [46] Dado 8 € Ry e f(x) € L'[a,b], o operador da

integral fraciondria sequndo Riemann-Liouville, denotado por J? é dado por

1 z 1
Jff(x):m/a (x— )L F(t)dt (A6.1)

onde T'(8) € a funcao I : (0,00) — R conhecida como fun¢ao Gamma de Euler e definida por

[B):= /000 tP=le tat.

A partir deste ponto iremos apresentar o conceito de derivada fracionaria, visto que é ele
que desempenha papel fundamental na discussao de uma equacao diferencial fracionaria, objeto
de interesse deste trabalho.

Existem muitas defini¢oes para a derivada fracionédria sendo as mais utilizadas as de Riemann-
Liouville e Caputo. A escolha apropriada de uma ou de outra deve estar de acordo com o tipo
de problema analisado e com base nas condigoes de contorno e iniciais. No entanto, vale a
pena mencionar a formulacao de Griinwald-Letnikov, devido a sua importancia em problemas
numéricos e a formulacao de Riesz importante nas aplicacoes, em particular, quando a ordem

fraciondria encontra-se na varidvel espacial [46].

Definicao A.6.2 (Derivada Fraciondria segundo Riemann-Liouville). Seja 5 € R, f(z) €
Clla,b] e n o menor inteiro maior que 3. Definimos o operador deriada fraciondria sequndo

B como

Riemann-Liouville de ordem € R, denotado por D
DPf(x) = D"J7 P f(x). (A.6.2)

Importante observar que a derivada de ordem fracionaria é o operador inverso a esquerda

do operador integral de ordem fraciondria, ou seja, para 3 > 0, para cada f(x) € L[a, b] temos
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DSJPf = f. Além disso, diferentemente do calculo cléssico, a derivada fracionaria segundo
Riemann-Liouville de uma constante ¢é diferente de zero, conforme apresentamos no exemplo a

seguir.

Exemplo A.6.1. Seja f(z) =1 = 2°, entao a derivada fraciondria sequndo Riemann-Liouville

de ordem 1/2 é:
r'o+1)

D20 — DIfji-1/2,0] — 0-1/2
‘ S = s 2"
Como T'(1) =1 e T'(1/2) = /7 temos:
1/2..0 1
DV2d — — 40,

/T

Definigao A.6.3 (Derivada Fraciondria segundo Caputo). Seja 8 € Ry, f € C'la,b] e n menor
inteiro mator que 3. Definimos o operador derivada fraciondria sequndo Caputo, denotado por
DPf, como

DPf=JgrPpnyf (A.6.3)

para qualquer D"f € L'[a,b].

A derivada fracionaria segundo Caputo de uma constante é igual a zero como no calculo

classico.
Exemplo A.6.2. Seja f(x) =1 = 2°, entdo a derivada fraciondria sequndo Caputo de ordem
1/2 é:
ch/Q 0 _ J171/2<D1m0) _ J1/2<0) —0.
Outra formulagao para integrais e derivadas fracionarias é a formulagao de Riesz, as quais

apresentaremos a seguir.

Definigao A.6.4 (Integral Fraciondria segundo Riesz). Dado 8 € Ry e f(x) € L'la,b], o

operador da integral fraciondria sequndo Riesz denotado por pJ® é

s_ L " e
W = / o — 1P F(8)dt. (A.6.4)

A integral fracionaria de Riesz foi definida com base na integral a direita e a esquerda de
Riemann-Liouville. Além disso, ha casos em que os limites de integragao sao a = —ococ e b = +00

e entao a equacdo (A.6.4) é vélida apenas para uma classe especial de fungoes.

Defini¢ao A.6.5 (Derivada fraciondria de Riesz). Seja 8 € Ry, f(z) € C'a,b] e n 0 menor
inteiro maior que 3. Definimos o operador derivada fraciondria sequndo Riesz de ordem 3 €

R, , denotado por rD?, como

B $:; i ! bx_ n—F6-1
WD) = ot () [ e e o (A65)
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