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RESUMO

Este trabalho objetiva avaliar a eficiéncia de métodos para a inversao numérica da
Transformada de Laplace, visto que, tal procedimento, para certos problemas, pode ser de dificil
execucao analitica. Inicialmente, analisa-se o desempenho das técnicas de Zakian, Stehfest,
Talbot e Talbot-Racional, através de um estudo de acuracia e comparacao de resultados com
a solucao analitica. As técnicas citadas sao testadas para um conjunto de fungoes elementares,
cuja transformada inversa envolve fungoes do tipo polinomial, exponencial e trigonométrica. Em
um segundo momento, realizam-se testes no sentido de examinar o potencial de resolugao desses
recursos ao serem aplicados as transformadas de fungoes ditas especiais, cuja inversa analitica
nao é facilmente obtida. Por fim, esta andlise é estendida a um problema de difusao de merctrio
na agua, cuja solucao é obtida utilizando-se a Transformada de Laplace. No processo, assim
como nos testes das fungoes elementares, observou-se que as técnicas mencionadas apresentaram
um bom desempenho no tratamento do problema de difusdao. No entanto, os métodos de
Talbot e Talbot-Racional mostram resultados satisfatorios somente para valores maiores que
o coeficiente de s no argumento da exponencial, em razao da presenca da funcao Heaviside.
Vale ressaltar, que neste estudo, nao pretende-se apontar o melhor método, e sim, apresentar
recomendacoes para uma escolha apropriada, de acordo com as caracteristicas das fungoes a

serem invertidas e particularidades de cada uma das técnicas aqui estudadas.

Palavras-chaves: Transformada de Laplace; Inversao numérica; Problema de Difusao de

Merctrio.



ABSTRACT

This work aims to evaluate the efficiency of methods for the numerical inversion of
the Laplace Transform, since such a procedure can be hard to perform for certain problems
analytically. Zakian, Stehfest, Talbot and Talbot-Rational techniques and their performance
is analyzed through an accuracy study, followed by the comparison of results with the analy-
tical solution. The mentioned techniques have been tested for a set of elementary functions,
whose inverse transforms involve polynomial, exponential and trigonometric functions. As a
second moment, the tests are carried out to examine a potential resolution of these features
when applied to the transforms of so-called special functions, whose analytical inverse is not
easily achieved. Finally, the solution has been extended to diffusion of mercury in water, and
its solution is obtained using the Laplace transform. In the process, as well as in the tests
of the elementary functions, it was observed that the mentioned techniques presented a good
performance in the diffusion problem treatment. However, the Talbot and Talbot-Rational
methods show satisfactory results only for values bigger than the coefficient of s in the expo-
nential argument due to the presence of the Heaviside function. It is worth mentioning that this
study does not intend to point out the best method, but rather to present recommendations
for an appropriate choice, according to the characteristics of the functions to be inverted and

the particularities of each technique studied here.

Keywords: Laplace Transform; Numerical inversion; Mercury Diffusion Problem.
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fungao no dominio real

integral de Stehfest

parametro livre
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nucleo de série de Stehfest

numero de termos no truncamento das séries infinitas dos métodos de inversao

operador Transformada de Laplace

operador Transformada Inversa de Laplace

nimero de Péclet relativo a direcao x

nuimero de Péclet relativo a direcao y

parametro na transformacao de Laplace

tempo

velocidade média da agua



Simbolos gregos

« parametro livre
o) parametro livre

dn(t,u) funcao de Stehfest

p massa especifica [kg/m?]
o parametro livre
v parametro livre
i parametro livre
v parametro livre

0 varigvel



BEM

ED

EDO

EDP

LI

MMC

TF

LISTA DE ABREVIATURAS

Boundary Element Kethod
Equacao Diferencial

Equacao Diferencial Ordinéria
Equacao Diferencial Parcial
Linearmente Independente
minimo multiplo comum

Método de Talbot Fixo
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1 INTRODUCAO

A modelagem matematica é matematica por exceléncia. Consiste na arte de trans-
formar problemas da realidade em problemas matematicos e resolvé-los, interpretando suas
solugbes na linguagem do mundo real (Bassanezi, 2002). Modelar um fenémeno, frequente-
mente, compreende em obter equagoes matematicas envolvendo variagoes instantaneas das
quantidades presentes e consideradas essenciais, tais equagoes denominam-se Equacoes Dife-
renciais (ED) (Cullen and Zill, 2001). Em muitas dreas da ciéncia e engenharias, as equagoes
diferenciais dao um importante suporte matematico e estao presentes, por exemplo, no estudo
de equilibrio de estruturas, vibragao mecanica, flexao de vigas, cinética quimica, transferéncia
de massa, entre outros.

Nesse contexto, a Transformada de Laplace esté entre os métodos operacionais para
resolucao de Equacgoes Diferenciais mais aplicados: geracoes de fisicos, matematicos e engenhei-
ros empregam esse recurso como uma valiosa ferramenta na obtencao da solucao de diversos
problemas. Entretanto, mesmo com todas as vantagens que oferece, é importante reconhecer
que esta técnica tem suas limitagoes. A principal dificuldade de seu emprego estd na deter-
minacao da respectiva transformada inversa (Amaral, 2016). Por essa razao, a abordagem
numérica tornou-se uma alternativa viavel. Tem-se observado um crescente interesse, na comu-
nidade cientifica, pelo desenvolvimento de métodos numéricos para a inversao da Transformada
de Laplace, sendo eles baseados na aproximacgao da integral complexa de inversao (Dubner and
Abate (1968); Piessens (1971); Durbin (1974); de Hoog et al. (1982)), no uso das aproximagoes
por séries de Fourier (Dubner and Abate (1968)), na férmula de Post-Widder (Gaver (1966); Za-
kian (1969); Stehfest (1970); Abate and Valké6 (2004)), na expansdo da funcao original em uma
série de fungoes ortogonais (Weeks (1966); Chung and Sun (1986)), ou ainda, na deformagcao
do contorno de integracado de Bromwich (Talbot (1979); Abate and Valké (2004); Weideman
(2006); Trefethen et al. (2006)).

Segundo Pilatti (2019), a necessidade do desenvolvimento e aplicagdo de métodos
para o calculo da transformada inversa numérica de Laplace, aliada ao fato de nao haver um
método especifico capaz de lidar eficientemente com todos os tipos de funcoes, fundamenta di-
versos estudos. Na literatura, encontram-se trabalhos que testam e validam os métodos quando
aplicados a um conjuntos de fungoes transformadas, cujas inversas sao conhecidas. Destacam-
se Davies and Martin (1979), no qual os autores pesquisaram cerca de 20 métodos diferentes
e selecionaram 14 algoritmos especificos para analisar e testar. Pode-se, ainda, mencionar o
trabalho de Cohen (2007), onde o autor retine diversas técnicas, apresenta a fundamentagao
tedrica e exibe as conclusoes de estudos sobre a eficiéncia dos métodos ja desenvolvidos para a
inversao numeérica da Transformada de Laplace.

Paralelamente aos trabalhos ja citados, pesquisadores desenvolveram estudos, que
utilizam essas técnica para analisar diversos modelos mateméticos. Barichelo (1988) analisa

as técnicas de inversao numérica da Transformada de Laplace usando funcoes de Laguerre
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(Piessens, 1971) e o método baseado na aproximacao através de Séries de Fourier (Durbin,
1974), aplicados a um problema de fluxo de néutrons dependente do tempo em um reator
nuclear leito-fluidizado.

Junqueira (1990) compara trés técnicas, envolvendo inversdo da Transformada de
Laplace, Crump (1976), Stehfest (1970) e Piessens (1971), no tratamento do problema inverso
da condugao do calor unidimensional em uma placa.

No estudo proposto por Duffy (1993), os métodos de Crump (1976), Weeks (1966)
e Talbot (1979) foram empregados para inverter numericamente a Transformada de Laplace de
cinco funcgoes testes, que representam solugoes de problemas aplicados em teoria dos circuitos,
no estudo do impacto longitudinal de um corpo rigido em uma barra, em mecanica de fluidos
viscoeldsticos e na teoria das vigas.

Buligon (2004) expoe uma solugao analitica por meio da técnica da Transformada
de Laplace, para a equacao que descreve a dispersao vertical turbulenta em uma camada li-
mite convectiva. A transformada inversa é obtida através do método numérico de Quadratura
Gaussiana (Burden and Faires, 2011).

Amaral (2016), por sua vez, avalia o desempenho numérico dos algoritmos implemen-
tados para inverter a Transformada de Laplace, utilizando para isso, os métodos de Expansao
em Série de Poténcias (Chung and Sun, 1986), Talbot (Cohen, 2007) e Quadratura Gaussi-
ana (Burden and Faires, 2011), aplicados a um conjunto de fungdes elementares. Esta andlise
foi ampliada e aplicada a um problema de transporte de néutrons, na versao em ordenadas
discretas, em geometria cartesiana unidimensional.

Em Pilatti (2019) é analisado o desempenho das técnicas de Expansao em termos
de Polinoémios de Legendre (Papoulis (1956); Bellman et al. (1963)), Minimos Quadrados para
Aproximagao Racional (Longman, 1974), Stehfest (Davies and Martin, 1979) e Expansao em
Séries de Poténcia (Chung and Sun, 1986). Os métodos citados sao testados em um conjunto de
funcoes elementares, com a finalidade de avaliar o seu desempenho para a inversao de diferentes
classes de funcoes. Sao estendidos a inversao numérica da solucao transformada da equacao
unidimensional de adveccao-difusao, usada para descrever processos de transporte de soluto em
meios porosos, com o enfoque em transporte de um contaminante em aquiferos.

Para resolver um problema de difusao de fons, Ferreira (2021) utilizou cinco métodos
para a inversao numérica da Transformada de Laplace: Stehfest (1970), Talbot (1979) e trés
técnicas baseadas em aproximagoes por Séries de Fourier (Dubner and Abate, 1968). Foram
testados para um conjunto de funcoes elementares, avaliando a precisao dos resultados em
comparacao as transformadas inversas analiticas.

Recentemente, Ferreira et al. (2021) aplicaram os trés métodos baseados em apro-
ximagoes por Séries de Fourier (Dubner and Abate, 1968), Zakian (Zakian, 1969), Stehfest
(Stehfest, 1970) e Talbot-Fixo (Talbot, 1979) na andlise da solugao de um problema de condugao
de calor, a fim de estudar a distribuicao da temperatura no interior de um sélido, a partir da
equagao de transporte de energia e dos valores do fluxo de calor na superficie.

Para Pilatti (2019), os estudos seguem a proposta de avaliar os métodos existentes
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e fornecer subsidios para uma escolha racional do algoritmo a ser utilizado em determinados
casos, tendo em vista aqueles em que se conhece a forma da solucao procurada. Diante deste
contexto, e ciente de que ha muitos problemas para os quais inverter numericamente a transfor-
mada implica em obter a solucao de forma mais facilitada pelo emprego de um método especifico
(Davies and Martin, 1979), neste trabalho, propoe-se a avaliacdo de aspectos computacionais
de quatro métodos para a inversao numérica da Transformada de Laplace, a saber: Zakian,
Stehfest, Talbot e Talbot proposto por Weideman (2006) e Trefethen et al. (2006), que neste
trabalho serd denominado de Talbot-Racional, por basear-se em aproximacoes racionais. A es-
colha dos métodos esta relacionada ao interesse de investigar o desempenho numérico de técnicas
que utilizam diferentes abordagens: a inversao a partir da férmula de Post-Widder (Zakian e
Stehfest) e da deformacao do contorno de integragao de Bromwich (Talbot e Talbot-Racional).
Aplicam-se as técnicas citadas a um conjunto de fungoes elementares, com a finalidade de ava-
liar o seu desempenho para a inversao de diferentes classes de funcoes e validar os algoritmos
implementados. Além disso, realizam-se testes no sentido de examinar o potencial de solugao
desses recursos ao serem aplicados as transformadas de fungoes ditas especiais, cuja inversa
analitica nao é facilmente obtida.

Vale ressaltar, que o presente trabalho traz contribuicoes importantes, visto que,
em relagao ao método de Talbot-Racional, nao foram encontradas referéncias da utilizacao
dessa técnica para a inversao das classes de fungoes testes apresentadas. Destaca-se, ainda,
a aplicagao dos algoritmos a um conjunto de fungoes ditas especiais, cujas inversas analiticas
nao sao facilmente obtidas. Somando-se a isso, nenhum estudo sobre aplicacoes de métodos
numeéricos para inversao da Transformada de Laplace em um problema de difusao de mercirio
na agua foi desenvolvido, mostrando o quao significativos podem ser os resultados obtidos nesta
dissertacao.

Para alcangar os objetivos propostos, o trabalho esté organizado da seguinte forma:
o presente Capitulo apresenta uma introducao geral do tema proposto e as contribuicoes da dis-
sertacao; no Capitulo dois, descrevem-se os objetivos geral e especificos do trabalho; o Capitulo
trées aborda os métodos numéricos de inversao: Zakian, Stehfest, Talbot e Talbot-Racional,
o Capitulo quatro, traz uma andlise e os resultados obtidos através da aplicacao das quatro
técnicas na inversao de um conjunto de funcoes elementares e das funcoes ditas especiais. Nos
Capitulos cinco e seis, tem-se, respectivamente, a descricao e a solucao analitica de um pro-
blema de difusao de mercirio na adgua utilizando a Transformada de Laplace e os resultados
das simulacoes, a partir da aplicacao dos quatro métodos na inversao numérica da solugao. No
Capitulo sete, as conclusoes e consideracgoes finais. No Apéndice, apresentam-se os resultados
obtidos a partir de testes adicionais, a fim de indicar o melhor valor do parametro livre N
para cada método. Por fim, no Anexo, descreve-se um breve contexto historico, destacando-se
alguns matematicos, que contribuiram para o desenvolvimento da Transformada de Laplace,

além de definicoes matematicas e propriedades operacionais.
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2 OBJETIVOS

O objetivo geral do trabalho é realizar o estudo tedrico e implementar computa-
cionalmente quatro métodos de inversao numérica da Transformada de Laplace, verificando
a eficiencia de cada método em dois conjunto de fungoes: elementares e as ditas especiais.
Intenciona-se através desta analise, presumir qual técnica é a mais indicada para resolver um
problema de difusao de merctrio na agua. Além disso, almeja-se incentivar o desenvolvimento
de novas pesquisas a respeito da “capacidade” da Transformada de Laplace em solucionar
problemas ambientais.

Como objetivos especificos, propoem-se:

e Apresentar uma revisao bibliografica sobre as técnicas de inversao numérica da Transfor-

mada de Laplace;

e Apresentar a fundamentacao tedrica dos métodos numéricos de inversao: Zakian, Stehfest,
Talbot e Talbot-Racional;

e Avaliar os resultados obtidos através das técnicas de Zakian, Stehfest, Talbot e Talbot-
Racional, na inversao de um conjunto de fungoes elementares, comparando a transformada

inversa analitica e a transformada inversa numérica através de cada um dos métodos;

e Avaliar os resultados obtidos através das técnicas de Zakian, Stehfest, Talbot e Talbot-

Racional, na inversao de um conjunto de fungoes especiais;

e Apresentar a solucao analitica para o problema de difusao de mercirio na agua utilizando

a Transformada de Laplace;

e Avaliar o desempenho dos métodos de Zakian, Stehfest, Talbot e Talbot-Racional & in-
versao numérica da solucao Transformada de Laplace em um problema de difusao de

mercirio na agua;
e Validar os algoritmos implementados;

e Recomendar a utilizacao dos métodos.

No préximo capitulo serao apresentados os métodos numéricos de inversao da Trans-
formada de Laplace: Zakian, Stehfest, Talbot e Talbot-Racional.
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3 METODOS NUMERICOS DE INVERSAO

A Transformada de Laplace tem sido amplamente utilizada na resolucao de Equacoes
Diferenciais que modelam processos nas mais diversas areas, em razao da sua capacidade de
simplificar a equacao a ser resolvida. Contudo, a principal dificuldade em aplicar essa técnica,
estd associada ao processo de reverter a solugao obtida ao dominio de origem. A vista disso, os
métodos numéricos apresentam-se como uma alternativa as técnicas usuais de inversao analitica.

Segundo Gilat and Subramaniam (2008), métodos numéricos sao técnicas matematicas
empregadas na solucao de problemas, que nao podem ser resolvidos, ou que sao dificeis de se
resolver, analiticamente.

Neste trabalho serdao testados os métodos de Zakian, Stehfest, Talbot e Talbot-
Racional, com intuito de investigar para quais classes de funcoes elementares e fungoes ditas
especiais, as técnicas escolhidas tém maior adequacao quanto ao potencial de solucao.

Nas préximas secoes, apresentam-se os métodos para inversao numérica da Trans-
formada de Laplace: Zakian, Stehfest, Talbot e Talbot-Racional.

3.1 Meétodo de Zakian

O método de Zakian (1969) é uma aproximagao equivalente a aplicagao da Qua-
dratura Gaussiana, vinculada & inversao da integral de Bromwich (Abate and Valkd, 2004).
A escolha desta técnica estd associada ao fato de pertencer a mesma “familia” do método de
Stehfest.

A técnica de Zakian (1969) deriva de uma férmula explicita para a inversa numérica
da Transformada de Laplace, aproximando a func¢ao no dominio do tempo por uma série infinita

de avaliagoes ponderadas da funcao no dominio, definindo

(1) ~ %i R {ajF (%)} | (3.1)

7=1
onde o; e b; sao constantes que podem ser nimeros reais ou pares conjugados complexos, N ¢é
o numero de termos na soma do truncamento da série infinita e F' a funcao transformada.
Vale lembrar que para a obtencao de valores numéricos para os resultados, pode-
se utilizar os valores de «; e b; ja tabelados na literatura. No parametro /N aplica-se uma
variacao de 1 a 5. A literatura recomenda que os parametros nao sejam alterados uma vez que,
a convergencia é obtida.

A Tabela 3.1 apresenta os valores de a; e b; para N = 5 termos (Zakian, 1969).



Tabela 3.1: Parametros para o método de Zakian.

@

b:

J

U = W N = .

12.83767675+ 1.666063445
12.22613209+4 5.012718792
10.93430308+% 8.409673116
8.776434715+1 11.92185389
5.22545336142 15.72952905

-36902.082104-2 196990.4257
61277.02524-7 95408.62551
-28916.56288+1 18169.18531
4655.361138-2 1.901528642
-118.7414011-7 141.3036911
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3.2 Meétodo de Stehfest

O dispositivo de Gaver-Stehfest ¢ um algoritmo simples para a obtencao da Trans-
formada Inversa de Laplace de forma numérica. que utiliza o calculo de uma amostra da fungao
do tempo usando uma série convergente. Esse método ja foi estudado em diversos trabalhos
disponiveis na literatura (Junqueira (1990); Pilatti (2019); Zhang et al. (2019); Ferreira et al.
(2021); Kristopher (2012)).

Consideram “métodos que calculam uma amostra”, apresentando a férmula,

L(t) = /0 ot u) f(w)du, (3.2)

onde as fungoes 0,(t,u) formam uma sequéncia convergente, de modo que I,,(t) tende a f(t) a
medida em que n aumenta. A férmula de Post-Widder (Gaver, 1966) para inversao pode ser

pensada como sendo obtida a partir das funcoes

et
On(t,u) = ~+ ) 3.3
o= (3.3
Gaver (1966) sugeriu o uso da seguinte fungao
- (Qn)| —asu\n  —nasu
5n(t,U) = m&s(l — € ) (& s (34)

onde a, = @
Contudo a convergéncia de I,,(t) para f(t) era lenta. Com o propdsito de acelerar a
convergéncia do algoritmo, Stehfest (1970) desenvolveu uma férmula de extrapolagao para f(¢)

dada por:

N

f(t) = a,) " KyF(nay),

n=1

onde F' é a funcao transformada e
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w2

k= 2k!
(5 = k)E!l(k — 1)!(n— k)!1(2k — n)!’

(%)
(3.5)

K= (-1% Y
k=

n+1

Deste modo, os coeficientes K,, dependem somente de IV, niimero de termos usados
no somatério, e que deve ser par. A transformada inversa numérica tornar-se-ia mais precisa
com um aumento no valor de N. Contudo, erros de arredondamento limitam o valor de N que
pode ser usado (Moench and Ogata, 1981).

3.3 Meétodo de Talbot

Segundo Cohen (2007), Talbot (1979) foi pioneiro na abordagem de métodos para a
inversao numérica da Transformada de Laplace. Sua técnica tem como principio fundamental
a avaliacao da integral complexa de inversao e a deformacao do contorno de Bromwich. O
método de Talbot encontra-se em vdrios trabalhos (Galdino (1995); Kristopher (2012); Amaral
(2016); Defreitas and Kane (2017); Ferreira et al. (2021)).

Avalia-se a integral

1 e st 1 st
ft) = %/C_m F(s)e*ds = - BF(s)e ds, (3.6)
onde o contorno  é uma linha vertical definida por s = ¢ + iw, em (¢ — i00, ¢ 4 i00), ¢ possui
um valor fixo para que todas as singularidades da transformacao estejam a esquerda da reta
s = ¢ paralela ao eixo imaginéario.

A convergéncia da integral dada pela Eq.(3.6) poderia ser maior se fosse atribuido
aos valores de s uma componente real suficientemente grande negativa. Conforme Abate and
Valké (2004), o método de Talbot considera a chance de deformar o contorno 5 em algum
caminho aberto em torno do eixo real negativo, contanto que, nenhuma singularidade de F'(s)
seja atravessada pela deformacao de (. Portanto, a intencao de tal mudanca é diminuir a
magnitude do fator exponencial e** na funcao integrando.

De modo geral, a linha do contorno  em (¢ — ico, ¢ + ico) ¢é substituida por um
equivalente, ', com inicio e fim no semiplano esquerdo do plano complexo tal que R{s} - —cc.
Segundo Murli and Rizzardi (1990), essa substituicdo é possivel, se a fungao transformada F'(s)

satisfazer as seguintes condigoes:

(i) Todas as singularidades de s; devem ser conhecidas tais que | {s;} |< v, onde v é um

numero conhecido.
(i) |F(s)| tende para zero uniformemente em R{s} <~ quando | s | = co.

No entanto, a dificuldade encontra-se na validacao da condic¢ao (i) para uma fungao

F(s) em um novo contorno 3. Apesar disso, de acordo com Cohen (2007), essa dificuldade pode
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ser contornada, tomando-se a fun¢ao modificada F'(As + o), através de uma escolha adequada
dos parametros A e de deslocamento o, de forma que se F(s) tem singularidades sg, F'(As+ o)

tem uma singularidade sf; correspondente, tal que

(50 —0)
- (3.7)

*_
SO_

A Eq. (3.6) pode ser substituida por

)\6Ut

ft) = //3 F(\s + o)eMtds, t > 0, (3.8)

27

onde os parametros A e ¢ podem ser vistos na Figura 3.1.
A condigao (ii) é vélida para a maioria das fungdes para as quais é vidvel determinar
a transformada inversa, fora aquelas que apresentam infinitas singularidades no eixo imaginario

(Cohen, 2007).

Figura 3.1: O contorno de Talbot.
Fonte: Murli and Rizzardi (1990).

A fim de que as singularidades de F'(s) nao sejam cruzadas pela deformagao do
contorno de Bromwich, para mapear as singularidades de s;, é estabelecido no método de

Talbot uma funcao de varredura da regiao do novo contorno, definindo,

z v—1
s(z) = T trg— (3.9)

onde v é um parametro positivo arbitrario e z € (—2mwi, 27i).
Abate and Valké (2004) embasaram-se nessa premissa para definir uma parame-

trizacdo do contorno de Talbot. Assim a Eq. (3.9) é expressa como

s(0) = rf(cot(0) + 1), —m<0<m, (3.10)
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onde r é um parametro.
Aplicando a Eq. (3.10), a integral complexa de inversao Eq. (3.6) pode ser escrita,

em termos de 6,

£t = = / "B B (5(0)) ' (6)d6, (3.11)

2m ),

onde o termo s'(f) expressa a derivada de Eq.(3.10) em relagao a 6, e ainda,
s'(0) = ir(1 +io(0)), o(f) =6+ (6cot(f) — 1) cot(h). (3.12)

Segundo (Abate and Valké, 2004), a parametrizagdo do contorno proposta por Talbot permite

escrever a Eq. (3.6) como

ft) = %/Owa% [ D F (5(6)) (1 +1i0(0))] db. (3.13)

No método de integracdo, descrito por Abate and Valké (2004), obtém-se uma
aproximacao para a integral Eq. (3.13) valendo-se da regra trapezoidal com passo de tamanho
/N e 0, = kr/N, resultando na férmula geral para a obtengao da transformacao inversa dada

por

r

N-1
1 .
f(t, M) ~ N {§F(T)€Tt + ;_1: R [etS(ek)F (S<0k)) (1 —+ ’L(T(@k))} } . (314)
Nesse processo é possivel estabelecer uma aproximacgao na qual pode-se avaliar ape-

nas a variagao do parametro r. Dessa forma, Abate and Valké (2004) estabeleceram na pratica
que r = 2N/5t.

3.4 Método de Talbot-Racional

A partir da deformacao proposta por Talbot (1979), novas abordagens foram formu-
ladas, entre elas, o método de Talbot proposto por Weideman (2006) e Trefethen et al. (2006).
Como mencionado no Capitulo 1, neste trabalho, serd denominado de Talbot-Racional, onde a
aplicacao da regra do ponto médio na aproximacao numérica da integral mostra-se eficaz.

De acordo com Weideman (2006), o método de Talbot-Racional para a inversao
numérica da Transformada de Laplace consiste em resolver numericamente a integral indicada
na Eq. (3.6).

A abordagem tipica dessa técnica baseia-se em deformar a linha de Bromwich em
um contorno especial por meio da regra do trapézio ou da regra do ponto médio (Gilat and
Subramaniam, 2008). O objetivo dessa deformagao é explorar o fator exponencial presente na
integral da Eq. (3.6).

Conforme Weideman and Dingfelder (2014), usa-se um contorno truncado de Talbot,
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ao invés do contorno classico, parte do meio-plano esquerdo e segue ao infinito, fazendo com
que a convergéncia seja alcancada mais rapidamente.

A deformagao pode ser justificada pelo teorema de Cauchy (Brown and Churchill,
1960), desde que o contorno permanega no dominio da analiticidade de F(s). Supde-se que tal

contorno possa ser parametrizado por

C:s=s(0)=—0+ pbcot(d) +vih, —w < 0 <, (3.15)

onde o, 1 e v sao constantes. O parametro o representa um deslocamento para a esquerda, p
controla a distancia que os dois nés extremos se estendem no semiplano esquerdo. O parametro
v determina a largura do contorno quando se aproxima de duas assintotas horizontais a uma
distancia proporcional para pv do eixo real com R(£7) = —oo. O fator pv também determina
o espacamento dos nés préximos ao eixo real.

Substituindo a fungao € cot(f), na Eq.(3.15), por 1 + % (funcdo que representa

os primeiros dois termos em sua expansao em fra¢oes parciais) (Weideman, 2006), tem-se

2

2
0:3(9):—0+u(1+m+m’9),—7T§9§7T. (3.16)

Utilizando a Eq. (3.16), a integral de Bromwich, Eq. (3.6), pode ser expressa como

ft) = % /C e F(s)ds = % ' et E(s(6))s'(0)d6, (3.17)
onde
s'(0) = p(cot(6) — 0 csc®(0) + vi). (3.18)

A integral dada pela Eq. (3.17) é, normalmente, aproximada pela regra trapezoidal
em uma partigdo uniforme de [, —7]. Em vez disso, usa-se a regra do ponto médio igualmente
precisa com um numero par de intervalos 2/N. Esta é uma escolha pratica que evita amostragem
do integrando na singularidade removivel em 6 = 0, bem como, nas singularidades essenciais
em § = +71 (Weideman, 2006). Portanto, aproxima-se a integral da Eq. (3.17) pela regra do

ponto médio, com espagamento uniforme h = %’T, que produz

f(t) ~ N% SO E(s(0,)s' (0r), G = —7 + (k — %) h. (3.19)

Se o contorno indicado pela Eq. (3.15) é simétrico em relagao ao eixo real, entao,
metade das avaliagoes de transformacao podem ser salvas. Ou seja, é preciso considerar apenas
os n6s de quadratura na parte superior (ou inferior) meio plano. Ao comparar os resultados

numéricos, consideram-se as regras de quadratura com um total de 2N nds (Weideman and
Dingfelder, 2014).
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N
s(0) = -

€(0),¢(0) = —o + pb cot(ab) + vif, —m < 6 < 7. (3.20)

Repare que no contorno de Talbot original, o parametro o nao aparece, ou seja,
a = 1. No entanto, a modificagao proposta no método Talbot-Racional é considerar 0 < o < 1.
O fator de escala % assume um valor fixo de t e a escala deve ser apropriada para maximizar
a taxa de convergéncia na aproximacao trapezoidal/ponto médio quando N — oc.

A escolha dos parametros o, u, v e «, na Eq. (3.20), é a questao prética abordada
por Weideman and Dingfelder (2014). O autor sugere ainda fixar os parametros o, y, v € a na
Eq. (3.20). O presente trabalho segue tal abordagem.

A Figura 3.2 mostra contornos de Talbot-Racional.
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Figura 3.2: Contornos de Talbot-Racional.
Fonte: Weideman and Dingfelder (2014).

No Capitulo 4 sao apresentados os resultados do estudo da aplicagao dos métodos
de Zakian, Stehfest, Talbot e Talbot-Racional a um conjunto de funcoes elementares. Tais
resultados sao expostos através de comparativos e tabelas que mostram os erros absoluto e

relativo da inversao destas funcoes, a partir de cada método.
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4 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo, apresentam-se os resultados obtidos para a inversao da Transformada
de Laplace através dos métodos de Zakian, Stehfest, Talbot e Talbot-Racional. Inicialmente
implementou-se os algoritmos para a inversao numérica de um conjunto de func¢oes elementares,
exibidas na Tabela 4.1. Em um segundo momento, o potencial de inversao dessas mesmas
técnicas foi testado para o tratamento de um conjunto de funcoes ditas especiais, cuja inversa
analitica nao é facilmente obtida, expostas na Tabela 4.15 (Abate and Valké, 2004).

Os testes tem o propédsito de avaliar o desempenho dos métodos para a inversao de
diferentes classes de funcoes. Além disso, busca-se a validagao dos algoritmos implementados.
Para atingir os objetivos, utilizou-se o software livre Octave v.5.2.0, em um computador com
sistema operacional Windows 7 Ultimate, meméria (RAM) de 4.0 GB, processador AMD E1-
1500 APU 1,48 GHz e placa de video AMD Radeon HD. Para o método de Talbot-Racional,
os valores fixos dos parametros sao: o = 0.6122, u = 0.5017, v = 0.2645 e a = 0.6407. Para os

demais métodos, o tinico parametro livre € o nimero de termos N da série.

4.1 Testes para um conjunto de funcoes elementares

As tabelas desta secao apresentam os erros absoluto e relativo e os valores do
parametro livre N, que representa o nimero de termos do somatério para a aproximacgao de
f(t). Os resultados obtidos sdo representados graficamente, comparando-se a transformada
inversa analitica e a transformada inversa numeérica, a partir de cada método. Tais resultados
numéricos foram comparados com a solugdao analitica no intervalo de tempo ¢ = [107%* 10].
Convencionou-se neste trabalho que um resultado sera dito satisfatério, se apresentar erros

absolutos de, no maximo, ordem de 1072
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Tabela 4.1: Transformada de Laplace para fungoes elementares

F(s) 0

Fi(s)= & filt) =t

Fas) = —— falt) = et

Fy(s) = — i ~ f3(t) = sen(at)

R = i Fa(t) = teos(t)

() = 37 f(t) = tet

Fy(s) = f fo(t) = ﬁ

Fr(s) = e V" folt) = M

RO = 511G TS fult) = (et — 1)
Fo(s) = ﬁ folt) = zﬁe*‘)'msen (‘ft)

No que se refere aos valores do parametro N, utilizados para a inversao das fungoes
elementares, em um primeiro momento, convencionou-se para Zakian e Talbot, N = 5. Ja
para Stehfest e Talbot-Racional, N = 6. Os critérios para a escolha desses valores foram: a
recomendacao da literatura para a técnica de Zakian - o nimero maximo de termos recomen-
dado é N = 5 (Zakian, 1969); os parametros da Tabela 3.1 ndo devem ser alterados (Zakian,
1969); “uma competicao mais justa”’, ou seja, comparar os métodos propostos neste trabalho,
utilizando-se a mesma quantidade de termos no somatério (ou um valor mais préximo possivel);
a condicao de que os algoritmos de Stehfest e Talbot-Racional podem ser implementados apenas
considerando um nidmero par de termos.

Em um segundo momento, tendo como base a literatura, que indica melhores re-
sultados para valores maiores de N na inversao numérica através dos métodos de Stehfest,
Talbot e Talbot-Racional, optou-se por testar e analisar o desempenho dessas técnicas quando
aumentado o valor do parametro N. Estes resultados encontram-se no Apéndice e tem como
objetivo investigar e recomendar o melhor valor de N.

A seguir, sao apresentados os resultados dos testes através dos métodos de Zakian,

Stehfest, Talbot e Talbot-Racional para as fungoes elementares dispostas na Tabela 4.1.
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4.1.1 Inversao de Fji(s)
Na Figura 4.1, observa-se um comparativo entre a transformada inversa analitica
cuja transformada inversa é L7 {F(s)} =

e a transformada inversa numérica de Fi(s) = —,
s
fi(t) = t, através dos métodos de Zakian, Stehfest, Talbot e Talbot-Racional.

A Tabela 4.2 mostra os erros absoluto e relativo da inversao desta funcao, a partir

de cada método.
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Figura 4.1: Comparativo dos métodos para Fi(s).



Tabela 4.2: Erros absoluto e relativo da inversao de Fi(s)

Método

Parametro

Zakian

N =5

Stehfest

N =6

Talbot

N =5

Talbot-Racional

N =6

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

10~4

10

3.31890 x 10~ 10

3.31895 x 1078

6.63790 x 1078

9.95683 x 1078

1.32758 x 10797

1.65946 x 10797

1.99136 x 10797

2.32326 x 10797

2.65516 x 10797

2.98704 x 10797

3.31892 x 1077

3.31890 x 1078

3.31895 x 1078

3.31895 x 10708

3.31894 x 1078

3.31895 x 1078

3.31892 x 107%

3.31894 x 10798

3.31894 x 10798

3.31895 x 1078

3.31894 x 10798

3.31892 x 1078

2.13593 x 10798

2.13593 x 10793

4.27186 x 1079

6.40779 x 10793

8.54372 x 10793

1.06796 x 10792

1.28155 x 10792

1.49515 x 10792

1.70874 x 10792

1.92233 x 10792

2.13593 x 10792

2.13593 x 10793

2.13593 x 10793

2.13593 x 10793

2.13593 x 10793

2.13593 x 10793

2.13593 x 10793

2.13593 x 1073

2.13593 x 10793

2.13593 x 10793

2.13593 x 1073

2.13593 x 10793

6.48436 x 10~ 11

6.48436 x 107

1.29687 x 1079°

1.94531 x 10795

2.59374 x 1079

3.24218 x 1079

3.89062 x 10795

4.53905 x 1079

5.18749 x 10795

5.83593 x 1079

6.48436 x 1079

6.48436 x 10796

6.48436 x 107

6.48436 x 107

6.48436 x 10796

6.48436 x 107

6.48436 x 1076

6.48436 x 107

6.48436 x 1079

6.48436 x 10796

6.48436 x 10~96

6.48436 x 107

2.18870 x 10797

2.18870 x 10792

4.37740 x 10792

6.56611 x 10792

8.75481 x 10792

1.09435 x 10791

1.31322 x 1079

1.53209 x 10791

1.75096 x 10791

1.96983 x 10701

2.18870 x 1071

2.18870 x 10792

2.18870 x 10792

2.18870 x 10792

2.18870 x 10792

2.18870 x 10792

2.18870 x 10792

2.18870 x 10792

2.18870 x 10792

2.18870 x 1092

2.18870 x 10792

2.18870 x 10792

1€
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Analisando a Figura 4.1 e considerando os erros absolutos expostos na Tabela 4.2,
observa-se que para inversao de fungoes da mesma classe que Fi(s), o método de Zakian exibe
melhores resultados no que diz respeito a precisdo, com erros absolutos iniciando em 10710 e
finalizando em 10797,

O método de inversio de Stehfest proporciona erros absolutos de 107, para o
instante inicial, e de 107% e 1072, para os instantes seguintes.

A técnica de Talbot fornece excelentes resultados e com boa precisao numérica, tem-
se um erro absoluto da ordem de 107! para o primeiro instante, 107% para t = 1 e & medida
que t aumenta, os erros absolutos se estabilizam e mantém a ordem de 107%.

A inversao numérica por Talbot-Racional, demonstrou resultado nao satisfatério,
visto que, apresenta erros absolutos das ordens de 10797, para o instante inicial, e de 107%2 e
10791, para os instantes seguintes. Observa-se que os resultados afastam-se da solucao analitica

para os instantes ¢ = [5, 10], evidente no gréfico comparativo das solugdes analitica e numérica.
e Anilise do parametro numérico N para a inversao de F|(s)

Tendo em vista os resultados expostos no Apéndice deste trabalho, destaca-se que,
para a inversao de Fj(s), aumentando-se o valor de N, observa-se um melhor desempenho dos
algoritmos de Stehfest, Talbot e Talbot-Racional.

Para Stehfest, recomenda-se valores entre N = 14 e N = 18, com erros absolutos
variando das ordens de 10712 e 107%. O método forneceu resultados aceitdveis até N = 32, a
partir desse valor, nota-se um desempenho nao satisfatorio.

Na inversao por Talbot, os melhores resultados foram obtidos para valores entre
N = 18 e N = 24, erros absolutos das ordens de 107 até 107'3. Apdés N = 90, os erros
aumentam e os resultados afastam-se da solucao analitica.

Indica-se para Talbot-Racional de N = 32 até N = 50, nos quais, os erros variam

entre as ordens de 107 e 10713, Essa técnica apresenta bons resultados até N = 180.

4.1.2 Inversao de F(s)

Para a inversao de Fy(s) = , considerou-se diferentes valores do coeficiente a,
a=0.5,a=2ea=>50.

Na Figura 4.2, para a = 0.5, apresenta-se um comparativo entre a transformada

s+ a

1
inversa analitica e a transformada inversa numérica de Fy(s) = T 05 utilizando os métodos
s+ 0.
de Zakian, Stehfest, Talbot e Talbot-Racional e a Tabela 4.3 traz os erros absoluto e relativo

da inversao desta fungao, a partir de cada método, cuja transformada inversa ¢ L™{Fy(s)} =
f2(t) — 670.525.
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Tabela 4.3: Erros absoluto e relativo da inversao de Fy(s), com a = 0.5

Método

Parametro

Zakian

N =5

Stehfest

N =6

Talbot

N =5

Talbot-Racional

N =6

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

10~4

10

6.06542 x 10798

7.57222 x 10708

8.80880 x 1078

9.82145 x 10798

1.06484 x 10797

1.13213 x 10797

1.18662 x 10797

1.23050 x 10797

1.26554 x 10797

1.29322 x 10797

1.31476 x 10797

6.06545 x 1078

1.24844 x 10797

2.39448 x 10797

4.40167 x 10797

7.86818 x 10797

1.37921 x 1079

2.38339 x 10796

4.07486 x 1076

6.90961 x 1076

1.16412 x 10795

1.95129 x 10705

1.06804 x 10798

3.16203 x 10793

4.99168 x 1079

1.34618 x 10793

3.00273 x 10793

5.79457 x 10793

6.82243 x 1073

6.58412 x 10793

5.63849 x 1073

4.40553 x 10793

3.14760 x 10793

1.06804 x 10798

5.21330 x 10793

1.35688 x 10792

6.03318 x 10703

2.21873 x 10702

7.05923 x 1072

1.37032 x 1079

2.18036 x 10701

3.07851 x 10701

3.96573 x 10701

4.67146 x 1071

8.13743 x 10795

7.91025 x 10795

8.80067 x 1079

1.24689 x 10~%4

1.45367 x 10704

8.95290 x 107

3.65219 x 1079

1.74324 x 10704

2.70102 x 10704

3.03568 x 1074

2.83644 x 10704

8.13747 x 10795

1.30418 x 10704

2.39227 x 10794

5.58817 x 1074

1.07413 x 10793

1.09068 x 10793

7.33562 x 10704

5.77284 x 10793

1.47471 x 10792

2.73263 x 1072

4.20965 x 10792

5.60918 x 1074

4.96077 x 10~%4

2.71682 x 1094

3.73079 x 1074

1.42303 x 10704

2.97569 x 10704

1.15542 x 1079

9.63250 x 1079

1.89901 x 1094

1.74582 x 10794

1.12306 x 10794

5.60921 x 10794

8.17893 x 1074

7.38510 x 10794

1.67202 x 10793

1.05148 x 10793

3.62513 x 10793

2.32073 x 10793

3.18984 x 10793

1.03682 x 10792

1.57153 x 10792

1.66677 x 10792

28
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A Figura 4.3 exibe um comparativo entre a transformada inversa analitica e a

1
transformada inversa numérica de Fy(s) = o através dos métodos de Zakian, Stehfest,
s
Talbot e Talbot-Racional, cuja transformada inversa é L7{F,(s)} = fo(t) = e 2. A Tabela

4.4 divulga os erros absoluto e relativo da inversao desta funcao, a partir de cada método.
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Figura 4.3: Comparativo dos métodos para Fy(s), com a = 2.



Tabela 4.4: Erros absoluto e relativo da inversao de Fy(s), com a = 2

Método

Parametro

Zakian

N =5

Stehfest

N =6

Talbot

N =5

Talbot-Racional

N =6

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

10~4

10

6.06542 x 10798

1.06484 x 10797

1.26554 x 10797

1.34365 x 10797

1.38640 x 10797

1.77133 x 10797

4.68628 x 10797

1.78445 x 10796

5.95268 x 10796

1.62081 x 10795

3.71482 x 1079

6.06554 x 1078

7.86818 x 10797

6.90961 x 1076

5.42069 x 10795

4.13280 x 10794

3.90161 x 1079

7.62715 x 10792

2.14599 x 10100

5.28962 x 10101

1.06422 x 10703

1.80230 x 10104

4.27303 x 10798

3.00273 x 10793

5.63849 x 10793

1.03840 x 10793

1.11217 x 10793

1.58547 x 10793

1.46688 x 10793

1.20819 x 10793

9.54780 x 1074

7.43122 x 1079

5.75554 x 10704

4.27311 x 10708

2.21873 x 10702

3.07851 x 10701

4.18920 x 10701

3.31534 x 10100

3.49224 x 10101

2.38742 x 10102

1.45297 x 10193

8.48428 x 10703

4.87934 x 10194

2.79239 x 10105

8.13742 x 10795

1.45367 x 10704

2.70102 x 107%4

1.71649 x 10794

3.62753 x 1079

4.28945 x 1079

5.97069 x 1079

6.72613 x 10795

6.99612 x 10795

7.03025 x 1079

6.93579 x 1079

8.13758 x 10795

1.07413 x 10793

1.47471 x 10792

6.92485 x 10792

1.08135 x 10791

9.44816 x 10701

9.71759 x 10100

8.08887 x 10101

6.2168 x 10102

4.61606 x 10103

3.36500 x 10104

5.60590 x 10704

1.42303 x 10704

1.89901 x 1094

1.52312 x 10795

1.67248 x 10795

3.42388 x 1079

3.51767 x 10795

3.40532 x 1079

3.31320 x 1079

3.22508 x 1079

3.13065 x 1079

5.60601 x 1074

1.05148 x 10793

1.03682 x 10792

6.14472 x 10793

4.98560 x 10792

7.54161 x 10701

5.72518 x 10100

4.09526 x 10101

2.94415 x 10702

2.11759 x 10193

1.51888 x 10704

9¢
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A Figura 4.4 mostra um comparativo entre a transformada inversa analitica e a

1
transformada inversa numérica, com a = 50, de Fy(s) = S50 através dos métodos de Zakian,
s

Stehfest, Talbot e Talbot-Racional, cuja transformada inversa é L7 Fy(s)} = fo(t) = e A

Tabela 4.5 traz os erros absoluto e relativo da inversao desta funcao, a partir de cada método.
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Figura 4.4: Comparativo dos métodos para Fy(s), com a = 50.



Tabela 4.5: Erros absoluto e relativo da inversao de Fy(s), com a = 50

Método Zakian Stehfest Talbot Talbot-Racional
Parametro N=5 N =6 N=5 N =6
t Erro absoluto Erro relativo Erro absoluto Erro relativo Erro absoluto Erro relativo Erro absoluto Erro relativo
1074 6.067188 x 107%  6.07022 x 107%8 1.07523 x 1079 1.07577 x 1079 8.13711 x 1079 8.14118 x 107% 5.50119 x 107%*  5.50394 x 10~
1 3.77463 x 10793 - 5.05525 x 10796 — 4.07329 x 10792 - 1.87557 x 107%
2 1.36199 x 10702 — 2.03122 x 107% — 2.20084 x 107% — 1.04731 x 1079
3 1.76458 x 10792 - 1.26513 x 1079 - 1.49650 x 1079° - 7.20150 x 10796
4 1.84550 x 10792 - 8.23290 x 107 - 1.13223 x 1079 - 5.47784 x 1079
5 1.80239 x 10702 — 5.71892 x 10796 — 9.10221 x 1079 — 4.41741 x 10796
6 1.71562 x 10792 — 4.18605 x 10796 — 7.60875 x 10796 — 3.70006 x 10796
7 1.61703 x 10792 — 3.19038 x 10796 — 6.53578 x 10796 — 3.18276 x 10796
8 1.51933 x 10792 - 2.50961 x 10796 - 5.72778 x 1079 — 2.79218 x 1070
9 1.42741 x 10792 — 2.02453 x 10796 — 5.09745 x 10796 — 2.48689 x 10796
10 1.34286 x 10702 — 1.66708 x 10796 — 4.59203 x 10796 — 2.24172 x 10796

8¢
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Na inversao de fungoes da classe de Fy(s), observa-se que a técnica de Zakian pro-
duziu os resultados mais precisos, para os valores de a = 0.5 e a = 2, conforme Figuras 4.2, 4.3
e Tabelas 4.3, 4.4. J& para inversao de func¢oes exponenciais com elevados valores do coeficiente
a, os resultados ainda sao satisfatorios, mas estariam no limite de nao ser. De acordo com a
Figura 4.4 e Tabela 4.5, para a = 50, essa técnica apresenta erros absolutos, em maioria, da
ordem de 10792, exceto para os primeiros instantes.

A inversao por Stehfest obteve bons resultados para todos os valores de a.

O método de Talbot apresentou bom desempenho, produziu erros absolutos das
ordens de 107 e 107% para os valores de a = 0.5 e a = 2. Na inversao, considerando a = 50,
os erros absolutos variam das ordens de 107% e 107%.

Por sua vez, o método de Talbot-Racional comportou-se de maneira semelhante ao
método de Talbot para todos os valores de a.

Vale ressaltar, que os valores do erro relativo da inversao desta fun¢ao em todos os
métodos, para a = 50, sao representados com hifen na Tabela 4.5, visto que, a solucao analitica

tende a zero. Logo, nao faz sentido calcular o erros relativos nesses pontos.
e Anilise do parametro numérico N para a inversao de F5(s)

De acordo com os resultados apresentados no Apéndice deste trabalho, na inversao
de Fy(s) com a = 0.5, em relacdo ao parametro N, recomenda-se para Stehfest valores entre
N =8 e N = 18. Erros absolutos variando das ordens de 1071° e 107%*. Apdés N = 24, os
erros aumentam e os resultados afastam-se da solucao analitica. Para Talbot, indica-se valores
de N = 18 até N = 24, com erros absolutos entre as ordens de 107! até 10714, Essa técnica
apresenta resultados satisfatorios até N = 88. Na inversao por Talbot-Racional os melhores
resultados foram obtidos para valores entre N = 24 e N = 50, os erros variam entre as ordens
de 10713 ¢ 1071, Apresenta bom desempenho até N = 180.

Na inversao de F5(s) com a = 2, para Stehfest sugere-se os valores sdo entre N = 18
e N = 24, com erros absolutos das ordens de 107% até 107°7. Resultados satisfatérios até
N = 24. Talbot fornece excelentes resultados e com boa precisao numérica de N = 18 até
N = 32, com erros absolutos entre as ordens de 10712 e 10714, Bom desempenho até N = 80.
Indica-se para Talbot-Racional valores de N = 18 até N = 50, nos quais, os erros variam entre
as ordens de 107! e 10717, Tem-se bons resultados até N = 180.

Para Stehfest, na inversao de F5(s) com a = 50, recomenda-se os valores de N = 12
e N = 14, erros absolutos variando das ordens de 10719 ¢ 107%. Bons resultados até N = 24.
Para Talbot sugere-se valores de N = 18 até N = 32, com erros absolutos entre as ordens de
10712 até 1071, Desempenho satisfatério até N = 90. Talbot-Racional apresenta excelentes
resultados de N = 24 até N = 50, erros absolutos entre as ordens de 10~ até 107'7. Apds

N = 180, os erros aumentam e os resultados afastam-se da solugao analitica.
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4.1.3 Inversao de Fj(s)

Para a inversdo de F3(s) = considerou-se diferentes valores do coeficiente

a
 sPa’ . .
a,a=0.5a=1ea=2, com o objetivo de verificar a técnicas para inverter a transformada

de fungoes com caracteristicas comuns e pertencentes a mesma classe.
0.5

s2+0.25
através dos métodos de Zakian, Stehfest, Talbot e Talbot-Racional, cuja transformada inversa

A Tabela 4.6 indica os erros absolutos e relativos da inversao de F3(s) =

é L7 F3(s)} = f3(t) = sen(0.5t). Na Figura 4.5 apresenta-se um comparativo entre a trans-
formada inversa analitica e a transformada inversa numérica desta funcao, a partir de cada

método.

. 1 R : .

2
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Figura 4.5: Comparativo dos
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métodos para Fj(s), com a = 0.5



Tabela 4.6: Erros absoluto e relativo da inversao de F3(s), com a = 0.5

Método

Parametro

Zakian

N =5

Stehfest

N =6

Talbot

N =5

Talbot-Racional

N =6

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

10~4

10

1.65946 x 1013

1.64942 x 10798

3.23898 x 1078

4.71053 x 10798

6.00904 x 1098

7.08368 x 1078

7.88941 x 10798

8.38961 x 107 %8

8.56102 x 10798

8.40104 x 10798

7.94079 x 1078

3.31892 x 1078

3.44042 x 10798

3.84919 x 1078

4.72236 x 10798

6.60844 x 107%8

1.18362 x 10797

5.59057 x 10797

2.39167 x 10797

1.13120 x 10797

8.59415 x 1098

8.28093 x 1078

1.06796 x 10798

5.41509 x 1093

1.15275 x 10791

2.45630 x 10792

3.33809 x 10701

4.37443 x 1071

2.35431 x 1079

1.49199 x 10791

5.36726 x 10701

7.79851 x 10791

7.96937 x 10701

2.13593 x 10793

1.12949 x 10792

1.36992 x 10791

2.46247 x 10792

3.67106 x 10701

7.30934 x 10701

1.66830 x 10790

4.25332 x 10791

7.09203 x 10701

7.97777 x 10701

8.31074 x 10701

3.24218 x 10711

5.59802 x 107

1.76953 x 10794

4.43921 x 10793

1.21815 x 10792

1.72259 x 10791

1.08590 x 10~

3.48116 x 107!

7.88375 x 10701

1.01329 x 10100

9.84567 x 10701

6.48436 x 10796

1.16765 x 10795

2.10290 x 1094

4.45035 x 10793

1.33966 x 10792

2.87831 x 107

7.69491 x 10791

9.92396 x 10701

1.04171 x 10100

1.03658 x 10790

1.02674 x 10799

1.09435 x 10797

2.04747 x 10792

2.56142 x 1072

2.80478 x 10791

3.37326 x 107!

2.60226 x 10701

6.22682 x 10792

3.59397 x 10701

7.53876 x 10701

9.73591 x 10701

9.55736 x 10701

2.18870 x 10792

4.27068 x 10702

3.043987 x 10792

2.81183 x 10791

3.70974 x 107!

4.34818 x 10701

4.41243 x 1079

1.02455 x 10100

9.96133 x 10791

9.95971 x 10!

9.96675 x 10701

v
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Na Figura 4.6 expoe-se um comparativo entre a transformada inversa analitica e a

transformada inversa numérica de F3(s) = , através dos métodos de Zakian, Stehfest,

s2+1
Talbot e Talbot-Racional, cuja transformada inversa é L71{F3(s)} = f3(t) = sen(t). A Tabela

4.7 mostra os erros absoluto e relativo da inversao desta funcao, a partir de cada método.
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Figura 4.6: Comparativo dos métodos para F3(s), com a = 1



Tabela 4.7: Erros absoluto e relativo da inversao de Fj(s), com a = 1

Método

Parametro

Zakian

N =5

Stehfest

N =6

Talbot

N =5

Talbot-Racional

N =6

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

10~4

10

3.31891 x 10713

3.23898 x 1078

6.00904 x 1078

7.88941 x 10798

8.56102 x 1098

7.94079 x 10798

6.12795 x 10798

1.29780 x 10797

1.89558 x 10796

8.28619 x 10797

1.07301 x 107

3.31891 x 1078

3.84919 x 1098

6.60844 x 1078

5.59057 x 10797

1.13120 x 10797

8.28093 x 1079

2.19313 x 10797

1.97538 x 10797

1.91597 x 10796

2.01063 x 107

1.97238 x 107

2.13593 x 10798

1.15275 x 10791

3.33809 x 10701

2.35431 x 10791

5.36726 x 10701

7.96937 x 10701

1.84372 x 1079

7.07635 x 10701

1.01434 x 10100

4.22995 x 10701

5.40705 x 10701

2.13593 x 10793

1.36992 x 10~91

3.67106 x 1071

1.66830 x 10790

7.09203 x 10701

8.31074 x 1071

6.59851 x 10701

1.07709 x 10790

1.02525 x 10100

1.02639 x 10790

9.93905 x 1071

6.48436 x 10~ 11

1.76953 x 1079

1.21815 x 10792

1.08590 x 10791

7.88375 x 10701

9.84567 x 10701

2.90080 x 10791

6.52099 x 10701

9.86777 x 1071

4.10581 x 107!

5.45028 x 10701

6.48436 x 10796

2.10290 x 10—94

1.33966 x 10792

7.69491 x 10792

1.04171 x 10100

1.02674 x 10799

1.03816 x 10100

9.92561 x 107!

9.97391 x 1071

9.96270 x 1071

1.00185 x 10700

2.18870 x 10797

2.56142 x 10792

3.37326 x 10701

6.22682 x 10792

7.53876 x 10701

9.55736 x 1071

2.77812 x 1071

6.57694 x 107!

9.80622 x 10701

4.12170 x 10791

5.44067 x 10701

2.18870 x 10792

3.04398 x 10792

3.70974 x 10701

4.41243 x 10791

9.96133 x 10701

9.96675 x 1071

9.94261 x 1071

1.00107 x 107090

1.00026 x 10100

1.00012 x 10790

1.00008 x 10790

157
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Na Figura 4.7 verifica-se um comparativo entre a transformada inversa analitica e

a transformada inversa numérica de F3(s) = , através dos métodos de Zakian, Stehfest,

s2+4
Talbot e Talbot-Racional, cuja transformada inversa é L~1{F3(s)} = f3(t) = sen(2t). A Tabela

4.8 exibe os erros absoluto e relativo da inversao desta funcao.
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Figura 4.7: Comparativo dos métodos para F3(s), com a = 2.



Tabela 4.8: Erros absoluto e relativo da inversao de Fj(s), com a = 2

Método

Parametro

Zakian

N =5

Stehfest

N =6

Talbot

N =5

Talbot-Racional

N =6

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

10~4

10

6.63784 x 10713

6.00904 x 10~98

8.56102 x 1078

6.12795 x 10798

1.89558 x 10796

1.07301 x 10794

2.11475 x 10794

1.99029 x 10702

1.24170 x 10791

2.25389 x 10702

8.15612 x 10791

3.31892 x 1078

6.60844 x 107%8

1.13120 x 10797

2.19313 x 10797

1.91597 x 10796

1.97238 x 10794

3.94121 x 10704

2.00917 x 10702

4.31292 x 10791

3.00124 x 10792

8.93386 x 10701

4.27186 x 10798

3.33809 x 10701

5.36726 x 10701

1.84372 x 1072

1.01434 x 10100

5.40705 x 10701

5.39171 x 10701

9.86819 x 10701

2.91515 x 10791

7.54090 x 10701

9.10368 x 10701

2.13593 x 10793

3.67106 x 10791

7.09203 x 10701

6.59851 x 10701

1.02525 x 10100

9.93905 x 10701

1.00484 x 10790

9.96176 x 10701

1.01254 x 10100

1.00413 x 101090

9.97177 x 107

1.29687 x 10~10

1.21815 x 10702

7.88375 x 10701

2.90080 x 10701

9.86777 x 1071

5.45028 x 10701

5.37109 x 10791

9.90261 x 107!

2.88155 x 10791

7.51185 x 100!

9.12782 x 10701

6.48436 x 10796

1.33966 x 10792

1.04171 x 10199

1.03816 x 10100

9.97391 x 107!

1.00185 x 10799

1.00099 x 10190

9.99650 x 107!

1.00087 x 10190

1.00026 x 10790

9.99821 x 10~

4.37740 x 10707

3.37326 x 107!

7.53876 x 10701

9.89622 x 10701

9.89622 x 10!

5.44067 x 1071

5.36567 x 10701

9.90498 x 107!

2.88001 x 10701

7.51073 x 10701

9.12869 x 107t

2.18870 x 10792

3.70974 x 10701

9.96133 x 1071

0.94261 x 10190

1.00026 x 10790

1.00008 x 10790

1.00019 x 10790

9.99889 x 1070t

1.00034 x 10100

1.00011 x 10790

9.99916 x 107!

Gy
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Na inversao de F3(s), os métodos de Stehfest, Talbot e Talbot-Racional apresentaram
seu pior desempenho na inversao de funcoes desta classe. Pode-se notar que as técnicas nao
sao eficientes na inversao de fungdes com comportamento oscilatéorio e um ntmero reduzido de
termos, fato evidente nos graficos das Figuras 4.5, 4.6 e 4.7.

Zakian sobressaiu-se aos demais métodos, apresentando resultados com menores
erros absolutos, conforme as Tabelas 4.6, 4.7 e 4.8. Para a = 0.5 tem-se um erro absoluto da
ordem de 10712 para o instante inicial, e 107 para os instantes seguintes. Para a = 1, os erros
absolutos variam entre 10712 e 107%. J4 para a = 2, o resultado em grande parte do perfil
é satisfatério, com erros absolutos variando das ordens de 1072 e 10792, exceto para t = 8 e
t = 10.

e Andlise do parametro numérico N para a inversao de Fj(s)

Conforme tabelas apresentadas no Apéndice, acrescentando-se mais termos no so-
matério para a aproximagao de F3(s) com a = 0.5, observa-se um melhor desempenho da
técnica de Stehfest. Melhores resultados para valores entre N = 16 e N = 20, erros absolutos
variando das ordens de 10713 e 1072, satisfatérios até N = 24. Recomenda-se para Talbot,
valores entre N = 18 e N = 32, com erros absolutos variando das ordens de 107 e 1071%. O
método forneceu resultados aceitaveis até N = 90. Para Talbot-Racional, valores de N = 32
até N = 50, com erros absolutos entre as ordens de 1072° até 107%. Essa técnica apresenta
desempenho satisfatorios até N = 190.

Na inversao de F3(s) com a = 1, para Stehfest, o aumento do niimero de termos
no somatério nao se mostrou suficiente para que se tenha resultados satisfatorios. Mas ainda
assim, para N > 24 o resultado piora muito. Com N = 24 se consegue um perfil satisfatorio na
maioria dos pontos. Para Talbot as melhores solucoes foram obtidas para valores entre N = 24
e N = 50, erros absolutos das ordens de 107 até 107°7. Apdés N = 90, os erros aumentam e
os resultados afastam-se da solugao analitica. Indica-se para Talbot-Racional de N = 38 até
N = 50, nos quais, os erros variam entre as ordens de 1071 e 107, Essa técnica apresenta
bons resultados até N = 190.

Na inversao de F5(s) com a = 2, novamente Stehfest apresentou desempenho nao
satisfatorios para todos valores de N. A técnica de Talbot exige maior nimero de termos no
somatoério, visto que, falhou para os valores indicados na literatura. Indica-se valores entre
N =36 e N = 50, erros absolutos das ordens de 10717 até 107%*. Resultados satisfatérios até
N = 88. Talbot-Racional apresenta boa aproximacao comparada com a solucao exata a partir
de N = 64. Recomenda-se valores entre N = 90 e N = 120. O método forneceu resultados

aceitaveis até N = 190.

4.1.4 Inversao de Fj(s)

Pode-se observar, de acordo com a Figura 4.8, um comparativo entre a solugao exata
2
sc—1

(CESIE cuja inversa ¢ L7 Fy(s} =

e a inversdo da Transformada de Laplace de Fy(s) =



fa(t) = tcos(t) utilizando os métodos de Zakian, Stehfest, Talbot e Talbot-Racional. A Tabela

4.9 exibe os erros absoluto e relativo da inversao desta funcao, a partir de cada método.

()

Figura 4.8: Comparativo dos métodos para Fy(s).
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Tabela 4.9: Erros absoluto e relativo da inversao de Fy(s).

Método

Parametro

Zakian

N =5

Stehfest

N =6

Talbot

N =5

Talbot-Racional

N =6

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

10~4

10

3.31892 x 10713

3.07998 x 1078

4.77863 x 1078

3.94864 x 1078

3.16880 x 10~ 10

5.88888 x 1078

2.00599 x 10797

3.97076 x 107

2.50303 x 1079

1.94513 x 10794

2.42847 x 10793

3.31892 x 1078

5.70049 x 10708

5.74152 x 10798

1.32951 x 10798

1.21197 x 10710

4.15204 x 107%

3.48202 x 10798

7.52420 x 10797

2.15037 x 1079

2.37206 x 1079

2.89423 x 10704

2.13593 x 10798

8.72284 x 10792

1.00350 x 10790

1.93722 x 10100

2.67962 x 10100

1.04705 x 10790

5.42448 x 10100

5.04119 x 10100

1.31474 x 10100

8.29198 x 10100

8.44468 x 10100

2.13593 x 10793

1.61443 x 10791

1.20570 x 10700

6.52270 x 10701

1.02487 x 10100

7.38241 x 1079

9.41583 x 10701

9.55257 x 10791

1.12950 x 10100

1.01119 x 10190

1.00643 x 10700

6.48436 x 10~ 11

1.96166 x 10703

2.93712 x 10701

1.97182 x 10100

2.77739 x 10100

1.52457 x 10790

5.81552 x 10700

5.30149 x 10100

1.15214 x 10190

8.19371 x 101090

8.38687 x 10100

6.48436 x 10796

3.63067 x 10793

3.52895 x 10701

6.63920 x 10701

1.06227 x 10790

1.07492 x 10799

1.00946 x 10790

1.00458 x 10700

9.89815 x 10701

9.99212 x 10~

9.99542 x 10701

2.18870 x 10797

4.14920 x 10791

2.56142 x 10701

2.10662 x 10190

2.58658 x 10100

1.40920 x 10790

5.75368 x 10190

5.27295 x 10100

1.16640 x 10100

8.20144 x 101090

8.39136 x 10100

2.18870 x 10792

7.67941 x 10701

3.07755 x 10701

7.09305 x 10701

9.89293 x 10701

9.93580 x 10701

9.98726 x 10791

9.99174 x 1071

1.00206 x 10100

1.00015 x 10700

1.00007 x 10700

8F
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Analisando a Figura 4.8 e considerando os erros absoluto e relativo, expostos na
Tabela 4.9, fica evidente que a técnica de Zakian apresenta melhores resultados, com erros
absolutos variando entre as ordens de 10713 e 1079,

A inversao através do método de Stehfest produz erro absoluto da ordem de 1078
para o primeiro instante, 107 para t = 2 e de 10" para os instantes seguintes. De modo
semelhante, o método de Talbot resulta em erros absolutos de 107!, 1079 ¢ 107! para os
instantes iniciais e de 10° para os instantes seguintes.

O método de Talbot-Racional, resulta em um erro absoluto da ordem de 107°7 para
o instante inicial, para o intervalo ¢ = [1, 2], erros absolutos de 107° e de 10° para os instantes
seguintes. Observa-se que os resultados afastam-se, consideravelmente, da solucao analitica

para os instantes ¢ = [3, 10].
e Anilise do parametro numérico N para a inversao de F)(s)

Considerando resultados expostos no Apéndice, pode-se notar um desempenho nao
satisfatério demonstrado pela técnica de Stehfest, tendo em vista que o aumento do niimero de
termos do somatério nao possibilitou uma precisao numérica aceitavel.

Na inversao por Talbot, recomenda-se valores entre N = 24 e N = 32, com erros
absolutos das ordens entre 1071 ¢ 107%. Apdés N = 90, os erros aumentam e os resultados
afastam-se da solugao analitica.

O método de Talbot-Racional exigiu maior niimero de termos. Indica-se valores entre
N =70 e N = 100, erros absolutos das ordens de 1077 até 107!°. Resultados satisfatérios até
N = 210.

4.1.5 Inversao de Fj(s)

1

(s+ 1)’
cuja inversa é L7 Fy(s)} = f5(t) = te™!, através dos métodos de Zakian, Stehfest, Talbot e

Talbot-Racional. A Figura 4.9 traz um comparativo entre a transformada inversa analitica e a

A Tabela 4.10 exibe os erros absoluto e relativo da inversao de F5(s) =

transformada inversa numérica desta funcao, a partir de cada método.
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Tabela 4.10: Erros absoluto e relativo da inversao de F5(s).

Método

Parametro

Zakian

N =5

Stehfest

N =6

Talbot

N =5

Talbot-Racional

N =6

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

10~4

10

3.31890 x 10713

2.23532 x 10708

2.98033 x 1078

2.93170 x 10798

2.49057 x 10708

1.88450 x 10798

1.28880 x 10798

1.15785 x 10708

3.34880 x 1078

1.40281 x 10797

4.93446 x 10797

3.31893 x 1078

6.07624 x 10798

1.10109 x 10797

1.96283 x 10797

3.39952 x 10797

5.59369 x 10707

8.66568 x 10797

1.81392 x 10796

1.24783 x 10795

1.26301 x 1074

1.08688 x 10793

2.13651 x 10798

3.48385 x 10793

1.48772 x 10792

1.77070 x 10793

9.16275 x 10793

1.21561 x 10792

1.04640 x 10792

7.29384 x 10703

4.26900 x 10793

1.92699 x 10793

3.01115 x 1074

2.13653 x 10793

9.47008 x 10793

5.49643 x 1072

1.18551 x 10792

1.25067 x 10791

3.60827 x 10701

7.03583 x 10701

1.14266 x 10790

1.59071 x 10100

1.73495 x 10790

6.63250 x 10701

6.48430 x 10~ 11

4.69460 x 1079

4.73666 x 1079

8.57669 x 10704

5.20617 x 10794

3.95956 x 10704

7.15473 x 10794

4.69021 x 10794

1.29752 x 10794

5.73337 x 1079

1.05502 x 10~94

6.48436 x 10796

1.27612 x 10704

1.74997 x 10794

5.74225 x 10793

7.10619 x 10703

1.17530 x 10792

4.81071 x 1072

7.34778 x 10702

4.83483 x 10792

5.16200 x 10702

2.32384 x 10701

2.18842 x 10797

1.61740 x 10793

1.59770 x 10793

1.43587 x 10793

2.40191 x 10794

6.68673 x 10704

2.96436 x 1074

6.82055 x 1079

1.28332 x 10704

7.52180 x 1079

2.62279 x 1079

2.18844 x 10702

4.39656 x 10793

5.90274 x 10793

9.61345 x 10793

3.27850 x 10793

1.98479 x 10792

1.99318 x 10792

1.06852 x 10702

4.78193 x 10792

6.77220 x 10792

5.77709 x 10792

16
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Entre as técnicas avaliadas, de acordo com a Figura 4.9 e Tabela 4.10, a inversao
de F5(s) por Zakian mostrou um desempenho superior aos demais métodos, iniciando com
erros absolutos na ordem de 107!3 e finalizando em 107%7. Por sua vez, a inversao através de
Stehfest apresentou erros absolutos na ordem de 10~ no primeiro instante, e para os instantes
seguintes, erros absolutos que variam, das ordens de 107%2 e 1079,

A inversao usando o método de Talbot produziu erros absolutos das ordens de 107!
parat =0, e 1079 e 107% para os demais instantes, e, da inversao através de Talbot-Racional,
os erros absolutos variam, das ordens de 1073, 1074 ¢ 107%, sendo maior no inicio do intervalo

de tempo considerado.
e Anilise do parametro numérico N para a inversao de Fj(s)

Conforme os resultados dos testes exibidos no Apéndice, com uma quantidade menor
de termos do somatorio, Stehfest demonstra boa precisao numérica. Sugere-se valores entre
N =12 e N = 18. Os erros absolutos sao das ordens entre 10713 ¢ 107%. Apresenta resultados
aceitaveis até N = 24.

Para Talbot confirma-se os valores indicados na literatura, de N = 18 até N = 32,
com erro absolutos das ordens de 107! até 1072, A partir de N = 80, tem-se resultados nao
satisfatorios.

A inversao por Talbot-Racional apresentou bons resultados de N = 18 até N = 50,
erros absolutos das ordens entre 107 até 10710, A partir de N = 190, os resultados se afastam

da solucgao analitica.

4.1.6 Inversao de F(s)

Na Figura 4.10 apresenta-se um comparativo entre a transformada inversa analitica

/s 1

e e 1

e a transformada inversa numérica de Fg(s) = —=, cuja inversa ¢ L™ {Fs(s)} = fs(t) = \/—_tt,
s m

através dos métodos de Zakian, Stehfest, Talbot e Talbot-Racional. A Tabela 4.11 expressa os

erros absoluto e relativo da inversao desta funcao a partir de cada método.



Zo3f|
| %\
o) B

‘ 0000
| oo

0.2 Cooeee 6000 1
‘ oQ.
|

0.1 l 1

. . .
4 6 8 10

g

+
~-
~
T e
R S S 1
’ ~——

53

Eosf| X\X*\x
| s
~%-
‘ s Sy
0.2 K Hokosese s 4
e SV EVION
|
|
|
04 It 1
|
|
o L L . L
0 2 4 6 8 10
t
T
#*  Talbot-Racional
Analytical Solution
05 .|
N
/%
04F T 1
|
|
Eoar N\** |
‘ s
*
‘ M\***
02t R 1
| il o O
|
|
04 It 1
|
|
o L . L L
0 2 4 6 8 10
t

Figura 4.10: Comparativo dos métodos para Fg(s).



Tabela 4.11: Erros absoluto e relativo da inversao de Fi(s).

Método

Parametro

Zakian

N =5

Stehfest

N =6

Talbot

N =5

Talbot-Racional

N =6

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

10~4

10

1.75787 x 10793

1.09089 x 10793

5.38010 x 1073

6.75861 x 10793

6.14562 x 10793

4.55585 x 10703

2.58937 x 1073

5.59700 x 1074

1.37985 x 10793

3.16105 x 10793

4.00070 x 10793

3.09855 x 1073

1.79521 x 10792

2.55038 x 10702

2.56059 x 1072

2.06213 x 10792

1.25843 x 10702

2.89499 x 10793

7.54384 x 10703

1.81662 x 10702

7.94044 x 10794

5.80781 x 107%4

5.98699 x 10704

5.00660 x 1074

4.10793 x 10794

3.40680 x 1074

2.87135 x 10794

2.45928 x 10704

2.13734 x 10794

1.88173 x 10794

1.80714 x 10793

1.64964 x 10793

1.99772 x 10793

1.88926 x 10793

1.71158 x 10793

1.54203 x 10793

1.39547 x 10793

1.27203 x 10793

1.16851 x 10793

1.08141 x 10793

1.30339 x 1079

1.01505 x 10794

8.09422 x 1079

6.50120 x 1079

5.25857 x 107

4.27495 x 1079

3.48310 x 1079

2.83535 x 1079

2.29779 x 1079

1.84599 x 10795

2.96635 x 1074

2.88314 x 10704

2.70086 x 1074

2.45325 x 10794

2.19100 x 10794

1.93498 x 1079

1.69278 x 10704

1.46655 x 10794

1.25623 x 107

1.06087 x 10704

1.00632 x 1079

1.13016 x 1079°

8.53884 x 1076

5.31442 x 10796

2.42688 x 107

1.11148 x 10798

2.04164 x 10796

3.73325 x 10706

5.14954 x 1096

6.34302 x 107

2.29026 x 1079

3.21010 x 1079

2.84921 x 10795

2.00541 x 1079

1.01116 x 1079

5.03095 x 1078

9.92236 x 1079

1.93098 x 1079°

2.81532 x 1079

3.64526 x 1079

45
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Como observa-se na Figura 4.10 e Tabela 4.11, para inversao de fungoes da classe
de Fg(s), o método de Talbot-Racional apresentou melhor desempenho. No instante ¢t = 0
tem-se um erro absoluto préximo a zero. Nos instantes seguintes, apresenta erros absolutos,
em maioria, da ordem de 107%, enquanto que a inversao por Zakian, os erros absolutos sao das
ordens de 1079, exceto parat=0et = 8.

Stehfest e Talbot, de maneira semelhante aos métodos anteriores, possibilitaram
erros proximo a zero em t = 0, para os instantes seguintes a esse intervalo, Stehfest produz

erros absolutos da ordem de 107%* e Talbot das ordens de 107% e 107%,
e Analise do parametro numérico N para a inversao de Fj(s)

Pelo exposto nas tabelas do Apéndice, recomenda-se os valores de N = 8 até N = 18
para Stehfest. Erros absolutos variando entre as ordens de 1079 e 107°7. Resultados aceitdveis
até N = 24.

Talbot forneceu resultados com boa precisao para valor entre N = 18 até N = 32.
Apresenta erros absolutos variando entre as ordens de 10712 e 1074, Apés o valor de N = 80,
tem-se desempenho nao satisfatorios.

Para o método de Talbot-Racional indica-se valores entre N = 18 e N = 50, produz
erros absolutos das ordens de 10713 até 10~!7. A partir de N = 180, os resultados se afastam

da solucao analitica.

4.1.7 Inversao de F%(s)

A Tabela 4.12 mostra os erros absoluto e relativo da inversio de Fy(s) = e V®

1
e it
cuja inversa ¢ L7HFy(s)} = f7(t) = T;B, através dos métodos de Zakian, Stehfest, Talbot
Tt
e Talbot-Racional. A Figura 4.11 evidencia um comparativo entre a transformada inversa

analitica e a transformada inversa numeérica desta funcao, a partir de cada método.
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Tabela 4.12: Erros absoluto e relativo da inversao de Fr(s).

Método

Parametro

Zakian

N =5

Stehfest

N =6

Talbot

N =5

Talbot-Racional

N =6

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

10~4

10

7.99707 x 10793

2.26175 x 1072

2.21018 x 10792

8.18741 x 10793

6.18739 x 10793

1.76335 x 10792

2.58826 x 10702

3.14607 x 10702

3.49877 x 10702

3.69940 x 1072

3.64006 x 10702

2.56969 x 10701

4.42494 x 10701

2.47163 x 10701

2.57799 x 10701

9.57780 x 10701

1.76104 x 10100

2.60363 x 10100

3.44308 x 10100

4.25201 x 10+

7.18336 x 10793

1.52220 x 10793

9.63253 x 10795

2.90548 x 10794

3.87428 x 10704

3.92257 x 1074

3.67150 x 10794

3.33792 x 1074

3.00104 x 10794

2.68896 x 10704

3.26969 x 1072

1.72945 x 10792

1.92849 x 10793

8.77115 x 10793

1.61423 x 10792

2.13058 x 1072

2.49808 x 10702

2.76240 x 10702

2.95327 x 1072

3.09063 x 1072

5.03335 x 1079

8.08668 x 1076

2.73162 x 10795

4.70316 x 1079°

5.74137 x 1079

6.26542 x 109°

6.50125 x 10795

6.57134 x 10795

6.54437 x 10795

6.46022 x 1079

2.29106 x 10794

9.18771 x 1079

5.46888 x 1004

1.41980 x 10793

2.39216 x 1079

3.4031 x 10793

4.42343 x 10793

5.43833 x 10793

6.44021 x 10793

7.42522 x 10793

2.13539 x 1079

4.19004 x 107

1.09162 x 10795

1.94974 x 1079

2.41871 x 1079

2.66899 x 1079

2.79366 x 1079

2.84410 x 10795

2.84970 x 1079

2.82788 x 1079

9.71977 x 1079

4.76053 x 107%

2.18550 x 10794

5.88594 x 10~%4

1.00776 x 10793

1.44969 x 10793

1.90080 x 10793

2.35373 x 10703

2.80435 x 10793

3.25030 x 10793

LS
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Pelo exposto na Figura 4.11 e Tabela 4.12, em relacao aos testes realizados para
inverter a transformada de F7(s), constatou-se que os métodos de Stehfest, Talbot e Talbot-
Racional proporcionaram melhores resultados. Stehfest produziu erros absolutos das ordens de
1079, 107 ¢ 107%. J4 para Talbot e Talbot-Racional, os erros absolutos sao da ordem de
107% em praticamente todos os instantes.

A técnica de Zakian também apresentou no instante inicial erro absoluto proximo a

zero, no entanto, para os instantes seguintes, erros absolutos em média na ordem 1072,
e Andlise do parametro numérico N para a inversao de F%(s)

Através das tabelas do Apéndice, nota-se que, Stehfest forneceu étimo desempenho
para valores de N = 8 a N = 18, apresentando erros absolutos variando entre as ordem de
107% ¢ 10797, Resultados satisfatérios até N = 24.

Recomenda-se os valores entre N = 18 e N = 40 para a técnica de Talbot, com
erros absolutos de préximo a zero até a ordem de 1072, A partir de N = 84, os resultados se
afastam da solucao analitica.

Para o método de Talbot-Racional indica-se os valores de N = 24 até N = 32, erros
absolutos da ordem de zero até 10714, Apés N = 180, nota-se um desempenho nao satisfatério

da técnica de inversao.

4.1.8 Inversao de F(s)

A Figura 4.12 exibe um comparativo através dos métodos de Zakian, Stehfest, Talbot
e Talbot-Racional, entre a transformada inversa analitica e a transformada inversa numérica de
F3(s) = ——————, cuja inversa é L7 H{Fy(s)} = fs(t) = e ?(e! — 1). A Tabela 4.13 indica

os erros absoluto e relativo da inversao desta funcao, a partir de cada método.
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Tabela 4.13: Erros absoluto e relativo da inversao de Fg(s).

Método

Parametro

Zakian

N =5

Stehfest

N =6

Talbot

N =5

Talbot-Racional

N =6

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

10~4

10

3.31988 x 10713

1.83952 x 10798

2.00699 x 1078

1.57031 x 10798

1.20866 x 1008

4.56561 x 10798

3.34262 x 10797

1.64832 x 10706

5.81404 x 10796

1.60608 x 1079°

3.69711 x 1079

3.31993 x 1078

7.91043 x 10708

1.71509 x 10797

3.31933 x 1077

6.72219 x 10797

6.82193 x 1079

1.35186 x 10794

1.80925 x 10703

1.73372 x 10792

1.30158 x 10791

8.14380 x 10701

2.13680 x 10798

7.99442 x 10793

2.63576 x 10793

5.78403 x 10793

6.75067 x 10793

4.73308 x 10793

2.50528 x 10793

8.66396 x 1074

1.57395 x 10794

7.29271 x 107%

1.00992 x 10793

2.13684 x 10793

3.43780 x 10702

2.25240 x 10702

1.22262 x 1079

3.75450 x 10701

7.07217 x 1071

1.01321 x 10790

9.50986 x 10701

4.69345 x 10701

5.91007 x 10100

2.22460 x 10101

6.48426 x 10~ 11

5.73609 x 1079

4.15470 x 10794

1.35128 x 10~%4

2.33827 x 10794

2.40749 x 10704

1.11943 x 10~

8.47163 x 1079

3.36859 x 1079

3.67968 x 1079

2.64633 x 1079

6.48435 x 10796

2.46666 x 10~94

3.55043 x 1073

2.85632 x 10793

1.30047 x 10792

3.59727 x 1072

4.52732 x 10792

9.29875 x 10793

1.00450 x 10702

2.98204 x 1071

5.82920 x 10701

2.18828 x 10797

4.13986 x 10794

3.32205 x 10794

1.30773 x 1079

1.73209 x 10704

7.81329 x 1079

1.98278 x 1079°

3.25933 x 1079

1.62148 x 1079°

3.02387 x 107

3.03792 x 107

2.18831 x 10792

1.78024 x 10793

2.83888 x 1073

2.76428 x 10793

9.63335 x 10793

1.16746 x 10792

8.01900 x 10793

3.57756 x 10702

4.83518 x 10702

2.45057 x 10792

6.69177 x 10702

09
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Um 6timo desempenho do método de Zakian se verifica na inversao de fungoes da
classe de Fg(s), apresentando erros absolutos da ordem de 107! no primeiro instante, e para
os instantes seguintes a esse intervalo, erros absolutos variando ente as ordens de 107% ¢ 1079,
respectivamente (Figura 4.12 e Tabela 4.13).

Por sua vez, usando Stehfest, tem-se erros absolutos iniciando em 107% e finalizando
em 1079, Talbot produz para o instante inicial erro absoluto da ordem de 107!!, e para os
instantes seguintes, erros absolutos das ordens de 107% e 107%. Na inversdo através de Talbot-

Racional, os erros absolutos variam, das ordens de 10797 ¢ 1079,
e Anilise do parametro numérico N para a inversao de F(s)

Com base nos resultados divulgados no Apéndice, indica-se os valores entre N = 12
e N = 18 para o método de Stehfest. Erros absolutos variando entre as ordens de 10712 ¢ 10794,
Desempenho satisfatorio até N = 24.

Sugere-se para Talbot os valores indicados na literatura, de N = 18 até N = 32,
com erros absolutos entre as ordens de 10717 e 107!, Resultados aceitaveis até N = 90.

Para Talbot-Racional recomenda-se valores de de N = 24 a N = 32. Tem-se erros
absolutos entre as ordens de 10717 e 1074, A partir de N = 180, os resultados se afastam da

solucao analitica.

4.1.9 Inversao de Fy(s)

1
A Tabela 4.14 revela, os erros absoluto e relativo da inversao de Fy(s) = R,
s*+s+1
2¢/3 3
cuja inversa ¢ LY Fy(s)} = fo(t) = T\/_e_o'“sen \/T_t , através dos métodos de Zakian,

Stehfest, Talbot e Talbot-Racional. A Figura 4.13 expoe um comparativo, entre a transformada

inversa analitica e a transformada inversa numérica desta funcao, a partir de cada método.
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Tabela 4.14: Erros absoluto e relativo da inversao de Fy(s).

Método

Parametro

Zakian

N =5

Stehfest

N =6

Talbot

N =5

Talbot-Racional

N =6

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

Erro absoluto

Erro relativo

10~4

10

3.31890 x 10713

2.67652 x 10708

4.14197 x 107%

4.58901 x 10798

4.27834 x 10798

3.47989 x 10798

2.42468 x 10708

1.73436 x 10798

5.97240 x 10798

2.88980 x 10707

5.62129 x 10797

3.31892 x 1078

5.01685 x 1078

9.87879 x 1078

3.44410 x 10797

8.63790 x 1077

3.95701 x 1077

4.76434 x 10797

2.26900 x 1096

4.69710 x 10796

2.25683 x 1079

1.04378 x 1079

2.13622 x 10708

1.21683 x 10792

6.90115 x 10792

1.03181 x 10792

7.06214 x 10702

7.47859 x 10702

2.97899 x 10792

1.25615 x 10702

2.96448 x 10792

2.62869 x 1072

1.58990 x 10792

2.13623 x 10793

2.28082 x 1002

1.64595 x 10791

7.74391 x 10702

1.42583 x 10700

8.50396 x 10701

5.85352 x 10701

1.64338 x 10190

2.33147 x 10100

2.05292 x 10100

2.95219 x 10+00

6.48433 x 10711

5.73257 x 1079

9.19329 x 1004

1.22272 x 10792

6.18044 x 10792

3.98027 x 1072

3.61843 x 10792

1.90513 x 10793

1.53062 x 10792

1.40374 x 10702

5.97456 x 1073

6.48436 x 10796

1.07450 x 10794

2.19263 x 10793

9.17666 x 10792

1.24782 x 10100

4.52600 x 1071

7.10998 x 10701

2.49241 x 10701

1.20378 x 10190

1.09627 x 10790

1.10938 x 10790

2.18856 x 10797

1.74323 x 10702

7.61547 x 10792

1.22627 x 10~

2.18995 x 10792

7.73948 x 10702

4.90981 x 1072

7.93064 x 10703

1.25257 x 10792

1.27823 x 10792

5.42405 x 10793

2.18857 x 10792

3.26750 x 10792

1.81632 x 1079

9.20329 x 1001

2.18995 x 100!

8.80062 x 10701

9.64745 x 10701

1.03753 x 10790

9.85111 x 10701

9.98259 x 10701

1.00716 x 10790

€9
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Pode-se observar, de acordo com a Figura 4.13 e Tabela 4.14, que Zakian, entre
os métodos testados, melhor aproxima a transformada inversa de fungdes da classe de Fy(s),
apresentando erros absolutos iniciando em 1072 e finalizando em 10797,

Quanto a inversao através de Stehfest, os erros absolutos sao da ordem de 107% no
primeiro instante e 1072 nos instantes seguintes. Talbot produziu erro absoluto da ordem de
10~ para t = 107%, e para os outros valores de t, erros absolutos entre as ordens de 107% e

10792, Talbot-Racional resulta em erros absolutos variando entre as ordens de 1077 e 10791,

e Anilise do parametro numérico N para a inversao de F(s)

Conforme verificado no Apéndice, recomenda-se valores de N = 12 até N = 18 para
Stehfest. Erros absolutos entre as ordens de 1072 ¢ 107%. Apés N = 24, os resultados se
afastam da solucao analitica.

Para o método de Talbot, indica-se os valores entre N = 18 e N = 32, os absolutos
variam das ordens de 107! e 107%. Desempenho satisfatério até N = 90.

Sugere-se para Talbot-Racional, os valores de N = 32 até N = 50, com erros

absolutos entre as ordens de 10719 e 10798, Resultados aceitaveis até N = 190.

4.1.10 Discussao dos resultados para os testes das funcoes elementares

Com base nos resultados obtidos, conclui-se que o método de Zakian gerou melhores
resultados na maioria dos testes realizados mesmo com um nimero reduzido para N. Verifica-se
um bom desempenho através dessa técnica para a inversao das fungoes das classes de Fi(s),
Fy(s) (com a = 0.5 e a =2), F3(s) (com a = 0.5 e a=1), Fy(s), F5(s), Fs(s) e Fy(s). No
entanto, nota-se um resultado nao satisfatério para inversao de fungoes das classes Fy(s) e F3(s)
para elevados valores de a, e para Fg(s) e Fy(s).

O método de Stehfest, apresentou bom desempenho para funcoes das classes de
Fi(s), Fy(s), Fg(s) e F7(s). Entretanto, para transformadas de fungoes trigonométricas, fungoes
com comportamento oscilatorio (F3(s) e Fy(s)), funcao exponencial (Fg(s)) e fun¢ao exponencial
decrescente multiplicada por uma func¢do polinomial ou fungao trigonométrica (Fx(s) e Fy(s)),
essa técnica, considerando N = 6, nao é a mais indicada.

Entre as técnicas avaliadas, Talbot, de forma geral, funciona bem na inversao da
maioria das funcoes consideradas, com excecao de transformadas de funcoes das classes de
F5(s), Fy(s) e Fy(s).

Talbot-Racional comportou-se de maneira semelhante a Talbot, apresenta excelente
precisdo para o tratamento de fungoes das classes de Fy(s), F5(s), Fs(s), Fr(s), e Fx(s).

Diante dos resultados do estudo comparativo exposto neste capitulo, foi possivel ob-
servar, que nao existe um método numérico completamente satisfatério para inverter uma classe
geral de funcgoes transformadas. Além disso, pode-se considerar que as técnicas de inversao da

Transformada de Laplace investigadas, apresentaram desempenho satisfatério mesmo para um
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nimero reduzido de termos no somatoério. Para as técnicas de Stehfest, Talbot e Talbot-
Racional, um aumento no valor de N acarreta um melhor desempenho, conforme apresentado

no Apeéndice.

4.2 Testes para um conjunto de funcoes especiais - estudo preliminar

Nesta secao, sao apresentados os resultados obtidos para a inversao numérica das
fungoes exibidas na Tabela 4.15, (Abate and Valkd, 2004), através dos métodos de Zakian,
Stehfest, Talbot e Talbot-Racional. Tais testes tem como objetivo avaliar o potencial de in-
versao dessas técnicas, quando aplicadas a fungoes ditas especiais, cuja inversa analitica nao
¢é facilmente obtida. As solugoes numéricas obtidas sao apresentadas na forma de tabelas e
representadas graficamente.

Com respeito aos valores do parametro N, que representa o nimero de termos do
somatoério de cada método, aplicou-se N = 5 para Zakian, valor méximo de termos utilizado pela
técnica. Para Stehfest, Talbot e Talbot-Racional, o melhor valor em cada caso, foi determinado
empiricamente. Foram realizados diversos testes para cada funcao, usando diferentes valores
para N. A partir de tais testes, baseados na concordancia obtida com os perfis gerados, foram
selecionados os valores do parametro para os quais a inversao forneceu melhor concordancia em

nimeros de digitos significativos.

Tabela 4.15: Transformada de Laplace

vVs+1

2
2/5 /1 + =

1
Fia(s) = Sem ()

4.2.1 Inversao de Fiy(s)

A Figura 4.14 e a Tabela 4.16 exibem a solu¢ao numérica através dos métodos de
1
Zakian, Stehfest, Talbot e Talbot-Racional da inversao de Fig(s) =

\/32 — f\/s2 -1

2
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Tabela 4.16: Solugao numérica da inversao de Fio(s).

Método Zakian Stehfest Talbot Talbot-Racional

Parametro N =5 N=18 N=24 N=24
t

10~* 1.41421  1.41421  1.42788 1.43724

1 1.41244  1.41244  1.42612 1.43547

2 1.40714  1.40714  1.42082 1.43017

3 1.39831  1.39832  1.41199 1.42134

4 1.38597  1.38597  1.39965 1.40900

5 1.37013  1.37012  1.38381 1.39316

6 1.35081  1.35080  1.36448 1.37384

7 1.32802  1.32802  1.34170 1.35106

8 1.30181  1.30182  1.31549 1.32485

9 1.27220  1.27222  1.28588 1.29524

10 1.23923  1.23928  1.25291 1.26227

Note que, de acordo com a Figura 4.14 e Tabela 4.16, os resultados para Zakian,

Stehfest, Talbot e Talbot-Racional, concordam em uma casa decimal. Entretanto, comparando

as técnicas de Zakian e Stehfest, a concordancia ocorre em todas as casas decimais apresentadas

no trabalho, eventualmente um nimero a mais ou a menos no ultimo digito.

4.2.2 Inversao de Fi(s)

A Figura 4.15 e a Tabela 4.17 apontam a solugdo numérica através dos métodos de

Zakian, Stehfest, Talbot e Talbot-Racional da inversao de Fiy(s) =

vs+1
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Figura 4.15: Solugoes numérica da inversao através dos métodos de Zakian, Stehfest, Talbot e
Talbot-Racional de Fi;(s).
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Tabela 4.17: Solucao numérica da inversao de Fiy(s).

Método Zakian Stehfest Talbot Talbot-Racional
Parametro N=5 N =18 N =18 N =18

t

10~* 4.08890 x 107%°  1.40835 x 101°  1.40836 x 101°1  1.40836 x 10102
1 2.26751 x 10791 1.22639 x 10790  1.22640 x 1010  1.22640 x 107
2 6.27911 x 10792 7.69784 x 10~ 7.69789 x 10~°'  7.69789 x 10~
3 —7.88591 x 1079 5.69481 x 10791  5.69485 x 10791 5.69485 x 100!
4 —4.44896 x 10792 4.55625 x 10791 4.55624 x 10791 4.55624 x 10~
5 —6.42242 x 10792 3.83174 x 10791 3.83176 x 1071 3.83176 x 100!
6 —7.45145 x 10792 3.33980 x 10791 3.33983 x 10791 3.33983 x 100!
7 —7.92008 x 10792 2.99065 x 10791 2.99067 x 10791 2.99067 x 10~
8 —8.04766 x 10792 273428 x 10791 2.73429 x 10791 2.73429 x 10~
9 —7.96701 x 10792 2.54056 x 1091 2.54060 x 10791 2.54060 x 107!
10 —7.76146 x 10792 2.39044 x 10791 2.39051 x 1091 2.39051 x 10~91

Na inversao de fungoes da classe de Fii(s), como pode ser visto na Figura 4.15 e
Tabela 4.17, os métodos de Stehfest, Talbot e Talbot-Racional apresentam concordancia em
quatro casas decimais. Comparando os resultados de Talbot e Talbot-Racional, verificou-se

uma concordancia de cinco casas decimais. Por sua vez, Zakian nao apresenta bons resultados.

4.2.3 Inversao de Fiy(s)

A Figura 4.16 e a Tabela 4.18 apresentam a solugao numérica através dos métodos

1
de Zakian, Stehfest, Talbot e Talbot-Racional da inversdo de Fio(s) = —e~5F11(s),
s
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Figura 4.16: Solugoes numérica da inversao através dos métodos de Zakian, Stehfest, Talbot e

Talbot-Racional de Fis(s).



Tabela 4.18: Solucao numérica da inversao de Fia(s).

Método Zakian Stehfest Talbot Talbot-Racional
Parametro N=5 N =18 N =18 N =18

t

1074 462361 x 10735 1.12628 x 107 1.65659 x 10728 2.40470 x 10~
1 8.52724 x 10792 8.52739 x 10792 852749 x 10792 8.52749 x 10792
2 247111 x 107%1 2.47095 x 1071 2.47094 x 1079*  2.47094 x 10701
3 3.72052 x 107%1  3.72095 x 107°1  3.72095 x 107°'  3.72095 x 10~°!
4 4.65741 x 10701 4.65843 x 107°1  4.65843 x 107°1  4.65843 x 107!
5 5.37379 x 1070 537447 x 107" 5.37448 x 107" 5.37448 x 10~
6 5.93144 x 107°0  5.93100 x 107°1 593101 x 1079*  5.93101 x 10~
7 6.37146 x 107°1  6.36956 x 107°'  6.36956 x 107°'  6.36956 x 10~°*
8 6.72236 x 107°1  6.71903 x 107°'  6.71903 x 107°'  6.71903 x 10~°*
9 7.00469 x 107" 7.00018 x 107°*  7.00018 x 10°*  7.00018 x 10~
10 7.23368 x 1070 7.22836 x 107" 7.22835 x 1071 7.22835 x 107!

71

A Figura 4.16 e Tabela 4.18 mostram os resultados da inversao de Fiz(s). Observa-se
que para t = 10~* os métodos nao fornecem entre si resultados comparaveis. Por outro lado,
para os demais valores de ¢, os métodos concordam em, pelo menos, um digito significativo.
Entre Zakian e Stehfest, dependendo do valor de ¢, a concordancia ficou entre um e trés digitos
decimais. Ja Talbot e Talbot-Racional apresentam concordancia em todas as casas decimais

apresentadas no trabalho.

4.2.4 Discussao dos resultados para os testes das fungoes especiais

Com base nos resultados obtidos, conclui-se que, para inversao de fungoes da classe
de Fip(s), os métodos de Zakian e Stehfest mostram maior concordancia em digitos significa-
tivos. Na inversao de Fji(s), Talbot e Talbot-Racional geraram perfis de solugoes iguais. A
inversao de Fia(s), produziu a melhor concordancia entre os quatro métodos testados, no en-
tanto, novamente Talbot e Talbot-Racional apontam maior concordancia em nimero de casas

decimais.
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Nos capitulos a seguir, estao a descricao do problema de difusao de merctirio na agua
e sua solucao analitica empregando a Transformada de Laplace, assim como, os resultados da

inversao numérica através dos métodos Zakian, Stehfest, Talbot e Talbot-Racional.
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5 APLICACAO DA TRANSFORMADA DE LAPLACE
NA OBTENCAO DA SOLUCAO DE UM PROBLEMA
DE DIFUSAO DO MERCURIO NA AGUA

A Revolugao Industrial, no século XVIII, levou a uma aceleracao dos avangos tec-
nolégicos, em escala, cada vez maior e extravagante. Esta aceleracao, o estilo de vida do
homem, bem como a utilizacao desenfreada dos recursos naturais, vem ocasionando ao mundo
um desequilibrio, causando uma intensa crise socioambiental (Robledo and Pereira, 2015).
Neste contexto, as perspectivas sobre o futuro do planeta nao sao nada animadoras, o que
vem causando muita preocupacao. Diante disso, governantes procuram meios para a conscien-
tizagao da populacao sobre a importancia dos cuidados com o meio ambiente e da preservacao
da natureza. Segundo D’Ambrésio (1997), a sobrevivéncia da Terra estd ameagada, tornando-se
uma preocupacgao central e imediata.

Um dos maiores problemas ambientais, que o mundo moderno enfrenta, é o consumo
de materiais eletronicos e o descarte de seus rejeitos. Os residuos tecnoldgicos sao um dos
grandes passivos ambientais da atualidade. No Brasil, existem poucos sistemas adequados para
a coleta ou tratamento de tais substancias. A grande preocupacao é que esses detritos acarretam
sérios danos aos sistemas ecoldgicos e a saiide humana, em consequéncia da sua liberagao, posto
que, sao fontes de metais pesados, em especial o mercurio (Nascimento and Chasin, 2001).

O mercirio é um metal liquido nobre e téxico, sob condi¢oes normais, é encontrado
em baixas concentragoes na natureza. No entanto, a contaminagao ambiental por esse ele-
mento é resultado de agoes antrépicas. O descarte irresponsavel desse poluente, bem como o
lancamento da forma gasosa no ambiente, de maneira descontrolada, podem ser extremamente
prejudiciais para a satide humana. A forma orgéanica do merctrio (metilmercirio) é considerada
a mais téxica (da Silva et al., 2017).

Conforme da Silva et al. (2017), na década de 1960, o que levou a consciéncia
publica para as consequéncias do mercurio e de seus compostos, foi o desastre ambiental no
Japao onde, por mais de vinte anos, foram lancados, em sua forma organica, diretamente na
baia de Minamata. No entanto, essa conscientizacao nao foi o bastante, visto que, apesar da
modernidade tecnolégica e do avanco das leis de protecao do ambiente, esse poluente ainda
¢ utilizado em processos e produtos, e descartado, em alguns casos, de forma incorreta em
todo o mundo. Baterias, computadores, interruptores, lampadas fluorescentes, cosméticos,
barometros, higrometros, manometros, termometros, esfigmomanometros, pesticidas, biocidas,
antissépticos e o amalgama dentario utilizam mercurio. Além disso, estd presente na producao
de cloro-alcalis e de acetaldeido.

Ainda segundo da Silva et al. (2017), uma vez que o mercirio é liberado na natu-
reza, nao ha controle de seu comportamento, tornando-se uma ameaga as varias formas de vida

no meio ambiente. Encontram-se altos niveis desse elemento tanto em peixes de agua doce e
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salgada, quanto em pessoas que ingerem pescado regularmente, dado que, testes genotdxicos
revelam mutacoes, responsaveis pelo surgimento de canceres. Ha chances de o surgimento
do cancer por exposicao estar relacionado a capacidade do mercirio de afetar o sistema imu-
nolégico. Também causam danos que variam, podendo, por exemplo, ir desde o deficit de
atencao, cegueira, surdez, atrofia muscular, retardo mental, até a morte.

Diante do exposto, a crescente busca por estudos sobre o assunto visa oferecer
possiveis solucoes para este problema ambiental. A matematica tem um papel primordial nesse
sentido, pois pode contribuir, decisivamente, através da modelagem matematica de fendmenos,
na previsao e na tomada de decisoes eficazes e rapidas, crucial em caso de descargas acidentais
no meio aquatico. Pode-se modelar matematicamente a concentracao de poluentes na agua,
através de Equagoes Diferenciais (ED).

Tal modelagem também viabiliza participar do mundo real com capacidade de influ-
enciar mudangas significativas em busca de um mundo ecologicamente sustentével (Bassanezi,
2002). Entre os trabalhos a respeito dessa tematica, estd o de Conza (2017), no qual a autora
faz a modelagem matematica da propagacao do poluente merctrio na dgua. O modelo numérico
é dado por um conjunto de Equacoes Diferenciais Parciais. A solucao analitica da equagao de
concentracao foi obtida com a Transformada de Laplace.

Segundo Conza (2017), o modelo matematico bidimensional para o espalhamento
do mercurio em agua, levando em consideragao as equacoes de continuidade, quantidade de

movimento e concentracao da espécie é dado por:

8_C+u8_C': ! 82O+ ! 82C+D (5.1)
ot dr  Pe, 0z®>  Pe, 0y? ’
onde C é a concentragao do poluente (mercurio) na agua, u a velocidade média da dgua (onde
o sistema de coordenadas foi escolhido, de forma que a velocidade estd na diregao de x), t o
tempo, D o termo fonte, Pe, e Pe,, os numeros Péclet relativos ao coeficiente de difusao e as
diregoes x e y, respectivamente.

Neste trabalho, assumem-se as hipoteses:

(i) regime permanente, diz-se que
oC
— =0,
ot

(ii) o termo de concentracao é suficientemente grande comparado a difusao na direcao x, logo

L *C
Pe, 0x2

Entao, reescreve-se a Eq. (5.1) como:

oC 1 *C

— =———=+D. 2
ey Pe, 0y? * (52)
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VL L
onde Pe, = 7 Re = — numero de Reynolds.
Y v

5.1 Solugao analitica do problema

Nesta secao apresenta-se a solucao analitica da equacao governante dada em Eq.

(5.2), sujeita as seguintes condigbes, expressas por:

C(0,y) = 0; (5.3)

C(z,0) = H(x — 0.25) — H(z — 0.3); (5.4)

c (x 1—10> 0, (5.5)

onde H(z — 0.25) — H(x — 0.3) é a funcao Heaviside, representada por:

0 se 0<Z<z<0.25
H(z —0.25) —H(x—03)=<¢ 1 se 025<x<0.3;
0 se z > 0.3.

A solucao analitica deste problema serd obtida por Transformada de Laplace aplicada
a variavel = (visto que z > 0 caracteriza o meio como semi-infinito) e serd feita em seis etapas

como descritas a seguir.
(i) Primeira etapa.

Aplica-se a Transformada de Laplace na Eq.(5.2) com relacao a variavel . Considera-

se a notacao

L{C(z,y)} = C(s,y),

. 1
onde C(s,y) representa a Transformada de Laplace de C(z,y). Uma vez que u, o © D
€y

sao constantes, aplica-se a propriedade da linearidade, expressa no Teorema 10.2 do Anexo,

obtendo-se:

L {acéi’ Y) } _ Plef {82%;? y) } + DL{1). (5.6)

Calculando-se cada uma das transformadas indicadas na Eq.(5.6), tem-se:

1. A Transformada de Laplace do primeiro termo da Eq.(5.6) é:

ul {%} = u[sé’(s,y) —C(0,y)].
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Como Eq.(5.3) é nula, obtém-se

oC(z,y)

ul {T} = u[sC(s,y)].

Note que se tem um novo dominio: o dominio de (z, y) foi transformado no dominio

de Laplace (s,y).

2. A Transformada de Laplace do segundo termo da Eq.(5.6) pode ser escrita como:

L [oCy) | _ 1 9C(s,y)
Pey (9y2 B Pey ay2

3. A Transformada de Laplace do terceiro termo da Eq.(5.6) é dada por:

DL{l} = g.

O problema transformado, pela aplicagao da Transformada de Laplace na variavel x

em cada termo da Eq.(5.2), é entdo reescrito como:

. 1 9*C(s,y) D
C =2 4 — 5.7
usC'(s,y) Pe, Oy + . (5.7)
(ii) Segunda etapa.
Aplica-se a Transformada de Laplace nas condigoes de fronteira Eq.(5.4) e Eq.(5.5).

1. Condicao Eq.(5.4).
A Transformada de Laplace da fun¢ao Heaviside, vista na Eq.(10.13) do Anexo, é
dada por

L{f(z —a)H(x —a)} = e “F(s), (5.8)

onde H(z —0,25) — H(z —0,3) é a funcdo Heaviside, o que implica em:

1 > 0,25

H(zr—0,25) = oo , (5.9)
0 se x<0,25
1 <0,3

H(z —0,3) = worss (5.10)
0 se x>0,3.

Aplicam-se as propriedades da linearidade da Transformada de Laplace, conforme
Teorema 10.2 do Anexo, em Eq.(5.9) e Eq.(5.10), logo

L{C(z,0)} = L{H(z — 0,25)} — L{H(z — 0,3)}.
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Como,

1
F(s) = £{f(@)} = £{1} =~
substituindo-se em Eq.(5.8) chega-se a,
. 1 1
C(S, O) — 670,255_ o 670,35_.
s s

A condicao Eq.(5.4) transformada é escrita como:

. e—0.255 _ ,—0.3s

C(s,0) = . (5.11)

S

2. Aplica-se a Transformada de Laplace na condigao Eq.(5.5)

ele(e i e (o h) <o 512

Note que, apds aplicar a Transformada de Laplace em Eq.(5.2), Eq.(5.4) e Eq.(5.5),

tem-se o problema transformado (problema no dominio de Laplace), representados por:

. .
A 1 9*C(s,y) D
C - 9vsy Y
usC(s,y) Pe, 0y + .
R 670,258 _ 670,35
C(s,0) = NE
Cls,—)=0.
()

Multiplicando-se Eq.(5.7) por Pe, # 0, obtém-se:

. 92C (s, y) D
Pe,usC(s,y) = o7 + Pey;,
logo, pode ser reescrita como
92C (s, y) A D
a—yg — PeyusC(S,y) = —Peyg. (513)

(iii) Terceira etapa.

Quer-se determinar a solucao, é’(s,y), da Eq.(5.13). Para isso, determinam-se a
solucao homogénea (C’h) e a solucao particular (C’p) da equacao diferencial ordinédria nao ho-

mogenea de 2% ordem. A solugao geral é, entao, escrita como

A N A

C(s,y) = Cu(s,y) + Cy(s,y). (5.14)
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1. Solugao homogénea:

Primeiramente, resolve-se a equagao homogénea associada

0*C .
- Pe,usC =0,

cuja equagao caracteristica é

r? — Peyus =0

e suas raizes sao

r = 14/ Peyus.
Entao, a solucao para a equagao homogénea associada é

Ch(s,y) = creV Py 4 gye=VPevusy, (5.15)

Note que, se eVIWUY o o=V Peusy o545 golucdes da EDO, entdo a combinacio
delas também sera. Nesse caso, somando as duas solucoes e dividido por dois, tem-se
0 cosh( Peyusy). Subtraindo uma solucao da outra e dividindo por dois tem-se o

senh ( Peyusy). Ambas sao LI (linearmente independentes) e portanto constituem uma

base de solugoes para a EDO. Isto é,

. 6\/Peyusy _‘_6—\/Peyusy

= cosh ( Peyusy>

. e /Peyusy e / Peyusy

= senh ( Peyusy> .

Entao, uma forma alternativa para a solucao homogénea é
Ch(s,y) = Acosh < Peyusy> + Bsenh ( Peyusy) . (5.16)

2. Solugao particular:

Para obter a solucao particular, utiliza-se o método dos coeficientes indeterminados

que pode ser encontrado em Boyce and Diprima (1999).

Supoe-se, a solucao particular,

~

Cp(s,y) = k. (5.17)

Deriva-se Eq.(5.17) e substitui-se na Eq.(5.13), obtendo-se
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D
—Peyusk = —Pe,—
S

Isola-se k e tem-se

Logo, a solugao particular da equagao transformada, Eq.(5.13), é

ép(su y) -

5 (5.18)

Substitui-se as solugoes encontradas Eq.(5.16) e Eq.(5.18) em Eq.(5.14) e obtém-se

. D
C(s,y) = Acosh ( Peyusy> + Bsenh ( Peyusy) + —. (5.19)
u

52
(iv) Quarta etapa

Aplicam-se as condigoes de contorno transformadas Eq.(5.11) e Eq.(5.12) em Eq.(5.19)

para determinar as constantes A e B.

1. Aplica-se a condi¢ao de contorno transformada Eq.(5.11), para y = 0, em Eq.(5.19):

—0,25s _ ,—0,3s
A cosh (wPeyusO) + Bsenh (wPeyusO) +— = ¢ . ¢ ,
desta forma, escreve-se
D —0,25s —0,3s
ar P e e
us S
e isolando-se A, obtém-se
—0,25s —0,3s
e % — e D

2. Aplica-se a condi¢ao de contorno transformada Eq.(5.12) e substitui-se o valor da cons-
tante A, Eq.(5.20), em Eq.(5.19):

6_0’258 _ 6_0’35 D 1 1 D
( — —) cosh (\/Peyusl—O) + Bsenh (\/Peyusm) +— =0,
S

us? us?

logo,

6—0,255 _ 6—0,38 1 D 1 1 D
( ) cosh (\/Peyus 10) —— cosh (\/Peyu31—0> +Bsenh (N/Peyus 10) =0,
s

us? us?
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entao escreve-se

1 6_0’258 _ 6—0,35 1 D 1 D
Bsenh \/Peyuslo — . cosh | / Peyus— 10 —i-@ cosh | \/Peyus— 0) ue
portanto, isolando-se B, tem-se
1 1
00255 _ ,—0,3s cosh <\ /Peyusﬁ) D cosh (\/Peyusl—())
B = - ( ) +— +
1 2 1
§ senh (‘ /Peyusﬁ) “ | senh <\/Peyusﬁ)
D 1
-— . (5.21)
2 1
5 senh < Peyusﬁ)
(v) Quinta etapa
Substitui-se Eq.(5.20) e Eq.(5.21) em Eq.(5.19):
R —0 255 __ —0 3s D
C(s,y) = cosh Peyusy> — | — cosh ( Peyusy> +
us
1
o—0.255 _ ,—0,35 cosh (v Peyusl—0> (o
- s T sen < eyusy> +
senh | 4 /Peyusﬁ
1
D cosh (\/Peyusl—())
— senh ( Peyusy> +
us? 1
senh Pe,us—
10
D 1 D
= senh ( Peyusy> +—. (5.22)
us

2 1
5 senh (\ /Peyusl—())

Para simplificacao das fragoes algébricas de Eq.(5.22), aplica-se a propriedade dis-

tributiva da multiplicagao. Em seguida, colocam-se os fatores comuns em evidéncia, obtendo-se
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cosh (\ /Peyus%) senh (\ /Peyusy)

. 6_0’255 _ e—O,3s
C(s,y) = ( ) cosh< Peyusy> — 1 +
° senh (\ /Peyusﬁ)
1
D cosh (\ /Peyusm) senh ( Peyusy)
a2 cosh < Peyusy> — 1 +
senh (w /Peyusﬁ)
D senh (y/Peyus D
— (vPe, 31/> + (5.23)
senh <w /Peyusﬁ>
Fazendo o minimo miltiplo comum (MMC), reescreve-se a Eq.(5.23) como
. 670,253 - 670,33
C = .
)= ()
1 1
senh (‘ /Peyusl—o) cosh ( Peyusy) — cosh (\ /Peyusl—o) senh( Peyusy) N
1
senh <\ /Peyusﬁ)
1 1
D senh (w/Peyusl—O) cosh ( Peyusy)) — cosh (w/Peyusl—O) senh ( Peyusy) N

Cus? 1
senh [ 4 /Peyusﬁ

D senh ( Peyusy) D

) 1 2
us senh <\ /Peyusﬁ> us

Utilizando-se a relacao trigonométrica

senh(z + y) = senh(x) cosh(y) & cosh(z)senh(y),

escreve-se a solucao geral como:
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1
0255 —03sy Senh [\/m <_ _ y)]
. ¢ ¢ 10
Cls,y) = ( : ) 2,
senh (\/%10)
1
D senh {\/Tyus (1_0 _ y)]
et 1,
senh <\/m10>

_2 senh( Peyusy) Jrﬂ (5.24)

2 1 2
us senh(\/mlo) us

(vi) Sexta etapa

Aplica-se a Transformada Inversa de Laplace em Eq.(5.24). Como

L7HC(s,y)} = Clz,y),

emprega-se o Teorema 10.15 do Anexo
‘C_l{easé(87 y)} = C(l’ - a, y)%(l' - CL),

onde a > 0. Logo,

senh [ Pe,us < )]
C(z,y) = H(z —0,25)L7" 1 +
S [senh ( Peyus }
10 2—3—0,25
senh [ Peyus y)}
~H(x —0,3)L7"

1
s {senh < Peyus 1
0 r—x—0,3
senh Pe us ( y)
_2£—1 { Y
U 1
52 {senh ( Peyus )}

_25_1 senh (/Peyusy) . 2£_1 {i} . (5.25)

U 1 U 52
52 [senh (\ /Pe,us 10) }

Na solugao analitica de Eq.(5.25), utilizam-se as Transformadas Inversa de Laplace
tabeladas por Spiegel (1965):
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1.
senh [\/E(a — y)] 9 > (—1 nm’
_ . _ _ t
£t _ LYy =9 =) sen (mra y) e @’k (5.206)
s [senh <\/Ea)} a T " a
2.
2.2
senh \/E(a—y) _ 27. © ( 1\n _ o
£_1 [ ] = (Cl y) t+2a3k ( 13) sen (nﬂa y) 1—e a3k !
52 [senh (\/Ea)} a ™ o4 " a
(5.27)
3.
2.2

o senh (%y) _ (y_t) - 2a2k & (_1)"Sen <Ty) Py t
a

2 [rent (Vi)

(5.28)

A demonstracao da obtengao das Transformadas Inversas de Laplace, Eq.(5.26),

Eq.(5.27) e Eq.(5.28), podem ser encontradas em Spiegel (1965).
Entao, utilizam-se as expressoes tabeladas nas Eq.(5.26), Eq.(5.27) e Eq.(5.28) em

Eq.(5.25) e, fazendo simplifica¢oes, determina-se assim a Transformada Inversa de Laplace de

Eq. 5.24 (Conza, 2017). Portanto, segundo a solugdo da Eq.(5.2) é

100n27r2( :
21 - z—0,25
Ca,y) = [ (1—10y) - —Z— sen(10nmy)e e H(x —0,25)+
T n
100n27r2( :
2 oo 1 — z—0,3
— | (1 —-10y) — — Z —sen(10nmy)e Peyu H(z —0,3)+
Tin
100n27?
Pe,D <~ (1 —(—=1)" - v
Cy ( (1) )sen(IOnﬂy) 1—e Peyu ) (5.29)

5073 f n3
n—=
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6 RESULTADOS

Para a inversao numérica da Transformada de Laplace aplicados ao problema de
difusdo de mercirio na agua, Eq. (5.24), utilizou-se os métodos de Zakian (se¢ao 3.1), Stehfest
(secdo 3.2), Talbot (segao 3.3) e Talbot-Racional (secao 3.4).

Para os métodos de Stehfest, Talbot e Talbot-Racional, aplicou-se N = 18, esse
valor foi escolhido por indicacao da literatura, que sugere valores de N entre 18 e 32, e a partir
dos testes realizados com o objetivo de indicar o melhor valor de N (Apéndice). Para Zakian,
empregou-se N = 5, valor maximo do parametro utilizado pela técnica.

Os dados considerados para o estudo do problema de difusao de merctrio na agua,

expostos na Tabela 6.1, foram escolhidos de acordo com a literatura (Conza, 2017).

Tabela 6.1: Dados para o problema de difusao do mercirio

Simbolos Descricao Valores
2(cm) [wo, 2] 0,1]
(cm) 90-3] 0.5,
m il
y(c Yo, Yr ) 10
ks Coeficiente de difusdo em z  1.67 x 107%m? /s
ky Coeficiente de difusao em y 300 x k,
v Velocidade v = Rev
L
L Comprimento caracteristico 10m
v Viscosidade cinemética 1.003 x 107% m?/s
VL
Re = - Numero de Reynolds 700
L
Pe, = ‘;— Ntumero de Péclet em y 1401.4
Y
U Velocidade média da agua 0.5
1
D=— Termo fonte 0.5
Pe,

Tendo em vista a dificuldade em analisar a diferenca entre os resultados analitico e
numérico tridimensional, escolheu-se trés valores para y, a fim de observar o comportamento em

x, e gerar as tabelas contendo os erros absolutos resultantes do processo de inversao. Optou-
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se por escolher dois valores bem proximos as fronteiras e um valor intermediario. Os valores
escolhidos foram: y = 0.01, y = 0.05 e y = 0.09.

Os gréficos das solugoes analitica e numérica e os erros absolutos, a partir de cada
método, sao apresentados nas secoes 6.1, 6.2, 6.3 e 6.4. O erro relativo nao é apresentado, visto

que, nao traria nenhum contribuicao significativa para a analise dos resultados.

6.1 Meétodo de Zakian aplicado a solucao do problema de difusao de

mercudrio na agua

A Figura 6.1 apresenta a transformada inversa analitica e numérica, através do
método de Zakian, para o problema de difusao de mercirio na agua, respectivamente. A
Tabela 6.2 mostra os erros absolutos obtidos, considerando os valores de y = 0.01,0.05 e 0.09

cm.

0 01 02 03 04 05 06

Figura 6.1: a) Perfil da soluc@o analitica e b) Perfil da solugdo numérica - Zakian.



Tabela 6.2: Erro absoluto - Zakian

Parametro N=5
z(cm) y = 0.0lcm y = 0.05cm y = 0.09cm
0.01 5.78332 x 1079 2.82815 x 1079 5.78332 x 10~
0.10 1.10176 x 1079 7.61124 x 1079 1.08048 x 10~
0.20 4.10763 x 107%% 751008 x 107%°  1.04875 x 10~%4
0.30 2.65624 x 10792 1.77693 x 10792 7.73603 x 1093
0.04 5.49424 x 10792 371788 x 107%  9.76372 x 1079
0.05 457727 x 10792 211962 x 107%*  9.51653 x 10~
0.60 9.47150 x 107%%  6.19681 x 1079  1.03897 x 10~%4
0.70 4.08130 x 10792 2.53633 x 107%%  1.12186 x 10~%*
0.80 3.72719 x 1079 5.90226 x 1079 9.21849 x 10~
0.90 3.36061 x 107°2  1.50096 x 1079  1.00623 x 10~%4
1.00 3.43322 x 10792 8.70167 x 107%4  1.38166 x 1074
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A Figura 6.1 e Tabela 6.2 mostram o desempenho numérico do método de Zakian.

Observa-se perda de precisao no inicio do dominio, no caso em que y = 0.01 tem-se erros

absolutos, na maioria, da ordem de 1072, Para y = 0.05 e y = 0.09, os erros absolutos variam

entre as ordens de 107%* e 10792,

6.1.1 Concentragao de mercurio segundo Método de Zakian

A Tabela 6.3 apresenta a concentracao de merctrio através da solugao analitica e

do método numérico de inversao de Zakian, aplicado ao problema de difusdo de mercurio na

agua, para os valores de y = 0.01,0.05 e 0.09 cm.



Tabela 6.3:

Concentracao de mercurio: comparacao com o método de Zakian

Método Analitico Zakian Analitico Zakian Analitico Zakian
z(cm) y = 0.0lcm y = 0.0lcm y = 0.05cm y = 0.05cm y = 0.09cm y = 0.09cm
0.01 9.42166 x 1074 1.00000 x 1079  1.02828 x 1079 1.00000 x 1079 9.42166 x 10-%*  1.00000 x 10793
0.10 6.47328 x 107°2  6.48429 x 10792 9.99814 x 10792 9.99053 x 10792  6.47328 x 107°2  6.48408 x 10702
0.20 1.02298 x 10791 1.06406 x 107°1  1.96574 x 107°0  1.96499 x 107" 1.02298 x 107°  1.02403 x 107!
0.30 4.480974 x 10790 4.74659 x 1071 3.01940 x 107°"  2.84170 x 107°'  1.39373 x 107°'  1.31637 x 10~
0.40 2.30999 x 107%1  1.76057 x 1079%  3.74170 x 1070 3.73799 x 107°1  1.56036 x 1079*  1.56133 x 10~
0.50 2.09625 x 107°1  2.55398 x 107°1  4.538985 x 10791 4.54110 x 107" 1.77591 x 107°"  1.77686 x 10~°*
0.60 2.14378 x 1071 2.04906 x 107°1  5.13871 x 107%1 513251 x 1079 1.97194 x 1070 1.97297 x 1079
0.70 223948 x 10791 1.83135 x 10790 5.62735 x 10790 5.62988 x 107%1  2.14276 x 10791 2.14388 x 10~
0.80 2.34190 x 107°1 234152 x 107°1  6.04251 x 107%1  6.04841 x 10791 2.28695 x 1071 2.28787 x 107!
0.90 2.43928 x 107°0 277534 x 107 6.40050 x 1071 6.39900 x 107" 2.40801 x 107°"  2.40902 x 10~°*
1.00 2.52802 x 10791 2.87134 x 10790 6.71072 x 1070 6.70202 x 107°1  2.51022 x 1079*  2.51160 x 10~

L8
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Note que, de acordo com a Tabela 6.3, avaliando-se as casas decimais apresentadas
neste trabalho, a concentracao de mercirio através da solugao analitica e do método de Zakian,
geram para y = 0.01, a concordancia de apenas uma casa decimal para poucos valores de z.
Quanto a y = 0.05, de forma geral, a concordancia varia entre uma e duas casas decimais. E
para y = 0.09, verificou-se a concordancia de duas casas decimais para a maioria dos valores de

x.

6.2 Método de Stehfest aplicado a solucao do problema de difusao

de mercirio na agua

A Figura 6.2 mostra a transformada inversa analitica e numérica, através do método
de Stehfest, para o problema de difusao de mercurio na dgua, respectivamente. A Tabela 6.4

apresenta os erros absolutos obtidos, considerando os valores de y = 0.01,0.05 e 0.09 cm.

b)

——

0.2 D.:t

[

0 01 02 03 04 05 06 0 01 02 03 04 05 0.6

0.6 0.8 1
X

Figura 6.2: a) Perfil da solugao analitica e b) Perfil da solu¢do numérica - Stehfest.



Tabela 6.4: Erro absoluto - Stehfest

Parametro N =18
z(cm) y = 0.0lcm y = 0.05cm y = 0.09cm
0.01 5.78333 x 1079 2.82815 x 1079 5.78333 x 10~
0.10 3.34124 x 1079 6.32820 x 107%°  1.07337 x 10~%4
0.20 3.12489 x 10792 3.11559 x 107%  1.00421 x 10~
0.30 8.09377 x 107°2  1.81053 x 10792 7.70779 x 1093
0.04 3.71600 x 10792 7.93507 x 10 5.46943 x 10~
0.05 8.64940 x 10793 8.41581 x 107%%  1.81980 x 1074
0.60 7.79570 x 10798 275324 x 1079 1.12823 x 10~
0.70 5.55491 x 107%*  3.29836 x 10~%*  5.05357 x 10~
0.80 2.21028 x 1079 3.39156 x 1079  7.17941 x 10~
0.90 2.15524 x 1079 1.66017 x 107%*  1.11518 x 10~
1.00 1.31932 x 1079 224619 x 1079 1.33597 x 10~%
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Para o problema de difusao de mercirio na agua, conforme a Figura 6.2 e Tabela

6.4, o método de Stehfest produziu resultados satisfatérios. Resulta em erros da ordem de 10~%

quando z = 0,01 para todos os valores de y; e variando entre 107% e 107% nos valores maiores

de z considerados.

6.2.1 Concentragao de mercurio segundo Método de Stehfest

A Tabela 6.5 apresenta a concentracao de merctrio através da solugao analitica e

do método numérico de inversao de Stehfest, aplicado ao problema de difusao de mercirio na

agua, para os valores de y = 0.01,0.05 e 0.09 cm.



Tabela 6.5: Concentracao de mercirio: comparacao com o método de Stehfest

Método Analitico Stehfest Analitico Stehfest Analitico Stehfest
x(cm) y = 0.0lcm y = 0.0lcm y = 0.05cm y = 0.05cm y = 0.09cm y = 0.09cm
0.01 9.42166 x 1079 1.00000 x 1079 1.02828 x 1079 1.00000 x 1079 9.42166 x 1074  1.00000 x 10793
0.10 6.47328 x 107°2  6.13915 x 107°2  9.99814 x 107°2  9.99181 x 107°2  6.47328 x 107°2  6.48401 x 1072
0.20 1.02298 x 10791 7.10497 x 107%2  1.96574 x 1070 1.96886 x 107°1  1.02298 x 1071 1.02399 x 10~°!
0.30 448097 x 107°1  3.67159 x 107°1  3.01940 x 107°'  2.83834 x 107°'  1.39373 x 107°'  1.31665 x 10!
0.40 2.30999 x 10790 2.68159 x 107" 3.74170 x 107" 3.74091 x 107°"  1.56036 x 10~°*  1.56090 x 10~°*
0.50 2.09625 x 10790 2.00976 x 107" 4.53898 x 107" 4.53056 x 107" 1.77591 x 107°*  1.77773 x 10~°?
0.60 2.14378 x 10791 2.06582 x 1071 5.13871 x 107" 5.14146 x 107°"  1.97194 x 10~°*  1.97306 x 10~°*
0.70 2.23948 x 10790 2.23393 x 1071 562735 x 1070 5.63065 x 107°1  2.14276 x 10791 2.14326 x 10~
0.80 2.34190 x 107%1  2.36400 x 1079%  6.04251 x 107°1  6.04284 x 1079%  2.28695 x 107°1  2.28767 x 10~
0.90 2.43928 x 10791 2.46083 x 1071 6.40050 x 107" 6.39884 x 107" 2.40801 x 107" 2.40913 x 10~°*
1.00 2.52802 x 10790 2.54121 x 107 6.71072 x 107°%  6.70848 x 107%1  2.51022 x 10790 2.51155 x 10~

06
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Conforme a Tabela 6.5, pode-se observar que a concentragao de mercurio através da
solugao analitica e do método de Stehfest, para o valor de y = 0.01, apresentam a concordancia
de uma casa decimal para os valores a partir de x = 0.5, exceto para x = 0.6. Verificou-se que
para y = 0.05, a concordancia varia entre uma, duas e trés casas decimais, para a maioria dos
valores de . Com relacao ao valor de y = 0.09, predominantemente, a concordancia é de duas

casas decimais.

6.3 Meétodo de Talbot aplicado a solugao do problema de difusao de

mercudrio na agua

A Figura 6.3 mostra a transformada inversa analitica e numérica, através do método
de Talbot, para o problema de difusao de mercurio na agua, respectivamente. A Tabela 6.6

apresenta os erros absolutos obtidos, considerando os valores de y = 0.01,0.05 e 0.09 cm.

b)

0‘08 i

|
2 04 06 08 1
X

T e

0 01 02 03 04 05 06 0 01 02 03 04 05 06

Figura 6.3: a) Perfil da solugao analitica e b) Perfil da solugao numérica - Talbot (gerado a
partir de x = 0.3).



Tabela 6.6: Erro absoluto - Talbot

Parametro N =18

z(cm) y = 0.0lcm y = 0.05cm y = 0.09cm
0.01 - _ _

0.10 - - -

0.20 — - _

0.30 4.17884 x 10792 1.08681 x 10792 1.26025 x 10792
0.40 1.07437 x 1079 7.61242 x 107%°  1.07480 x 1079
0.50 1.07438 x 1079%  7.61154 x 1079 1.07437 x 10~%
0.60 1.07438 x 1079 7.61155 x 1079 1.07438 x 10~
0.70 1.07438 x 1079 7.61154 x 1079 1.07438 x 10~
0.80 1.07438 x 1079 7.61154 x 10795 1.07438 x 10~
0.90 1.07438 x 1079 7.61154 x 107%°  1.07438 x 10794
1.00 1.07438 x 1079 7.61154 x 1079 1.07438 x 107
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De acordo com Murli and Rizzardi (1990), o método de Talbot e a fun¢ao Heaviside

sao aplicados apenas para valores maiores que o coeficiente de s no argumento da exponencial,
no caso do problema de difusao do merctrio, esse valor é 0.3. De fato, nos testes realizados,
constatou-se que essa técnica apresenta resultados satisfatério somente a partir desse valor,
como pode ser visto na Figura 6.3 e na Tabela 6.6. Em todos os caso de y, percebe-se overflow
para os primeiros valores de x.

Quando z = 0.30, tem-se um erro absoluto da ordem de 10792, e para valores

maiores, os erros absolutos variam entre as ordens de 107 e 107,

6.3.1 Concentracao de mercirio segundo Método Talbot

A tabela 6.7 apresenta a concentracao de merctrio através da solugao analitica e do
método numérico de inversao de Talbot, aplicado ao problema de difusao de mercirio na agua,

para os valores de y = 0.01,0.05 e 0.09 cm.



Tabela 6.7: Concentracao de mercirio: comparacao com o método de Talbot

Método Analitico Talbot Analitico Talbot Analitico Talbot
z(cm) y = 0.0lcm y = 0.0lcm y = 0.05cm y = 0.05cm y = 0.09cm y = 0.09cm
0.01 9.42166 x 10704 - 1.02828 x 10793 - 9.42166 x 10~%4 -
0.10 6.47328 x 10702 - 9.99814 x 1072 - 6.47328 x 1072 -
0.20 1.02298 x 10~91 - 1.96574 x 10~ — 1.02298 x 10791 -
0.30 4.48097 x 107°1  4.06308 x 1071 3.01940 x 1079*  3.12808 x 107" 1.39373 x 107" 1.26770 x 107!
0.40 2.30999 x 10791 231106 x 107°%  3.74170 x 10790 3.74094 x 107%1  1.56036 x 10791 1.56143 x 1071
0.50 2.09625 x 107°1  2.09733 x 107°1  4.53898 x 10791 4.53822 x 107 1.77591 x 107 1.77698 x 10~
0.60 214378 x 107°1 214485 x 107°%  5.13871 x 10790 5.13795 x 107°"  1.97194 x 1070 1.97301 x 107!
0.70 2.23948 x 10791 2.240566 x 107%1  5.62735 x 10790 5.62659 x 107°1  2.14276 x 10791 2.14383 x 107!
0.80 2.34190 x 107°1  2.34297 x 107%1  6.04251 x 107%1  6.04174 x 10790 2.28695 x 107%1  2.28803 x 10~
0.90 243928 x 107°1 244035 x 107°%  6.40050 x 1071 6.39974 x 107°1  2.40801 x 1071 2.40909 x 10~
1.00 2.52802 x 10791 252909 x 107°*  6.71072 x 10790 6.70996 x 107%1  2.51022 x 10790 2.51129 x 10~

€6
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Conforme a Tabela 6.7, a comparacao da concentracao de mercirio entre a solugao
analitica e o método de Talbot, os valores de y = 0.01 e y = 0.05, de modo geral, apresentam
a concordancia de uma ou duas casas decimais para os valores a partir de de x = 0.4. Note
que, de modo similar, para y = 0.09, a concordancia de duas casas decimais ocorre em todos

os valores a partir de z = 0.4.

6.4 Método de Talbot-Racional aplicado a solugao do problema de

difusao de mercuirio na agua

A Figura 6.4 apresenta a transformada inversa analitica e numérica, através do
método de Talbot-Racional, para o problema de difusao de merctrio na agua, respectivamente.

A Tabela 6.8 mostra os erros absolutos obtidos, considerando os valores de y = 0.01,0.05 e 0.09
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Figura 6.4: a) Perfil da solucdo analitica e b) Perfil da solu¢do numérica - Talbot-Racional
(gerado a partir de z = 0.3).



Tabela 6.8: Erro absoluto - Talbot-Racional

Parametro N =18
z(cm) y = 0.0lcm y = 0.05cm y = 0.09cm

0.01 - _ _

0.10 - - -

0.20 - - 4.56531 x 1071
0.30 1.26173 x 1071 1.92669 x 107°2  7.63543 x 10793
0.04 1.43940 x 1079 7.94431 x 1079 1.07789 x 107
0.05 1.06976 x 10794 7.60757 x 1079 1.07438 x 10~%4
0.60 1.07437 x 1079 7.61191 x 1079 1.07438 x 10~
0.70 1.07441 x 1079 761154 x 1079 1.07438 x 107
0.80 1.07439 x 1079 7.61154 x 10795 1.07438 x 10~
0.90 1.07438 x 1079 7.61154 x 1079 1.07438 x 10~
1.00 1.07438 x 1079 7.61154 x 1079 1.07438 x 10~
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Para o problema de difusao de mercirio na agua, a técnica de Talbot-Racional

comportou-se de maneira semelhante ao método de Talbot. Apresentou desempenho nao sa-

tisfatorio no intervalo = [0.01,0.20] em todos os caso de y. Dados aos problemas numéricos

inerentes da aplicacao da Heaviside, nao foi possivel gerar perfis para esse valores.

Quando z = 0.30, tem-se um erro absoluto da ordem de 10~ para y = 0.01, erro

absoluto da ordem de 1079 para y = 0.05 e da ordem de 107% para y = 0.09. A partir de

x = 0.30, os erros absolutos variam entre as ordens de 107 ¢ 1079,

6.4.1 Concentragao de mercurio segundo Método de Talbot-Racional

A Tabela 6.9 apresenta a concentragao de mercurio através da solugao analitica e do

método numérico de inversao de Talbot-Racional, aplicado ao problema de difusao de merctrio

na agua, para os valores de y = 0.01,0.05 e¢ 0.09 cm.



Tabela 6.9: Concentracao de mercirio: comparacao com o método de Talbot-Racional

Método Analitico Talbot-Racional Analitico Talbot-Racional Analitico Talbot-Racional
x(cm) y = 0.0lcm y = 0.0lcm y = 0.05cm y = 0.05cm y = 0.09cm y = 0.09cm
0.01 9.42166 x 10~%4 - 1.02828 x 10793 - 9.42166 x 1094 -
0.10 6.47328 x 10702 - 9.99814 x 1002 - 6.47328 x 10702 -
0.20 1.02298 x 10791 —4.09866 x 107%°  1.96574 x 10790 2.88814 x 10701 1.02298 x 107%*  5.58829 x 10791
0.30 448097 x 107°0 574270 x 107°0  3.01940 x 107°" 282673 x 107°%  1.39373 x 107" 1.31737 x 10~%!
0.40 2.30999 x 10791 231143 x 107%%  3.74170 x 107°%  3.74091 x 10790 1.56036 x 1071 1.56144 x 10~
0.50 2.09625 x 107°1  2.09732 x 1071 4.53898 x 107" 4.53822 x 107°'  1.77591 x 107°'  1.77698 x 10~
0.60 2.14378 x 10790 2.14485 x 107 513871 x 107" 5.13795 x 107°"  1.97194 x 10~°'  1.97301 x 10~
0.70 2.23948 x 10791 2.24056 x 10791 562735 x 107%7 562659 x 10790 2.14276 x 1071 2.14383 x 107!
0.80 2.34190 x 10701 2.34297 x 107°1  6.04251 x 107°Y  6.04174 x 107°1 228695 x 107%1  2.28803 x 109!
0.90 2.43928 x 10791 2.44035 x 1071 6.40050 x 107" 6.39974 x 107°F  2.40801 x 107" 2.40909 x 10!
1.00 2.52802 x 10791 252909 x 107%*  6.71072 x 107%*  6.70996 x 10790 2.51022 x 1071 2.51129 x 107
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Analisando a Tabela 6.9, observa-se que, a concentracao de mercirio através da
solucao analitica e do método de Talbot-Racional, procedeu de forma andloga ao método de

Talbot para todos os valores de y.
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7 CONCLUSOES

Nas ultimas décadas, a busca por solucoes de problemas ambientais causados pela
poluicao tem aumentado consideravelmente. Nessa tematica, é importante estudar o processo
de espalhamento de contaminantes e o impacto nos diversos ecossistemas envolvidos. Os mode-
los matematicos que tem sido amplamente aplicados na dispersao de poluentes, sao as Equagoes
Diferenciais. Uma poderosa técnica para resolver tais equacoes é a Transformada de Laplace,
dada sua importancia e potencialidade. No entanto, determinar sua inversa é uma etapa impor-
tante, geralmente, de dificil execugao analitica para uma Equacao Diferencial mais complicada.
Assim, técnicas de inversao numérica sao utilizadas para converter a solucao do dominio de
Laplace para o dominio real.

Neste contexto, no presente trabalho foram apresentados quatro métodos de in-
versao numeérica da Transformada de Laplace: Zakian, Stehfest, Talbot e Talbot-Racional.
Inicialmente, testou-se os métodos citados nas funcoes ditas elementares, buscando avaliar o
desempenho para a inversao de diferentes classes de funcoes, validar e recomendar os algo-
ritmos implementados. Com base nos resultados obtidos, conclui-se que a técnica de Zakian
gerou melhores resultados na maioria dos testes realizados com ntmero reduzido para N. O
método de Stehfest, nao se mostrou o mais indicado para fungoes trigonométricas, funcao ex-
ponencial e funcao exponencial decrescente multiplicada por uma fungao polinomial ou funcao
trigonométrica. Talbot, de forma geral, funciona bem na inversao da maioria das fungoes con-
sideradas. E, por fim, Talbot-Racional comportou-se de maneira semelhante a Talbot. Além
disso, os métodos também foram aplicados para inverter numericamente as funcoes elementares
para valores maiores de N (resultados do Apéndice), com a finalidade de recomendar o melhor
valor de N para cada técnica estudada.

Apods, com o objetivo de avaliar o potencial de resolucao desses recursos, utilizou-se
os mesmos em um conjunto de fungoes ditas especiais, cuja inversa analitica nao é facilmente
obtida. Para isso, analisou-se entre eles a melhor concordancia em digitos significativos.

Posteriormente, abordando um tépico extremamente importante relacionado a dis-
tribuicao do mercirio e seus compostos no meio ambiente, os métodos citados foram aplicados
para inverter numericamente a solugao da equacao de difusao de mercirio na agua. Os resulta-
dos numéricos obtidos foram comparados com a solucao analitica. Calculou-se o erro absoluto
dos perfis numéricos gerados pelos métodos. Os valores de N usados seguiram a recomendacao
da literatura, bem como as observacoes feitas durante os testes das funcoes ditas elementares
e especiais. Todos mostraram-se adequados para aproximar este tipo de solucao. Deve-se res-
saltar que ao tratar dos método de Talbot e Talbot-Racional e a funcao Heaviside, devem ser
aplicados apenas para valores maiores que o coeficiente de s no argumento da exponencial. No
caso do problema de difusao do mercirio, esse valor é 0.3. Isso pode justificar, por exemplo, o

fato dessas técnicas apresentarem resultados satisfatérios somente a partir desse valor.
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Para atingir os objetivo deste trabalho, realizaram-se simulagoes utilizando o soft-
ware livre Octave. Aqui também é fornecido um pouco do estudo tedrico sobre a Transformada
de Laplace, suas propriedades e aplica¢oes, e um referencial tedrico dos métodos mencionados
para o céalculo da Transformada Inversa.

A contribuigao principal deste estudo esta na aplicagao dos métodos de Stehfest,
Zakian, Talbot e Talbot-Racional para inversao da Transformada de Laplace em um problema
de difusao de mercirio na agua. Além disso, as funcgoes testes aqui abordadas nao haviam sido
testadas através do método de Talbot-Racional. Destaca-se ainda, a aplicacao desses recursos
em um conjunto de fungoes especiais. Sendo assim, entende-se o quao significativos podem ser
os resultados obtidos para outros pesquisadores.

Diante do exposto, considera-se que os objetivos deste trabalho foram atingidos,
visto que, como pretendido, ao invés de apontar um melhor método, através dos comparativos
estabelecidos, apresentaram-se recomendagcoes ao emprego dessas técnicas. Critérios devem ser
seguidos para a escolha do método a ser utilizado, como nos casos em que o problema envolve
o uso da funcao Heaviside. Em trabalhos futuros, esta andlise pode contribuir para a escolha
de métodos mais adequados para inverter transformadas de fungdes com essa caracteristica.

Por fim, destaca-se que alguns resultados preliminares deste trabalho foram publi-
cados em Freitas et al. (2021).
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9 APENDICE

Neste capitulo, apresentam-se os resultados obtidos para a inversao das funcoes
elementares exibidas na Tab. 4.1, através dos métodos de Stehfest, Talbot e Talbot-Racional,
com a finalidade de indicar o melhor valor de N, a partir de cada método.

Testou-se, para cada funcao elementar, diferentes valores de N. Inicialmente, foram
avaliados aqueles indicados pela literatura: N = 18, N = 24 e N = 32. Entretanto, observou-
se que, para o conjunto de funcgoes testes, estes nem sempre geravam os melhores resultados.
Optou-se, entao, por testar valores menores e maiores dos recomendados. Obteve-se, ainda, os
valores maximos do parametro livre N, até os quais, as técnicas fornecem um desempenho que

classificou-se aqui como satisfatorio.

9.1 Inversao de Fi(s)

9.1.1 Meétodo de Stehfest

Tabela 9.1: Erro absoluto da inversao de Fj(s), pelo método de Stehfest com diferentes valo-
res de NV

t N =10 N=14 N =18 N =24 N =32
107%  3.47916 x 10710 3.60849 x 102  2.16042 x 107! 1.23234 x 107°®  2.87292 x 10793
1 3.47916 x 1079 3.61618 x 10797  4.04892 x 107°7  1.01327 x 107%%  2.32871 x 10102
2 6.95833 x 1079 7.23237 x 10797  8.09784 x 10797  2.02655 x 10793 4.65742 x 10792
3 1.04374 x 107%%  1.08114 x 1079  3.44589 x 10798 2.85816 x 10793  2.25367 x 10102
4 1.39166 x 1079  1.44647 x 1079  1.61956 x 1079 4.05311 x 10793 9.31484 x 10192
5 1.73958 x 1079 1.80574 x 107%  5.45755 x 10797  2.84862 x 107%%  6.07617 x 10102
6 2.08749 x 1079 2.16229 x 1079  6.89178 x 10798  5.71632 x 107%%  4.50734 x 10102
7 2.43541 x 1079 2.52999 x 1079  7.48783 x 107°7 5.29670 x 107%%  8.36609 x 10102
8 2.78333 x 10794 2.89294 x 1079  3.23913 x 1079  8.10623 x 10793  1.86296 x 10103
9 3.13124 x 10794 3.24737 x 1079 2.31340 x 1079  5.64575 x 1079%  1.44843 x 10102
10 3.47916 x 1079 3.61149 x 1079 1.09151 x 107%  5.69725 x 1079  1.21523 x 10103

De acordo com a Tabela 9.1, na inversao de Fj(s) através do método de Stehfest,

recomenda-se, de forma geral, valores de N = 14 até N = 18.



9.1.2

Método de Talbot
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Tabela 9.2: Erro absoluto da inversao de Fi(s), pelo método de Talbot com diferentes valores

de N

t

N =18

N =24

N =32

N =50

N =90

10~*

© 00 N O U e W N =

[t
o

5.23466 x 10~19
5.10702 x 10~ 14
1.02140 x 10713
1.42108 x 10713
2.04281 x 1013
2.45137 x 10713
2.84217 x 10713
3.29514 x 10~13
4.08562 x 10713
4.54747 x 10713
4.90274 x 10~13

8.82608 x 10~
3.97459 x 10~ 14
7.94919 x 1014
5.30686 x 10713
1.58983 x 1013
3.09086 x 10~13
1.06137 x 10712
5.15143 x 10~
3.17967 x 10~ 13
7.69162 x 10~13
6.18172 x 10~ 13

2.21922 x 10719
5.45785 x 10713
1.09157 x 10712
4.85078 x 10~12
2.18314 x 10~12
2.03748 x 10712
9.70157 x 10~12
4.15667 x 10713
4.36628 x 1012
0.00000

4.07496 x 10~'2

7.16091 x 10~15
1.34277 x 107%
1.11758 x 10799
2.48352 x 1010
2.23517 x 10799
8.49366 x 10~
4.96704 x 10~10
8.30207 x 1079
4.47034 x 10799
1.98682 x 10799
1.69873 x 10708

2.96643 x 10708
4.39453 x 10793
8.78906 x 1073
2.26562 x 10792
1.75781 x 10792
3.62499 x 1002
4.53124 x 10792
4.19642 x 10792
3.51562 x 10792
1.87500 x 1092
7.24999 x 10702

9.1.3

Na inversao de Fi(s), como mostra a Tabela 9.2, indica-se valores entre N = 18 e
N = 24 para a técnica de Talbot.

Método de Talbot-Racional

Tabela 9.3: Erro absoluto da inversao de Fi(s), pelo método de Talbot-Racional com diferen-
tes valores de V

t

N =18

N =24

N =32

N =50

N =180

10~*

© 00 N O Ot = W N

[t
o

5.66096 x 10~ 14
5.66096 x 10~%9
1.13219 x 10798
1.69829 x 10708
2.26438 x 10708
2.83048 x 1078
3.39658 x 10708
3.96267 x 10708
4.52877 x 10708
5.09487 x 10798
5.66096 x 10708

2.24107 x 10~17
2.24065 x 10712
4.48130 x 10~ 12
6.72262 x 10~12
8.96260 x 10712
1.12034 x 10~ 11
1.34452 x 10~ 11
1.56816 x 10~ 11
1.79252 x 10~ 11
2.01616 x 10~11
2.24069 x 10~ 11

1.06726 x 10~19
1.04360 x 10~ 14
2.08721 x 10~ 14
2.66453 x 10714
417443 x 10714
5.15143 x 10~ 14
5.32907 x 10~ 14
6.30606 x 10~ 14
8.34887 x 10~ 14
9.05941 x 1014
1.03028 x 1013

1.06726 x 10~19
1.04360 x 10~ 14
2.08721 x 10~ 14
2.66453 x 10~
4.17443 x 10~ 14
5.15143 x 10~ 14
5.32907 x 10~ 14
6.30606 x 10~ 14
8.34887 x 10~ 14
9.05941 x 1014
1.03028 x 10~ 4

8.98066 x 1010
6.24623 x 1079
1.24924 x 1094
1.83703 x 1094
2.49849 x 1004
4.32380 x 10~%4
3.67407 x 10704
6.46714 x 10704
4.99698 x 1004
5.00259 x 1074
8.64761 x 1004

excelentes resultados e com boa precisao numérica de N = 32 até N = 50.

Na inversao de Fj(s), conforme Tabela 9.3, a técnica de Talbot-Racional fornece



9.2 Inversao de Fi(s) para a = 0.5

9.2.1

Método de Stehfest

106

Tabela 9.4: Erro absoluto da inversao de Fy(s) para a = 0.5, pelo método de Stehfest com
diferentes valores de NV

~+

N =38

N =12

N =18

N =24

N =32
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7.70380 x 10~10
2.34392 x 10704
7.21448 x 10704
2.77258 x 10~%
1.10526 x 10793
1.86366 x 10793
2.03619 x 10793
1.75214 x 10793
1.22274 x 10793
6.23718 x 10794
6.67214 x 10~%

2.54299 x 10710
9.73698 x 10707
1.00519 x 1079
5.99695 x 10~
5.76479 x 1079
9.71645 x 10~%
9.09280 x 10~%
4.13521 x 1079
2.95800 x 1079
9.86922 x 10795
1.50542 x 10~%4

7.63036 x 10797
1.60641 x 1079
5.34742 x 10707
1.18198 x 10796
7.65429 x 10797
2.31103 x 10707
3.11433 x 1077
2.47131 x 1079
1.80258 x 10796
4.40534 x 10796
4.49223 x 10796

1.06060 x 10702
6.56748 x 10793
4.31294 x 10793
1.79281 x 10792
9.80631 x 10793
5.53096 x 10793
2.05278 x 107%
2.94518 x 10793
5.73221 x 10793
9.66584 x 10793
5.81622 x 10793

1.70753 x 10793
3.50779 x 10103
4.14053 x 10103
4.85730 x 10103
4.52823 x 10103
3.86332 x 10103
4.97035 x 10103
2.64259 x 10103
1.38810 x 10103
1.09336 x 10793
3.16043 x 10103

com a Tabela 9.4, aponta-se valores entre N =8 e N = 18.

9.2.2

Tabela 9.5: Erro absoluto da inversao de Fy(s) para a = 0.5, pelo método de Talbot com

Para aproximagao de Fy(s) com a = 0.5 através do método de Stehfest, de acordo

diferentes valores de N

Método de Talbot

~

N =18

N =24

N =32

N =50

N =88
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1.19659 x 10712
1.23245 x 10712
1.29007 x 10~ 12
1.30848 x 1012
1.31736 x 10~ 12
1.35634 x 10~ 12
1.38008 x 1012
1.39725 x 10~ 12
1.41810 x 1012
1.40095 x 1012
1.46167 x 1012

1.02740 x 1012
4.19442 x 10713
4.65794 x 10~13
1.37670 x 1012
4.41979 x 10~ 13
1.51254 x 1013
1.14133 x 10712
5.90014 x 10~ 14
3.09658 x 10~13
3.95456 x 10~13
2.97517 x 10713

8.11350 x 10~ 13
4.46687 x 10712
6.05926 x 10~12
1.13508 x 10~
5.26231 x 10712
2.47957 x 10712
1.27222 x 1011
3.83883 x 1012
1.90127 x 10712
2.15112 x 1012
4.06656 x 1013

6.46341 x 1079
1.11090 x 10708
6.16952 x 1079
1.41512 x 10799
1.24107 x 10798
3.20510 x 10798
2.48266 x 1079
1.72838 x 10708
8.65374 x 10799
4.56844 x 10799
2.54988 x 10708

1.77104 x 10792
2.13744 x 10702
2.25669 x 10702
7.52134 x 10792
1.65852 x 10702
1.10400 x 10792
6.85370 x 10702
3.41166 x 10793
1.75343 x 10702
6.04145 x 10792
1.01370 x 10702

Segundo a Tabela 9.5, no método de Talbot para aproximagao de Fy(s) com a = 0.5,
indica-se valores de N = 18 até N = 32.



9.2.3

Método de Talbot-Racional

Tabela 9.6: Erro absoluto da inversao de Fy(s) para a = 0.5

t

N =18

N=24

N =32

N =50

N =180

10~4
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5.55124 x 10~
1.76022 x 10~ 11
2.53052 x 10~ 11
3.01191 x 1011
9.60964 x 10712
1.33855 x 10~
3.18867 x 10~ 1!
5.43039 x 10712
1.96197 x 10~
1.07390 x 10~
1.98574 x 10~ 11

1.90958 x 10~14
1.23234 x 10~
1.16573 x 10~ 1°
5.77315 x 10715
4.88498 x 10712
2.26207 x 1071°
4.86416 x 10715
7.86870 x 1071°
3.23005 x 10~1°
5.04110 x 10~15
4.76788 x 10715

8.16013 x 1014
7.10542 x 1014
6.79456 x 10~
6.00908 x 10~ 14
5.98965 x 1014
5.53029 x 10~
5.32976 x 10~
5.14796 x 10~14
4.79685 x 10714
4.66068 x 10714
4.52008 x 10~

7.95141 x 1013
8.88733 x 10713
8.05688 x 10~ 13
6.85007 x 10~ 13
6.93722 x 10~ 13
7.14234 x 10713
6.55739 x 10~ 13
5.72063 x 10713
6.06452 x 10~13
5.56053 x 10713
5.70154 x 10~13

1.22822 x 10793
2.57927 x 10794
2.80697 x 10704
4.24368 x 107
1.57152 x 10794
1.29955 x 10793
5.62179 x 1079
9.33083 x 10704
1.27127 x 107%
5.39632 x 1077
1.08556 x 10793

aproximagao de Fy(s) com a = 0.5 para os valores entre N =24 ¢ N = 50.
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Segundo a Tabela 9.6, o método de Talbot-Racional mostrou-se mais adequado para

9.3 Inversao de Fi(s) para a = 2

9.3.1

Tabela 9.7: Erro absoluto da inversao de Fy(s) para a = 2, pelo método de Stehfest com

diferentes valores de N

Método de Stehfest

~+

N =10

N =14

N =18

N =24

N =32
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6.98351 x 10~10
2.80590 x 10704
1.20893 x 1094
5.07677 x 1074
4.27179 x 107%
1.55520 x 10794
3.75873 x 1079
1.29489 x 10~%
1.56536 x 1094
1.50852 x 10794
1.31643 x 107%

1.77665 x 1010
1.01682 x 1079
2.01591 x 10~%
4.61653 x 1079
1.23442 x 1079
4.78922 x 10~9°
4.38670 x 10~9°
2.39658 x 10~%
4.87033 x 10796
7.95395 x 10796
1.46211 x 1079

1.49885 x 10796
7.65429 x 10797
1.80258 x 1096
1.78705 x 10797
4.63216 x 10796
3.01208 x 10~
2.10040 x 10796
4.79151 x 10796
5.84203 x 1076
4.17079 x 10796
2.25772 x 10796

1.49885 x 10706
7.65429 x 10707
1.80258 x 10796
1.78705 x 10797
4.63216 x 10796
3.01208 x 10~
2.10040 x 10796
4.79151 x 10796
5.84203 x 10706
4.17079 x 10796
2.25770 x 10706

2.26362 x 10103
4.52823 x 10103
1.38810 x 10793
4.04137 x 10793
2.48259 x 10793
1.88821 x 10193
1.67249 x 10193
1.88087 x 10193
9.05343 x 10703
1.02721 x 10103
1.76946 x 10793

Para aproximacao de Fy(s) com a = 2 através do método de Stehfest, de acordo

com a Tabela 9.7, sugere-se valores entre N = 18 e N = 24.



9.3.2

Método de Talbot
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Tabela 9.8: Erro absoluto da inversao de Fy(s) para a = 2, pelo método de Talbot com dife-
rentes valores de NV

~+

N =18

N =24

N =32

N =50

N =280
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4.33686 x 10~12
2.19838 x 10712
9.25058 x 10712
1.94125 x 1012
4.33376 x 10712
5.95008 x 10712
5.53752 x 10712
8.12865 x 10712
1.11907 x 1012
1.23600 x 1012
1.30087 x 10712

9.56235 x 10~13
4.41979 x 10713
3.09658 x 10~13
9.82498 x 10~13
2.15454 x 10713
9.63466 x 10713
6.12990 x 10~13
1.47027 x 1013
1.29023 x 10713
1.96210 x 10713
3.42201 x 10~

3.03368 x 10~12
5.26231 x 10712
1.90127 x 10712
7.19737 x 10712
2.12539 x 10712
1.99549 x 10712
6.43375 x 10712
3.17912 x 10~ 12
2.06169 x 10~12
3.17902 x 10~12
6.02426 x 10~13

8.19758 x 10799
1.24107 x 10708
8.65374 x 10799
1.62989 x 10799
6.46899 x 10799
2.29818 x 10708
1.45700 x 1079
1.35799 x 10708
5.55652 x 10799
1.65800 x 1099
1.82044 x 10798

8.08420 x 10793
3.88997 x 10793
3.17892 x 10793
4.43187 x 10793
2.72804 x 10703
9.26414 x 10793
3.71708 x 10793
3.96288 x 10793
2.49034 x 10793
5.16494 x 10793
7.89062 x 10703

excelentes resultados e com boa precisao numérica de N = 18 até N = 32.

9.3.3

Na inversao de de Fy(s) com a = 2, conforme Tabela 9.8, a técnica de Talbot fornece

Método de Talbot-Racional

Tabela 9.9: Erro absoluto da inversao de Fy(s) para a = 2, pelo método de Talbot-Racional
com diferentes valores de N
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N =18

N=24

N =32

N =50

N =180
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5.54279 x 10~ 11
9.60964 x 10~ 12
1.96197 x 10~ 11
1.16001 x 10— 11
5.38091 x 10712
2.50162 x 10~12
2.18098 x 10712
1.98294 x 1012
2.43229 x 1012
2.17639 x 10712
2.20374 x 10~12

1.77635 x 10714
4.88498 x 10~1°
3.23005 x 10715
4.26525 x 10715
6.55779 x 10716
1.27756 x 10~1°
9.22266 x 10~17
8.98199 x 10~17
1.02739 x 1016
3.62854 x 1016
5.61878 x 10~ 17

8.31557 x 10~ 14
5.98965 x 10~ 14
4.79685 x 10~14
410374 x 10714
3.77519 x 10~ 14
3.03187 x 10~ 14
2.99676 x 10~ 14
2.71913 x 1014
2.49636 x 10714
2.13404 x 10~ 14
1.95374 x 10~ 4

8.26672 x 10~ 13
6.93722 x 10713
6.06452 x 1013
5.09768 x 10713
5.14792 x 1013
4.43146 x 10~ 13
4.09278 x 10713
3.55776 x 10~ 13
3.56748 x 10713
3.17209 x 10~13
2.89702 x 10713

1.38751 x 10793
1.57152 x 1074
1.27127 x 107%
1.58993 x 1094
6.96676 x 10~
9.30432 x 10704
2.89370 x 10704
5.03595 x 10~04
1.65856 x 1004
2.51443 x 10704
5.62838 x 10704

Para aproximagao de Fy(s) com a = 2, de acordo com a Tabela 9.9, aponta-se valores
entre N = 18 e N = 50, para o método de Talbot-Racional.



9.4 Inversao de Fi(s) para a = 50

9.4.1

Método de Stehfest
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Tabela 9.10: Erro absoluto da inversao de Fy(s) para a = 50, pelo método de Stehfest com
diferentes valores de NV
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N =10

N =12

N =14

N =18

N =24
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1.74096 x 10798
7.17051 x 10796
4.65295 x 10796
1.73890 x 10796
7.27065 x 10707
3.27011 x 10797
1.49158 x 10797
6.32358 x 10708
1.93772 x 10708
3.71927 x 10799
1.59690 x 10798

7.44113 x 10710
8.09541 x 10796
3.55096 x 1077
5.23781 x 10797
3.35352 x 10707
2.07167 x 10797
1.31537 x 10797
8.63674 x 10708
5.84528 x 10798
4.05678 x 10798
2.87237 x 10708

7.87769 x 10710
1.33305 x 10796
6.12351 x 1077
7.84639 x 10798
2.11948 x 10798
3.47554 x 10708
3.11811 x 10798
2.51029 x 1078
1.96232 x 1078
1.54004 x 10798
1.21262 x 10798

4.46367 x 10797
2.76602 x 10707
1.44354 x 10797
5.70435 x 10798
4.51691 x 10798
3.16649 x 10708
4.10946 x 10708
3.01515 x 10798
1.89756 x 10798
3.32947 x 1078
1.83936 x 10798

2.41103 x 10793
1.61743 x 10793
6.51359 x 10704
2.42710 x 10794
3.90529 x 10~4
6.23226 x 1004
4.35352 x 10704
3.41892 x 1074
3.48806 x 1074
8.98838 x 1079
1.28626 x 10~94

9.4.2

De acordo com a Tabela 9.10, na inversao de Fy(s) com a = 50 através do método
de Stehfest, recomenda-se os valores de N =10 e N = 18.

Método de Talbot

Tabela 9.11: Erro absoluto da inversao de Fy(s) para a =
diferentes valores de N

50, pelo método de Talbot com

~

N =18

N =24

N =32

N =50

N =90
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1.17483 x 10712
1.56745 x 10712
9.57811 x 10713
6.55594 x 10~13
4.91517 x 10713
3.91793 x 10713
3.25073 x 10~ 13
2.77010 x 10~13
2.41495 x 10~13
2.13241 x 10~13
1.92201 x 1013

1.04471 x 1012
7.38964 x 10~ 14
4.54747 x 10~
7.95807 x 10~ 14
1.42108 x 10~ 14
4.54747 x 10718
3.78956 x 10~ 14
1.62409 x 10~1°
1.42108 x 10~ 14
1.01054 x 10~
2.27373 x 10715

1.76547 x 10~12
1.92874 x 10=22
3.63797 x 10713
4.85063 x 10~13
1.36424 x 1013
2.18278 x 10713
2.42531 x 10713
2.85841 x 10~13
4.54747 x 10714
1.61687 x 10713
9.09494 x 10~ 14

5.68721 x 10799
2.98023 x 10799
1.86264 x 10799
4.96705 x 10~10
1.02445 x 10799
2.45869 x 1079
3.72529 x 10~ 10
1.11758 x 1079
6.51925 x 10~ 10
3.72529 x 1010
1.19209 x 10799

6.01309 x 10702
6.25000 x 10702
3.98437 x 10702
3.43750 x 10702
2.57812 x 10792
2.56250 x 10702
2.03125 x 10702
4.91071 x 10793
1.36718 x 10792
1.00694 x 10702
1.37500 x 10702

Segundo a Tabela 9.11, no método de Talbot para aproximagcao de Fy(s) com a = 50,
indica-se valores de N = 18 até N = 32.



9.4.3

Método de Talbot-Racional
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Tabela 9.12: Erro absoluto da inversao de Fy(s) para a = 50, pelo método de Talbot-Racional
com diferentes valores de N

t

N =18

N =24

N =32

N =50

N =180

10~4
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5.27362 x 10~ 11
1.83865 x 1012
1.23773 x 10712
8.96243 x 1013
6.94878 x 10713
5.65051 x 10~13
4.75186 x 10~ 13
4.09581 x 10713
3.59675 x 10713
3.20494 x 1013
2.88944 x 10713

1.73194 x 10~14
9.33582 x 10~ 17
1.27484 x 1016
1.47175 x 1016
9.56493 x 10717
1.22115 x 1016
9.48836 x 10~17
9.02434 x 1017
8.06432 x 10~17
9.06864 x 10~17
7.09160 x 10~17

7.21644 x 10~ 14
1.05508 x 1014
5.60468 x 1015
3.78499 x 10~15
2.92428 x 10~15
2.21756 x 1071°
1.88680 x 1015
1.68549 x 10718
1.49004 x 10~1°
1.24910 x 1015
1.14307 x 10715

7.85704 x 10~13
1.65000 x 1013
9.11479 x 1013
6.32691 x 10~ 14
4.66251 x 10~ 14
3.66689 x 10~ 14
3.33607 x 10~
2.56465 x 10~
2.37806 x 10~ 14
2.24891 x 10~
1.81754 x 10~ 4

1.38973 x 10793
2.16278 x 10704
2.01484 x 10794
2.42774 x 10704
1.22788 x 107%
4.39199 x 1079°
1.31419 x 10794
2.29507 x 10795
6.61072 x 10795
6.55125 x 1079
1.61902 x 1079°

Na inversao de Fi(s) com a = 50, conforme Tabela 9.12, a técnica de Talbot-Racional

fornece excelentes resultados e com boa precisao numérica de N = 24 a N = 32.

9.5 Inversao de Fj(s) para a =0.5

9.5.1

Método de Stehfest

Tabela 9.13: Erro absoluto da inversao de Fj(s) para a = 0.5, pelo método de Stehfest com
diferentes valores de N
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N=14

N =16

N =18

N =20

N=24
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1.80716 x 10~ 12
2.59109 x 1076
6.96804 x 10~
2.89346 x 10793
6.30167 x 10793
2.88737 x 10702
9.91714 x 10~93
1.04147 x 10791
1.21624 x 10791
1.47694 x 10702
2.24732 x 10701

2.11776 x 10713
9.53772 x 1077
6.41145 x 10~%
4.36789 x 1094
2.23828 x 10793
9.98579 x 1073
1.97232 x 10792
2.48964 x 10702
9.06341 x 1072
7.05716 x 10792
6.80001 x 1002

9.57624 x 10~13
1.54756 x 10797
2.90405 x 10797
1.08381 x 10~%
1.01586 x 10793
5.56794 x 10794
1.11862 x 10792
1.02105 x 10792
3.29649 x 10792
7.23161 x 10792
2.79262 x 10792

1.49053 x 10712
2.02628 x 1076
3.81649 x 10796
2.36198 x 1079
8.97269 x 10796
1.22928 x 10793
1.28199 x 10793
1.03386 x 10702
1.81789 x 10793
3.53163 x 10792
5.22529 x 10792

1.11218 x 10799
6.17157 x 10704
2.10663 x 10793
1.42259 x 10793
3.11473 x 10793
4.51062 x 1074
1.15961 x 10793
2.77639 x 10704
8.81284 x 10703
1.31403 x 10792
1.18847 x 10792

Como pode-se observar através da Tabela 9.13, na inversao de fungoes da classe de

F3(s) com a = 0.5, recomenda-se valores de N = 16 a N = 20 para a técnica de Stehfest.



9.5.2

Método de Talbot

Tabela 9.14: Erro absoluto da inversao de Fs(s) para a =
diferentes valores de N

111

0.5, pelo método de Talbot com
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N =18

N =24

N =26

N =32

N =90
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2.52415 x 10~19
2.50355 x 10~ 14
5.12923 x 10~ 14
6.94999 x 10~ 14
1.01474 x 1013
1.21902 x 1013
1.38472 x 10713
2.03670 x 10713
3.02180 x 1012
1.79978 x 10~ 12
7.70780 x 10710

4.63327 x 10~19
1.50435 x 10~14
7.01660 x 10~14
2.28927 x 10~13
7.17204 x 10714
1.50879 x 1013
4.24271 x 10~13
4.16333 x 10~1°
2.35367 x 10713
3.17301 x 10~13
1.88626 x 1013

9.91028 x 10~20
8.88178 x 1016
4.18554 x 10~
2.43138 x 1014
1.49880 x 10714
1.27675 x 10714
1.66533 x 10716
9.50906 x 10~ 14
1.89848 x 10713
1.35558 x 10713
1.56874 x 10~13

1.88634 x 1018
1.88515 x 10713
2.69229 x 10~13
2.94986 x 1012
1.60660 x 1012
1.36957 x 10~12
4.30477 x 10712
6.07847 x 10~ 14
1.41764 x 10712
2.68784 x 10713
2.02582 x 1012

1.65374 x 10798
1.39819 x 10793
3.28739 x 10793
1.14272 x 10702
6.56305 x 10703
1.75346 x 10702
2.23700 x 10792
2.24310 x 10702
1.15568 x 10792
1.08634 x 10702
3.73257 x 10702

Para aproximacao de F3(s) com a = 0.5, de acordo com a Tabela 9.14, aponta-se

valores entre N = 18 e N = 32, para o método de Talbot.

9.5.3

Método de Talbot-Racional

Tabela 9.15: Erro absoluto da inversao de F3(s) para a = 0.5 pelo método de Talbot-Racional
com diferentes valores de N.

t

N =18

N=24

N =32

N =50

N =190
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2.83048 x 10~ 14
4.14681 x 1078
8.85256 x 10707
6.61380 x 1076
6.99579 x 1076
3.06850 x 10~04
3.06850 x 10704
6.99009 x 10~4
1.14825 x 10702
4.76481 x 10702
6.06787 x 10702

1.12045 x 1017
2.47298 x 10~ 11
1.19575 x 10710
6.33273 x 10799
1.53707 x 10797
1.23017 x 10796
1.23017 x 10796
1.03413 x 10796
1.00589 x 1094
4.19901 x 1074
1.71803 x 10793

5.08219 x 10~20
3.10862 x 10~1°
1.82631 x 10713
3.63875 x 10712
5.33404 x 10~
4.50719 x 10~10
4.50719 x 10~10
8.40225 x 1010
1.37125 x 10797
4.67158 x 10799
3.16154 x 10796

3.94717 x 10~ 19
4.21884 x 10~
8.16013 x 1014
9.78106 x 10~
1.61315 x 10713
2.12163 x 10713
1.72528 x 10713
2.18158 x 10~13
2.74225 x 10713
2.44249 x 10713
3.55937 x 10~ 13

2.47343 x 1079
1.76633 x 10794
3.64507 x 1074
5.15523 x 10704
7.12507 x 10704
5.69064 x 10704
9.97091 x 10~
1.82826 x 10793
1.36974 x 10793
4.98028 x 10794
1.15734 x 10793

Segundo a Tabela 9.15, para aproximagao dede F3(s) com a = 0.5 através método

de Talbot-Racional, indica-se os valores entre N = 32 ¢ N = 50.



9.6 Inversao de Fj(s) para a =1

9.6.1

Método de Stehfest

Tabela 9.16: Erro absoluto da inversao de F3(s) para a =
diferentes valores de N

1, pelo método de Stehfest com

t

N =10

N =18

N=24

N =32

N =50

10—4
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3.47916 x 10~10
4.68526 x 10793
4.28830 x 10792
2.36720 x 10791
9.95772 x 10702
5.52843 x 10701
2.05765 x 10701
5.73414 x 10791
8.76160 x 10701
3.20066 x 10701
6.05387 x 10701

9.62170 x 10~12
1.87227 x 10793
3.52894 x 10792
1.09091 x 1071
6.32448 x 10792
3.98934 x 10701
2.56706 x 10~01
4.36919 x 10~
7.72513 x 10701
2.79461 x 10791
5.99253 x 10701

7.31936 x 10799
2.10663 x 10793
3.11473 x 10793
1.15961 x 10793
8.81284 x 10793
1.18847 x 10792
1.23773 x 10702
9.96929 x 10702
2.32689 x 10792
2.41893 x 10791
8.57974 x 10793

2.92566 x 10793
3.14853 x 10102
5.96125 x 10102
3.26101 x 10792
9.53092 x 10102
6.92216 x 10102
1.10263 x 10193
6.01764 x 10102
1.67485 x 10793
4.05400 x 10102
1.65962 x 10193

5.75534 x 10108
1.12762 x 10+
7.88169 x 10+13
1.74063 x 10T13
3.79743 x 10+14
7.38833 x 10113
1.49149 x 10+
5.32724 x 10114
4.08352 x 1014
3.93591 x 10+14
2.21759 x 1011
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De acordo com a Tabela 9.16, na inversao de F3(s) com a = 1 através do método

de Stehfest, nenhum valor de N apresentou resultados satisfatorios em todos os instantes de t.

9.6.2

Método de Talbot

Tabela 9.17: Erro absoluto da inversao de Fs(s) para a =
diferentes valores de N

1, pelo método de Talbot com

~

N =18

N =24

N =32

N =50

N =90

,_
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5.25160 x 10~19
5.12923 x 10~ 14
1.01474 x 1013
1.38472 x 10713
3.02180 x 1012
7.70780 x 10710
6.67230 x 10708
1.89325 x 10796
1.26677 x 1079
1.78618 x 10793
4.08945 x 10702

9.23265 x 10~ 19
7.01660 x 10~ 14
7.17204 x 10~ 14
4.24271 x 10713
2.35367 x 10713
1.88626 x 10713
6.45428 x 10~13
2.33946 x 10~12
7.84746 x 10~ 11
5.18026 x 10799
5.30016 x 1077

1.71778 x 10718
2.69229 x 10~13
1.60660 x 10~12
4.30477 x 10712
1.41764 x 10712
2.02582 x 10~12
6.19332 x 10~12
1.32449 x 1012
2.83428 x 10712
1.64607 x 10712
1.96331 x 10~12

6.45214 x 10715
4.46376 x 10710
8.95639 x 10~ 10
8.16059 x 10~ 10
1.41531 x 10799
7.22210 x 10799
1.26347 x 10799
8.04089 x 10~%
3.24209 x 1079
2.64615 x 10799
1.28716 x 10798

3.08012 x 10708
3.28739 x 10793
6.56305 x 10793
2.23700 x 10792
1.15568 x 10702
3.73257 x 10702
4.29803 x 10792
3.91294 x 10702
2.68582 x 10702
2.46870 x 10792
6.84788 x 10702

Como observa-se através da Tabela 9.17, nos testes realizados para gerar os resulta-

dos, para a técnica de Talbot na inversao de fungoes da classe de F3(s) com a = 1, recomenda-se

valores de N =24 a N = 50.
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Método de Talbot-Racional
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Tabela 9.18: Erro absoluto da inversao de F3(s), para a = 1 pelo método de Talbot-Racional
com diferentes valores de .

t

N =18

N =32

N =38

N =50

N =190

10~4

© 00 J O U k=W N =
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5.66096 x 10~ 14
8.85256 x 10707
6.99579 x 1076
6.99009 x 10704
1.14825 x 10792
6.06787 x 10702
2.07481 x 10100
5.29908 x 10701
9.63822 x 10791
4.07475 x 1071
5.44755 x 10701

1.16890 x 10~ 17
1.82631 x 10713
5.33404 x 10~ 11
8.40225 x 10~10
1.37125 x 10797
3.16154 x 10796
4.41917 x 1079
5.14164 x 10794
5.51945 x 10793
4.96307 x 10792
3.20423 x 10701

1.25360 x 10~ 1?
1.43218 x 10~
5.46229 x 1014
7.50641 x 10~12
3.02304 x 10710
1.70955 x 10798
3.33262 x 10707
4.33940 x 10796
4.90577 x 1079
5.45643 x 10794
5.81064 x 10793

7.77576 x 10719
8.16013 x 1014
1.61315 x 10~13
1.72528 x 10713
2.74225 x 10713
3.55937 x 10~ 13
7.82396 x 10712
2.22198 x 1010
3.27708 x 1079
3.36747 x 1078
2.92661 x 10797

5.14472 x 1079
3.64507 x 1074
7.12507 x 10794
9.97091 x 10~4
1.36974 x 10793
1.15734 x 10793
2.02972 x 10793
3.68621 x 10793
2.76653 x 1073
9.85159 x 10~%4
2.30380 x 10793

Na inversao de F3(s) com a = 1, como mostra a Tabela 9.18, sugere-se valores entre
N =38 e N = 50 para a técnica de Talbot-Racional.

9.7 Inversao de Fj3(s) para a = 2

9.7.1

Método de Stehfest

Tabela 9.19: Erro absoluto da inversao de F3(s) para a =
diferentes valores de N

2, pelo método de Stehfest com

t

N =

N =12

N =18

N=24

N =32

1074
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3.08124 x 10799
7.49059 x 10702
3.20443 x 10701
1.73321 x 10791
9.63816 x 10701
5.76910 x 10701
5.58007 x 10701
9.78401 x 10~01
2.94538 x 10701
7.54481 x 10791
9.11194 x 10701

1.92433 x 10711
3.52894 x 10702
6.32448 x 10702
2.56706 x 10701
7.72513 x 10701
5.99253 x 10701
5.19863 x 10701
1.01527 x 10190
2.71070 x 10791
7.41867 x 10701
9.17131 x 10791

5.98219 x 10~12
1.01586 x 10793
3.29649 x 10702
2.07120 x 1071
4.16603 x 10791
3.52049 x 10791
3.73882 x 10701
9.81744 x 10~01
3.35482 x 10701
7.79540 x 10701
9.04622 x 10791

4.71795 x 10799
3.11473 x 10793
8.81284 x 10703
1.23773 x 10792
2.32689 x 10792
8.57974 x 10793
3.46120 x 10~01
7.25125 x 10701
3.64805 x 10701
6.91720 x 100!
9.56173 x 10701

5.02186 x 10793
5.96125 x 10102
9.53092 x 10102
1.10263 x 10793
1.67485 x 10793
1.65962 x 10103
1.95886 x 10793
1.59691 x 10793
3.80116 x 10102
1.33850 x 10793
1.68257 x 10103

De acordo com a Tabela 9.19, na inversao de F3(s) com a = 2 através do método

de Stehfest, nenhum valor de N apresentou resultados satisfatorios em todos os instantes de t.



9.7.2

Tabela 9.20: Erro absoluto da inversao de F3(s) para a = 2, pelo método de Talbot com

diferentes valores de N

Método de Talbot

t N=24 N =32 N =236 N =50 N =188
1074 1.81603 x 1071%  2.87652 x 10~ '¥  8.96974 x 10717 9.73588 x 10~  1.57046 x 1078
1 7.17204 x 10~ 1.60660 x 10712 5.79025 x 10712 8.95639 x 10719 4.66741 x 10793
2 235367 x 10713 1.41764 x 10712 1.41764 x 10~'2  1.41531 x 10799  9.92749 x 10793
3 6.45428 x 10713 6.19332 x 10712 2.94764 x 10~11  1.26347 x 107%°  1.51157 x 10792
4 7.84746 x 10712 2.83428 x 10712 2.17517 x 10—t 3.24209 x 10799  1.80636 x 1072
5  5.30016 x 10797 1.96331 x 107!2  7.78410 x 10~'2  1.28716 x 1078  1.97288 x 10702
6  3.61310 x 107%* 1.11779 x 1071 3.44180 x 10—t 2.93315 x 1079  3.00937 x 1072
7 1.66784 x 10792 6.23019 x 10798 9.20474 x 10~ 1.19739 x 10798  3.30533 x 1002
8 1.63191 x 107°1  1.39654 x 1079  3.34574 x 10797  4.07136 x 10799  3.00908 x 1092
9 7.48599 x 10791 4.46907 x 1079  7.67583 x 10796  1.46364 x 107%°  2.54016 x 10792
10 9.12984 x 10791 1.49811 x 101%0  8.01022 x 10~9*  1.80225 x 10798  3.10702 x 1002

9.7.3

Tabela 9.21: Erro absoluto da inversao de Fs(s), para a =
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Segundo a Tabela 9.20, para aproximagao dede F3(s) com a = 2 através método de
Talbot, indica-se os valores entre N = 36 e N = 50.

Método de Talbot-Racional

com diferentes valores de N.

2 pelo método de Talbot-Racional

t N =32 N =64 N =90 N =120 N =190
1074 2.23616 x 10719 1.07698 x 10716 554874 x 1071°  3.49846 x 10713 1.00413 x 10798
1 5.33404 x 10~ 1.06820 x 10~'*  5.40069 x 10710  3.21499 x 10~%%  7.12507 x 10~%*
2 1.37125 x 107°7  1.97515 x 10711 1.02796 x 10~%° 6.26819 x 10798  1.36974 x 10~93
3 441917 x 1079 2.67643 x 10~ 1.50277 x 10799 9.38129 x 10798 2.02972 x 1093
4 5.51945 x 1079 3.02134 x 1011 1.71677 x 10799 1.20654 x 10797  2.76653 x 10793
5 3.20423 x 10790 3.73712 x 10~ 1.98031 x 107%°  1.43664 x 107°7  2.30380 x 10793
6 5.96833 x 10791 2.56183 x 10729 2.12663 x 107%?  1.69997 x 107°7  3.78582 x 10~
7 9.90046 x 1071 4.15239 x 10797 217794 x 10799 1.96481 x 107°7  6.95537 x 10~
8 2.87832 x 10791 4.02757 x 1079 2.06524 x 10799  1.94620 x 10797  5.09579 x 103
9  7.50979 x 10790 2.16334 x 10793 1.97539 x 10799 228767 x 1077 2.22158 x 1073
10 9.12945 x 10791 1.36130 x 10792 1.57773 x 1079  2.12388 x 10797 4.14141 x 10793

Como pode-se observar através da Tabela 9.21, na inversao de fungoes da classe de
F3(s) para a = 2, para a técnica de Talbot-Racional, recomenda-se valores entre N = 90 e
N = 120.



9.8 Inversao de F(s)

9.8.1

Método de Stehfest
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Tabela 9.22: Erro absoluto da inversao de Fy(s), pelo método de Stehfest com diferentes valo-

res de N

~+

N =12

N =18

N=24

N =32

N =50
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9.62191 x 10~12
1.13330 x 10792
1.14906 x 1091
7.72553 x 10701
1.63898 x 10100
1.41671 x 10190
3.27286 x 10100
4.65132 x 10100
6.36752 x 10701
7.40399 x 10100
7.75682 x 10100

2.62888 x 10712
5.29460 x 10~%
8.66251 x 10793
7.84508 x 10702
4.46192 x 1091
9.59940 x 10~
6.92530 x 10~01
3.15920 x 10100
2.03405 x 10700
4.32276 x 10700
6.72963 x 10100

5.49673 x 10799
2.45303 x 10704
2.05676 x 10793
6.23119 x 10793
4.68779 x 10702
2.20116 x 10~01
4.58909 x 10701
3.95774 x 10701
2.23037 x 10700
3.58773 x 10701
4.57135 x 10100

3.06902 x 10793
4.08559 x 107092
5.50004 x 10102
5.70180 x 10792
9.96138 x 10102
7.95948 x 10102
1.07594 x 10193
7.90050 x 10102
7.79257 x 10792
8.49032 x 10701
5.50062 x 10102

8.08879 x 10108
1.22076 x 10+14
9.46524 x 10+13
1.24425 x 10+14
7.95513 x 10+14
2.55171 x 1011
1.58710 x 10113
1.55237 x 10+
5.81234 x 1011
4.65502 x 10714
2.65250 x 10+14

Na inversao de Fy(s), como mostra a Tabela 9.22, nenhum valor de N apresentou

resultados satisfatorios em todos os instantes de ¢ para a técnica de Stehfest.

9.8.2

Método de Talbot

Tabela 9.23: Erro absoluto da inversao de Fy(s), pelo método de Talbot com diferentes valo-

res de NV

~

N =18

N =24

N =32

N =50

N =90
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5.37018 x 10~ 19
5.02931 x 10~ 14
1.01807 x 1013
9.63673 x 10~14
6.71973 x 10~
2.17265 x 10708
2.47055 x 10796
1.18905 x 10~%
2.39816 x 10703
2.42707 x 10793
8.72397 x 10701

7.36918 x 10~19
4.69624 x 10714
1.02917 x 1013
4.20552 x 10713
1.31450 x 10713
5.68434 x 10~ 14
3.67705 x 10~13
1.35828 x 1019
1.01227 x 10798
2.78508 x 1077
4.78897 x 10~

5.87840 x 10~ 19
1.77746 x 10713
8.75854 x 10713
3.58868 x 10712
2.72315 x 10~12
6.59472 x 10~ 14
3.49764 x 10~12
1.18749 x 1012
1.61315 x 10712
1.42108 x 10712
2.00550 x 10~12

4.49250 x 10~1°
4.52378 x 10710
1.41483 x 10719
4.39176 x 1010
2.09383 x 10710
6.84004 x 10799
8.39989 x 1010
6.29064 x 1079
2.56093 x 10799
8.59889 x 10~10
8.50315 x 1079

3.30749 x 10708
2.89996 x 10~93
7.15945 x 10793
2.27308 x 10792
1.43317 x 10792
3.51859 x 10702
4.01883 x 10792
3.98157 x 10702
2.34997 x 10702
2.10056 x 10792
6.11597 x 10792

Para aproximagao de Fy(s) de acordo com a Tabela 9.23, aponta-se valores entre
N =24 e N = 32, para o método de Talbot.
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Tabela 9.24: Erro absoluto da inversao de Fy(s) pelo método de Talbot-Racional com diferen-
tes valores de V.

t

N =32

N =38

N =170

N =100

N =210

10~4

© 00 J O U k=W N =
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1.05032 x 10~19
9.22817 x 10~13
4.65338 x 10~10
6.22009 x 1078
2.57867 x 1076
3.09477 x 1079
1.27082 x 1074
1.96847 x 10794
9.42173 x 10793
2.98689 x 10701
7.49848 x 10100

1.32137 x 10717
1.60982 x 10~14
1.36790 x 10~12
1.50071 x 1011
1.23378 x 10798
3.14633 x 1077
2.46652 x 107
1.50185 x 1079°
5.52510 x 10794
6.00475 x 10793
2.44193 x 10792

1.03033 x 1016
9.52993 x 10~ 12
1.86014 x 10~
2.51283 x 10~ 1
3.02775 x 10~ 11
3.25219 x 10~ 11
3.26272 x 10~ 11
3.02939 x 10~ 11
2.69140 x 10~ 11
2.34532 x 10~ 1
2.18154 x 10~ 11

2.37902 x 10~15
1.53434 x 10710
2.98813 x 1010
4.57032 x 10~10
5.36871 x 10~10
6.29956 x 10~ 10
5.82057 x 10710
5.54688 x 10710
4.57580 x 10710
9.03566 x 10~10
3.33574 x 10710

3.91428 x 1078
1.11365 x 10793
1.88326 x 10793
4.88038 x 10793
4.06071 x 10793
4.93728 x 10702
2.38822 x 10703
9.89466 x 10793
3.16175 x 10794
6.05298 x 10702
7.19238 x 10702

De acordo com a Tabela 9.24, na inversdo de Fy(s) através do método de Talbot-

Racional, sugere-se valores a partir de N = 70 até N = 100.

9.9 Inversao de Fj

9.9.1

Método de Stehfest

Tabela 9.25: Erro absoluto da inversao de F;(s), pelo método de Stehfest com diferentes valo-

res de NV

~+

N =38

N =12

N =18

N=24

N =32
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1.54020 x 10799
2.17881 x 10794
4.10632 x 10793
5.41059 x 10704
4.70578 x 10793
5.13581 x 10793
3.43561 x 10~93
1.34933 x 10793
2.99517 x 10704
1.33277 x 10793
1.84730 x 10793

9.62616 x 10~12
1.12829 x 107%
2.16829 x 10704
1.84085 x 1074
5.87037 x 10704
4.04140 x 107%
6.58685 x 10~%
4.48254 x 10~%4
6.06780 x 10704
5.73585 x 10704
4.32664 x 107%

7.48733 x 10713
1.60816 x 10797
1.41351 x 10796
3.75713 x 1079
8.50946 x 10796
4.23891 x 1079
2.00171 x 1079
2.27900 x 1079°
9.87298 x 10796
8.51283 x 1076
2.32495 x 10795

8.17969 x 10~%
7.93883 x 10704
4.26139 x 10794
1.81524 x 10793
2.79974 x 10795
7.22649 x 10704
7.13386 x 10704
4.78576 x 10703
3.99106 x 10793
1.31545 x 10793
1.91969 x 10793

8.02694 x 1004
2.75829 x 10102
6.65764 x 10102
1.89600 x 10792
3.46766 x 10102
3.45075 x 10102
4.21797 x 10102
6.62587 x 10102
1.37028 x 10193
9.70870 x 10101
1.08385 x 10703

Segundo a Tabela 9.25, para aproximagao dede F5(s) através método de Stehfest,

aponta-se os valores entre N =12 e N = 18.
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Tabela 9.26: Erro absoluto da inversao de F(s), pelo método de Talbot com diferentes valo-
res de N

~+

N =18

N =24

N =32

N =50

N =280

—_
2
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5.23466 x 10~19
4.64073 x 10714
8.80406 x 10~ 14
1.33421 x 10713
1.66811 x 1013
2.00665 x 10713
2.30832 x 10~13
2.67626 x 10713
2.34620 x 10~13
1.93403 x 10713
3.00731 x 10713

1.06556 x 10718
5.65658 x 10~ 14
7.67719 x 10714
2.63539 x 10713
1.13131 x 10713
1.59726 x 10713
3.47076 x 10~13
2.14637 x 10~
8.65444 x 10~14
2.05763 x 10713
8.12561 x 10~

3.89635 x 10~ 19
7.84206 x 10713
8.83959 x 10~ 13
2.63578 x 10712
1.23864 x 10~12
7.23608 x 10713
5.10676 x 10~12
3.68319 x 10713
6.32241 x 10~13
1.67385 x 10712
4.17769 x 10~13

4.16938 x 10~1°
4.41889 x 10710
9.33116 x 1010
3.69950 x 10~10
1.55301 x 10799
4.70870 x 10799
6.51454 x 10~10
3.87917 x 1079
2.95066 x 10799
1.27081 x 10799
7.49348 x 10799

2.74134 x 1079
1.21262 x 10794
2.17685 x 1074
3.94733 x 1074
3.68268 x 1074
1.40457 x 10793
6.47252 x 10704
6.91209 x 1004
6.93954 x 1074
1.39280 x 107093
2.11415 x 10793

Como observa-se na Tabela 9.26, para inversao de F5(s) através da técnica de Talbot,

recomenda-se valores entre N = 18 e N = 32

9.9.3

Método de Talbot-Racional

Tabela 9.27: Erros absoluto da inversao de F5(s), pelo método de Talbot-Racional.

t

N =18

N =24

N =32

N =50

N =190

10-4
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5.65885 x 10~ 14
2.31081 x 10~10
3.33604 x 10710
1.74951 x 10~
1.47164 x 10-10
1.02407 x 1010
1.51842 x 10~ 11
1.20906 x 1010
1.15990 x 10~19
8.90277 x 10~ 12
5.74680 x 10~

2.24023 x 10~17
1.04138 x 10713
1.04527 x 10713
1.05915 x 10713
9.62285 x 10~ 14
4.69693 x 10~
3.35426 x 1014
4.23680 x 10714
4.96633 x 10~
3.89881 x 10~ 14
8.28774 x 10715

1.08420 x 10~19
7.93809 x 10715
1.31561 x 10~ 14
1.36002 x 10~ 14
1.60704 x 10~ 4
1.62855 x 10~ 14
1.80185 x 10~
1.86422 x 10~
1.91756 x 10~ 14
1.82093 x 10714
1.65081 x 104

7.84352 x 10719
6.53921 x 1014
1.22957 x 10713
1.15490 x 1013
1.79023 x 1013
1.70016 x 10~13
1.57068 x 1013
1.83593 x 1013
2.21624 x 10~13
1.95585 x 10~13
2.16218 x 10713

4.98470 x 10799
3.40393 x 1074
6.39544 x 10704
8.85495 x 1074
1.18737 x 10793
9.45698 x 10704
1.56931 x 10793
2.85559 x 10703
1.95302 x 10793
8.29490 x 10~04
1.57339 x 10793

N = 50 para a técnica de Talbot-Racional.

Na inversao de Fs(s), como mostra a Tabela 9.27, indica-se valores entre N = 18 e
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Tabela 9.28: Erro absoluto da inversao de F(s), pelo método de Stehfest com diferentes valo-

res de N
t N=38 N =12 N =18 N=24 N =32
10=*  0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

1 5.68885 x 10704 1.47755 x 1079 6.03401 x 10797 4.10403 x 107%*  4.30625 x 10102
2 3.15825 x 10794 214995 x 1079  7.97330 x 10797 4.48632 x 1079 5.62036 x 100!
3 1.46604 x 107%%  8.35559 x 1079  5.70610 x 10797  5.56521 x 10793  4.21176 x 10792
4 7.25484 x 1079 249722 x 10796 1.21927 x 1079 1.29953 x 1079  1.59212 x 10103
5 3.78719 x 1079 8.55803 x 1079 5.71712 x 107°7  3.99455 x 10793 6.02088 x 10792
6 2.04902 x 1079 8.80534 x 10797  7.89029 x 10797  4.53334 x 1079  6.14716 x 10102
7 1.13612 x 1079 1.22468 x 1079 1.92600 x 107°7  7.79412 x 10793  2.28254 x 10793
8 6.44560 x 1079 1.29560 x 10796  7.06416 x 10797  3.07126 x 1079 1.07969 x 10703
9 3.79433 x 10796 1.24671 x 107%  3.06849 x 10797  2.83604 x 1079  9.17942 x 10102
10 2.40649 x 10796 1.14938 x 10~9  1.03568 x 1090  4.51471 x 109 2.00363 x 10793

9.10.2

Para aproximacao de Fg(s) de acordo com a Tabela 9.28, aponta-se valores entre
N =8 e N = 18, para o método de Stehfest.

Método de Talbot

Tabela 9.29: Erro absoluto da inversao de Fy(s), pelo método de Talbot com diferentes valo-

res de N
t N =18 N=24 N =32 N =50 N =280
10~ 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

1 2.38697 x 10~1*  5.01265 x 10~'*  9.54014 x 10~13  1.88857 x 10~  1.06011 x 10~%4
2 4.04620 x 10~ 9.83657 x 10~1*  1.36035 x 1072 8.12993 x 10~  3.68549 x 1094
3 6.26332 x 10713 5.12423 x 10713 6.07552 x 10712 8.22060 x 10~11  6.42823 x 1094
4 6.77180 x 10713 2.06668 x 10713 2.20762 x 10712 1.31733 x 10?9  8.31169 x 10~%
5 6.19476 x 10~ 214966 x 10713 7.60669 x 10~  9.58174 x 10799  2.44919 x 10793
6 5.30492 x 10~ 6.00686 x 1073 5.60290 x 1072  5.10069 x 10710  1.13789 x 10~
7 4.49473 x 10713 5.40123 x 107'% 242761 x 10712 7.93210 x 10799  1.21417 x 10~%
8 3.52440 x 10713 1.44911 x 10713 1.91843 x 10~'2  3.80979 x 10799  1.19538 x 104
9 2.68923 x 10713 2.81830 x 10713 1.96159 x 10712 2.97050 x 10799  2.46405 x 10793
10 1.81438 x 10713 1.82354 x 10~ 7.63528 x 10713 1.12673 x 107%?  3.65583 x 1073

De acordo com a Tabela 9.29, na inversao de Fy(s) através do método de Talbot,

sugere-se valores a partir de N = 18 até N = 32.
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Tabela 9.30: Erros absoluto da inversao de Fy(s), pelo método de Talbot-Racional.
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t N =18 N=24 N =32 N =50 N =180
10~ 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

1 3.04478 x 10713 4.44089 x 1076 1.67643 x 10~  9.83657 x 10~'*  8.39028 x 1079
2 2.60902 x 10~ 1.66533 x 10716 2.12052 x 10~  1.69975 x 10713  2.03116 x 10~%
3 1.36446 x 10713 1.66533 x 10716 2.43693 x 10~'%  2.02726 x 10~  2.94339 x 10~%
4 1.82576 x 10713 8.88178 x 10716 2.89768 x 10~'*  2.68840 x 1073  3.03410 x 1074
5 1.62647 x 10713 0.00000 2.73947 x 10~ 2.78277 x 10713 5.03343 x 1074
6 1.10855 x 10713 9.15933 x 10716 2.49522 x 10714 2.44526 x 10713  3.45638 x 109
7 4.46309 x 107 6.38378 x 1076 2.63400 x 10~'*  2.76501 x 10~'*  5.80300 x 10~
8 2.53681 x 107 555111 x 10717 2.94209 x 10~  3.14998 x 10713  3.17049 x 10~%
9 0.58122 x 10~ 6.93889 x 10710 273114 x 10~*  2.72504 x 10~'3  2.61368 x 10~
10 1.62619 x 107 6.66133 x 10716 2.70061 x 10~'*  3.09280 x 10~  5.66594 x 10~

9.11

9.11.1

Segundo a Tabela 9.30, para aproximagcao dede Fg(s) recomenda-se valores entre
N =18 e N = 50 para método de Talbot-Racional.

Inversao de F~

Método de Stehfest

Tabela 9.31: Erro absoluto da inversao de F%(s), pelo método de Stehfest com diferentes valo-

res de NV
t N=8 N =12 N =18 N=24 N =32
10~*  0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

1 7.63084 x 107 2.11602 x 1079 5.31134 x 10797  1.40134 x 107%  1.63901 x 10193
2 6.76903 x 1070%  4.73471 x 1079 3.31041 x 107%0  8.93956 x 10~  3.63509 x 10792
3 5.01144 x 107%%  4.43410 x 1079 1.96247 x 10797 1.35128 x 10792 1.65749 x 10103
4 3.18338 x 107 2.66737 x 1079 1.58326 x 107°%  1.04059 x 10792 3.01613 x 10793
5 2.00583 x 10794 1.47859 x 1079  2.84810 x 107°7  9.50752 x 10793 1.33156 x 10103
6 1.27236 x 1079 7.73700 x 10796 2.60088 x 10797  3.54087 x 1079  1.72676 x 10103
7 8.07401 x 1079 3.61998 x 107%  4.70530 x 10797  2.67101 x 10793  3.38236 x 10103
8 5.05243 x 1079 1.20729 x 1079 2.18890 x 107%7  6.85850 x 10723  9.13956 x 10102
9 3.04310 x 1079 2.08610 x 10797  2.64882 x 10797  2.43821 x 10793  1.49128 x 10103
10 1.68116 x 1079  1.03134 x 1079  6.24734 x 10797 6.47449 x 10793  2.71288 x 10793

Como pode-se observar na Tabela 9.31, para inversao de F7(s) através da técnica

de Stehfest, sugere-se valores entre N =8 e N = 18
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Tabela 9.32: Erro absoluto da inversao de F;(s), pelo método de Talbot com diferentes valo-

res de N
t N =18 N=24 N =32 N =40 N =84
10~*  0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

1 6.08707 x 10713 2.04114 x 10713 3.79665 x 10712  4.78626 x 10~  6.16855 x 10794
2 1.83986 x 10712 294597 x 10~13  3.88711 x 10~2  1.22714 x 1010 7.53199 x 10~%4
3 1.29398 x 1072 9.11534 x 10713 9.58205 x 10~ 1.99965 x 1010 2.65572 x 1073
4 5.48276 x 10713 2.75945 x 10~13  4.23225 x 10712 2.15973 x 1011 2.81205 x 10793
5 8.37975 x 10~ 1% 217947 x 10~13  1.43733 x 10712 1.55687 x 1010 6.17210 x 10~9°
6 5.56592 x 10713 6.28597 x 10~13  6.93442 x 10712 2.31716 x 10710 5.28711 x 10793
7 8.92700 x 10713 5.30443 x 10~'*  3.55895 x 1072 6.67060 x 10~ 1.67759 x 1092
8 1.12887 x 1072 1.65376 x 10~ 13 1.27950 x 10712 7.62094 x 10~ '1  3.54162 x 10793
9 1.29568 x 10712 2.75033 x 10713 3.01935 x 10~ 4.53816 x 10~ 2.65894 x 10~4
10 1.43747 x 10712 8.91526 x 10~ 2.00268 x 10~12  1.42574 x 10719  3.17463 x 10~

9.11.3

Na inversao de F%(s), como mostra a Tabela 9.32, indica-se valores entre N = 18 e
N = 40 para a técnica de Talbot.

Método de Talbot-Racional

Tabela 9.33: Erros absoluto da inversao de F;(s), pelo método de Talbot-Racional.

t N =18 N =24 N =32 N =50 N =180
10~%  0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

1 2.86048 x 10713 1.66533 x 10716 4.06619 x 10~  2.97484 x 1073  3.79261 x 10~
2 9.57386 x 10713 2.77555 x 10716 4.27852 x 10714  4.01845 x 10713 5.75724 x 1074
3 7.13061 x 10713 6.93889 x 10717 3.95031 x 10~™  4.18415 x 10~  5.35136 x 1074
4 2.19421 x 10~ 3.53883 x 10716 4.09394 x 10~'*  4.26783 x 10~13  5.22330 x 10~%
5 2.51153 x 10713 1.97758 x 10716 3.26579 x 10~  4.14602 x 10713 9.58958 x 1074
6 6.38301 x 10713 6.34908 x 1076 3.10966 x 10~  3.58980 x 10~'3  2.77954 x 1074
7 9.42409 x 10713 2.16840 x 10716 2.81285 x 107'*  3.37516 x 10713 6.97240 x 10794
8 1.17582 x 10712 2.93168 x 10716 2.68673 x 10~  3.59363 x 10~  1.66939 x 10~
9 1.35433 x 10712 2.35922 x 10716 2.39270 x 10~  3.25670 x 1073  3.06982 x 1079
10 1.48964 x 10712 3.81639 x 10717 242410 x 10~'*  3.37013 x 1073 6.35933 x 10~%

Racional, recomenda-se os valores entre N =24 ¢ N = 32.

Conforme a Tabela 9.33, para aproximagao dede Fx(s) através método de Talbot-
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Tabela 9.34: Erro absoluto da inversao de Fg(s), pelo método de Stehfest com diferentes valo-

res de N

~+

N =28

N =12

N =18

N=24

N =32

,_
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1.53999 x 10799
1.82671 x 10793
1.17476 x 10794
2.77226 x 10793
2.39522 x 10703
9.67547 x 10704
1.93952 x 10~
8.37495 x 10704
1.08047 x 10793
1.08626 x 10793
9.75678 x 10704

9.62887 x 1012
6.77000 x 10~%
8.72277 x 10~%
2.74554 x 10704
3.99058 x 10~%
2.05817 x 10794
2.87151 x 10704
2.41250 x 1079
1.43647 x 107%
4.53169 x 1079
3.11571 x 10~%

1.37902 x 1012
3.01563 x 10797
2.13425 x 1079
9.96312 x 10797
7.36420 x 10796
6.93574 x 107
1.34335 x 10796
8.05132 x 1079
1.02730 x 1079°
8.79083 x 107
4.97830 x 10796

1.30372 x 10798
5.50942 x 10796
5.65519 x 10704
1.01293 x 10793
7.08657 x 10704
2.08200 x 10793
4.37943 x 10704
5.20115 x 10793
1.21198 x 10793
2.49491 x 10793
1.94015 x 10793

4.08322 x 10793
4.28732 x 10102
5.11343 x 10102
2.71952 x 10792
1.48931 x 10102
3.99380 x 10102
6.70505 x 10102
9.19952 x 10102
6.46351 x 10792
2.30351 x 10792
1.78960 x 10792

9.12.2

Segundo a Tabela 9.34, para aproximacao dede Fg(s) indica-se valores entre N = 12
e N = 18 para método de Stehfest.

Método de Talbot

Tabela 9.35: Erro absoluto da inversao de Fg(s), pelo método de Talbot com diferentes valo-

res de N

~

N =18

N =24

N =32

N =50

N =90
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9.64990 x 10~17
4.43256 x 10714
8.79296 x 10~ 14
1.24435 x 10713
1.55195 x 10713
1.54668 x 10713
2.22610 x 10~13
2.61360 x 10713
1.95654 x 10713
1.83453 x 10713
1.95942 x 1013

9.80796 x 10~ 17
2.95319 x 10~ 14
4.70595 x 10~
2.19470 x 10~13
7.14636 x 10714
7.38411 x 10~ 14
3.01296 x 1013
3.42253 x 10~ 14
8.64312 x 1014
1.50028 x 10713
7.12213 x 10714

9.84099 x 10~ 17
5.69572 x 10713
5.41608 x 10~ 13
2.49320 x 10~12
1.39679 x 10713
3.62715 x 10713
3.18894 x 1012
6.15413 x 10~ 13
6.36939 x 10~ 14
1.42642 x 10712
3.74431 x 10~ 13

5.43271 x 10715
4.17709 x 10710
6.37096 x 10~ 10
2.63093 x 10~10
1.06715 x 10799
4.45412 x 10799
4.87128 x 10~ 11
3.89763 x 10799
1.65752 x 10799
2.86054 x 1010
5.82053 x 10799

2.83774 x 10708
3.05197 x 10793
5.88683 x 10703
1.89228 x 10702
9.38642 x 10793
2.45050 x 10702
2.74726 x 10702
2.36789 x 10702
1.47884 x 10792
1.44599 x 10702
3.12953 x 10702

, sugere-se valores entre N = 18 e N = 32

Como observa-se na Tabela 9.35, para inversao de Fg(s) através da técnica de Talbot
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Método de Talbot-Racional

Tabela 9.36: Erros absoluto da inversao de Fy(s), pelo método de Talbot-Racional.

t

N =18

N =24

N =32

N =50

N =180

H
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5.64809 x 10~14
1.56954 x 10~ 1!
1.00099 x 1011
4.34867 x 10~ 11
2.50009 x 10~
1.73557 x 10~ 1
1.37813 x 10~ !
5.93938 x 10~12
2.94856 x 10~12
5.09098 x 10~ 12
2.97794 x 10~13

7.46202 x 10~17
6.66133 x 10715
8.88178 x 10~1°
7.07767 x 10716
2.94902 x 10~15
3.44949 x 10~15
3.38010 x 10~15
2.37559 x 10715
6.87872 x 10716
1.26770 x 10~1°
1.51402 x 1015

9.69158 x 10~ 17
6.74460 x 10~15
1.05609 x 10~14
1.03667 x 10714
1.21604 x 10714
1.15367 x 10714
1.25767 x 10714
1.23318 x 10~
1.26434 x 10~
1.16965 x 10~ 14
1.11167 x 10714

9.77933 x 1017
6.50035 x 10~
9.61314 x 1014
1.01106 x 10713
1.42465 x 10713
1.47779 x 10713
1.25153 x 10713
1.33124 x 1013
1.48400 x 10713
1.35907 x 10713
1.35948 x 1013

9.09961 x 10710
4.72315 x 1079
7.77715 x 10795
1.13779 x 107%
1.09359 x 1074
2.36788 x 10704
1.30849 x 107%
2.65212 x 10794
1.37264 x 10704
9.75548 x 1079
3.08249 x 10704
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Na inversao de Fg(s), conforme Tabela 9.36, recomenda-se valores a partir de N = 24 até

N = 32 para a técnica de Talbot-Racional.

9.13 Inversao de Fj

9.13.1

Método de Stehfest

Tabela 9.37: Erro absoluto da inversao de Fy(s), pelo método de Stehfest com diferentes valo-

res de NV

~+

N =38

N =12

N =18

N=24

N =32
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1.54041 x 10799
6.98836 x 10703
2.51592 x 10702
1.11342 x 10792
4.02907 x 10792
4.48660 x 10792
1.05341 x 10792
2.15453 x 10702
3.14944 x 10702
2.39180 x 10702
1.13631 x 10702

9.62389 x 10712
5.85402 x 10~%
4.45455 x 10794
5.31632 x 10793
7.40252 x 10793
1.34674 x 10792
2.50275 x 10704
1.42407 x 10792
1.60732 x 10792
7.50403 x 10793
2.46949 x 10793

1.34774 x 10712
3.89571 x 1077
2.85959 x 10~%
1.46354 x 1074
2.04906 x 10794
1.33089 x 10793
5.57900 x 10~%4
2.37114 x 10793
2.85117 x 10793
4.35951 x 10796
3.04487 x 10793

9.04828 x 10799
1.07065 x 10793
5.87409 x 10704
2.50302 x 10704
1.25393 x 10793
2.63184 x 10793
3.43366 x 10793
3.87097 x 10793
2.54560 x 10793
1.39458 x 10793
1.25876 x 10793

1.76234 x 10794
1.90624 x 10192
5.40026 x 10102
1.69003 x 10792
1.01589 x 10103
6.26517 x 10792
8.83707 x 10102
2.41117 x 10102
1.51744 x 10192
2.42752 x 10102
1.39407 x 10103

Para aproximagao de Fy(s) de acordo com a Tabela 9.37, aponta-se valores entre
N =12 e N = 18, para o método de Stehfest.
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Tabela 9.38: Erro absoluto da inversao de Fy(s), pelo método de Talbot com diferentes valo-

res de N

~+

N =18

N =24

N =32

N =50

N =90
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5.14996 x 10~19
5.18474 x 10~ 14
9.80882 x 10~ 14
1.36751 x 10713
1.92353 x 10~ 13
1.45106 x 1013
9.14456 x 10~13
2.52792 x 10~10
4.53364 x 10799
2.66947 x 10798
3.00507 x 1079

1.09944 x 1018
4.97379 x 10~
9.37028 x 10~ 14
3.89993 x 10~ 13
1.31665 x 10713
1.33740 x 10713
5.40734 x 10713
6.16390 x 10~ 14
1.46061 x 10~ 13
3.81495 x 10~13
1.41859 x 10712

2.68678 x 10718
3.05533 x 10~ 13
8.66806 x 10~13
3.77028 x 1012
1.07525 x 10712
1.09780 x 10712
4.20903 x 10712
6.78949 x 10713
1.31703 x 10712
7.83297 x 10714
7.64196 x 10713

6.77040 x 10~1°
3.26359 x 10~ 10
1.09526 x 10799
7.24090 x 10~10
1.87809 x 1099
5.70370 x 10799
1.14968 x 1079
5.12637 x 10799
2.63848 x 10799
1.42487 x 10799
8.25170 x 10799

3.18880 x 10708
3.03844 x 10793
5.80306 x 1073
2.07426 x 10792
1.37513 x 10702
3.08075 x 10702
3.50451 x 10702
3.29812 x 10702
2.13088 x 10792
1.77508 x 10792
5.16354 x 10702

Como pode-se observar na Tabela 9.38, para inversao de Fg(s) através da técnica

de Talbot, sugere-se valores entre N = 18 e N = 32

9.13.3

Método de Talbot-Racional

Tabela 9.39: Erros absoluto da inversao de Fy(s), pelo método de Talbot-Racional.

t

N =18

N =24

N =32

N =50

N =190

10~4
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5.65991 x 10~ 14
2.13226 x 1078
1.35424 x 1077
3.69815 x 107
2.10386 x 1079
7.34205 x 1079
2.04600 x 10704
4.31495 x 10794
4.84274 x 107%
5.76268 x 10704
4.99630 x 10793

2.24040 x 10~17
2.14920 x 10~
5.09335 x 10~10
1.04562 x 1098
5.44210 x 1078
9.35699 x 10708
3.19940 x 1078
9.74553 x 10708
2.47957 x 10796
1.51737 x 1079°
5.42285 x 10~%

1.08420 x 10~19
6.66133 x 10~15
3.53606 x 10~14
1.99326 x 1012
1.36557 x 1011
1.59235 x 10710
5.42230 x 10710
9.05862 x 10~10
4.46986 x 10~10
2.08846 x 10~10
1.69937 x 10798

8.08069 x 10~ 19
7.33857 x 10~ 14
1.29563 x 10~13
1.34253 x 10713
2.03254 x 10713
2.39946 x 1013
2.10761 x 10713
2.36382 x 10~13
2.49194 x 10~13
2.64564 x 10713
2.57624 x 10713

5.04782 x 10~%
3.33759 x 10704
6.49540 x 10794
9.55364 x 1074
1.28441 x 10793
1.00813 x 10793
1.81914 x 10793
3.15305 x 10703
2.24617 x 10793
8.71704 x 10704
1.82784 x 10793

de N = 32 até N = 50 para a técnica de Talbot-Racional.

Conforme a Tabela9.39, para inversao de fungoes da classe de Fy(s), indica-se valores
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10 ANEXO

10.1 Fundamentagao Matematica

Neste capitulo, apresenta-se uma breve descri¢ao, dos conceitos, defini¢coes e propri-
edades da Transformada de Laplace, segundo Spiegel (1965), Boyce and Diprima (1999), Cullen
and Zill (2001) e Erwin (2009).

Equagoes Diferenciais modelam problemas envolvendo sistemas fisicos, processos
quimicos, dinamica das populagoes, entre outros. A Transformada de Laplace é um importante
método operacional amplamente conhecido e estudado, principalmente nas ciéncias exatas e en-
genharias, frequentemente aplicada na resolucao de Equacoes Diferenciais, utilizado no capitulo

5 na resolucao analitica do problema de difusao de merctrio na agua.

10.1.1 Transformada de Laplace

Segundo Amaral (2016), por volta do século XVIII, Leonard Euler (1707 - 1783) foi
um dos precursores do estudo na busca por possibilidades eficientes para solucionar Equacoes
Diferenciais. Ainda neste mesmo periodo, Pierre Simon de Laplace (1749 - 1827), usou a
transformada integral em seu trabalho sobre teoria das probabilidades. Mesmo nao sendo seu
propdsito criar técnicas para resolucao de Equagoes Diferenciais, sua teoria contribuiu como
base do desenvolvimento do método operacional conhecido como Transformada de Laplace. A
partir do século XIX, estudos sobre integrais definidas com limites complexos foram realizados
por Cauchy (1789 - 1857). Contudo, credita a Heaviside (1850 - 1925) o mérito pela consolidacao
da Teoria da Transformada de Laplace. Porém, as regras operacionais propostas por ele, foram
demonstradas somente no inicio do século XX. Bromwich, Carson, Van der Pol, entre outros
matematicos, também contribuiram, dedicando-se a teoria das variaveis complexas.

De acordo com Erwin (2009), os problemas que envolvem Equagoes Diferenciais sao
resolvidos, quando possivel, mais diretamente, com a aplicacao da Transformada de Laplace,
pois sao reescritos de forma mais simples. No caso de Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDO),
a transformacao possibilita obter uma equacao algébrica em funcao da nova varidvel s, o que
permite resolver a EDO mais facilmente. No entanto, também é utilizada na resolucao de
Equagoes Diferenciais Parciais (EDP), uma vez que, quando possivel reduz uma EDP a uma
EDO, para o mesmo propdsito.

De uma forma geral, quando tem-se uma EDP, os passos para obter tais solugoes

Sao:

(i) Obtém-se a Transformada de Laplace referente a uma das varidveis. Isto fornece uma
EDO para a transformada da funcao desconhecida, incorporando as condigoes iniciais e

de contorno.

(ii) Resolve-se a EDO, obtendo-se a transformada da fungdo desconhecida.
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(iii) Obtendo-se a transformada inversa, determina-se a solugao do problema dado.

10.1.2 Definicao da Transformada de Laplace

Segundo Cullen and Zill (2001), obter a Transformada de Laplace de uma fungao, é

transformar uma funcao f(¢) em outra funcao F'(s) por meio da integral.

Defini¢ao 10.1. Seja f(t) uma funcao definida para ¢ > 0, entao a integral

L)} = F(s) = / " Ftyedt, (10.1)

é chamada de Transformada de Laplace de f, desde que a integral (10.1) convirja.

O resultado dessa operacao é uma funcao de s, com parametro real ou complexo, a
dependéncia temporal é substituida, e F'(s) é a fungao correspondente a f(t) no dominio de

Laplace.

10.1.3 Existéncia e Unicidade

De acordo com Spiegel (1965), a integral que define a Transformada de Laplace nao
converge necessariamente. As condigoes que garantem a existéncia da Transformada de Laplace

sao:

Definicao 10.2. Continua por partes. Uma funcao ¢é dita seccionalmente continua ou
continua por partes em um intervalo a <t < 3 se o intervalo puder ser subdividido em um
numero finito de sub-intervalos em cada um dos quais a fungao é continua e tem limites finitos,

a direita e a esquerda.

Definicao 10.3. Ordem Exponencial. Se existem constantes reais M > 0 e 7 tais que, para
todot > N,
f()] < Me™, (10.2)

diz-se que f(t) é uma fungao de ordem exponencial v quando ¢ — oo ou, simplesmente, que é

de ordem exponencial.

Teorema 10.1. Condicoes Suficientes de Existéncia. Se f(t) é seccionalmente continua
em todo intervalo finito 0 < ¢ < N e de ordem exponencial v para ¢ > N, entao sua Transfor-

mada de Laplace existe para todo s > 7.

10.1.4 Propriedades Operacionais

As propriedades operacionais facilitam o célculo da L{f(t)}.
A seguir, enunciam-se algumas propriedades importantes da Transformada de La-
place. No entanto, para que as Transformadas de Laplace existam, toma-se que todas as funcoes

satisfacam as condigoes do Teorema 10.1.



126

As demonstragoes das propriedades apresentadas neste trabalho podem ser encon-
tradas em Spiegel (1965).

Teorema 10.2. Linearidade. Para quaisquer constantes a e 3, f(t) e g(t) fungdes com

Transformadas de Laplace F'(s) e G(s), respectivamente, entao

L{af(t) + Bg(t)} = aL{f ()} + BL{g(1)} = aF'(s) + BG(s). (10.3)

O resultado é facilmente estendido a mais de duas fung¢oes. Devido a propriedade

expressa no Teorema 10.2, a Transformada de Laplace é um operador linear.

Teorema 10.3. Translagao sobre o eixo s. Se L{f(t)} = F(s)(onde s > k para algum k)

e a é uma constante, entao

L{e"f(t)} = F(s —a), para s —a > k. (10.4)

Teorema 10.4. Translagao sobre o eixo . Se

flt—a), t>a
0, t<a

F(s) = L{f(H)} e g(t) = {
entao,

L{g(t)} = e *F(s). (10.5)

Teorema 10.5. Mudanca de Escala. Se L{f(t)} = F(s), entao
1
L{f(at)} = ~F ( ) , para a # 0. (10.6)

S
a

Teorema 10.6. Transformada de uma derivada. Se f, f',..., f" Y sdo continuas para

todo t > 0, e se f(™ é continua por partes e de ordem exponencial em [0, c0), tem-se

L{f(t)} = sF(s) = £(0),
L{f(t)} = s"F(s) — sf(0) — f(0),

LLFM ()} = s"F(s) — "7 £(0) = s"2f(0) — ... — sf"2(0) — f771(0). (10.7)
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Teorema 10.7. Transformada de integrais. Se L{f(t)} = F(s), entao

c {/Otf(u)du} _ %F@). (10.8)

Teorema 10.8. Multiplicacao por t". Se L{f(t)} = F(s), entao

nd”
ds™

LA F(1)} = (~1)"—F(s). (10.9)

Teorema 10.9. Divisao por t. Se L{f(t)} = F(s), entao

c {&} = /:o F(u)du, (10.10)

t

t
contanto que lim & exista.
t—0+ ¢

Teorema 10.10. Teorema do valor inicial. Se os limites indicados existem, entao

lim f(t) = lim F(s). (10.11)

t—0+ 5—00

Teorema 10.11. Teorema do valor final. Se os limites indicados existem, entao

lim f(t) = lim F'(s). (10.12)

t—o00

10.1.5 Funcgoes Especiais - Fungao Degrau Unitario ou Fungao de Heaviside

De acordo com Boyce and Diprima (1999), algumas das aplicagdes elementares mais
interessantes desse método de transformada acontecem na resolucao de Equagoes Diferenciais
Lineares envolvendo fungoes descontinuas, que aparecem com frequéncia na analise do fluxo de
corrente em circuitos elétricos ou nas vibragoes de sistemas mecanicos. Para tratar de maneira
efetiva fungoes com saltos, é 1til definir uma fungao conhecida como funcao degrau unitario,

ou funcao de Heaviside, definida por

0, 0<t
H(t—a):{l’ =t (10.13)
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A Figura 10.1 mostra o grafico da fungao Heaviside.

Figura 10.1: Fungao de Heaviside.

Fonte: Préprio autor.

Seja uma fungao f(t) definida para ¢ > 0. A funcao

0, 0<t<a

f-a) t>a (10.14)

H(t—a)f(t—a):{

representa a translagao de f(t), a unidades na diregao positiva do eixo t.
A fungao degrau unitéario é particularmente importante no uso da transformada de-

vido a relacdo existente entre L{f(t)} e a translagdo H(t — a)f(t — a), dada por

L{f(t—a)H(t —a)} = e “F(s). (10.15)

Teorema 10.12. Se F'(s) = L{f(t)} existe para s > a > 0, entao

HE)f(t—a)=e “L{f(t)} = e “F(s),s > a. (10.16)

10.2 Transformada Inversa de Laplace

Conforme Spiegel (1965), se a Transformada de Laplace de uma funcao f(t) é de-
notada por F(s), entdo F(s) = L{f(t)}, logo, f(t) é chamada de Transformada Inversa de
Laplace de f(t) = L7{F(s)}, onde £L7! é denominado operador da Transformada Inversa de
Laplace. Contudo, a Transformada Inversa de Laplace pode néao ser unica (Spiegel, 1965).

A Transformada Inversa de Laplace pode ser definida pela férmula integral de

Bromwich,

o+i00
LHF(s)} = f(t) = L/ e F(s)ds, (10.17)

210 Sy _ioo

onde ¢ > 0 é uma constante real, maior que as partes reais de todas as singularidades de F(s).
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10.2.1 Propriedades Operacionais

No calculo de transformadas inversas ocorre frequentemente que uma fungao de s nao
satisfaca completamente a forma tabelada. Neste caso, as propriedades operacionais facilitam
o calculo.

A seguir, apresentam-se algumas das propriedades conforme Spiegel (1965).

Teorema 10.13. Linearidade. Se « e [ sdo constantes quaisquer, enquanto F'(s) e G(s) sao

fungoes com Transformadas Inversa de Laplace f(t) e g(t), respectivamente, entao

L7HaF(s) + BG(s)} = alL™{F(s)} + BLTHG(s)} = af (t) + By(t), (10.18)
onde F(s) = L{f(t)} e G(s) = L{g(1)}.

Teorema 10.14. Translagao sobre o eixo s. Se L7'{F(s)} = f(t), para a qualquer, tem-se

L HF(s—a)} =e"f(t). (10.19)

Teorema 10.15. Translagao sobre o eixo t. Se L71{F(s)} = f(t) entao

flt—a), t>a
0, t<a

LR (s)} = {

Teorema 10.16. Mudanga de escala. Se L~'{F(s)} = f(t), entao

L HF(as)} = %f (2) , para a # 0. (10.20)

Teorema 10.17. Transformada Inversa de uma derivada. Se L7'{F(s)} = f(t) entao

LHF"(s)} =L {%F(s)} = (=1)""f(1). (10.21)

Teorema 10.18. Transformada Inversa de integrais. Se L7'{F(s)} = f(t), entao
* t
£ {/ F(u)du} = @ (10.22)
Teorema 10.19. Multiplicagao por s". Se L7Y{F(s)} = f(t) e f(0) = 0, entao

L{sF(s)} = f'(t). (10.23)
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A multiplica¢do por s tem o efeito de derivar f(t). Se f(0) # 0, entdo

L™HsF(s) = f(0)} = f'(1).

Teorema 10.20. Divisao por s. Se L7{F(s)} = f(t), entao

L {@} - /0 ' fu)du. (10.24)

10.2.2 Inversao por Convolugao

Algumas vezes é possivel identificar uma Transformada de Laplace H(s) como o

produto de duas outras transformadas F(s) e G(s).

Teorema 10.21. Teorema da Convolugao. Se L~{F(s)} = f(t) e L7H{G(s)} = g(t), entao
LTHF(s5)G(s)} = /f g(t —uw)du = f*g. (10.25)
A integral / fw)g(t —u)du = f x g é chamada Convolugao de f e g.

Propriedades da Convolucao

(i) Lei comutativa: f(t) = g(t) = g(t) * f(£).
(ii) Lei distributiva: f(t) = [g(t) + h(t)] = f(t) * g(t) + f(t) * h(t).
(iii) Lei associativa: [f() * g(t)]  h(t) = F(t) * [g(t) * h(t)].
(iv) LL{f() * g(t)} = F(s)G(s).
(v) L7HE(s)G(s)} = f(t) * g(t) = g(t) * f(t).

10.2.3 Métodos Analiticos de Inversao da Transformada de Laplace

Existem varias técnicas para inversao analitica da Transformada de Laplace, entre
elas: o método das fragoes parciais, a férmula de desenvolvimento de Heaviside, a férmula
complexa da inversdo, a utilizagdo de tabelas, que podem ser encontradas em Spiegel (1965) e
a aplicacao das propriedades vistas na subsecao 10.2.1.

Na sequeéncia, apresentam-se os métodos das fracoes parciais e a formula de desen-

volvimento de Heaviside, segundo Spiegel (1965).
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G(s)
H(s)’ onde G(s) e H(s) #0

sao polinémios, com o grau de G(s) menor do que o de H(s), pode ser escrita como uma soma

Método das Fragoes Parciais. Uma funcao racional, F(s) =

de funcgoes racionais, as denominadas fracoes parciais:

(i) A cada fator linear da forma (as + b) de H(s) corresponde uma fracdo parcial da forma
A
———, A constante.
(as +b)
(ii) A cada fator linear repetido da forma (as+ b)", corresponde uma fragao parcial da forma
Al AZ An

et ———— A Ay LA tantes.
(GS+b)+(a5—|—b)2+ +(as—|—b)”’ 1, A9, ..., Ay CONStantes

(iii) A cada fator quadratico da forma (as®+bs+ c), corresponde uma fragao parcial da forma
As+ B

m7 A e B constantes.

(iv) A cada fator quadratico repetido da forma (as® + bs + C)", corresponde uma fragao par-
Als + Bl AQS + BQ AnS + Bn
Ala L) An7 Bla L) Bna

ial da f
cral da forma (a32+bs+c)+(a32+bs~|—c)2+ +(a32+bs—|—c)"’

constantes.

Para determinar a Transformada Inversa de Laplace de cada um das fragoes parciais

G(s)
H(s)

e identificando os coeficientes de poténcias iguais de s, chega-se a um conjunto de equagoes

L7HF(s)}, iguala-se a fragao a soma de fragoes obtida, eliminando os denominadores

lineares. As constantes A, B, etc., podem ser encontradas resolvendo-se esse sistema.

Gls)

Férmula de Desenvolvimento de Heaviside. Seja F(s) = H(s)
s

uma funcao racional que

satisfaz as condigoes:
(i) G(s) e H(s) sao polinomios, e H(s) # 0;
(i) grau (G) < grau (H),
suponha que H(s) tem n zeros distintos oy = 1,2, 3, ..., n. Entao

1 [ G(s) _ . G(a) ookt
) S (1020

k=1

onde H'(ay) é a derivada de H(ay) avaliada na sua k-ésima raiz.



