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RESUMO

Esta tese aborda a modelagem dinamica de uma estrutura flexivel do tipo cabo baseada em
um método novo que utiliza um formalismo discreto. A flexibilidade continua do cabo € aproximada
por uma equivalente discreta, formada por uma cadeia poliarticulada de elos rigidos conectados por
articulacdes ficticias que tém atrito e elasticidade e que permitem movimentos de elevagdao no plano
vertical (quando se considera o0 movimento contido neste plano) ou elevacdo e azimute no espaco
tridimensional. Neste trabalho considera-se a estrutura flexivel em trés cendrios. O primeiro € quando
o cabo estd fixo na sua extremidade superior e livre na outra que contém uma carga terminal (m.).
Neste caso houve a realiza¢do de uma validagdo experimental. O segundo é quando o cabo do cendrio
anterior, ao invés de estar fixo na sua extremidade superior, estd articulado a uma base mével que se
desloca nas dire¢des horizontal (acdo de correntes ocednicas ou propulsdo por hélices) e vertical
(oscilagdes na superficie do mar). Este acoplamento do cabo com a base mdvel gera as seguintes
situacdes praticas de aplicacOes aqudticas e subaqudticas: ancoragem, amarragdo, reboque de
estruturas subaquéticas ou de embarcagdes de superficie. Na modelagem dinamica do reboque de
embarcagdes, um empuxo motor é aplicado ao rebocador e forgas verticais geradas por controle
proporcional e derivativo foram aplicadas ao rebocador e a embarcagdo rebocada, simulando assim
os movimentos das ondas na superficie do mar. Um procedimento algoritmico também € proposto
para determinar a tensdo dindmica no cabo. Por fim, o dltimo cendrio considera o cabo articulado a
uma base movel e, neste caso, a base, o cabo e a carga terminal se movem no espaco tridimensional,
de modo que esta técnica proposta € a mais geral possivel e pode ser adaptada a diferentes aplicacdes
priticas, tails como: transporte de cargas suspensas por cabos, reboque de embarcagdes
tridimensionais e vdrias aplicacdes subaquéticas. Todos os modelos dinamicos foram desenvolvidos
analiticamente usando as equacdes do movimento de Euler Lagrange para os casos do cabo
aproximado por dois, trés e quatro elos, fato que permitiu a identificacdo de padrdes de crescimento
dos vetores e matrizes dos modelos. Uma vez identificados estes padrdes, eles permitiram a obtencao
de algoritmos genéricos, capazes de gerar de forma automadtica os modelos dindmicos para um
nimero qualquer de elos (n,) utilizados na aproximacéo discreta da flexibilidade continua do cabo.
Resultados de simulacdes visualizados em animagdo computacional mostraram uma 6tima sensagao
de realidade fisica, indicando que a modelagem dinamica proposta é realista e pode representar bem

os sistemas fisicos nas diversas aplicacdes consideradas nesta tese.

Palavras-chaves: Cabos, estruturas flexiveis, modelagem dinamica, algoritmos genéricos.



ABSTRACT

This thesis addresses the dynamic modeling of a flexible cable structure based on a new
method that uses a discrete formalism. The continuous flexibility of the cable is approximated by a
discrete equivalent, formed by a polyarticulated chain of rigid links connected by fictitious joints that
have friction and elasticity and that allow elevation movements in the vertical plane (when
considering the movement contained in this plane) or elevation and azimuth in three-dimensional
space. In this work, the flexible structure is considered in three scenarios. The first is when the cable
is fixed at its upper end and free at the other end which contains a terminal load (m.). In this case,
an experimental validation was carried out. The second is when the cable of the previous scenario,
instead of being fixed at its upper end, is articulated to a mobile base that moves in the horizontal
(action of ocean currents or propeller propulsion) and vertical (oscillations on the sea surface)
directions. This cable coupling with the mobile base generates the following practical situations for
aquatic and underwater applications: mooring, towing of underwater structures or towing of surface
vessels. In the dynamic modeling of vessel towing, the motor thrust is applied to the tug and vertical
forces generated by proportional and derivative control were applied to the tugboat and the towed
vessel, thus simulating the movements of waves on the sea surface. An algorithmic procedure is also
proposed to determine the dynamic tension in the cable. Finally, the last scenario considers the cable
articulated to a mobile base and in this case, the base, the cable and the terminal load move in three-
dimensional space, so this proposed technique is the most general possible and can be adapted to
different practical applications, such as: transport of suspended loads by cables, towing vessels in
three-dimensional space and various underwater applications. All dynamic models were developed
analytically using Euler Lagrange's equations of motion for the cases of the cable approximated by
two, three and four links, a fact that allowed the identification of growth patterns of the models'
vectors and matrices. Once these patterns were identified, they made it possible to obtain generic
algorithms capable of automatically generating dynamic models for any number of links (n,) used
in the discrete approximation of the cable's continuous flexibility. Simulation results visualized in
computer animation showed a great feeling of physical reality, indicating that the proposed dynamic
modeling is realistic and can represent physical systems well in the various applications considered

in this thesis.

Keywords: Cables, flexible structures, dynamic modeling, generic algorithms.
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1. INTRODUCAO

Além de ser composto por uma imensa quantidade de biodiversidade e de riquezas minerais,
o territério econdmico maritimo brasileiro possui uma extensa drea e € responsavel por escoar grande
parte do nosso comércio exterior através dos portos, sendo por esses motivos, classificado como um
dos mais importantes no mundo.

Neste ambiente estdo presentes as estruturas flexiveis do tipo cabo (amarra¢do ou ancoragem
de estruturas flutuantes, risers, cabos de reboque de embarcacdes e cabos umbilicais de robds
subaquadticos), que sdo amplamente utilizadas para aplicacdes tecnoldgicas em ambientes aquéticos e
subaquaticos, relacionadas principalmente a industria de extracao de petrdleo offshore (Fig. 1.1) e
gds. Em virtude disso, houve um crescente interesse dos pesquisadores no desenvolvimento de
modelos que representem de maneira precisa e realista o comportamento dindmico desses cabos por

meio de simulacdes e animagdes.

Plataforma Fixa

¥

Reservatorios de Petréleo
abaixo do solo marinho

Figura 1.1. - Cabos em aplicacdes subaquaticas

(fonte: https://cbie.com.br/artigos/quais-as-diferencas-entre-os-tipos-de-producao-de-petroleo/)

A presente tese estd inserida nesse contexto, pois aborda o modelo da estrutura flexivel em

trés cendrios. O primeiro é quando o cabo esta fixo na sua extremidade superior e livre na outra com


https://cbie.com.br/artigos/quais-as-diferencas-entre-os-tipos-de-producao-de-petroleo/
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carga terminal (m.). Neste caso foi realizada uma validacdo experimental do modelo dindmico. O
segundo € quando o cabo do cendrio anterior, ao invés de estar fixo na sua extremidade superior, estd
articulado a uma base mével ou embarcacgdo de superficie. Este acoplamento do cabo com a base gera
as seguintes situagdes praticas (Fig. 1.2): (@) cabo articulado a uma base mével em uma extremidade
e preso ao fundo do mar na outra, caracterizando ancoragem ou amarragio; (b) cabo articulado a uma
embarcacdo de superficie numa extremidade e livre na outra, caracterizando uma situacdo de reboque
de estruturas subaquaticas; (c) cabo articulado a duas bases méveis, numa situagdo pratica de reboque

de embarcacoes.

Agua do mar

Regiztrador TEM Bohina

S
de dadaos . ————— d
4 —g

L _—

Figura 1.2. - Situagdes praticas geradas pelo acoplamento cabo-base mével

(fontes: (a) https://xdocs.com.br/doc/aula-5-tecnologia-offshore-sistemas-de-amarraao-

jovm7qg6lpdov
(b) https://www.researchgate.net/publication/346313530_Self-Potential Tomography of a Deep-

Sea Polymetallic_Sulfide Deposit on Southwest Indian Ridge/figures?lo=1
(c) https://rebocador.blogspot.com/)



https://xdocs.com.br/doc/aula-5-tecnologia-offshore-sistemas-de-amarraao-jovm7q6lp4ov
https://xdocs.com.br/doc/aula-5-tecnologia-offshore-sistemas-de-amarraao-jovm7q6lp4ov
https://www.researchgate.net/publication/346313530_Self-Potential_Tomography_of_a_Deep-Sea_Polymetallic_Sulfide_Deposit_on_Southwest_Indian_Ridge/figures?lo=1
https://www.researchgate.net/publication/346313530_Self-Potential_Tomography_of_a_Deep-Sea_Polymetallic_Sulfide_Deposit_on_Southwest_Indian_Ridge/figures?lo=1
https://rebocador.blogspot.com/
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Por fim, o dltimo cenario considera o cabo articulado a uma base modvel e, neste caso, o cabo
e a carga terminal se movem no espaco tridimensional (3D), de modo que esta técnica proposta € a
mais geral possivel e pode ser adaptada a diferentes aplicacdes praticas, tais como: transporte de
cargas suspensas por cabos, reboque de embarca¢des em movimentos no espago 3D e vdrias
aplicagdes submarinas.

Admite-se o cabo contido no plano vertical, modelado segundo o formalismo discreto,
semelhante ao usado por Gomes et al. (2016). A ideia principal deste método é supor que o cabo
(estrutura de flexibilidade continua) seja aproximado de modo discreto por intimeras hastes rigidas
(elos) conectadas por articulagdes ficticias que recebem a acdo de esforcos eldsticos e de atrito
conhecidos. Os angulos de elevagdo (6,;) sdo formados entre os elos e as retas paralelas ao eixo
vertical (Yy) que passam pelas respectivas articulagdes ficticias. Todo esse processo gera um sistema
cujo ndmero de graus de liberdade € igual ao total de elos (n = n,).

Depois dessa etapa de modelagem e posterior validacdo experimental, considera-se o modelo
do cabo acoplado a uma base mdvel flutuante ou embarcagdo de superficie. Como a base pode se
mover nas direcdoes horizontal (a¢do de correntes oceanicas ou propulsdo por hélices) e vertical
(oscilagdes que ocorrem na superficie do mar), a dindmica acoplada gera um sistema cujo ndmero de
graus de liberdade (n) é sempre equivalente a quantidade de elos (n,) mais dois (n = n, + 2), devido
aos dois movimentos possiveis da base. Na sequéncia, desenvolvem-se analiticamente as equagdes
do movimento de Euler-Lagrange para os casos do cabo aproximado por dois, trés e quatro elos.
Percebe-se que estas equacgdes crescem muito com o aumento da quantidade de elos (n,), de forma
que se torna invidvel o desenvolvimento manual das mesmas, para além de cinco elos. Porém, com
os equacionamentos para dois, trés e quatro elos foi possivel detectar a existéncia de padrdes de
crescimento para os vetores e matrizes do modelo dindmico. Uma vez obtidos esses padroes,
algoritmos genéricos foram desenvolvidos para gerar de forma automética as equacdes dos modelos,
considerando-se um nimero grande de elos para aproximar de forma discreta a flexibilidade continua
do cabo.

ApOs as etapas de desenvolvimento anteriormente citadas, propde-se um novo método para a
modelagem dinamica de sistemas de reboque de embarcagdes, constituido por um cabo conectado
nas suas extremidades a duas bases moveis (rebocador e rebocado) que sofrem influéncia das
perturbagdes decorrentes do movimento das ondas na superficie do mar. Outra contribui¢do
importante € a proposta de um algoritmo para determinar a tensao dindmica no cabo durante a situagdo
de reboque.

No modelo dindmico proposto no dltimo caso ocorre a situacdo mais geral possivel, na qual
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o cabo € acoplado a uma base mével e todo o sistema (base mdvel, cabo e carga terminal) se desloca
no espaco tridimensional. Devido ao fato das articulagdes ficticias presentes neste modelo permitirem
movimentos de elevagdao (6,;) e de azimute (8,) e a base mdvel se movimentar no espaco
tridimensional, o nimero de graus de liberdade (n) é sempre equivalente a duas vezes a quantidade
de elos (n,) mais trés (n = 2n, + 3). Novamente apds o desenvolvimento analitico das equagdes do
movimento de Euler-Lagrange para os casos do cabo aproximado por dois, trés e quatro elos, padrdes
de crescimento foram identificados e algoritmos genéricos foram desenvolvidos para aproximar de
forma discreta a flexibilidade continua do cabo. Como € exposto na sequéncia do texto desta tese, os
resultados de simulagdes para os modelos fornecem uma grande sensagcdo de realismo fisico,

especialmente quando vistos em animac¢des computacionais.

1.1. Objetivos

ApOs a explanagdo feita anteriormente, fica evidenciada a extrema importincia das estruturas
flexiveis do tipo cabo no desenvolvimento tecnolégico das nagdes, visto que, abrange diversas
ciéncias e possui uma infinidade de aplicacdes. A contribuicdo desta tese se fundamenta na
proposi¢do e no desenvolvimento de modelos dindmicos de sistemas que dependem das estruturas
flexiveis do tipo cabo. Portanto, os objetivos especificos desta tese sao:

- Modelar a dinamica de cabos.

- Programar um algoritmo que converta os dados experimentais captados do video de pixels para
coordenadas cartesianas em metros e que também corrija a distor¢do gréfica presente na imagem
coletada.

- Validar experimentalmente o modelo do cabo.

- Propor um modelo dindmico para o acoplamento entre cabo e embarcagdes de superficie.

- Propor e desenvolver um algoritmo que calcula as tensdes internas no cabo em situacdes dindmicas
durante o reboque.

- Propor um modelo dindmico tridimensional para o acoplamento entre cabo e embarcacdes de
superficie.

-Propor algoritmos genéricos para geracdo automadtica dos modelos.

- Realizar simulacdes e animagdes com o propdsito de atestar qualitativamente que os modelos
acoplados permitem a obtenc¢do de resultados fisicos consistentes e esperados.

Desta forma, o objetivo central deste trabalho € propor um novo modelo dindmico
tridimensional para estruturas flexiveis do tipo cabo acoplado a embarcacdes, com aplicacdes no

reboque de estruturas subaqudticas ou de embarcacdes de superficie. Aplicacdes aéreas também
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podem utilizar a modelagem dinamica proposta, tais como drones transportando cargas suportadas
por cabos. Faz parte também do objetivo central a proposicdo de um algoritmo capaz de calcular as
tensdes dindmicas ao longo do cabo. Para alcangar esses objetivos principais foi necessdrio
desenvolver o acoplamento entre as dindmicas do cabo e das embarcacdes, com base no formalismo
discreto. Conforme serd visto posteriormente, os modelos propostos apresentam bons resultados de
simulagdo, atestando qualitativamente o trabalho de modelagem dinamica. Como o acoplamento s
tem seus resultados analisados de forma qualitativa, para aumentar a confianga no modelo, dados
experimentais sdo utilizados para validar a modelagem analitica discreta que € aplicada a estrutura
flexivel do tipo cabo, na situacdo em que o cabo estd fixo numa extremidade e livre na outra, na qual

se posiciona uma carga terminal de massa conhecida.

1.2. Revisao bibliografica

Na presente secdo apresenta-se um resumo sobre as principais referéncias utilizadas no
presente trabalho.

Elementos finitos sdo amplamente utilizados na modelagem de cabos, incluindo andlises
dinamica e estética. Fang et al. (2012) propuseram um novo método de elementos finitos para modelar
a deformacio de cabos em um sistema de reboque de embarcacdes, usando fungdes de interpolacao
de spline cubica. Bi et al. (2013) aplica o Método dos Elementos Finitos para estudar as tensdes
presentes nos cabos umbilicais submarinos. Eidsvik e Schjglberg (2018) apresentaram um novo
modelo de cabo tridimensional para veiculos operados remotamente usando a teoria dos feixes de
Euler-Bernoulli, com as equagdes resultantes discretizadas espacialmente por elementos finitos.

Outros utilizam uma formulagdo analitica, com solucdo de equagdes diferenciais parciais por
diferengas finitas (Sun et al., (2021)). Alguns artigos trazem aplicacOes prdticas que utilizam
estruturas flexiveis de cabos em robdtica (Goodarzi et al., (2022), Peng et al., (2020)). Uma revisao
interessante e atual do estado da arte focada na dinamica cabos € apresentada em (Jafari et al., (2020)).

Alguns autores usam outros métodos para estudar a dindmica dos cabos. Masciola et al. (2012)
estudam um método de solucao para a configuracdo estdtica do cabo, a partir de uma aproximacao
discreta. Bamdad (2013) propds uma solugdo analitica baseada no método de separacdo de varidveis
para a dindmica de manipuladores suspensos por cabos. Liu et al. (2013) estudam caracteristicas
dinamicas de cabos em linhas de transmissao, com base na formulagdo Lagrangiana. Guo et al. (2016)
estudaram a influéncia do suporte do cabo na dinamica do préprio cabo, considerando que o suporte
possui massa, rigidez e atrito conhecidos. Zhu e Yoo (2017) propdem um novo quadro de referéncia

de elementos para o modelo de massa concentrada pelo qual a dinAmica de cabos maritimos pode ser
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analisada com eficiéncia. Vu et. al. (2017) propdem o uso do método da equacdo da catendria para
identificar os esforcos aplicados pelo cabo em um veiculo subaquatico. Gonzdlez et al. (2017)
propuseram dois novos métodos de simulagdo baseados em modelos simplificados de cabos, com
aplicacdo em tempo real de manobras rapidas de retirada e enrolamento de cabos com equipamentos
de pesca rebocados.

Percebe-se que a maioria dos trabalhos que abordam a modelagem de cabos usam a técnica
de elementos geométricos finitos, diferencas finitas ou massa concentrada. A técnica utilizada na
presente pesquisa baseia-se em uma estratégia de discretizagdo, proposta inicialmente por Pereira
(2010), que investigou a interacdo fluido-estrutura de um cabo submerso em um fluido, feita a partir
do acoplamento entre a modelagem da dindmica do cabo com o movimento do fluido. Na modelagem
dindmica do cabo criou-se um formalismo discreto (Euler-Lagrange) que foi adotado no presente
estudo. Recentemente Gomes et al. (2016) e Gomes et al. (2020) propuseram, respectivamente, o uso
de algoritmos genéricos que independem do nimero de elos rigidos para gerar de forma automadtica
o modelo dinamico do cabo que foi proposto por Pereira (2010), além uma nova modelagem de cabos
que considera a a¢do de forcas externas na sua carga terminal.

Um dos assuntos principais desta tese € o reboque de embarcagdes e, portanto, foram
consultados alguns artigos envolvendo na modelagem de cabos o contexto desta aplicacdo. Buckham
et al. (2003) descrevem o desenvolvimento de um modelo numérico que captura com precisao a
dindmica dos sistemas de caca de minas e usa a aproximagdo de massa concentrada para o cabo de
reboque. Sun et al. (2011) introduziram um novo método de elementos finitos para a modelagem de
um corpo rebocado por cabo. O método das diferencgas finitas implicita central € usado por Srivastava
(2014) para resolver um modelo tridimensional de sistema de reboque subaquético. Yuan et al. (2014)
utilizam o método das diferencas finitas para resolver as equagdes dindmicas ndo lineares do sistema
rebocado, incluindo ganhos em termos de eficiéncia computacional. Park e Kim (2015) introduziram
uma formulagdo de coordenadas nodais absolutas para modelar um cabo de reboque e mostraram
resultados de simulacdo. O método das diferencas finitas € utilizado por Wang e Sun (2015) para
integrar as equacoes diferenciais da dinamica de um sistema de reboque, bem como mostraram um
estudo sobre a influéncia de alguns parametros no comportamento dindmico do modelo. Um método
baseado em massa concentrada (lumped mass) € usado por Gao e Wang (2018) para simular um
sistema de reboque por cabo. Du et al. (2019) utilizaram a abordagem de massa concentrada para
modelar um cabo de reboque de um sonar e mostraram simulagdes que incluiam os efeitos do arrasto
hidrodindmico. Sun et al. (2019) propuseram um modelo de movimento de acoplamento cabo-barcaga

para sistema rebocado com freio usando diferencas finitas para realizar simulacdes numéricas.
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A seguir € apresentado a estrutura da tese.

1.3. Estrutura da tese

A presente tese estd dividida em nove capitulos. O capitulo 1 traz a apresentagdo geral da tese,
bem como explicacdes sobre os objetivos do estudo e a revisdo bibliogréfica. A divisdo dos demais
capitulos € descrita a seguir.

No capitulo 2 apresenta-se a modelagem dinamica da estrutura flexivel do tipo cabo,
considerando-o fixo em uma das extremidades e livre na outra, na qual contém a carga terminal.

No capitulo 3 sdo apresentados os algoritmos genéricos para a geracdo automatica do modelo
dindmico do cabo desenvolvido no capitulo 2. Neste capitulo também sdo mostrados os resultados
das comparacdes entre simulagdes e resultados experimentais. O objetivo € aferir a confiabilidade da
modelagem discreta aplicada a estrutura flexivel do tipo cabo.

No capitulo 4 apresenta-se 0 modelo matematico da estrutura flexivel acoplada a uma base
movel que se move tanto na horizontal quanto na vertical. O acoplamento dinamico base mével, cabo
e carga terminal constitui uma das proposicdes novas da presente tese.

No capitulo 5 desenvolvem-se os algoritmos genéricos para a geragao automética do modelo
dindmico apresentado no capitulo anterior. Neste capitulo também sdo mostrados os resultados de
simulacdes e animagdes graficas, com o objetivo de atestar de modo qualitativo que o modelo é
confidvel e que se comporta conforme o esperado fisicamente. As animagdes graficas mostram
resultados com uma boa sensa¢do de realidade fisica.

No capitulo 6 € apresentada a dinamica do cabo em uma situagdo préitica de reboque de
embarcagdes. Todo o acoplamento dindmico é desenvolvido analiticamente e esta € mais uma
contribuicdo original da presente tese.

No capitulo 7 desenvolvem-se os algoritmos genéricos para a geragao automética do modelo
de reboque de embarcagdes. Neste capitulo também sdo mostrados como atuam as forgas externas e
ainda, os resultados de simulacdes e animacdes graficas, com o propodsito de provar de forma
qualitativa que o modelo permite a obtencao de resultados fisicos muito consistentes. As animagdes
graficas mostram resultados com uma 6tima sensac¢do de realidade fisica.

No capitulo 8 € proposto um novo formalismo para o célculo das tensdes dindmicas ao longo
do cabo. Sdo propostos ainda algoritmos para a determinacdo das tensdes para um nimero qualquer
de elos utilizados na aproximacao discreta da flexibilidade continua do cabo. A teoria e os resultados
deste capitulo também constituem uma proposi¢do nova da presente tese.

No capitulo 9 apresenta-se o modelo matematico tridimensional da estrutura flexivel acoplada
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a uma base movel. Algoritmos genéricos sao usados para gerar de forma automdtica o modelo
proposto. Também sdo mostrados os resultados de simulacdes e animagdes gréificas, com o objetivo
de atestar de modo qualitativo que o modelo dindmico acoplado € bem representativo, confidvel e
comporta-se conforme o esperado fisicamente. A teoria e os resultados deste capitulo também
constituem uma contribui¢ao nova e original da presente tese.
No Capitulo 10 sdo apresentadas as principais conclusdes da presente tese. Sugestdes para a
continuacdo da pesquisa em trabalhos futuros também sdo formuladas. Ressalta-se que os
desenvolvimentos dos algoritmos genéricos de todas as situacdes de aplicagdes sdo também

proposi¢cdes novas desta tese.
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2. MODELAGEM DINAMICA DO CABO

No presente capitulo desenvolve-se 0 modelo dindmico de uma estrutura flexivel do tipo cabo,
que tem movimento contido no plano vertical, com uma extremidade fixa a uma base (origem do
sistema inercial) e a outra livre, na qual contém a carga terminal de massa m..

Muitas aplicacdes praticas permitem aproximagdes de movimentos contidos no plano vertical,

tais como cabos de ancoragem e de amarracoes, risers, etc., conforme ilustrado na Fig. 2.1.

UL e SO Riser de Perfuracao

ou de Completacdo

Figura 2.1. - Linhas de ancoragem e risers

(fonte: https://cbie.com.br/wp-content/uploads/2019/10/vc-sabia-img-1.png)

As equacdes do modelo dinamico foram obtidas a partir da abordagem discreta, na qual o
cabo (estrutura flexivel continua) € aproximado por uma cadeia de corpos poliarticulados rigidos
conectados por articulagdes ficticias que recebem a acdo de esfor¢cos conhecidos de atrito e
elasticidade, ou seja, os coeficientes de atrito (c;) e as constantes eldsticas (k;) de cada articulacio
sdo conhecidos, com (i =1, ...,1n,).

Para o desenvolvimento destes modelos dindmicos considerou-se amassa (m;, i = 1,...,n,)
de cada elo concentrada no seu respectivo centro de massa e todos os elos (I;, i =1,...,n,) de
mesmo tamanho. Os angulos de elevagdo (0, i = 1,...,n,) sdo tomados em relagio a vertical € o
sentido da gravidade coincide com o sentido positivo do eixo Yo. A Figura 2.2 ilustra a ideia principal

do modelo.


https://cbie.com.br/wp-content/uploads/2019/10/vc-sabia-img-1.png
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0Fr > Xo

‘1Y e articulacdes ficticias

Figura 2.2. — Modelo do cabo considerando cinco articulagdes ficticias

Utilizando o formalismo discreto obtém-se analiticamente o Lagrangeano (L = E; — Ep)
genérico do sistema, conforme demonstrado a seguir.

Sabe-se que as coordenadas de posicdo (x;,y;) das massas (m;) dos elos ([;) estdo
concentradas em seus respectivos centros de massa, com (i = 1,...,n,), de modo que as equagdes

(2.1) a (2.4) podem ser facilmente obtidas:

I. -1 (21)
l
X = Esen(el-) + z l; sen(ej)
j=1
) -1 2.2)
l
Vi = Ecos(el-) + Z L cos(ej)
j=1
Mt (2.3)
Xe = Z l; sen(Gj)
j=1
2.4)

Ne
Ve = Z i cos(Hj)
j=1

onde (x,, y.) sdo as coordenadas de posicdo da carga terminal (m,) livre.

A energia cinética de translacao pode ser escrita de acordo com a Eq. (2.5):
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1 ) . (2.5)
Ec,, = Emi(xiz +y7)

onde: m; sdo as massas de cada elo; X; e y; s@o as coordenadas das velocidades horizontal e vertical,
respectivamente, dos centros de massa de cada elo, com (i = 1, ...,1n,).

A energia cinética de rotacdo, Eq. (2.6), € devida aos movimentos angulares em torno dos

centros de massa dos elos, sobre eixos perpendiculares aos elos e passando por seus centros de massa:

1 (2.6)
EcRi = EIRieiZ

m; ~ e, . . . 5 ~ .
onde: Ip; = (1—2‘) I? sdo os momentos de inércia rotacionais de cada elo e 6; sdo as velocidades

angulares oriundas do movimento de elevacdo do cabo, com (i = 1, ...,n,).

A energia cinética total da estrutura € descrita conforme Eq. (2.7):
1 Tte 2.7)
— 22 4 2
Ec = Emc(xc +y&) + Z(Ecn + Ecy,)

i=1

onde: X, e y, sdo, respectivamente, as coordenadas das velocidades horizontal e vertical do centro de
massa da carga terminal m,.

A energia potencial devida a elasticidade em cada articulacao € representada na Eq. (2.8):

1 2.8)
Epp =7 ki(6: = 0i-1)”

onde: k; e 6; sdo, respectivamente, as constantes eldsticas e os angulos de elevacdo em cada
articulacdo ficticia, com (i = 1, ...,n,) e (8 = 0).
A energia potencial gravitacional em cada elo, com (i = 1, ...,1,), é descrita na Eq. (2.9):
Ep., = migh; (2.9)
onde: h; correspondem as alturas dos centros de massa de cada elo, relativas as posicdes destes
quando a estrutura se encontra em repouso € na posi¢ao vertical; g € a aceleragdo gravitacional na

superficie da Terra. A energia potencial total da estrutura € obtida a partir da Eq. (2.10):

e (2.10)
@zmwm+2w%+5ﬁ

i=1
onde: m. e h. correspondem a massa e a altura da carga terminal, respectivamente, quando esta é
livre.
Uma vez determinadas as equag¢des com as energias cinética (2.7) e potencial (2.10) da

estrutura e considerando as equagdes (2.1) a (2.4) com as coordenadas de posi¢ao das massas (elos e

carga terminal), bem como suas derivadas temporais, o Lagrangeano do sistema (L =E.—E, ) pode

ser obtido de forma genérica (equagdo (2.11)), escrito em termos de 6e 5,) com § = [91 0, .. Hne]T,
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onde a quantidade de elos (n,) determina o total de graus de liberdade do sistema.

Ne 2 Ne 2
1 . .
L=5m Z(ljcosejHj) + —Z(ljsenHjHJ-)
=1 j=1

2

Ne _
1 ’ o .
+ Ez mi|| 5 cos0;0; + Z(lj cos 66;)
i1 =

, 2
-1

L, . _ . (2.11)
+ —ESGTL 9i9i —Z(lj sen 9]9]) +1Ri9i
j=1
Ne i-1
1 5 l;
— Z [Eki(ei —6;_1) ] +m;g 5(1 —cos ;) + Z lj(l — cos 9]-)

i=1 j=1

Ne
—m.g Z [;(1 — cos 6;)
i=1

Por exemplo, se dois (n, = 2) e depois trés (n, = 3) elos forem considerados, a equag¢ao

(2.11) gera, respectivamente, as equacoes (2.12) e (2.13).

O Lagrangeano para o cabo com dois elos € descrito na Eq. (2.12):

= ﬂ @ ﬁ 202 2 _ .. ﬁ & .
L—(8 + > + 2)1191 +(2 +mc>l1lzcos(91 92)9192+(8 + 2)1292

1 . 1 . m
+ 511111912 + EIRZBZZ - (71 +m; + mc) gli(1 —cos 6,) (2.12)

m, 1 , 1 )
- (7 + mc)glz(l —cos 6;) — §k191 - Ekz(gz —01)

O Lagrangeano para o cabo com trés elos € mostrado na Eq. (2.13):
m1 mz m3 m . m2 ) A
L= (G + 55t ) B0+ (G4 ma +me) Ll cos(6: = 62)6: 6,
m, mz; m . ms )P
G4 558+ (5 m) hacosts 00
m. m . m .1
4 (_3 + 76) 1202 + (73 + mc) 115 cos(6; — 03)6; 05 + 511!21‘912
8 (2.13)
- 1 - mq
+ §1R292 + EIR393 - (7 tmy +ms + mc) gl (1 = cos 64)
m, mg
— (— +ms + mc)glz(l —cos6,) — (— + mc)gl3(1 — €05 03)
2 2
1 2 1 2 1 2

A partir do Lagrangeano do sistema aplica-se a equacdo de Euler-Lagrange (equacdo do
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movimento) em cada um dos graus de liberdade do sistema.

As equacdes (2.14) e (2.15) sdo para o cabo dividido em 2 elos:

d (oL oL . . ) ) . (2.14)
T1 — €16, — C2(91 - 92) = 71— (¢1 + ¢2)0; + 30,

dt\o6,) a6,
d (0L oL . . (2.15)
E<a—92> - 6_92 =T, — 62(92 - 91)
As equacdes (2.16), (2.17) e (2.18) sdo para o cabo dividido em 3 elos:
d (0L oL . . . . . (2.16)
dt 6_91 - 6_91 =T, — €16, — C2(91 - 92) = 171 — (€1 + ¢2)0; + 20,
d (0L oL . . . . . . . 2.17)
a 6_92 _6_92 =Ty — CZ(HZ - 91) - C3(92 - 03) =Ty + C201 - (Cz + C3)92 + C303
d (0L daL . . . . (2.18)
a 6_63 _E=T3 _C3(93 _62) =T3 +C362 _C303

onde: ¢; sdo os coeficientes de atrito das articulagdes ficticias e T; sdo os torques de elevagdo externos,
com (i =1,...,n,). A matriz de coeficientes de atrito e o vetor de esforgos externos sdo gerados
diretamente das equacdes (2.14) a (2.18). Observa-se que a matriz de coeficientes de atrito tem a
mesma formac¢ao da matriz de constantes eldsticas.

Desenvolvendo-se as equagdes do movimento para todos os graus de liberdade, obtém-se (Eq.

(2.19)) o seguinte sistema de equagdes diferenciais de segunda ordem:

[1(6)]6 +[C16 + K16 + 7 (6,6) + G(6) =T, (2.19)
onde [/ (5)] ¢ a matriz de inércia, 5 ¢ o vetor com as coordenadas de aceleracgdo, [C] é a matriz dos
coeficientes de atrito, 5 é o vetor com as coordenadas de velocidade, [K] é a matriz de constantes
eldsticas, 6 é o vetor com as coordenadas de posicao, F (67, 5) € o vetor com os esforcos Coriolis-

>, > —
centrifugos, G(H) € o vetor de esforcos gravitacionais e T, € o vetor de torques externos. Todas as

matrizes sdo simétricas (nxn) e os vetores sdo (nx1).
Os vetores com as coordenadas de posicao para a estrutura com 2 e 3 elos s@o apresentados

na Tab. 2.1 (o expoente T significa transposto).

Tabela 2.1. - Vetores com coordenadas de posi¢cao dos elos

2 elos: §2x1 3 elos: ﬁgxl

5 = [91 92]T 5 = [91 0, 93]T




Os elementos das matrizes simétricas de inércia para 2 e 3 elos estdo na Tab. 2.2.

Tabela 2.2. - Elementos das matrizes simétricas de inércia

2 elos: 1, (6) 3elos: I3,3 (5)
111=(%+m2+mc)lf+1m 111=(%+m2+m3+mc)lf+lm
li; = (% + mc) lilycos(0, — 6,) | I, = (% +m; + mc) lil,cos(0; — 6,)
Lz = (% + mc) l1l3cos(0; — 63)

I, = (% + mc) 12+ Ip, I, = (% +mg + mc) 12+ Ip,
I3 = (% + mc) l,l5c05(0, — 63)
I3; = (% +m) 3 + Is

As matrizes simétricas de constantes de atrito para 2 e 3 elos sdo representadas na Tab. 2.3.

Tabela 2.3. - Matrizes simétricas de coeficientes de atrito

2 elos: [C]ax2

3 elos: [C] 3x3

[Cl + C2 _C2 ]
—C2 C2

C1 + CZ _CZ O
—Cy Cy + C3 —C3
0 —C3 C3

As matrizes simétricas de constantes elasticas para 2 e 3 elos sdo descritas na Tab. 2.4.

Tabela 2.4. - Matrizes simétricas de constantes elasticas

2 elos: [K]2x2

3 elos: [K]3,3

[kl + kz _kz ]
—k; ks

k. + Kk,

—k,
0

—k,
ko + ks
—ks

0
—ks
ks

Observa-se que as matrizes de constantes elasticas (Tab. 2.4) tém configuracdes idénticas as

matrizes de coeficientes de atrito (Tab. 2.3).

A Tabela 2.5 traz os vetores Coriolis-centrifugos para 2 e 3 elos.



33

Tabela 2.5. - Vetores Coriolis-centrifugos

- > > m .
F(6,0) (72 +m,) Ly Lpsen(8; — 6,)63
m .

2 elos - (72 +m,) Ly Lysen(8; — 6,)67
(2x1)
F(6,0) / (72 +mg +m) yL;sen(6; — 6,)63 + (73 +m,) L lssen(8; — 03)63

i m . m . 1
3elos || — (72 +my +m) lyL;sen(6; — 6,)07 + (73 +m,) Lylysen(0, — 65)67 |
(3x1) m . m .

\ - (73 +m,) Ly Lssen(8; — 05)67 - (73 +m,) Lylysen(8, — 65)67

Percebe-se que o termo F (1) do vetor Coriolis-centrifugo surge da aplicacdo da equacdo do
movimento no primeiro grau de liberdade do sistema, o qual estd relacionado com o angulo de
elevacio (6,). Este termo depende do quadrado das velocidades (?) oriundas do movimento de
elevacdo do cabo nos demais elos, com (i = 2, ...,n,). Relacido semelhante é adotada para os demais
termos do vetor Coriolis-centrifugo.

Os vetores gravitacionais para 2 € 3 elos sdo mostrados na Tab. 2.6.

Tabela 2.6. - Vetores gravitacionais

2 elos: ﬁ(ﬁ)m 3 elos: 3(5)3“
mq mq
.. (7 +m, + mc) glisenf, (T +m, +ms; + mc) glisenf,
6(9) = mz 22\ mz
(7 + mc) gl,sen0, G(H) = (7 +m; + mc) gl,senf,
(E +m ) l;sen6
> c)9ts3 3

Os vetores torques externos para 2 € 3 elos sdo visualizados na Tab. 2.7.

Tabela 2.7. - Vetores torques externos

—

2elos: T 3elos: T

e2x1 €3x1

T=(s) | 7.2 (2)
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E muito importante observar que, 2 medida que o nimero de elos aumenta, o determinante da
matriz de inércia se aproxima de zero, dificultando ao integrador numérico apresentar uma solucao
estavel. Para superar essa dificuldade, foi utilizado um artificio matemético, conforme explicado
abaixo. A equacdo (2.19) pode ser reescrita na forma da Eq. (2.20):
J1(6)6 =] {i —[C16 - [K16 - F (é, é) - 5(5)} (2.20)
J € uma matriz diagonal de ordem n = n,, com um determinante alto (104, por exemplo). Portanto,

pode-se isolar o vetor de aceleragdes na forma da Eq. (2.21):
3 | — 5 - - 5> S -,
6 =[1(8)] J{T. - 16 - [K16 - F (6,6) - G()} (2.21)
A rotina MATLAB ODEA45 foi utilizada para a integracdo numérica da equagdo (2.21). Na
fun¢do com o modelo dinamico, a matriz JI (5) ¢ invertida, evitando-se assim a inversao direta da

= . ~ s . . ,
matriz de inércia [ (9) Esse fato simples torna a simulacdo numérica mais estadvel quando o modelo

dinamico considera um grande nimero de elos na representacdo discreta da flexibilidade continua.
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3. ALGORITMOS GENERICOS PARA O MODELO DO CABO E

VALIDACAO EXPERIMENTAL

Neste capitulo sdo apresentados os algoritmos genéricos para a geracao automética do modelo
dinamico do cabo, desenvolvido no capitulo 2. Neste capitulo mostra-se também os resultados das
comparagdes entre simulacdes e resultados experimentais. O objetivo € aferir a confiabilidade da

modelagem discreta aplicada a estrutura flexivel do tipo cabo.

3.1. Algoritmos genéricos

O desenvolvimento analitico das equacdes dos modelos dindmicos do cabo, para os casos de
dois, trés e quatro elos permitiu a identificagdo dos padrdes de crescimento dos vetores e matrizes dos
modelos. Uma vez identificados, os padrdes de crescimento permitiram a obten¢do de algoritmos
genéricos, capazes de gerar de forma automaética os modelos dindmicos, para um numero qualquer de
elos considerados na aproximacao discreta da flexibilidade continua do cabo.

A matriz de inércia [I (5)] € simétrica e de ordem n = n,, de forma que o seu algoritmo de

geracdo, como mostra a Figura 3.1, determina apenas os elementos da diagonal principal e os acima
z . . m; . ~
desta, onde: m. é a massa da carga terminal livre e [;, m; e I5; = (1—2‘) liz, com (i = 1,...,n,), sdo,

respectivamente, 0s comprimentos, massas € momentos de inércia rotacionais de cada um dos elos.

fori=1:n,

forj=1:n,
fi==j
Ne
m.
160 = 2t me+ Z my |2 + s
k=i+1
end
j>i
Ne
.. m;
1(i,j) = 7+mc + Z my | i cos(Gi—Hj);
k=j+1
1(,0) =1(, j);
end

end

Figura 3.1. - Algoritmo da matriz de inércia
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As matrizes de constantes eldsticas [K] e coeficientes de atrito [C] sdo idénticas, conforme foi
mostrado nas Tabelas 2.3 e 2.4, portando o mesmo algoritmo pode ser usado, apenas trocando C por
K. Cabe lembrar, que ambas sido simétricas, de mesma ordem da matriz de inércia e outra vez o
algoritmo determina apenas os elementos da diagonal principal e os acima desta. Os elementos ¢; e
ki com (i =1,..,n,), correspondem aos coeficientes de atrito e constantes eldsticas em cada

articulacdo ficticia do cabo, conforme mostrado na Fig. 3.2.

Matriz [C] Matriz [K]
fori=1.n fori=1:n
j=1n j=1ln
ifi==j fi==]
ifi==n ifi==n
C@Q, 1) = cmy; K@, 1) = ke
else else
C(i, i) = cuy + crry K@, 1) = kg + kg
end end
end end
ijj>i ijj>i
ifj==i+1 ifj==i+1
C(@,j) = —cyy K@, j) = —kgy;
else else
C(i,j)=0; K(i,j) = 0;
end end
end end
G, =Ca ) KG, 0 =K@/
end end

Figura 3.2. - Algoritmo da matriz de coeficientes de atrito e de constantes eldsticas

A Figura 3.3 mostra o algoritmo do vetor gravitacional.
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fori=1n
Ne
. m;
G() = 7+mc + z my | glisen(6;);
k=i+1
end

Figura 3.3. - Algoritmo do vetor gravitacional

A Figura 3.4 mostra o algoritmo do vetor Coriolis-centrifugo (o expoente 7 significa

transposto).
i=1n
forj=1:n
if j==i
@) =0;
end
ifj>i
Ne
f@,j) = % + mc + Z my liljsen(ei - 9]-);
k=j+1
end
fG.0) =—f@));
end
fori=1:n
velf (i) = 6%;
end
F = f.velfT;

Figura 3.4. - Algoritmo do vetor Coriolis-centrifugo

Conforme explicado anteriormente, os modelos dindmicos foram desenvolvidos
analiticamente usando as equacdes de Euler-Lagrange para 2, 3 e 4 elos. Os mesmos modelos gerados
com os algoritmos genéricos combinavam perfeitamente com os desenvolvidos analiticamente.
Repetiu-se a mesma comparagdo para 5 elos e o resultado foi 0 mesmo. Em resumo, os algoritmos

sdo capazes de gerar exatamente o mesmo modelo dindmico desenvolvido analiticamente aplicando
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o formalismo de Euler-Lagrange, mas com a grande vantagem de gerar modelos dinamicos,
independentemente do numero de elos. O desenvolvimento manual analitico, por outro lado, é
impraticdvel para um nimero de elos maior que seis (por exemplo), porque as equacdes se tornam

muito grandes.

3.2. Validacao experimental

No laboratério do Nicleo de Matemética Aplicada e Controle (NuMA-FURG), foi utilizado
um suporte metdlico para prender a uma distdncia de 0,156 m da parede do fundo, uma das
extremidades de um cabo de fibra sintética de 2,61 m de comprimento, preso no teto da sala, enquanto
que na outra extremidade tinha uma carga terminal m, livre de massa 2,0 kg. Nesta estrutura flexivel
foram marcadas 16 articulacdes ficticias (marcagdes em vermelho, vistas na Figura 3.5) igualmente
espacadas, formando 16 elos de mesmo tamanho. A Figura 3.5 mostra a configuragdo espacial inicial
do cabo em equilibrio estético, que corresponde ao primeiro frame captado pela camera do celular
que estava fixada na parede oposta e cujo eixo longitudinal estava alinhado e afastado a uma distancia

de 2,804 m do eixo longitudinal do cabo.

41 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1
X {m)

Figura 3.5. - Configuracdo espacial inicial

Como o plano vertical () que contém o cabo estd afastado 0,156 m do plano do fundo (a)
no qual visualizam-se os frames (fotografias) coletados do video, é necessdrio encontrar a reta r que

interseccionada ao plano beta, projeta os pontos do cabo vistos na parede do fundo na imagem final
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para o plano do cabo mais a frente, conforme mostra a Fig. (3.6).

2,804 m :
1 ' :
0,156 m X |
l
L N
T T T T T T T T T T T T - -7
. 13251
10,0255 m
H
A(xy,¥y,24)
celular
% allB/ly

Figura 3.6. - Layout e projecao do experimento

Como as coordenadas dos pontos A(xy,y,2;) € B(xy, V5, 2,) sdo conhecidas, pode-se obter
areta r conforme a Eq. (3.1).

X =%+ (xy —x1).1

iy =y2+ (2 —y1).4 3.1)
z2=2,4+ (2, — 71). 4

Interseccionando a reta r com o plano (), encontra-se o parimetro lambda (/1 = Z_Zz =
2741
_2’;26) necessario para obter o ponto C, conforme Eq. (3.2).

—0,156
X3 = Xom + (Xom — 0,0255).( o )

- ’ 3.2

C=np)= L0156 (3.2)
Y3 = Yem + Oem ~ 1'325)'( 2,96 )

onde X, € Vom Sa0 as coordenadas experimentais do ponto B transformadas de pixels para metros.
Isolando x.,,, € Ye;mn, na equacdo (3.2) encontra-se a proje¢do contraria, de beta para alfa,
necessdria para quando deseja-se confrontar os resultados da simulagdo com os resultados
experimentais no video.
E importante lembrar que os dados da simulacio encontram-se originalmente no plano beta,
enquanto os dados experimentais coletados da imagem estdo sempre no plano alfa. Para comparar

simulacdo versus experimento € obrigatdrio que todos os dados estejam contidos no mesmo plano,
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seja a ou [, conforme indicado na Fig. (3.7).

(a) Plano alfa (a) (b) Plano beta (B)
OF frame=1
tempo=0
051
R
E
> 15T
sk
25¢F
-1 08 06 04 D2 0 02 04 06 08 1 -1 08 06 04 D2 0 02 04 06 08 1
X (m) X (m)

Figura 3.7. - Simulac¢do (azul) x Experimental (vermelho): a plano do fundo; b plano do cabo

Todos os 16 pontos (x,;, Vei, I = 1, ...,16) coletados das articulagdes ficticias do cabo nos
frames (plano a) sdo conhecidos em pixels, sendo necessdrio converte-los para metros. A Figura 3.8
ilustra o conceito utilizado no desenvolvimento do algoritmo que € capaz de converter os pontos e

também de corrigir a distor¢cdo da imagem captada.

(a) grade em pixels (b) grade em metros
Tvl rvz Tv3 Tu4 T 5 T . Tv—;
A A A A A A A

200 0.35 rhl

400 07 Th,
s s 1.05 Thy
=
a - 1.4 hy
> 800

175 Thg

1000

2.1 The

1200

245 Th,

1400

100 200 300 400 500 600 700 8OO 900 1000 405 07 035 o 0.35 07 105
X (pixels) X(m)

Figura 3.8. - Conceito inicial adotado no algoritmo da conversao/distor¢cao

Inicialmente foi desenhado sobre o plano alfa da Figura (3.8 (a)), o plano cartesiano da Figura

(3.8 (b)), que tem origem coincidindo com a primeira articulagao ficticia do cabo, vista na Figura (3.7



41
(b)).
Percebe-se no plano cartesiano da Figura (3.8 (b)) a presenca de 7 retas horizontais
(Thys Thys Thas Thys Ther Ther Thy) € 7 verticais (1, Ty, Too) Ty Tog) Togs T,) 1gualmente espagadas em
0,35 m a partir da origem, formando 49 pontos, que sdo utilizados para relacionar os valores em
pixels com os valores reais em metros. As retas horizontais t€ém suas abscissas coletadas e as retas
verticais as suas ordenadas, sempre em ordem crescente. Sabe-se que todos os valores coletados da
imagem estdo sempre em pixels. O processo descrito a seguir para uma das retas € o mesmo
empregado nas 14 retas.

Usa-se como exemplo a reta r, . Coleta-se (clicando-se com 0 mouse sobre as marcagdes da

reta) os valores em pixels dessa reta na imagem, para ajustar, no sentido dos minimos quadrados, aos
valores reais de x (—1,05; —0,7; —0,35; 0; 0,35; 0,7; 1,05) em metros. Este procedimento &
repetido 7 vezes, devido a dificuldade de visualizagdo do ponto na imagem e consequente precisdao
de click. Cada vez que a sequéncia completa de cliques em todos os pontos da reta € concluida, geram-
se os coeficientes da reta que ajusta estes pontos. Conhecidos todos esses coeficientes, médias
aritméticas simples sdo calculadas com a finalidade de obter um coeficiente médio para cada reta de
conversao/distor¢ao obtida.

Por fim, cada coordenada dos 16 pontos (X,;, Yei, I = 1, ...,16) coletados das articulagdes
ficticias do cabo € enquadrada em relacao as retas horizontais e verticais, que foram obtidas conforme
explicado anteriormente.

E importante lembrar que todas as coordenadas sdo influenciadas por no maximo duas retas
de conversao/distor¢do, salvo aquelas coordenadas que estdo sobre as retas, ou as que estdo acima da
reta 1, ou abaixo da ry,_, para as horizontais e a esquerda da r;, ou a direita da r;,, para as verticais.

Concluido esse processo, 0s 16 pontos (X,;, Yei, i = 1,...,16) que antes estavam em pixels
ficam convertidos para metros com a correcdo da distor¢do da imagem também inclusa e passam a
ser chamados de (X¢mi, Vemir i = 1, ...,16).

Como os parametros relacionados a massa e ao comprimento dos elos, densidade linear e raio
do cabo e massa da carga terminal sdo bem conhecidos, é necessdrio identificar apenas trés
parametros, coeficiente de atrito (c), constante eldstica (k) e arrasto atmosférico (y). As posicoes
das articulagdes ficticias (Xepmi, Yemi,L = 1,...,16) marcadas em vermelho no cabo ji foram
identificadas experimentalmente e transformadas para metros. A primeira articulacio ficticia € fixa
na origem do sistema de referéncia e ndo € levada em consideragdo na obtencdo do erro. O ultimo

ponto marcado em vermelho corresponde a carga terminal. O cabo € colocado em uma configuragdo
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espacial inicial (Figura 3.7) e, a seguir, € liberado para que sua dinamica evolua apenas sob a acdo da
gravidade.

Foi realizada uma simulacdo considerando o modelo com 16 elos, sob as mesmas condi¢des
do experimento, e as posi¢des simuladas (x;,y;,i = 1,...,16) sdo comparadas com as respectivas

posicdes experimentais usando-se a seguinte equacao de erro (Eq. (3.3)).

nf 16
1
Ep = Ez [(Z V emi — %)% + YVemi — }’i)2> /16] (3.3)
=1 L\iz1

onde ny € o numero de frames do video, que corresponde ao numero de passos de integragdo da

simulagdo. Os parametros (c, k e y) foram identificados de forma que o erro (Eq. (3.3)) fosse minimo.
Para a identificagdo dos parametros, utilizou-se o0 método de Nelder-Mead Simplex (Lagarias et al.,

1998) programado em MatLab. A Tabela 3.1 mostra todos os parametros do modelo.

Tabela 3.1. - Parametros fisicos do modelo

Parametros fisicos Valor
Comprimento do cabo (L) L. =2,61(m)
Nimero de elos (n,) n, =16
Comprimento de cada elo (ll- = z—z,i =1, ...,16) li = 0,1631 (m)
Densidade linear do cabo (p) p = 0,1495 (kg/m)
Massa de cada elo (m; = pl;, i = 1,...,16) m; = 0,0244 (kg)
Massa da carga terminal (m,) m, = 2,0 (kg)
Raio do cabo (7) r = 0,008 (m)
Constante eldstica das articulagdes ficticias (k;, i = 1,...,16) k; = 3,0743.107° (Nm/rd)
Coeficiente de atrito das articulagdes ficticias (¢;, i = 1, ...,16) ¢, = 1,4881.10~* (N ms )

rd
Arrasto atmosférico () = 0,2885 < Ns? >
(rd.m)?

Para melhor analisar os resultados da simulagdo, foi desenvolvido um software que permite a
animacao grafica. A Figura 3.9 mostra vinte e quatro frames com os resultados da simulagado (azul) e
experimental (vermelho) no plano do cabo (f). Os primeiros 16 circulos marcam as posicdes das
articulacgdes ficticias e o ultimo marca a posi¢@o da carga terminal. O primeiro frame em t = 0 mostra

a configuracdo espacial inicial, quando a dindmica comeca a evoluir sob o efeito da gravidade.
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E importante comparar simulacio e experimento nos primeiros segundos do movimento, pois

os modos flexiveis ainda estdo ativos e ndo totalmente atenuados. Observa-se que a diferenca entre
simulag@o e experimento presente nos frames da (Fig. 3.9) deve-se ao fato de o experimento estar
com a sua carga terminal no primeiro frame amarrada numa posicao aproximada de quase 0,2776 m
acima de quando o cabo estd totalmente esticado e na vertical (2,61 m), correspondendo a um
percentual aproximado de 10,636% do seu comprimento total, que em queda livre, gera uma situacio
de impacto no momento em que o cabo fica plenamente distentido, circunstancia nao considerada no
modelo e que acaba por afetar um pouco os resultados. A Figura 3.10 mostra as posi¢des do ponto

médio e a Fig. 3.11 da carga terminal, nas quais os dois primeiros modos de vibragc@o sao observados.

ponto médio ponto médio
0.6 T T T T T T T .

m' ‘ il I .-J;r‘ Ifl I {

experimental
simulagao

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
tempo (s)

Figura 3.10. - Coordenadas do ponto médio

carga terminal carga terminal
T T . T T .

T T 2.65 T T T

WM
|

2.6

0.6
04t 255

0.2r

2.5

2.45

2.4

235F

experimental
simulagao

tempo (s)

Figura 3.11. - Coordenadas da carga terminal

8 9
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23
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9 10
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A evolugdo da média dos erros de posicdo € vista na Fig. (3.12).

erro, média dos 16 pontos
0.045 T T T T T T

0.04 - || 1
0035 || 1
0.03 | |~ | | .
0.025 | ‘ || ] 1
L | RN Al _
0.02 AN N

1 \ ]
0.015 ||| LTI [

média dos erros em posicéo (m)

0.01

0.005 | A rW a

tempo (s)

Figura 3.12. - Média dos erros em posi¢ao nos 16 pontos, plotada ao longo do tempo

As Figuras (3.9) a (3.12) mostram que a simula¢do fornece um resultado préximo ao
experimento. O valor do erro total descrito pela Eq. (3.3) para este experimento foi de 0,0131 m,
equivalente a 0,5% do comprimento do cabo. Acredita-se que se outros experimentos forem
realizados a partir de uma configuragcdo espacial inicial onde a carga terminal esteja amarrada numa
posicao mais abaixo do que a considerada no primeiro frame do experimento da Fig. (3.9), de forma
a evitar uma situacio de choque, e com uma quantidade maior que 16 articulagdes ficticias, os erros

irdao se tornar ainda menores.
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4. MODELAGEM DINAMICA CABO-BASE MOVEL

Adota-se que o cabo tem movimento contido no plano vertical com origem na superficie
média do mar e que a sua extremidade superior estd articulada a uma base flutuante ou embarcacio
de superficie que se move verticalmente e horizontalmente, enquanto na outra extremidade, hd uma
carga terminal inicialmente livre, de massa m,. Posteriormente serdo abordadas simulac¢des nas quais
essa carga terminal serd considerada fixa ao fundo do mar. Ressalta-se que muitas aplicagdes reais

sdo semelhantes a0 modelo em estudo neste capitulo, conforme exemplos vistos na Fig. 4.1.

Figura 4.1. - Plataformas petroliferas

(fonte: https://crea-al.sfo2.cdn.digitaloceanspaces.com/2015/11/esplorafolhelho.jpg)

As equagdes do modelo dinamico foram obtidas a partir da abordagem discreta, com o cabo
(estrutura continua) dividido em partes rigidas (elos) conectadas por articulacdes ficticias eldsticas.
Para o desenvolvimento destes modelos dinAmicos considerou-se a massa m; de cada elo concentrada
no seu respectivo centro de massa e todos os elos (I;) de mesmo tamanho. Supde-se ainda que cada
articulagdo ficticia possui a sua constante eldstica (k;) e o seu coeficiente de atrito (c;) conhecidos,
com (i = 1,..,n,).

Considera-se no modelo acoplado da Figura 4.2 que o empuxo anula o peso da base mével
na superficie e que a dindmica imposta pelo movimento vertical da superficie do mar foi

aproximada por um sistema massa—mola—amortecedor. As forcas de empuxo sdo consideradas


https://crea-al.sfo2.cdn.digitaloceanspaces.com/2015/11/esplorafolhelho.jpg
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atuando nos centros de massa de cada corpo rigido da estrutura e ainda, na mesma direcao da forca
gravitacional, mas com sentido oposto.

A 4gua foi considerada em repouso (auséncia de correntes ocednicas) e em cada elo a forca

de arrasto atua no seu centro de massa e € proporcional ao quadrado da sua velocidade linear.

s

1]

1T

=
_T
I

iy (X4, %)

Yo m(Xe, V)

Figura 4.2. - Representacdo da base mével acoplada ao cabo que considera trés elos

Utilizando o formalismo discreto obteve-se analiticamente o Lagrangeano (L = E; — Ep) do
sistema considerando o cabo com dois e trés elos, conforme demonstrado a seguir.

Sabe-se que as coordenadas de posicdo (x;,y;) das massas (m;) dos elos ([;) estdo
concentradas em seus respectivos centros de massa, com (i = 1,...,n,), de modo que as equacdes
(4.1) a (4.4) podem ser facilmente obtidas:

L i1 @.1)
X = xy+ Elsen(ei) + Z L sen(ej)
j=1

. - 4.2)
Yi= yu + Elcos(ei) + Z l; 605(9]-)
=1
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lte 4.3)
Xe =Xy + z L sen(6;)
j=1

e 4.4)
Ve =Yy + Z l]- cos(ej)
j=1

onde: (x.,y.) sdo as coordenadas de posi¢do da carga terminal (m.) livre; xp € yy sdo as
coordenadas de posi¢dao dos deslocamentos do centro de massa relativos aos movimentos horizontal
e vertical da embarcagdo (base mével).

A energia cinética de translacdo pode ser escrita de acordo com a Eq. (4.5):

1 . . 4.5)
ECTi = Emi(xiz +y12)

onde: m; sdo as massas de cada elo; x; e y; sdo as coordenadas das velocidades horizontal e vertical,
respectivamente, dos centros de massa de cada elo, com (i = 1, ..., n,).

A energia cinética de rotacdo, Eq. (4.6), € devida aos movimentos angulares em torno dos

centros de massa dos elos, sobre eixos perpendiculares aos elos e passando por seus centros de massa:

1 . (4.6)
Ecp, = EIRieiz

m; ~ ., . . . 5 ~ . .
onde: Ip; = (1—2’) I? sdo os momentos de inércia rotacionais e 8; sdo as velocidades oriundas do

movimento de elevacdo do cabo, com (i =1, ...,n,).

A energia cinética total da estrutura é descrita conforme Eq. (4.7):
1oz o2y, L 2 | o2 S @D
Ee = S MG + 93 +5meG2 + 98 + ) (op, + Eey,)
i=1
onde: M € a massa da base mével; Xy, Yy € X., Y. sdo, respectivamente, as coordenadas das
velocidades horizontal e vertical da base M e da carga terminal m..

A energia potencial devida a elasticidade em cada articulacao € representada na Eq. (4.8):

1 4.8)
Epp =5 ki(6; — 0;-1)°

onde: k; e 6; sdo, respectivamente as constantes eldsticas e os angulos de elevagdo em cada
articulacdo ficticia, com (i = 1, ...,n,) e (8 = 0).
A energia potencial gravitacional em cada elo, com i = 1, ..., n., € descrita na Eq. (4.9):
Ep,, = migh; 4.9)
onde: h; correspondem as alturas dos centros de massa de cada elo, relativas as posi¢des destes
quando a estrutura se encontra em repouso € na posi¢ao vertical; g é a aceleracdo gravitacional na

superficie da Terra. A energia potencial total da estrutura é obtida a partir da Eq. (4.10):
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1 - (4.10)
Ep = 2 kmym +meghe + Z(EPH + EPGi)

=1
onde: m. e h, correspondem a massa e a altura da carga terminal, respectivamente, quando esta é
livre; kj; e yy s@o, respectivamente, a constante eldstica e o deslocamento do centro de massa
relativos a0 movimento vertical da embarcacdo (base movel). Uma vez determinadas as equagdes
com as energias cinética (4.7) e potencial (4.10) da estrutura e considerando as equagdes (4.1) a (4.4)
com as coordenadas de posicdo das massas (elos e carga terminal), bem como suas derivadas

temporais, o Lagrangeano do sistema (L =E.—E ) pode ser obtido de forma genérica (equacao

. : - T . .
(4.11)), escrito em termos de 7 e T, com 7 = [yM Xy 610, ... Hne] . Nesse caso, o sistema possui

n = n, + 2 graus de liberdade.

Ne 2 Ne 2
1o 1 , . _ .
L= EM(xM + i) + SMe || Xm + Z(lj-cosejej) +| vy — Z(ljsenejej)
j=1 j=1

2
Ne i-1
1 L .
+ Ez m; || Au + - cos6,0; + Z(lj cos 6,6;)
i=1 =1

l < 2 1
+ yM —Elsen Hiéi —Z(l] sen 9]9]) +1R1912 _EkMyI%/I (411)

j=1

Ne

- 2 Bki(gi - 9i—1)2]

=1

-1
L.
+myg | =yw + 21— cos8) + ) Li(1 = cos ej)]
=

Ne
—-m.g|—yu + Z [;(1—cos#6;)
i=1

Por exemplo, se dois (n, = 2) e depois trés (n, = 3) elos forem considerados, a equagcao
(4.11) gera, respectivamente, as equacoes (4.12) e (4.13).

O Lagrangeano para o cabo com dois elos € descrito pela Eq. (4.12):
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1 o2 . 2
LZE(M+m1+m2+mC)(xM+yM)

m :
+ (71 +m, + mc) 1,0, (% cos 0, — vy sen 6,)

m;, m, m : m, . ,
+ (? =t 76) 1207 + (7 + mc) 1,6, (% cos B, — Vyy sen 6,) wi)
m .o m, m . 1 .
+ (72 + mC) lllZ COS(Q]_ - 92)01 02 + (?2 + 7(:) 1%022 + EInglz
1 - my
+ EIRZBZ + (my + my + me)gyy — (7 +m, + mc)gll(l — cos 6,)
my 11 L1
- (7 + mc)glz(l —cos 0;) — §k1‘91 - Ekz(gz -0, — EkMYM
O Lagrangeano para o cabo com trés elos € mostrado na Eq. (4.13):
1
L =§(M+m1 +m, +mg +m) (% + Vi)
my . .
+ (7 +m, + my + mc) 1,0, (xy cos 0, — vy sen 6,)
M M2 M3 Ty i2h2
+(8 A 2)1191
m; s .
+ (T +my + mc) 1,0,(%y cos 6, — vy, sen 8,)
m, . m, ms; m :
+ (7 +ms + mc) 1,1, cos(0; — 6,)6, 6, + (? +o+ 75) 1262
m . ms; m .
+ (73 + mc) Lls cos(8, — 65)0, 65 + (?3 + 76) 1262 (4.13)
ms s .
+ (7 + mc) 1505 (% cos 65 — vy sen 03)
ms .1 1 1
+ (7 + mc) lils cos(8; = 05)81 85 + 5 I 67 + = [20F + = Is0

m
+ (ml + mz + m3 + mc)gyM - (71 + mz + m3 + mc) gl1(1 — COS 91)

m; m3
- (7 +my + mc) gl,(1 —cos6,) — (7 + mc) gls(1 —cos 65)

1 2 1 2 1 2 1 2
_§k191_§k2(92_91) _Eks(es_ez) _EkM:VM

A partir do Lagrangeano do sistema aplica-se a equacdo de Euler-Lagrange (equacdo do
movimento) em cada um dos graus de liberdade do sistema.
As equacodes (4.14) a (4.17) sdo para o cabo dividido em 2 elos:

d (aL) dL _ . ) 4.14)
dt ayM ayM - uy( ) CMyYM
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d ( oL ) oL (4.15)

— =— = U (t) — CuxXnm

dt \0xy, dxy
d (0L JL . . . . . (4.16)
dt 6_91 - 0_61 =171 — €16, — C2(91 - 92) = 171 — (€1 + ¢3)0;1 + 20,
d (0L oL . . “4.17)
E<a—92> - E =T, — 62(92 — 91)

As equacodes (4.18) a (4.22) sdo para o cabo dividido em 3 elos:

daLy\ oL , (4.18)
(55) = 5 = () = cuyim
0ym

dt \dyy
d ( dL ) oL _ " . (4.19)
At \Giy) "oy () T Coxiu
d (0L oL . . . . . (4.20)
a€ 6_91 —6_91:1'1—C191—C2(91—92) = 71 — (€1 + )01 + 0,
d (0L JdL . . . . . . . (4.21)
a @ - 6_92 = TZ - 62(92 - 91) - C3(92 - 93) = TZ + C291 - (CZ + C3)92 + C393
d[aL\ oL o . . (4.22)
a 6_63 _0_63=T3_C3(03_92) =T3+C392_C393

onde: cy, € Cyy $30 0s coeficientes de atrito relativos a0 movimento vertical e horizontal da base
movel; ¢; e T; sdo, respectivamente, os coeficientes de atrito das articulacdes ficticias e os torques de
elevagdo externos, com (i = 1, ...,n.); u,(t) sio as oscilagdes da superficie do mar e u, (t) pode ser
a propulsdo das hélices ou acdo de correntes oceénicas.

Desenvolvendo-se as equagdes do movimento para todos os graus de liberdade, obtém-se o
seguinte sistema de equacdes diferenciais de segunda ordem:

[[(D]F + [C]F + [K]F + F(;,7) +G(H) =T, (4.23)

onde [I(#)] é a matriz de inércia, # & 0 vetor com as coordenadas de aceleracdo, [C] é a matriz dos
coeficientes de atrito, # é o vetor com as coordenadas de velocidade, [K] é a matriz de constantes

N
eldsticas, 7 é o vetor com as coordenadas de posi¢do, F (F, 7’“’) € o vetor com os esfor¢cos Coriolis-

centrifugos, G (7*) é o vetor de esfor¢os gravitacionais e T, é o vetor de torques externos. Todas as
matrizes sdo simétricas (nxn) e os vetores sao (nx1).
As tabelas (4.1) a (4.7) mostram os elementos dos vetores e das matrizes, para os casos com

2 e 3 elos (o expoente T significa transposto).
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Tabela 4.1. - Vetores com coordenadas de posicao

2 elos: T4, 3 elos: T'5,q

7 = [yy xm 01 HZ]T 7= [Yum Xy 61 6, 93]T

Tabela 4.2. - Elementos das matrizes simétricas de inércia

2 elos:1 4,4 (7) 3 elos: Is,5(7)
111:M+m1+m2+mc 111:M+m1+m2+m3+mc
112 = 0 112 == 0
m1 ml
3= — (7 +m, + mc) lisenf, | L3 = (7 +m, + ms + mc) lysenb;
m
114_ = — (72 + mc) lzsenez 114_ == (72 m3 + mc) lzsengz
ms
115 == (7 C) l3S€Tl93
122: M+m1+m2+mc 122:M+m1+m2+m3+mc
my
I3 = (7 +m, + mc> l,cos6, I3 = —+ m; +msz + mc) lycosb,
m;
Iy = (7 + mc) lycos0, Iy = +m3 + mc) lycos0,

+ mc) l5co0s6;

my

I33 = (T+m2 +mc>l1 + Ir1 I33 = +m; +m3+mc)l%+IR1

m;
134_ = (7 + mc) l112COS(91 - 92) 134_ = + m3 + mc) l112COS(91 - 92)

I
AN TN N N N N Y Y

SHE N N NENE

I35 = mc) lil3cos(01 — 63)
m;
144= (T"‘mc)l%‘l'IRz 14_42 +m3+mc)l%+IR2
14_5 == + mc) lzl3COS(92 - 93)
Is = (2 +m)3+]1
55 c)*'3 R3
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Tabela 4.3. - Matrizes simétricas de coeficientes de atrito

2 elos: [C]yxs

3 elos: [C]sys

Cmy O 0
0 Cuyx 0
0 0 Cl + CZ
0 0 —Cy

Cmy
0
0

o

0 0 0 0
cyy O 0 0

0 Cq + Cy —Cy 0

0 —Cy Ccy + C3 —C3

0 0  —c ¢

Tabela 4.4. - Matrizes simétricas de constantes elasticas

2 elos: [K]4x4 3 elos: [K]sys
ky O 0 0 [ky O 0 0 0 ]
00 O 0 |o 0 O 0 0 |
0 0 kyi+ky —k; 0 0 ki+k, —ks 0
0 0 -k, kyl|ll0o 0 —k, ky+ks —ks
lo 0 0 ks ksl

Observa-se que as matrizes de constantes eldsticas t€m as mesmas formas das matrizes de

atrito com apenas uma diferenca referente ao elemento [K(2,2)] # [C(2,2)], devendo-se isto ao fato

da base mdvel possuir coeficiente de atrito e ndo possuir constante eldstica relacionada ao movimento

horizontal do seu centro de massa.

Tabela 4.5. - Vetores Coriolis-centrifugos

B = m . m .
F(7,7) — (71 +m, + mc) l,c0s6,0% — (72 + mc) l,c0s6,02
2el m : m :
clos — (71 +m, + mc) l,senB,07 — (72 + mc) l,senf,02
(@x1) m, _
(7 + mc) l,l,sen(8; — 6,)02
m, -
- (7 + mc) ll,sen(6; — 6,)0;
F(r, 1‘) - (71 +m, +mg + mc) lyc0s6,0% — (72 +ms; + mc) l,c056,0% — (73 + mc) l5c05650%
3elos — (71 +m, +mg + mc) l,send,0% — (72 +ms + mc) l,send,0% — (73 + mc) l;senf50%
m . m .
(5x1) (72 +mg +me ) Lylysen(8 — 6,)63 + (73 +me) Lilssen(6; — 05)63
m N m .
- (72 +ms + mc) L Lsen(6; — 0,)02 + (73 + mc) Llssen(8, — 05)62
m . m .
- (73 +me) Ly L3sen(6; — 63)07 — (73 +m,) Ll3sen(6; — 65)03
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Tabela 4.6. - Vetores gravitacionais

2 elos: G(F) 401 3 elos: G()sx
—(my +my +my)g —(my+my +my+my)g
0 0
5 m m
G = (71 +m, + mc) glisenf, . (71 +m, + my + mc) glysen,
G =
mz mZ
(7 + mc) gl,senf, (7 +m3 + mc) glysenf,
msz
(7 + mc) glizsenf;

Tabela 4.7. - Vetores torques externos

—

—

2elos: Te,,, | 3elos: Te,,
uy (t) ( uy (t)
7o w@® )| | w®
Te Tl Te p—vl Tl
Ty (%)
\ T3 /

E muito importante observar que, a medida que o nimero de elos aumenta, o determinante da

matriz de inércia se aproxima de zero, dificultando ao integrador numérico apresentar uma solucao
estavel. Para superar essa dificuldade, foi utilizado um artificio matematico, idéntico ao ja utilizado
anteriormente, conforme explicado abaixo. A equagdo (4.23) pode ser reescrita na forma da Eq.
(4.24):

JINE = J{T, - [C)F — [K]# — F(%,7) — G(©)} (4.24)

J é uma matriz diagonal de ordem n = n, + 2, com um determinante alto (10*, por exemplo).

Portanto, pode-se isolar o vetor de aceleragdes na forma da Eq. (4.25):
7= [IA1 YT — [C)F = [K]F = F(7.7) = G(P)}
A rotina MATLAB ODEA45 foi utilizada para integracdo numérica da equagdo (4.25). Na

(4.25)

fun¢do com o modelo dindmico, a matriz JI(7) € invertida, evitando-se assim a inversdo direta da
matriz de inércia I (7). Esse fato simples torna a simula¢do numérica mais estdvel quando o modelo

dindmico considera um grande nimero de elos na representacdo discreta da flexibilidade continua.
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5. ALGORITMOS GENERICOS PARA O MODELO DO CABO

ACOPLADO A BASE MOVEL E SIMULACOES

Neste capitulo desenvolvem-se os algoritmos genéricos para a geracdo automatica do modelo
dinamico apresentado no capitulo anterior. SAo mostrados os resultados de simulagdes e animagdes
gréficas, com o objetivo de atestar de modo qualitativo que o modelo é confidvel e que se comporta
conforme o esperado fisicamente. As animagdes graficas mostram resultados com uma boa sensagdo

de realidade fisica.

5.1. Algoritmos genéricos

O desenvolvimento analitico das equacdes dos modelos dindmicos do cabo, para os casos de
dois, trés e quatro elos permitiu a identificagdo dos padrdes de crescimento dos vetores e matrizes dos
modelos. Uma vez identificados, os padrdes de crescimento permitiram a obten¢do de algoritmos
genéricos, capazes de gerar de forma automética os modelos dindmicos, para um nimero qualquer de
elos considerados na aproximagao discreta da flexibilidade continua do cabo.

A matriz de inércia [I(#)] é simétrica e de ordem n = n, + 2, de forma que o seu algoritmo
de geracdo, como mostra a Figura 5.1, determina apenas os elementos da diagonal principal e os

acima desta, onde: M e m, s@o as massas da base movel flutuante e da carga terminal, enquanto [;,
m; . ~ . .
m;elp = (1—2‘) I, com (i = 1,...,n,), sdo, respectivamente, a0s comprimentos, massas € momentos

de inércia rotacionais de cada um dos elos.



fori=1n
forj=1ln
ifi==j
1 ==
1(i,i) =M+ m, +ka;
k=1
i==2
1G,0) = M +m, +ka;
k=1
Ne
.. mg—z)
1(i,i) = iT +m, + Z My l(zi_z) + Ip(i=2);
k=i—1
end
j>i
if j==
1(i,j) =0
elseif i ==
Ne
.. mei—2)
I(l,j) = - ]T + m. + Z my l(]_z)sen(e(]_z)),
k=j—1
elseif i == 2
Ne
mgj-2)
1(i,)) = ) +m, + Z my l(j_z)cos(e(j_z));
k=j-1
else
Ne
mgj-2)
1(i,)) = ] +m. + Z my l(i_z)l(j_z)cos(é?(i_z)—9(]-_2));
k=j—1
end

1(,0) =1(, j);
end

end

Figura 5.1. - Algoritmo da matriz de inércia
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Os algoritmos das matrizes de constantes eldsticas [K] e coeficientes de atrito [C] tém a
mesma forma, conforme é mostrado na Fig. 5.2. A tnica diferenca € que nao hd constante de mola
restringindo o movimento horizontal da base mével ([K(2,2)] = 0), enquanto que no mesmo
movimento hd atrito ([C(2,2)] = ¢y, ), conforme foi mostrado nas Tabelas 4.3 e 4.4. Cabe lembrar,
que ambas sdo simétricas, de mesma ordem da matriz de inércia e outra vez o algoritmo determina
apenas os elementos da diagonal principal e os acima desta. Sendo ¢y, € ¢y, 0s coeficientes de atrito
referentes, respectivamente, ao movimento vertical e horizontal da estrutura flutuante, kp € a
constante eldstica referente a0 movimento vertical, enquanto ¢,_;y € kp_y com i =2,..,n—1,

correspondem aos coeficientes de atrito e constante eldstica em cada articulagdo ficticia do cabo.

Matriz [C] Matriz [K]
fori=1.n fori=1:n
j=1n j=1ln
ifi==j fi==j
ifi== ifi==
C(, i) = Cmy: K(, 1) = ky;
elseif i == elseif i ==
C(>i, i) = Cyy; K(i,i) = 0;
elseif i ==mn elseif i==n
C(@,1) = crn-2y; K(i,1) = k-2,
else else
C(>L,1) = ci—2) + c—1y; K(i, 1) = kg—2) + ka-1y;
end end
end end
ijj>1i jj>i
ifi<3 ifi<3
C(i,j) =0; K(i,j) = 0;
elseif j==i+1 elseif j==1i+1
C(i,)) = —c(i-1y; K@, )) = —k-1y
else else
C@,j) =0; K(,j)=0;
end end
end end
CG, D =CJ); KG, D) =K(@@));
end end

Figura 5.2. - Algoritmo da matriz de coeficientes de atrito e de constantes elasticas
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O algoritmo para a geracao dos elementos do vetor gravitacional pode ser visto na Fig. 5.3.
Conforme é mostrado nesta figura, a massa M da base mével ndo aparece no termo G (1) porque sua
flutuacdo na superficie do mar foi considerada igual a sua for¢ca peso. Nota-se também que o segundo
termo G (2) serd sempre nulo, pois ndo hd esforgos gravitacionais agindo em rela¢do ao deslocamento

horizontal da embarcacao.

fori=1n

if i ==

Ne
6@ =—me+) m|g
k=1

elseif i ==

G(i) =0;
else

Ne
. me-2)
G(i) = =t m,+ Z My | gli—aysen(6g-2));
k=i—1
end
end

Figura 5.3 - Algoritmo do vetor gravitacional

Observa-se na Fig. 5.4 que os dois primeiros termos do vetor Coriolis-centrifugo F (?, F)
possuem as mesmas caracteristicas, apenas trocando o cosseno pelo seno e isto acontece porque

ambos estdo relacionados com deslocamento da estrutura flutuante. O expoente 7 significa transposto.
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Ne Ne
m .
F, = _Z 714_ me + z my |1;cos(6;)67;
i=1 k=i+1
Ne Ne
m; )
F, = _Z 7l+ me + Z my | lisen(6,)67;
i=1 k=i+1
i=1n,

fori=1:n,

ifj==i
f@,j)=0;

end

ijj>i

.. m; -
F@) = Stme+ D my | Lisen(6; - 6));

2 k=j+1
end
fG, 0 ==f@));
end

fori=1:n,
velf (i) = 6%;

end

F; = f.velfT;

F =[F, F, F5]7;

Figura 5.4. - Algoritmo do vetor Coriolis-centrifugo

Conforme explicado anteriormente, os modelos dindmicos foram desenvolvidos
analiticamente usando as equacdes de Euler-Lagrange para 2, 3 e 4 elos. Os mesmos modelos gerados
com os algoritmos genéricos mostraram-se iguais aos desenvolvidos analiticamente. Repetiu-se a
mesma comparagdo para 5 elos e o resultado foi 0 mesmo. Em resumo, os algoritmos sdo capazes de
gerar exatamente o mesmo modelo dindmico desenvolvido analiticamente aplicando o formalismo de
Euler-Lagrange, mas com a grande vantagem de gerar modelos dindmicos, independentemente do
ndmero de elos. O desenvolvimento manual analitico, por outro lado, é impraticdvel para um nimero

de elos maior que seis (por exemplo), porque as equacdes se tornam muito grandes.
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5.2. Simula¢des e animacodes

Nesta secdo sdo apresentadas simulagdes e animagdes realizadas no MatLab. Utiliza-se a
funcdo integradora ode45 para a integracdo numérica das equagdes diferenciais dos modelos
dinamicos. Os resultados obtidos ilustram o comportamento do modelo acoplado em dois casos: no
primeiro uma das extremidades do cabo esta articulada a base movel e na outra extremidade a carga
terminal m. € considerada livre, enquanto no segundo, o cabo € articulado a base mével em uma
extremidade e na outra estd articulado a uma estrutura fixa ao fundo do mar. O modelo da segunda
situacdo € idéntico ao da primeira, com a diferenca que se tem uma carga terminal muito grande
(considerou — se m, = 108 kg) para representar o cabo fixo a Terra. Em ambos os casos, a estrutura
estava submersa, sujeita a acao do arrasto hidrodindmico e do empuxo (adotou-se o empuxo igual ao

peso para a base mével). A Tabela 5.1 mostra todos os parametros do modelo.

Tabela 5.1. - ParAmetros fisicos do modelo

Parametros fisicos Valor
Comprimento do cabo (L) L. =32 (m)
Numero de graus de liberdade (n) n =62
Quantidade de elos (n,) n, = 60
Comprimento de cada elo (li = Z—Z, i=1, ...,ne) l; = 0,5333 (m)
Densidade linear do cabo (p.) pe = 0,5695 (kg/m)
Densidade volumétrica da dgua (p,) pq = 1000 (kg/m3)
Massa de cadaelo (m;, i =1, ...,n,) m; = 0,2095 (kg)
Massa da carga terminal (m,) m, = 35 (kg)

Massa da carga terminal quando o cabo € fixo ao fundo do mar (m,) | m, = 108 (kg)

Raio do cabo (1) r = 0,0075 (m)
Massa da base moével flutuante (M) M =100 (Kg)
Constante eldstica das articulagdes ficticias (k;, i = 1,...,n,) k; =20 (Nm/rd)

Constante eldstica relativa ao movimento vertical da base mével (ky) | ky = 1200 (N /rd)

Coeficiente de atrito das articulagdes ficticias (¢;, i = 1, ...,n,) ¢i =0,9 (Nms/rd)

Coeficiente de atrito do movimento horizontal da base mével (cyy) | ¢y, = 200 (Ns/m)

Coeficiente de atrito do movimento vertical da base mével (cMy) ¢m, = 150 (Ns/m)

Coeficiente de arrasto hidrodinamico (y) y = 8,5 (Ns/m)

Para melhor analisar os resultados das simulacdes foi desenvolvido um software que permite
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a animacdo grafica. As Figuras (5.5) e (5.7) mostradas a seguir estdo na forma de uma sequéncia de
20 frames, relativos a configuracdo espacial do cabo em cada diferente instante de tempo. Foram

considerados 60 elos (n, = n — 2) nas duas simulagdes.

5.2.1. Simulacao 1 (carga terminal m, livre)

O cabo e a base mdvel estavam inicialmente em repouso quando foi aplicada uma forca
horizontal na base mével u, (t) = 2000 N parat < 0,5, u,(t) = —2400 N parat < 0,75 e u,(t) =
0 parat < 15. A Figura 5.5 ilustra os primeiros 4,75 s do movimento do cabo nesta situagdo, cujo

tempo total foi de 15 s, com frames mostrados a cada 0,25 s.
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Figura 5.5. - Cabo aproximado por 60 elos e com carga terminal livre
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A figura 5.6 mostra o comportamento dos movimentos vertical e horizontal da base mével na
simulacdo que gerou a animacao da Fig. 5.5.

Movimento vertical da base mével Movimento horizontal da base maovel
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Figura 5.6. - Movimentos da base mével (carga terminal livre)

Pode-se atestar de forma qualitativa que os resultados obtidos nas figuras (5.5) e (5.6)
mostram um comportamento dinAmico muito consistente com o esperado fisicamente. As animagdes

graficas mostram uma boa sensac¢do de realidade fisica.

5.2.2. Simulacgao 2 (carga terminal m, articulada ao fundo do mar)

Esta segunda simulacdo consiste no cabo articulado a uma estrutura fixa ao fundo do mar e
também sujeito ao arrasto hidrodinamico e ao empuxo. O modelo dindmico dessa animacao € idéntico
ao da primeira, com apenas duas diferencas: a primeira € que se considera uma carga terminal muito
grande (considerou-se m, = 108 kg no lugar do m, = 35 kg da simulacio anterior) para representar
o cabo fixo ao fundo do mar; a segunda é que a carga terminal nao foi considerada na composicao
dos esforcos gravitacionais (a carga € fixa e o seu empuxo € igual ao seu peso). Na base movel foi
aplicada uma for¢a horizontal equivalente a u,(t) = —800sen(nt) N durante todo o intervalo de
tempo. A Figura 5.7 ilustra os primeiros 4,75 s do movimento do cabo nesta condi¢do, com um tempo

total de 15 s e frames mostrados a cada 0,25 s.
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Figura 5.7. - Cabo aproximado por 60 elos e fixo no fundo do mar

A figura 5.8 mostra o comportamento dos movimentos vertical e horizontal da base movel na

simulacao que gerou a animacao da Fig. 5.7.
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Figura 5.8. — Movimentos da base mdvel (cabo fixo ao fundo do mar)

As figuras (5.7) e (5.8) mostram novamente resultados fisicos dentro do esperado,

comprovando que a pequena alteracdo feita no modelo para poder representar o cabo fixo ao fundo

do mar, mostrou-se confidvel, conseguindo validar qualitativamente o modelo acoplado desenvolvido
no capitulo 4 e seus algoritmos genéricos.

5.3. Consideracoes finais

Este capitulo tratou das simulagdes e animagdes referentes a modelagem dinamica contida no
plano vertical de uma estrutura flexivel do tipo cabo acoplada a uma base movel com n, + 2 graus
de liberdade (desenvolvida no capitulo 4) que se desloca nas direcdes horizontal (a¢do de correntes
oceanicas ou propulsores) e vertical (oscilacdes na superficie do mar). Trata-se de um exemplo que
desperta grande interesse em razdo de aplicagdes tecnoldgicas, principalmente vinculadas a indudstria

de petroleo offshore. Diversas simulacdes com diferentes nimeros de elos permitiram concluir que

quanto maior for o nimero de elos, mais a flexibilidade discreta do modelo aproxima-se da
flexibilidade real continua do cabo. Outra importante constatacdo € que quando o cabo é submetido
a esforcos externos que geram movimentos com baixissimas velocidades, o vetor com os esfor¢os

Coriolis-centrifugos € insignificante e pode ser negligenciado. Caso contrario, € importante que este
vetor de esforcos esteja presente no modelo dinamico do cabo. Um software para a animagao grafica
foi construido especialmente para a visualizacdo dos resultados de simulacdes e estas animagdes

mostraram uma 6tima sensacao de realidade fisica, atestando assim de forma qualitativa a modelagem
dinamica proposta.

15



6. SISTEMA DE REBOQUE DE EMBARCACOES

No presente capitulo desenvolve-se o modelo dinamico de um sistema de reboque de
embarcacdes, composto por embarcagdo rebocada, cabo e rebocador. A Figura 6.1 ilustra a ideia
principal do sistema, no qual o cabo estd conectado nas suas extremidades a duas embarcacoes: o
rebocador (M) e a embarcacdo rebocada (M,,). Os angulos de elevagéo (6;) sdo tomados em rela¢do
a vertical e o sentido da gravidade coincide com o sentido positivo do eixo Y. As seguintes forcas
atuam nas embarcacgdes: F; € o empuxo do motor, aplicado horizontalmente ao rebocador; Fp; € o

arrasto hidrodindmico aplicado ao rebocador; F),; € a for¢a que a superficie do mar exerce na vertical

sobre o rebocador; Fy,, € a for¢a que a superficie do mar exerce verticalmente sobre a embarcagdo

rebocada; Fy,, € o arrasto hidrodindmico aplicado a embarcagdo rebocada.
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Supde-se que os centros de massa (x;,y;) dos elos estejam concentrados em seus respectivos

centros de massa, de modo que as equacdes (6.1) a (6.4) podem ser facilmente obtidas

(i=1,..,n,):

F; ¥

Figura 6.1. - Configuracio inicial do sistema de reboque
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. i1 6.1)
X; = x, + Elsen(Hi) + z L sen(6;)
=1
. = 6.2)
V= y, + écos(@i) + z l; cos(6;)
=1
Te (6.3)
Xe = Xy + Z i sen(Hj)
=
(6.4)

Ne
Ve =V, + Z l; cos(6;)
=

onde (x;,y:) e (x,,¥,) sdo as coordenadas de posi¢do do rebocador e da embarcagdo rebocada,
respectivamente. As forcgas de arrasto hidrodinamicas assumem as formas das Eq. (6.5) e (6.6):
Fry = =[y1 +v2l% 1%, (6.5)
Fpe = =By + Balxe1]%: (6.6)
cujos coeficientes y; e B; (i = 1,2) sdo supostamente conhecidos. As for¢as que a superficie do mar
exerce sobre as embarcagdes (rebocador e rebocado) sdo definidas, respectivamente, pelas Eq. (6.7)
e (6.8):
Fye = kptVre = ¥e) + katre — ¢) (6.7)
Fyv = kpv(yrv - yv) + Kay (yrv - yv) (6.8)
onde: y,; € Y, correspondem as ondas da superficie do mar em relacdo ao seu nivel médio, nas
posi¢des do rebocador e da embarcacdo rebocada, respectivamente. Essas ondas do mar serdao
definidas como senoidais posteriormente. Obviamente elas serdo nulas se o mar for considerado sem
movimento das ondas. As equagdes (6.7) e (6.8) constituem um controle proporcional e derivativo
(PD), cujo objetivo é fazer com que as embarcagdes permanecam na superficie do mar e sigam os
movimentos naturais das ondas. Posteriormente, os ganhos constantes Ky;, Kqt, kpy € kg, serdo
projetados para alcangar um desempenho pré-estabelecido.

O sistema € uma cadeia de corpos poliarticulados rigidos com todas as coordenadas de posi¢ao
das massas (elos e rebocador) conhecidas (equagdes (6.1) a (6.4)), bem como suas respectivas
derivadas no tempo. A energia cinética € devida aos movimentos de translacao e rotacdo e € definida
conforme Eq. (6.9):

(6.9)

Ne

1 ‘ _ 1 ) . 1 . . ,

Ee = 5 My(id +32) + 5 M GE + 58) +5 ) [ +37) + Inib7]
i=1

« s e . . ~ . . m; .
Os momentos de inércia rotacionais de cada elo sdo definidos como: Ig; = (1—2’) 12, i =
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1, ...,n,. A energia potencial é devida a efeitos eldsticos e gravitacionais e pode ser escrita na forma

da Eq. (6.10):
e (. l i-1
Ep = Z Fki(6: = 0i-1)% + mig [—wy +EL(1 —cos6;) + z (1 = cos ) (6.10)
i=1 =1

com 8, = 0. Uma vez determinadas as equagdes com as energias cinética (6.9) e potencial (6.10) da
estrutura e considerando as equagdes (6.1) a (6.4) com as coordenadas de posi¢do das massas (elos e

rebocador), bem como suas derivadas temporais, o Lagrangeano do sistema (L =E.—E, ) pode ser

obtido de forma genérica (equagdo (6.11)), escrito em termos de 7* € 7 com? = [yv X, 01 6, ... Hne]T.

Nesse caso, o sistema possui n = n, + 2 graus de liberdade.

2 2

Ne Ne
1 . 1 . ' . :
L= EMv(xg + y2) + M || % + Z(ljcosejej) + |y — Z(ljseanOj)
=1 =
1 Ne I i-1 2
+ Ez m; || %, + Elcoseiéi + Z(lj cos 6,6;)
i=1 =1
2

i-1 (6.11)
sen Hiéi —Z(l] sen 0]9]) +1R1912
j=1

.
+ yv_E

Ne

- 2 Bki(gi - 9i—1)2]

i=1
i-1

.
Tmig | = +El(1 —cos6;) + Z L;i(1—cos6))

j=1
Por exemplo, se apenas trés elos forem considerados, n, = 3 e a equacdo (6.11) pode gerar

a equacao (6.12):
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1

2

+ +m, + ms + Mt) 1,0, (%, cos 8; — y,, sen 6;)
m, mgs Mt) 242

gt gt ) B

+m; + Mt) 1,0, (%, cos 6, — ¥, sen 6)

. my; mz My .,
+m3 +Mt) lllZ COS(Ql _92)91 92 + ?‘l‘?‘l‘? l292

+

. m M . 6.12
+ M,) Lyl5 cos(8; — 65); 65 + (?3 + 7t> 1262 ©.12)

+

—+
AN N N N N

+

+ Mt) 1,05 (%, cos 65 — y, sen 63)

SERYERSERCERERSERTE

.11 1
+ Mt) l1l3 COS(Bl - 63)91 93 +§IR101 +EIR292 +§IR303

+
~/

m
+ (my + my + my)gy, — (71 +m, + m3) gliy(1 —cos6,)

m m 1
— (72 + m3) gl,(1—cos 8,) — (73) gls(1—cos 63) — Eklef

1 2 1 2
_E"Z(ez —-0,) —§k3(93 —0,)

Como as embarcacdes flutuam na superficie do mar, a flutuabilidade é considerada igual ao
seu peso, o que equivale a considerar que as massas das embarcacoes sao nulas apenas na composi¢ao
dos esforcos gravitacionais. Quando n, elos sdo considerados na aproximacdo discreta da
flexibilidade continua, o sistema terd n = n, + 2 graus de liberdade. As equacdes de Euler-
Lagrange sdo aplicadas a todos os n graus de liberdade, determinando o modelo dinamico, que pode

ser colocado na forma da Eq. (6.13):
[[(P)]F + [C]F + [KIF + F(7,7) + G =T, (6.13)

[I(7)] é a matriz de inércia, 7 é o vetor com as coordenadas de aceleracdo, [C] é a matriz de
coeficientes de atrito, # & o vetor com as coordenadas de velocidade, [K] é a matriz constantes
eldsticas, 7 é o vetor com as coordenadas de posigdo, F (7’“’, F) ¢ o vetor de esforcos Coriolis-
centrifugos, G (7) é o vetor gravitacional e fe € o vetor de esfor¢os externos. Todas as matrizes sao
simétricas (nxn) e os vetores sdo (nx1).

Modelos dindmicos foram desenvolvidos considerando dois, trés e quatro elos. Como no caso

da equagdo (6.12), também foi determinado o Lagrangeano para os casos dois e quatro elos, bem

como todas as matrizes e vetores dos modelos dindmicos. As tabelas (6.1) a (6.7) mostram os
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elementos dos vetores e das matrizes, para os casos com 2 e 3 elos (o expoente 7 significa transposto).

Tabela 6.1. - Vetores com coordenadas de posi¢ao

2 elos: T4,q

3 elos: T's,q

7= [yv Xy 01 HZ]T

7= [y xy, 61 6, 93]T

Tabela 6.2. - Elementos das matrizes simétricas de inércia

3 elos: Is,5(7)

2 elos: 14,4(7)
111 :Mv+m1+m2+Mt
112 = 0
m
113 - - (71 + mz + Mt) l1 Sen91
m
114 = — (72 + Mt) lz sen 62
122 = Mv+m1+m2+Mt
m
123 = (71 + m2 + Mt) ll coS 91
m
124 = (72 + Mt) lz coS 92
my
133 = (T‘l‘ m2 + Mt) l% + IRl
m;
134 = (7 + Mt) lllZ COS(Bl - 92)
m;
144_ = (7 + Mt) l% + IRZ

111: Mv+m1+m2 +m3+Mt
I1,=0

Ii3 = _(m

71+m2 +m3+Mt)llsen91
2
2

L1y =— (m +m3; + Mt) [, sen 6,

L5 =— (% + Mt) l;sen 65

122:Mv+m1+m2 +m3+Mt

m
I3 = (71+m2 +ms3 + Mt) [, cos 6,

m

124_ = (72 + m3 + MC) lz coS 92
m

125 = (73 + Mt) l3 coS 93
my

133 = (T"‘mz +m3 +Mt)l% +IR1
m;

134_ = (7 + m3 + MC) lllz COS(91 - 92)
m

135 = (73 + Mt) l1l3 COS(Ql - 93)
m;

14_4 = (7+m3 +Mt) l% +IR2
m3

14_5 == (7 + Mt) lzl3 COS(QZ - 93)
m3

Iss = (2 + M) 3 + Ins




70

Tabela 6.3. - Matrizes simétricas de coeficientes de atrito

2 elos: [C] x4 3 elos: [Cls,s
0 O 0 0 0 0 0 0 0
0 " 0 0 0 "N 0 0 0
0 0 ¢t+c; —CI0 0 cg+c, ~C2 0
0 0 —c, Cy 0 0 —c; Cptcec3 —C3
0 O 0 —C3 C3

E importante notar que o termo [C(1,1)] (referente a0 movimento vertical da embarcagio

rebocada) aparece nulo nas matrizes dos coeficientes de atrito, porque ja foi considerado na forca

externa Fy,, e € equivalente ao ganho constante Ky, presente na eq. (6.8).

Tabela 6.4. - Matrizes simétricas de constantes elasticas

2 elos: [K]4x4 3 elos: [K]5.5
0 0 0 0 [0 0 0 0 0]
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 kyt+k, -k, |0 0 kitk, —k; 0 |
0 0 _kz kz |O O —k2 kz + k3 _k3 I
lo 0 o ks ks

Observa-se que as matrizes dos coeficientes de atrito e constantes eldsticas t€ém a mesma

forma. Também é importante observar que o termo [K(1,1)] (referente ao movimento vertical da

embarcagdo rebocada) aparece nulo nas matrizes de constantes eldsticas, porque ji foi considerado

na forga externa Fy,,, € € equivalente a o ganho constante K, (eq. (6.8)).

Tabela 6.5. - Vetores Coriolis-centrifugos

R — m . m .
F(r’r) _(71+m2 + Mt) l1 coS 91 012 - (72+Mt) lz coS 92 922
2el m . m .
o8 —(71+m2+Mt)l1$en91912—(72+Mt)lzsen92922
(4x1) m
2 .
(7 + Mt) lllZ Sen(91 - 62) 022
m .
- (72 + Mt) lllZ Sen(91 - 92) 912
F(T_”), 17) - (% +my, +mg + Mt) 1, cos 0, 67 — (% +ms + Mt) 1, cos 6, 0% — (% + Mt) I3 cos 65 6%
3elos | | — (% +my, +mg + Mt) l,sen 6, 67 — (% +ms + Mt) l,sen6, 6% — (% + Mt) I3 sen 03 62
(Sx1) (% +ms + Mt) L1, sen(8, — 0,) 63 + (% + Mt) 1,15 sen(6, — 03) 62
(m2 v m3 v
—(FHms + M) L1, sen(6; — 6,) 67 + (7 + M,) Iyl sen(6, — 65) 63

m . m )
_ (73 + M,) Lyl sen(8 — 65) 62 — (73 + M,) Lyl sen(8, — 65) 63
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Tabela 6.6. - Vetores gravitacionais

2 elos: G () 431 3 elos: G ()5
—(my + my)g —(my + m; + m3)g
0 0

- m m
G(#) = (71+m2) glysen b, . (71+m2 +m3) gly sen 6,

m, G(7) = m,

(7) gl, senf, (7 + m3) gl, sen b,

ms
(7) glz sen 6,

Tabela 6.7. - Vetores forgas externas

2 elos 3 elos

Fyv { Fyv
7 _ | Fw Eey
Te - Tl Te = Tl

T, \rz /
T3

As forgas externas aplicadas ao rebocador (Fy¢, F; and F),;) ndo aparecem explicitamente nos

vetores de esforcos externos (Tabela 6.7), mas contribuem para a formacao de torques de elevacao
externos (Tl-, i=1,..., ne) e o componente externo de F,,,, conforme sera explicado no capitulo 7.
E,, e Fy, s@o as forgas verticais e horizontais aplicadas a embarcagio rebocada, respectivamente.

E muito importante observar que, 2 medida que o nimero de elos aumenta, o determinante da
matriz de inércia se aproxima de zero, dificultando ao integrador numérico apresentar uma solucao
estdvel. Um procedimento idéntico aos ja utilizados anteriormente foi também utilizado no presente
caso. A equacdo (6.13) € reescrita na forma da Eq. (6.14):

JINE = J{T, - [C)F — [K]# — F(%,7) — G(©)} (6.14)
J é uma matriz diagonal de ordem n = n, + 2, com um determinante alto (10*, por exemplo).
Portanto, pode-se isolar o vetor de aceleragdes na forma da Eq. (6.15):
7 = IO YT, - [C]F — [K]F — F(#,7) — G(#)} (6.15)

A rotina MATLAB ODE45 foi utilizada para integracdo numérica da equacdo (6.15). Na
fun¢do com o modelo dinAmico, a matriz JI(#) é invertida em vez de inverter apenas a matriz de
inércia I (7). Esse fato simples torna a simula¢do numérica mais estidvel quando o modelo dindmico

considera um grande nimero de elos na representagdo discreta da flexibilidade continua.
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7. ALGORITMOS GENERICOS APLICADO AO REBOQUE DE

EMBARCACOES

No presente capitulo desenvolvem-se os algoritmos genéricos para a geragdo automatica do
modelo para o sistema de reboque de embarcacdes. Neste capitulo também sao mostrados como
atuam as forcas externas e ainda, os resultados de simulacdes e animagdes grificas, com o propdsito
de provar de forma qualitativa que o modelo permite a obtencdo de resultados fisicos muito

consistentes. As animacdes graficas mostram resultados com uma 6tima sensacao de realidade fisica.

7.1. Algoritmos genéricos

O desenvolvimento analitico das equagdes dindmicas do modelo de cabo, para os casos de
dois, trés e quatro elos, permitiu a identificacdo dos padrdes de crescimento dos vetores e matrizes
dos modelos. Uma vez identificados, esses padrdes de crescimento permitiram a geracdao de
algoritmos genéricos, capazes de gerar automaticamente modelos dindmicos, para qualquer nimero
de elos considerados na aproximacao discreta da flexibilidade continua do cabo.

A matriz de inércia I(#) é simétrica e de ordem n (n = n, + 2), de modo que seu algoritmo

de geracdo (Fig. 7.1) determina apenas os elementos da diagonal principal e aqueles acima desta.



fori=1n
forj=1n
ifi==j
ifi==
Ne
1(i,i) = M, + M, + ka;
k=1
elseif i ==
Ne
1(,0) = M, + M, +ka;
k=1
else
Ne
.. me—z
I(l, l) = (:1- ) + Mt + 2 my l(zi_z) + IR(i—Z);
k=i—-1
end
end
j>1
I1(i,j) = 0;
elseif i ==
Ne
.. mej—
1) == =24 Mt D g |2y sen(8)
k=j—1
elseif i ==2
Ne
.. mej—
1(i,j) = (12 )+Mt + z my |G- 005(9(1'—2))?
k=j-1
else
Ne
.. mgj—2
1(,)) = % + M, + Z My | Li—2ylj-2)c08(Bi—2) — Oj-2));
k=j—1
end

1)) =1G,0;
end

end

Fig 7.1. - Algoritmo da matriz de inércia
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As matrizes de constantes eldsticas e coeficientes de atrito tém a mesma forma (algoritmo da

Fig. 7.2). A unica diferencga é que nao hd uma constante de mola restringindo o movimento horizontal
da embarcacéo rebocada ([K(2,2)] = 0), enquanto ha atrito neste mesmo movimento ([C(2,2)] =

Cyx = Y1), como mostrado nas tabelas (6.3) e (6.4).

Matriz [C] Matriz [K]
fori=1n fori=1n
j=1n j=1n
fi==j ifi==j
ifi== ifi==
C(i,i) = 0; K(i,i) =0;
elseif i == elseif i ==
C(iJ) = coxs K(@,j) = 0;
elseifi==n elseifi==n
C(i, 1) = ¢ty K@i, 1) = km-2);
else else
C(i,0) = c(i—z) + Cii-1y; K(i,0) = kg_z) + k-1);
end end
end end
ifj>i ifj>i
ifi<3 ifi<3

C(i,j) =0;
elseif j==1i+1
C(i,J) = —cg-1y

K(i,j) =0;
elseif j==1i+1
K(@,)) = —kg-1y

else else
C(,j) =0; K(i,j) =0;
end end
end end
CG, 0 =C3,)); KG, D) =K@, j);

end

end

Fig 7.2 - Algoritmo da matriz de coeficientes de atrito e de constantes eldsticas
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O segundo termo do vetor gravitacional (G (2) figura (7.3)) estd relacionado com o0 movimento
horizontal da embarcacdo rebocada e sempre serd nulo, uma vez que evidentemente ndo ha esforcos
gravitacionais agindo em relacdo a direcao horizontal. As massas M,, € M; ndo aparecem no termo

G (1) porque sua flutuagdo na superficie do mar foi considerada igual as suas forcas peso.

fori=1:n
ifi==
Ne
G(i) = — Z mye | g;
k=1
elseif i ==
G(i) =0;
else
Ne
G@i) = ? + Z my | gli-2) sen(B(i_z));
k=i-1
end
end

Figura 7.3. - Algoritmo do vetor gravitacional

Observa-se que os dois primeiros elementos do vetor Coriolis-centrifugo (figura (7.4)) tém as
mesmas caracteristicas, apenas trocando cosseno por seno e esses elementos estido relacionados ao

movimento vertical e horizontal da embarcacdo rebocada. O expoente T significa transposto.



Ne

2

i=1 k=i+1

Ne

i=1 k=i+1
fori=1:n,

j=1in,
ifj==i

fG@.j))=0;
end
ifj>i

Ne
. m;
Fap =+t ) my
k=j+1

end

f(j; l) = _f(l:]),

end

fori=1:n,

velf (i) = 67
end
F; = f.velfT;

F= [F1 F, F3]TF

Ne
m; )2
F1=_z M, + z my | 1; cos(6,)6;

Ne
m; )
F, :_Z M+ Z my | l; sen(6;)67;

liljsen(Gi - 9]),

Figura 7.4. - Algoritmo do vetor Coriolis-centrifugo

Conforme explicado anteriormente, os modelos
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dinamicos foram desenvolvidos

analiticamente usando Euler-Lagrange para 2, 3 e 4 elos. Os mesmos modelos gerados com os

algoritmos genéricos mostraram-se idénticos aos desenvolvidos analiticamente. Repetiu-se a mesma

comparacdo para 5 elos e o resultado foi 0 mesmo. Em resumo, os algoritmos sdo capazes de gerar

exatamente o mesmo modelo dindmico desenvolvido analiticamente aplicando o formalismo Euler-

Lagrange, mas com a grande vantagem de gerar modelos dindmicos independentemente do nimero

de elos. O desenvolvimento manual analitico, por outro lado, € impraticdvel para um nimero de elos

maior que seis (por exemplo), porque as equagdes se tornam muito grandes.
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7.2. Forcas externas

O objetivo desta se¢ao € mostrar como as forgas externas que atuam no rebocador atuarao no
sistema dindmico, gerando forcas e torques nas outras massas do sistema. E importante lembrar que
as forgas externas que atuam na embarcagdo rebocada entraram nas equagdes de Euler-Lagrange e,
portanto, seus efeitos dinamicos ja sdo naturalmente incorporados ao sistema dindmico. Conforme
mostrado na Figura 6.1, as forgas externas que atuam no rebocador podem ser escritas na forma da
Eq. (7.1).

E = (F + Fp)i + Fyef = Fol + Foyf (7.1)

A cada instante de tempo, a configuragdo geométrica do cabo € conhecida, de modo que o
torque que a forga externa (ﬁ'c) exerce sobre a ultima articulagdo ficticia pode ser obtido na Eq. (7.2):

Tne = [(Fr + Fpe)ly cos(6,,) — Fytlnsen(ene)]E (7.2)

Pode-se provar que, para calcular os torques nas outras articulagdes ficticias, € necessario

multiplicar a forca externa sucessivamente pelo cosseno da diferenca de angulo entre dois elos

sucessivos, conforme explicado no algoritmo da Fig. 7.5:

s=1;
fori=m,—1):-1:1
s =sxc0os(0i11 — 0;);
T, = s[(Ft + Fpe)li cos(8;) — Fyl; sen(Hi)]E;

end

Figura 7.5. - Algoritmo de Torques

A equacdo (7.2) e a figura (7.5) mostram os torques de elevag@o nas articulagdes ficticias,
causados pelas forcas externas que atuam no rebocador (equagdo (7.1)). A for¢ca que move a
embarcagdo rebocada horizontalmente também € causada pela for¢ca externa no rebocador, mais
precisamente pela sua componente horizontal: F,.,=(F; + F;). Pode-se demonstrar que a forga de
reboque (F,;) que o cabo transmitird para a embarcago rebocada é determinada a partir do algoritmo

visto na Fig. (7.6).

T,, = F., cos (Bne - g),
p=1
fori=1ln,—1
p =p *cos(8i11 — 6,);
end

Fye = pTy Sen(el) )

Figura 7.6. - Algoritmo da forca de reboque
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O algoritmo da Fig. (7.6) poderia ser representado por uma dnica equagdo, na forma da Eq.
(7.3).
ne—1 (7.3)
s
Foe = (Fe + Fie) cos (6, — ) sen(0) | | cos(611 - 60
i=1

As forcas verticais agindo no rebocador (Fyt) e na embarcagcdo rebocada (Fyv) foram
definidas nas equagdes (6.7) e (6.8), respectivamente. Os ganhos foram definidos com base na
seguinte especificacdo de controle: t; = 1s e £ = 0,9, correspondente ao tempo de estabilizagdo e
taxa de amortecimento, respectivamente. Desta forma, os ganhos constantes sdo calculados a partir

das seguintes equagdes presentes na Eq. (7.4).

(7.4)

Wn = ;o kpe = Mwy; kpy = Mwi;  kage = 2Méwy; kg = 2M,$wy,

&,

w,, € a frequéncia natural ndo amortecida.

7.3. Simulacoes

Nas duas simulagdes apresentadas a seguir, o sistema estd inicialmente em repouso, na
configuracdo espacial mostrada na Figura 6.1, com D = 30 m e d = 2 m. Uma curva parabdlica foi
considerada para esta configuracao espacial inicial do cabo em equilibrio estatico (Benedettini et al.,
1995), conforme mostra a Eq. (7.5)

(7.5)

Um empuxo motor € aplicado ao rebocador, de modo que sua derivada no tempo obedeca a
um perfil trapezoidal, cujo objetivo € trazer este empuxo motor de zero a 320000 N em 80 s. Apds
t = 80 s o empuxo motor permanece constante e igual a F, = 320000 N, sendo cancelado a partir
de t = 115 s. O tempo total de simulacdo foi 120 5. O empuxo motor aplicado em fun¢ado do tempo
pode ser visto na Figura 7.7a. O objetivo de usar este perfil de empuxo € garantir uma transicao suave
entre os estados ndo esticado e esticado para o cabo.

Para a primeira simulagdo, foram considerados movimentos de ondas na superficie do mar,
de acordo com as seguintes equacdes presentes na Eq. (7.6)

¥rv(k) = 0,25 sen(0,5mt(k)) ; yre(k) = —0,25sen(0,5nt(k)) (7.6)
comk =1, ...,ny; (nimero de pontos no dominio discreto do tempo).

As equagdes (7.6) correspondem a posi¢des de referéncia vertical para a embarcacao rebocada
e para o rebocador. Essas equagdes e suas derivadas no tempo sdo substituidas nas equagdes (6.7) e

(6.8) para gerar as forgas verticais que o mar exerce sobre a embarcagio rebocada (y;,) e o rebocador
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(y,¢), reescritas aqui para cada instante discreto t(k):
Eye(k) = kpelyre(k) — ye (k)] + kae[yre (k) — v (k)] (7.7)
Fyv (k) = kpv [yrv(k) Y (k)] + kdv [Yrv (k) - YV(k)] (7.8)

Os parametros fisicos utilizados para realizar as simulagdes podem ser vistos na Tab. 7.1.

Tabela 7.1. - ParAmetros fisicos do modelo

Parametros fisicos Valor
Massa do rebocador (M,) M, = 41600 (kg)
Massa da embarcagio rebocada (M,,) M, = 65600 (kg)

Densidade linear do cabo (p) = 0,7047 ( Zg)

Comprimento do cabo (L) L. = 30,592 (m)
Nimero de elos (n,) n, = 20

Graus de liberdade (n) n =22
Comprimento de cada elo (li = rLl—Z,i =1, ...,ne) l; =1,5296 (m)
Massa de cadaelo (m; = pl;, i =1,...,n,) m; = 1,0779 (kg)
Raio do cabo (1) r =0,03 (m)

Constante elastica de cada articulacdo (k; i = Nm
ki = O,Zne —_—
1,..,n,) rd

Coeficiente de atrito de cada articulagdo (c;, i = Nms

Ci = 30ne
1,..,1m.) ‘
Coeficientes de arrasto hidrodinamico do rebocador B, = 180000
(B, i=12)

Ns) —0
—)i B =
Coeficientes de arrasto hidrodindmico da embarcagio S\ . v, =0
y 2 —
rebocada (y;, i = 1,2) m

)

Tr
¥, = 260000 (

As figuras 7.7a, 7.7b, 7.7¢ e 7.7d mostram o empuxo motor, velocidades horizontais, uma
ampliacdo de uma regido nas velocidades verticais e uma ampliagdo de uma regido nas velocidades

horizontais, respectivamente.
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«10° empuxo motor (N) velocidades horizontais (m/s)
0.6

embarcagdo rebocada
3 —rebocador

25

0.5

0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 80 80 100 120

a tempa (s) b tempo (s)
velocidades verticais (m/s)| embarcagio rebocada velocidades horizontais (m/s)
0.5 —rebocador 0.54 -
embarcagdo rebocada
0.4 rebocador
0.53
0.3
02 0.52
0.1
0 0.51
01
05
02
03
0.49
04
05 0.48
90 91 92 93 a4 95 96 97 a8 a9 100 65 70 75 80 a5 20 95 100 105 110 115
¢ tempo (s) d tempo (s)

Figura 7.7. - Velocidades horizontais e verticais do rebocador e da embarcagdo rebocada

No inicio, o cabo ndo estd esticado e apenas o rebocador se move. A velocidade da
embarcacdo rebocada torna-se diferente de zero no instante t = 15,8 s, quando o choque ocorre € o
cabo fica esticado. Neste momento, a velocidade do rebocador cai abruptamente passando em seguida
a aumentar novamente, juntamente com a velocidade da embarcacdo rebocada. Um dos objetivos
desse tipo de simulag¢do foi verificar como as perturbagdes decorrentes das ondulagdes da superficie
do mar (Figura 7.7¢) interferem na dindmica do reboque. Conforme pode ser visto na Figura 7.7d,
flutuacdes nas velocidades horizontais aparecem, mesmo em um estado estaciondrio e iSso ocorre
devido a perturbagdes das ondas na superficie do mar.

Foi desenvolvido um software que permite animar graficamente a configuracdo espacial do
cabo a partir da sobreposi¢ao de frames sucessivos (Figura 7.8). A Figura 7.8 foi formada com frames
capturados a partir da animacao grafica. Na primeira linha os frames sdo espagcados no tempo em 1,6

s, enquanto nas outras linhas em 0,2 s.
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0 : 1.605 : 3.23 6.405

14.08 1428 | 14.48 14.68 14.88 |

i

15.08 i 15.28 I 15.48 | 15.68 || 15.88

16.08 16.28 16.48 16.88

Figura 7.8. - Configuracdes espaciais do cabo durante a agdo de reboque

Conforme o rebocador se afasta lentamente da embarcagdo rebocada na direcio horizontal,
o cabo se aproxima da situacdo esticada. O quadro marcado em vermelho mostra o instante do choque
em aproximadamente 15,8 s, quando o cabo torna-se esticado. Durante todo o tempo, tanto o
rebocador quanto a embarcacdo rebocada também se movem verticalmente, acompanhando o
movimento das ondas da superficie do mar. Nos exemplos de simulagdo apresentados nesta tese,
considera-se os dois pontos de conexdo do cabo no rebocador e na embarcacdo rebocada na mesma
linha horizontal. Porém, esta ndo é uma restricio imposta pelo formalismo de modelagem. As
simulacdes realizadas mostraram um bom comportamento do modelo considerando diferentes niveis
de altura nestes pontos de conexao.
Foi realizada uma simulacio semelhante a anterior, mas sem considerar as ondas na superficie
do mar. A Figura 7.9a mostra as velocidades horizontais e a Figura 7.9b mostra uma ampliagdo de
uma regido destacando a resposta no regime estaciondrio, quando o empuxo motor torna-se constante.

Comparando as figuras 7.7d e 7.9b, observa-se que as oscila¢des nas velocidades horizontais ocorrem

apenas quando o movimento ondulatério € considerado na superficie do mar.
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velocidades horizontais (m/s)

rebocador
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b
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Figure 7.9. - Velocidades horizontais, sem ondas na superficie do mar
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Os efeitos das perturbacdes das ondas na superficie do mar também podem ser vistos nas

posicdes angulares dos elos. A Figura 7.10 mostra estas posi¢des para dindmica com (7.10a) e sem

(7.10b) ondas na superficie do mar. Observa-se que, entre 15,8 e 115 s, o cabo fica totalmente esticado

N ~ . . . N ~ s . T .
e todos os angulos sdo iguais. No caso da Figura 7.10b, os dngulos sdo iguais a S nesse intervalo de

tempo, enquanto oscilam em torno de % na Figura 7.10a.

E importante notar que o periodo dessas oscilacdes € a metade do periodo das oscilagdes das

ondas do mar. Isso ocorre porque cada pico (positivo ou negativo) do movimento da superficie do

mar corresponde a um minimo na velocidade horizontal devido ao empuxo do motor no rebocador,

projetado na direcdo do cabo esticado, atingir um minimo. Este mesmo periodo é observado nas

oscilacoes da Figura 7.7d. Em resumo, o periodo das oscilacdes observadas nas Figuras 7.7d e 7.10a

correspondem a metade do periodo das oscilagdes observadas na Figura 7.7c.

posicoes angulares dos elos (rd)

Figure 7.10. - Posicdes angulares dos elos: com (a) e sem (b) ondas na superficie do mar

40 60 80
tempo (s)

100

120

posicoes angulares dos elos (rd)

O,
%

=t

20

40 60 80 100 120
tempo (s)
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8. TENSAO DINAMICA NO CABO

O cabo estard dinamicamente sujeito a duas situacdes possiveis: esticado ou ndo esticado. A
maneira de calcular a tensdo dindmica no cabo muda radicalmente nessas duas situagdes. Considera-
se que o cabo estd inicialmente em repouso, na configuragdo espacial mostrada na Fig. 6.1. O vao é
D = 30 m (distancia entre rebocador e embarcacio rebocada) e a flechaé d = 2 m.

O cabo € considerado em situacdo ndo esticada se |LC — |x; — xvll >0,015m (L, é o
comprimento do cabo). Neste caso, o cabo estard sujeito apenas ao seu préprio peso. Se essa
inequacdo nao for satisfeita, o cabo serd considerado esticado. Esta tolerancia de 0,015 m foi adotada
apenas por razdes numéricas para evitar possiveis comutagdes de alta frequéncia entre os modos
esticado e ndo esticado, evitando assim instabilidade numérica. Esse mesmo valor de toleriancia foi
utilizado para diferentes comprimentos de cabos, tendo-se observado que a efici€éncia em evitar
comutagdes de alta frequéncia entre os modos foi mantida. Considera-se que o rebocador lentamente
se afasta da embarcacdo rebocada no inicio do movimento, de modo que D e d variem lentamente (D
cresce e d diminui quase estaticamente). Assim, a tensdo no cabo pode ser calculada como explicado
no algoritmo da Fig. 8.1, mais precisamente na primeira parte do algoritmo. Neste algoritmo, n,; € o
nimero de passos da simulacdo numérica e py = pg a densidade linear do cabo em N /m.

Quando o cabo estd esticado, a situacdo de reboque € estabelecida. A tensdo no cabo pode ser
obtida a partir da equacao diferencial que descreve o equilibrio dindmico horizontal na embarcacao

rebocada, conforme Eq. (8.1):
M,X, = Fy + Fy, (8.1)

com F; igual a forca que o cabo exerce sobre a embarcagdo rebocada. x,, e X,, sdo conhecidos a partir
dos dados da simulacdo numérica, permitindo a determinagdo de F;,, como explicado no algoritmo da

Fig. 8.1. Observa-se que, neste algoritmo, 4 € a area da secdo transversal do cabo.
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fork =1l:ny
D = |x;(k) — x,(K)1;
if L. —D| > 0,015 (cabo ndo esticado)
3D
d = ? (LC D),
DZ
T, = p; 7 (tensao minima no cabo)
— D [ D . D .
T 12
i=1:n,
2 N¥
Ty + (Pox(l))
T, = 1 ; (tensao em cada elo)
1<
T (k) = —Z T;; (tensdo média no cabo)
e
else (cabo esticado)
Fhv(k) = _[Vl + yzlxv(k)l]xv(k);
Foy = My, (k) — Fry(k);
|Fol - .
T, (k) = R (tensio no cabo esticado)
end
end

Figura 8.1. - Algoritmo da tensdo dindmica no cabo

O algoritmo da Fig. 8.1 foi usado para determinar a tensdo no cabo a partir dos dados de
simulagdes, nas situagdes com (Figura 8.2 a) e sem (Figura 8.2 b) ondas na superficie do mar. A
tensdao € muito pequena no inicio porque apenas o rebocador estd em um movimento muito lento e,
portanto, o cabo nao estd esticado e a tensao € devida ao seu préprio peso. Aos 15,8 s o choque ocorre
quando o cabo torna-se esticado, causando oscilagdes de mais alta frequéncia na tensdo dinamica,
que sdo rapidamente atenuadas. Apds este tempo, a tensdo aumenta, assim como a velocidade
horizontal e o empuxo do motor. Oscilagdes visiveis nas velocidades horizontais do rebocador e da

embarcacgdo rebocada (Figura 7.7d) também causam oscilacdes na tensdo, como pode ser visto na
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Figura 8.2a. Essas oscilagdes estdo relacionadas ao movimento ondulatério da superficie do mar e
tém o mesmo periodo que as oscilagdes observadas nas Figuras 7.10a e 7.7d. Depois dos 115 s, o
empuxo motor no rebocador torna-se nulo e este desacelera o suficiente para que o cabo volte ao

modo ndo esticado e, portanto, a tensdo cai abruptamente.

3/10? N /m? 3/10? . . N';mlz
25 25
2 2
15 15
1 1
0.5 0.5
0 b 0 b
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
a tempo (s) b tempo (s)

Figura 8.2. - Tensao dinamica no cabo em simulacdo com (a) e sem (b) movimento das ondas na

superficie do mar
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9. MODELAGEM DINAMICA DE CABOS E APLICACOES NO

ESPACO TRIDIMENSIONAL

No presente capitulo, o cabo € considerado articulado em uma base que se move no espaco
tridimensional (3D). O cabo e a carga terminal também se movem no espagco 3D, de modo que a
técnica proposta neste capitulo é a mais geral possivel e pode ser adaptada a diferentes aplicacdes. A
Fig. 9.1a mostra um desenho da estrutura no espaco, incluindo a base mével, cabo e carga terminal e

a Fig. 9.1b mostra uma aproximagdo discreta da flexibilidade continua do cabo. Considera-se a

aplicacdo de uma forca externa a base mével Fj,. Evidentemente, um maior ndmero de elos melhora

a representacdo discreta da flexibilidade continua.

a base moével b /ﬁ;
o

54 e articulacdes ficticias

elos

carga terminal

Figura 9.1. - Estrutura flexivel no espaco tridimensional e sua aproximagao discreta

Conforme ilustrado na Fig. 9.1, a estrutura flexivel do cabo € articulada para uma base mével
em uma de suas extremidades. Na outra ponta estd a carga terminal. Todo o sistema se move no
espaco tridimensional. Vdrias aplicagdes podem ser associadas a este sistema fisico cuja modelagem
dinamica € proposta neste capitulo. Um exemplo de aplicac@o seria um drone que transporta um cabo
e uma carga terminal, como visto na Fig. 9.2a. H4 também vdrias aplica¢cdes possiveis no ambiente
subaquatico, como cabos de amarracdo ou amarracdo de plataformas, como ilustrado na Fig. 9.2b.
Outra aplicacdo seria no caso de rebocar embarcacdes. H4 ainda outras aplicagdes como, por exemplo,
robds subaquéticos ROV (Remotely Operated Vehicle), bem como robds aéreos que compartilham
tarefas de transporte usando cabos. O modelo dinamico que estd sendo proposto € genérico o
suficiente para se adaptar a qualquer uma dessas aplicagdes porque tem as seguintes caracteristicas:
1) A massa da base mdvel e a massa da carga terminal movem-se no espaco tridimensional;

i1) O cabo que conecta a base mdvel e a carga terminal também se move no espaco tridimensional;



87

iii) Tanto a base mdvel quanto a carga terminal podem ter suas proprias dinamicas, com atuadores
causando forgas e torques.

Essas trés caracteristicas garantem a adaptacdo do modelo proposto a qualquer problema

pratico de aplicacdo que envolva o uso de estruturas flexiveis de cabos.

Figura 9.2a. Transporte de Figura 9.2b. Aplicacdes subaqudticas usando
carga suspenso por cabo com cabos (fonte: Tecpetro:
quadrotor (fonte: (Faust et al., https://tecpetro.com/2015/12/14/dutos-
(2017)) submarinos/)

Figura 9.2 - AplicacOes de cabos no espago tridimensional

9.1. Modelagem dinamica

Como explicado anteriormente, o modelo dindmico proposto utiliza uma aproximagao
discreta da flexibilidade continua do cabo. A Fig. 9.3 mostra o cabo e sua aproximacao discreta, que
usa cinco elos de comprimentos constantes (I;,i = 1, ...5). O sistema de referéncia (X,YyZ,) € fixado
no centro de massa (CM) da base mével e se move com ele. No entanto, considera-se que o cabo €
articulado nesta base com uma junta esférica, de modo que os movimentos de arfagem, guinada e
rolamento ndo alteram o cabo dinamicamente. Ao se deslocar no espaco tridimensional, a base arrasta
o cabo em seu movimento, uma vez que o cabo € articulado ao seu CM. As articulacdes ficticias sdo
esféricas, ou seja, permitem movimentos de elevag¢do (6,;), tor¢do (Or;) e azimute (6,;) como
representado na Fig. 9.4. Os eventuais movimentos de tor¢do do cabo podem ser aproximados como
sendo desacoplados em relacdo a dinamica de elevacdo e azimute e, no presente trabalho, considera-

se 0 movimento sem torcdo, ou seja, todos os angulos Or; nulos. No caso de se considerar o


https://tecpetro.com/2015/12/14/dutos-submarinos/
https://tecpetro.com/2015/12/14/dutos-submarinos/

88
movimento de torsdo, basta adicionar mais n, (ndmero de elos) graus de liberdade associados a
tor¢do, desacoplados do resto da dindmica do sistema. Os sistemas de referéncia sdao posicionados
com origens nas articulacdes ficticias e obedecem a seguinte convencdo: Z; eixos sempre apontam
para o centro da Terra, de modo que os eixos X; e Y; formam planos horizontais paralelos. Nas Figs.
9.4 € 9.5 sdo mostrados os dois primeiros sistemas de referéncia, bem como a convengdo utilizada. A
projecdo do primeiro elo de comprimento [; no plano horizontal da base gera a reta r (Fig. 9.4), e o
angulo formado entre o eixo Y; e a reta r corresponde ao primeiro angulo de azimute 8,;. A projecao
do segundo elo (I,) no plano horizontal forma um angulo com o eixo Y; e este é o segundo angulo de
azimute (6,,), conforme visto na Fig. 9.5. Os angulos de elevacdo 6,; sdo formados entre as dire¢des

dos elos e a direcdo vertical (Figs. 9.4 € 9.5).

X ¥ ) O " X
/ /N s i
E S
2 z A
et
articulacées I
ficticias
Ora,
X,
Z
! 1 :
I_1HEZ
m, 9 !
Figura 9.3. - Flexibilidade Figura 9.4. - Figura 9.5. - Os dois
continua e sua aproximagao Coordenadas primeiros sistemas de
discreta angulares da primeira referéncia e suas
articulacdo coordenadas angulares

Consideram-se as massas concentradas nos respectivos centros de massa de cada elo e assim,
as energias cinética e potencial podem ser obtidas, utilizando-se as coordenadas retangulares
x;,y; e z; de cada elo e suas respectivas derivadas com relacdo ao tempo. Utilizando-se matrizes de
transformagcdo homogénea, sdo determinadas relagdes entre as coordenadas retangulares e as
angulares. Desta forma, o Lagrangeano do sistema € escrito apenas em func¢do de coordenadas

angulares. Apos a determinacdo do Lagrangeano, o modelo dindmico € finalmente obtido a partir da
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utilizacdo das equacdes de Euler-Lagrange, podendo ser escrito na forma da Eq. (9.1):
(@1 +[Clg+[K1G+F(39) +G@ =7 9.1)

[1(§)] é a matriz de inércia, [C] é a matriz de coeficientes de atrito, [K] é a matriz de constantes
eldsticas, F (ﬁ, ﬁ) ¢ o vetor de esforcos Coriolis-centrifugos, G (@) é vetor de esfor¢os gravitacionais
e T é o vetor de esforcos externos. O vetor com as coordenadas generalizadas do sistema foi chamado
de g, cujas primeiras trés coordenadas sdo as posigdes cartesianas do CM da base mével. Por exemplo,
no caso de se considerar apenas dois elos o vetor de coordenadas generalizadas seria: ¢ =
[ Vs Zy Oe1 Oep B41 B42]T. Portanto, considerando-se dois elos o sistema teria 7 graus de
liberdade, ou seja, considerando-se n, elos, o sistema teria 2n, + 3 graus de liberdade. Foram
desenvolvidos modelos considerando-se 2, 3 e 4 elos. As equacdes dos elementos dos vetores e
matrizes aumentam muito de tamanho, de forma que fica invidvel a obtencao analitica manual dos
modelos para sistemas com cinco ou mais elos. Por exemplo, considerando-se 2 elos, o elemento 1,

da matriz de inércia possui a forma da Eq. (9.2):

m
ly; = — (72 + mc) lil,co0s0,,5enB,,senb,, ©.2)

No caso de se considerar 3 elos, 0 mesmo elemento assumiria a forma:
(9.3)

m
Iy; = — (72 +m; + mc) l1lc058,1senb,,senb,,

m3
- (7 + mc) l1l5c0560,1sen8,35en(0,, + 6043)

Todos os elementos das matrizes simétricas de inércia quando o cabo € aproximado por 2, 3
e 4 elos estdo descritos no apéndice 1.1.

As matrizes simétricas de coeficientes de atrito [C] e de constantes eldsticas [K] tém a mesma
estrutura de formacdo. Por exemplo, considerando-se 2 e 3 elos, as matrizes de coeficientes de atrito

estdo representadas nas equacoes (9.4) e (9.5), respectivamente:

Cyx O 0 0 0 0 0 1
0 cuy O 0 0 0 0
0 0 cuy 0 0 0 0
[C]=] 0 0 0 coqt+cez —Coz 0 0 (9.4)
0 o0 o0 —Ce Cer 0 0
0 0 0 0 0 Ca1tCaz —Cq2
L0 o0 O 0 0 —Ca2 Caz
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cux 0 0 0 0 0 0 0 0 7
0 cuy O 0 0 0 0 0 0
0 0 cpyy 0 0 0 0 0 0
0 0 0 coptcey —Cop 0 0 0 0 9.5)
[C] =[0 0 0 —Ce2 Cez T Ce3 —Ce3 0 0 0
0 o o0 0 —Ce3  Ce3 0 0 0
0 o 0 0 0 0 Ca1+C2 —Caz 0
0 o O 0 0 0 —Cqz2  Caz T Caz —Cq3
L0 o0 O 0 0 0 0 —Ca3 Ca3

Para obter as matrizes de constantes eldsticas, basta trocar ¢ por k nas equagdes (9.4) e (9.5).
Porém, conforme serd explicado na subsec¢@o 9.2.2, as constantes Ky, € Ky, 80 nulas.
O vetor Coriolis-centrifugo tem estrutura mais complexa. No caso de se considerar 2 e 3 elos,

o quarto elemento do vetor (f,) possui as formas conforme apresentadas nas equagdes (9.6) e (9.7),

respectivamente:
m .
fi=— (Tl +m, + mc) 12cos0,,sen6,,02,
m, ) . 2
_ (7 + mc) 1115C05615€n 05c0504, (6 + 64) (9.6)

m :
- (72 + mc) 111,(c0sB,15en B,5c0504; — senb,,c050,,)0%,

— (my, + 2m,)l4l,c056,,c050,,5en 6, (éal + éaz)éez

mq 2 12

m2 . . 2
— (7 +m3 + mc) lyl,cos0,, senB,,c0s0,, (9a1 + Haz)

m A
- (72 +ms3 + mc) l11,(cosB,1sen B,,c050,4, — senb,,c0s0,,)0%

—(my + 2mg + 2m,)!,1,c056,,c050,,5en 6, (9a1 + Qaz)éez

9.7)

- o
= (52 + M) Lils€050¢1 5n 8,305 (8 + 005)(6ar + Oaz + 0as)”

m .
— (73 + mc) l113[c0s6,,5en B,3c05(045 + O43) — senb,,cos0,3]160%

—(m3 + 2m )1y l5c050,1c050,35en (B4 + 043) (a1 + Oaz + 043)0es
Todos os elementos dos vetores Coriolis-centrifugos quando o cabo € aproximado por 2, 3 e
4 elos estao descritos no apéndice 1.2.
O vetor gravitacional tem estrutura mais simples, conforme visto nas equagdes (9.8) e (9.9)

para 2 e 3 elos, respectivamente:
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0
0
—(my +my + my)g

5 m
G(q) = (T +m; + mc) glisen 6, (9.8)

(% + mc) gl, sen 6,,
0
0

0
0
—(my +my +m3+mg)g

mq
(7 +my, +ms + mc) glisen B,

5 m
G(@) = (72 +my +m,) gl sen b, (9.9)
(E+ m ) l;sen@
> c)9ls e3
0

0
0

Analisando-se o crescimento das equacOes dos elementos para dindmicas com 2, 3 e 4 elos,
foi possivel encontrar padrdes de crescimento, que permitiram a programacio de algoritmos para a
geracdo automatica dos modelos dindmicos, conforme serd mostrado na préxima secdo. Analisando-
se também os Lagrangeanos para dois, trés e quatro elos, foi possivel encontrar um padrao de

crescimento e assim, escrever um Lagrangeano genérico, para n, elos, representado pela Eq. (9.10):
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1
L == MGy + yig + Zia)

1 Ne j j j 2
+§mc Xm +le sen 6, cos Zeai Zéai + cos 8, sen Zeai éej
Jj=1 i=1 i=1 i=1
) n ; ; j
+ |vm + Z lj|—sen6,; sen Z 64i Z 64; + cos 0, cos Z 04
| Jj=1 i=1 i=1 i=1
Ne 2
+| Zy — Z lisen8,; 0,;
=1
1< j
*t3 m; = |sen 6, cos Z ai z 84; + cos 0, sen z Oqi | Oej (9.10)
J=1 i=1

i=1

j j
l; . .
+|ym + é —sen Hej sen z 04, z 0,4, + cos Gej cos Z B4, 991-
i=1 i=1

i=1

j-1 k
+ Z Ly [—Sen B, sen (Z )Z 6, + cos B, cos ( ) Bekl
k=1 1

i= i=1

j— k
+ Z L [sen 0, cos ( al) Z 6,4 + cos B, sen (Z ai ekl
k= =1 i=1
J

2
l;
+| zy — senQ He] ZIksenHekeek +Ire] +1ra] } —kuzg

Ne

1 2 2
- Z g[kej(Hej ~Oej-1) +kaj(8aj ~ bagi-n) |

j=1
j-1
L
+mig |—zm + E(l — cos Qe]-) + Z Le(1 = cos Og)
k=1

—meg|—zy + Z lj(l — cos Oej)

As coordenadas cartesianas que ainda aparecem no Lagrangeano genérico (equagdo (9.10))
correspondem as posi¢des do centro de massa da base Xy, Yy, e Zy, posicoes estas medidas com
relacdo ao referencial inercial (em vermelho na Fig. 9.3), escolhido neste trabalho como sendo fixo a
Terra, com eixo Z na direcdo radial e apontando para o centro da Terra, o eixo Y apontando na direcao
do polo sul sobre o meridiano, e o eixo X formando o triedro, sendo que os eixos X e Y formam o

N

plano horizontal tangente a superficie da Terra. A equacdo (9.10) tem significativa importancia

porque permite a obtencdo analitica do Lagrangeano, qualquer que seja o nimero de elos (n,)
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escolhido para a representacao discreta da flexibilidade continua.

9.2. Algoritmos genéricos

As equagdes (9.2) a (9.9) ja permitem a percep¢do de que hd um padrio de crescimento das
expressoes analiticas dos elementos dos vetores e matrizes do sistema. Conforme dito anteriormente,
desenvolveram-se os modelos considerando 2, 3 e 4 elos e analisou-se esse crescimento
minuciosamente, de forma que foi possivel encontrar os padrdes de crescimento para os elementos

de todas as matrizes e vetores do sistema dindmico, conforme apresentados na proxima subsecao.

9.2.1. Matriz de inércia

Mostra-se inicialmente o algoritmo genérico de formagdo da matriz de inércia. Primeiro,

escreve-se a matriz de inércia utilizando-se nove submatrizes, conforme descrito na Eq. (9.11):

M., 1. N, 9.11)
[I(C_I))] =|Me I, N,
M, I, N,

Entretanto, como a matriz de inércia € simétrica, hd a necessidade de se definir apenas seis
das submatrizes, pois M, = IT, I, = NI e M, = NI (o expoente T significa transposto). Define-se o
nimero de elos como sendo n,, de forma que o ndmero de graus de liberdade é n = 2n, + 3.
Observa-se que a submatriz M, € sempre diagonal de ordem 3 com todos os elementos iguais a soma
das massas envolvidas no sistema (eq. 9.12).

: (9.12)
M.(i,i) = M+mC+ij, i=123

Jj=1

As figuras (9.6), (9.7), (9.8), (9.9) e (9.10) mostram os algoritmos para a formacdo das
submatrizes I., N, I,, N, ¢ N, respectivamente. I.e¢ N, sdo de ordem (3xn,), I, e N, sdo também
simétricas de ordem n, € N, é de ordem n,, de forma que a matriz de inércia [I(¢)] possui ordem

n=2mn,+ 3.
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fori=1:3
forj=1:n,
ifi==

1.(i,)) = —+mc+ Z my |l cos 6, sen 20%

k=j+1 z=1

elseif i =

j
1.(i,j) = 7] c+ z my | lj cos 8, cos Zeaz

k=j+1 z=1
else
Ne
. m;
1.(i,j) = — 7+mc + z my |ljsenf,;;
k=j+1
end
end
end
Figura 9.6. - Algoritmo da submatriz de inércia I,
fori=1:3
forj=1n,
ifi==
N.(i,)) —z —+mc+ Z my |1, sen O,y cos <29a2> ;
k=h+1 z=1
elseif i ==
Ne Ne
- mp
N.(i,j) = —Z 7+mc + Z my, |l sen 8,y sen 29(12 ;
h=j k=h+1 z=1
else
Nc(i,j) =0
end
end
end

Figura 9.7. - Algoritmo da submatriz de inércia N,
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fori=1:n,

forj=1:n,
ifi==j
Ne
.. m; 2
I,(i,0) = T+m€+ my |1+ Ire;
k=i+1
end
j>i
Ne j
.. m;
I.(i,j) = 7+mc+ Z my |1;lj|sen 8, sen 8 + cos B, cos 0, cos Z 0. 11;
k=j+1 z=i+1

1.(,0) = L0, ));
end

end

Figura 9.8. - Algoritmo da submatriz simétrica de inércia I,

fori=1in,

forj=1lin,

[ =0;
u=jn,
ifi==u

w = 0;

elseifi<u

Ne
my =
w=- > +m,+ Z my, |1;l, cos 6, sen 8., sen Z 04z |;

k=u+1 z=i+1
else
Ne i
m;
w = 7+mc + Z my, |l;l, cos B, sen B, sen 2 Oz |;
k=i+1 z=u+1
end
I =1+w;
Ne(i,j) =1;

end

end

Figura 9.9. - Algoritmo da submatriz de inércia N,
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fori=1:n,
forj =
ifi

end

1:n,
Ne Ne
_ mp 2 o2
L = 7 +m, + my, |l sen“8q, | + Iry;;
h=i k=h+1
12 = O,
foru=i(n,—1)
Ne Ne h
w = Z mp +2m.+ 2 Z my, |1l sen@,, sen 8,y cos Z O0uz 11
h=u+1 k=h+1 z=u+l
12 = 12 + w;

end

Na(i, l) == 11 + 12,

Ne Ne
m
L = Z Th+mc+ Z my |17 sen?0,p|;
h=j k=h+1
I, =0;
foru=i:(n,—1)
ifu<j
Ne Ne h
mp
w = Z 7+ m. + Z my, | 1,1, sen 8., sen 8,y cos Z 0.2 11;
h=j k=h+1 z=u+1
else
Ne Ne h
w = Z mp +2m.+2 Z my, |1, 1, sen,, sen 8,y cos Z 0.2 11;
h=u+1 k=h+1 z=u+l
end
12 = IZ + w;,

end

N (Q,)) =11 + Iy;

Na(j' i) = Na(i:j);

end

end

Figura 9.10. - Algoritmo da submatriz simétrica de inércia N,
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9.2.2. Matrizes de coeficientes de atrito e de constantes elasticas

Mostra-se inicialmente o algoritmo genérico de formacgdo das matrizes de coeficientes de
atrito e de constantes eldsticas, matrizes de ordem n = 2n, + 3. Primeiro, representa-se as matrizes

descritas nas equacdes (9.4) e (9.5) na forma da Eq. (9.13).

cux 0w 0] 0 o . 0]
0 cuy 0 .. .. 0 0 0 0 . .0
c1=| : 0 cgz 0 .. 0 K] = 0 lgMz 0 .. 0 (9.13)
[C] [K]
0 0 0 : 0 0 0 ]

Para realizar as simulagdes considera-se que a base mdvel estd sujeita a uma mola e a um
amortecedor no movimento da dire¢do Z (vertical), mola de constante k,,,. Nas direcdes X e Y ndo
hd restri¢des, de forma que ky, € ky, sdo nulas. Porém, hd atritos atuando nas trés dire¢des inerciais,

de forma que os coeficientes Cpy, Cyy € Cy; S0 constantes positivas.

As submatrizes [C]e [k] possuem a forma descrita pela Eq. (9.14) abaixo.

[C] = [[[Coe]] [[Coa]]] 7] = [[[If)e]] [E?j]] (9.14)

Os algoritmos descritos na figura (9.11) servem pra gerar as submatrizes de coeficientes de
atrito [C,] e [C,] e as submatrizes de constantes elésticas [K,] e [K,]. Todas sdo simétricas e de ordem
n.. Percebe-se que o algoritmo utilizado € o mesmo para as quatro submatrizes, apenas trocando-se

o indice e pelo indice a para a obten¢ao das matrizes C, e K,,.
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Matriz [C,] Matriz [K,]
fori=1n fori=1n
j=1n j=1n
if i==]j ifi==j
if i ==n, ifi==mn,
Co(i, 1) = Co(n,); K.(i,1) = ke,
else else
Co(i, 1) = Coiy + Cegiry; Ko (i,0) = keqiy + kegivr)s
end end
end end
ijj>i jj>i
ifj==i+1 ifj==i+1
Co(iy ) = —Cegjy; Ko (1)) = —kegj;
else else
C.(i,j) =0; K.(i,j) = 0;
end end
end end
Ce(, 1) = Ce (i, )); KeG, 0D = Ke(i,));
end end

Figura 9.11. - Algoritmo das submatrizes simétricas de coeficientes de atrito e de constantes

elasticas

9.2.3. Vetor Coriolis-centrifugo

N1 : . s A S S - - > 1T =,
Divide-se o vetor Coriolis-centrifugo em trés subvetores: F (q, q) = [FC E, Fa] .OF. ¢

3x1,0 ﬁe eo ﬁa sdo n,x1, conforme definidos nos algoritmos das figuras (9.12), (9.13) e (9.14):
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fori=1:n,

ne i
m; )2 )
Fx = - 7 +m.+ my li sen eei sen gaz Qei + eaz
z=1

Ne Ne L L
m; )2 :

i
i=1 k=i+1
i

gei z 9az

z=1

i
— 2cos 6, cos Z 0a2
z=1

z=1 z=1

i
+ 2 cos 0,; sen

i
eaz Hei z éal
z=1

z=1

Ne Ne
m; )2

Figura 9.12. - Algoritmo do subvetor Coriolis-centrifugo ﬁc
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fori=1:n,

f=0
forj=1n,
ne i 2
m; ]
f,=- Tl+mc + Z my |1Z cos 0,; sen 8, Z‘%z )
k=i+1 z=1
elseif j >1i
Ne ] ] ’
mj )2 :
fel = — 7 + mC + mk lll] coS eel sen 931 coS HClZ 96] + eaz )
k=j+1 z=i+1 z=1
Ne
mj N2
fo=| Gt met+ D mu |l senbycos 6, 6%;
k=j+1
Ne J J
fez =—|mj+2m; +2 Z my |l cos B cos B, sen Z Oaz éejzéaz;
k=j+1 z=i+1 z=1
fe =fert fez t+ fe3s
else
Ne L ’
m; )2 )
fo=={Z+me+ my | lilj cos 0,; senB,; cos Oaz ||0e + Oaz | |5
k=i+1 z=j+1 z=1
Ne
my 32 .
fon = 74_ me + my |ilj sen 8, cos 0. 0;;;
k=i+1
Ne { J
fos = m; +2m, + 2 Z my | lilj cos B cos B sen Z Oaz éejz Oaz
K=i+1 z=j+1 z=1
e — Jel e2 e3»
fe = fer + fez + fes3;
end
f=f+fe
end
() = f;
end

Figura 9.13. - Algoritmo do subvetor Coriolis-centrifugo ﬁe
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f=0;
foru=1:(n,—-1)

w=in,
fu<w
ifi>u
Ne w u 2
m . .
fu= TW +m, + Z my | Ll sen 8,, sen 6., sen( Z Baz) 02, + (Z Haz) ;
k=w+1 z=u+1 z=1
else
fal
Ne w
mW

u 2
=z +me+ Z my | Ll sen B,y sen 6., sen( Z Haz) 02, — 62, + (Z éaz)
k=w+1

zZ=u+1

Ne

w w
faz = my, +2m,+2 Z my | Lyl sen By, cos B,y cos ( Z Haz) BOow Z Oaz;

k=w+1 z=u+1 z=1
fa = far + faz;
end
Ne w u
foa = fa+|my +2m+2 Z my | Ll cos By sen By, cos ( Z Haz> O Z Ouz;

k=w+1 z=u+1 z=1

else

faa = 0;
end
f=f+faw

end

k=j+1

Ne ne j
m; . .
E@=f+ Z T] +m, + Z my. | 2sen(2 6,;)0,; Z Ouz;
j=i z=1

end

Figura 9.14. - Algoritmo do subvetor Coriolis-centrifugo ﬁa

9.2.4. Vetor gravitacional

O vetor gravitacional possui o algoritmo mais simples de todos, conforme visto na figura

(9.15). O laco mais externo varia de 1 até n = 2n, + 3, sendo n o nimero de graus de liberdade.
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fori=1:n

ifi==
Ne
G(i)=—| m,+ z my | g;

elseif i>3&i<n,+4

Ne
. mi-3)
G() = T+mc+ z My | gli-z)ysenbe_sy;
k

=i-2
else

G(i) =0;
end

end

Figura 9.15. - Algoritmo do vetor gravitacional

9.2.5. Vetor com os esforcos externos
As trés primeiras componentes do vetor com os esforcos externos sao as forgcas que atuam na
base movel, consideradas atuando no CM e nas dire¢des inerciais: Ty, T, € T,. Portanto, este vetor

terd n = 2n, + 3 componentes, conforme definido na equagao (9.15):

S T 1
T=[ty Ty T, Ter - Ten, Tar - Tan,) 9.15)

Te1 -+ Ten, S80 0s torques de elevag@o atuando nas n, articulagdes ficticias, enquanto Tgy ... Tgp,
sdo os torques de azimute atuando nas mesmas articulacdes. Estes esforcos externos dependem de
cada aplicacdo prdtica. Por exemplo, se houver forcas externas atuando na carga terminal,
conhecendo-se a direcdo e o sentido da resultante € possivel encontrar todos os torques nas

articulacdes ficticias causados por essas forgas externas (Gomes et al (2020)).

9.3. Simulacoes

Os parametros fisicos adotados para a realizacdo das simulagdes estdo expostos na Tabela 9.1.

Em aplicacOes praticas, estes parametros podem ser estimados a partir de técnicas ndo lineares de
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estimacdo paramétrica, conforme descrito na subsec¢do 3.2 do capitulo 3 que aborda a validacao

experimental.

Tabela 9.1. Pardmetros fisicos do modelo 3D simulado

Parametros fisicos Valor
Comprimento do cabo [. =80 (m)
Comprimento de cada elo [, =1./n (m)
Numero de elos n; = 20
Massa da base mével M =80 (kg)
Densidade linear do cabo p = 8000 (kg/m)
Massa do cabo Megp = ple (M)
Massa de cada elo m; = Megp /M (kg)
Massa da carga terminal m. =80 (kg)

Constante elastica da base movel

Ky =80 (N/m)

Coeficiente de atrito da base (direcdo Z)

cuz =80 (Ns/m)

Coeficiente de atrito da base (direcdo Y)

cuy =80 (Ns/m)

Coeficiente de atrito da base (dire¢do X)

cux =80 (Ns/m)

Coeficiente de atrito de elevacdo (cada

articulacao)

Cei =80 (Nms/rd)

Coeficiente de atrito de azimute (cada

articulacao)

cqi =80 (Nms/rd)

Constante eldstica de elevacao de cada

articulacao

ko = 80 (Nm/rd)

Constante elastica de azimute de cada

articulacao

k=0 (Nm/rd)

A Figura 9.16 tenta ilustrar o sistema dindmico considerado para a realizagdo de simulagdes.

A base movel de massa M tem movimento na dire¢do inercial Z limitado por uma mola de constante

k., e um amortecedor de constante c,,,. Portanto, a for¢a externa na dire¢do Z obedece a Eq. (9.16):

T, = _(kMzZ + CMZZ)

(9.16)

Esta forca na direcdo Z seria como um controle proporcional e derivativo com referéncias de
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posicado e velocidade nulas. Ja nas direcdes inerciais X e Y todo o conjunto que forma a base mével

de massa M se desloca livremente, movido pelas forgas 7, e T,,.

Limitacao de
movimento na direcao Z

}E'Ef_,_,;

Figura 9.16. - Representacdo gréfica do sistema dinamico modelado e simulado, ressaltando a

limitacdo de movimento da base mdvel na direcdo inercial Z

Os resultados da primeira simulacdo podem ser vistos nas Figs. 9.17 e 9.18. Inicialmente, o
cabo € disposto em uma condi¢ao inicial idéntica a mostrada na primeira imagem da Fig. 9.17. O
cabo e a carga terminal s@o soltos do repouso. A forca externa aplicada na base mével M na dire¢ao
Z obedece a equagdo (9.16) e as outras forgas externas 7y e T,, foram consideradas nulas. Todos os
torques externos nas articulagdes ficticias também foram considerados nulos. Diversas configuracdes
espaciais do cabo ao longo do tempo sdo vistas na Fig. 9.17, com frames a cada 0,25 s. Estes frames
foram copiados de um software para animacgdo tridimensional, desenvolvido especificamente para a
visualizac¢do dos resultados das simulagdes. Os 20 frames vistos na Fig. 9.17 constituem a evolugdo
no tempo de 0 a 5,75 s, jd que o primeiro frame € a prépria condicdo inicial, formada com posi¢des
inerciais da base moével nulas, angulos iniciais de elevacdo e azimute crescentes, e todas as
velocidades nulas (o sistema parte do repouso). A Fig. 9.17 permite visualizar uma boa sensagao de
realidade fisica, além de mostrar que o modelo dindmico permite simula¢des com resultados
coerentes e esperados fisicamente. A sensacdo de realidade fisica € excelente quando visualiza-se a

animac¢ao computacional, com frames a cada 0,01 s, por exemplo. A excelente sensacdo de realidade
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fisica deve-se também ao fato de termos considerado a aproximacao discreta da dindmica com 28
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Figura 9.17. - Resultados de simulacdo mostrando animacao com frames a cada 0,25 s
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As posicdes inerciais X, Y € Zy da base mdvel sdo vistas na Fig. 9.18. Lembra-se que a base
movel € livre para se movimentar nas direcdes inerciais X e Y, com a vinculagdo de uma mola e um
amortecedor na direcdo Z. Como as dinamicas da carga terminal, do cabo e da base mdvel sdo
acopladas (acoplamento ndo linear), a carga terminal e o cabo, ao se deslocarem no espago, provocam
movimentos também na base mével. Por exemplo, a posic¢do na direcdo Z (z,,) apresenta o primeiro
e maior pico positivo quando a carga terminal chega ao ponto mais baixo, provocando um choque
mecanico em toda a estrutura. Lembra-se que o sentido positivo da direcao inercial Z aponta para o

centro da Terra.

X posicdo (m)

05T T

0 5 10 15
Y posicio (m)

0.6 | 1
0.4 F 1

02 L L
0 5 10 15

Z posigio (m)

0 5 10 15
tempo (=)

Figura 9.18. - Movimentacdo da base mével nas trés dire¢des inerciais

Outra simulacdo foi realizada aplicando for¢as na base mével, nas dire¢des inerciais. Toda a
estrutura (base movel, cabo e carga terminal) estd inicialmente em repouso. Aplica-se forcas na base

movel, sequencialmente nas direcdes inerciais Y e X, de acordo com o algoritmo da figura 9.19.
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ift<o

7, = 0; 7, =900N;
elseif t <12

T = 0; 7, = —900N;
elseif t <18

T = 900N; 7, = 0;

else

7, = —900N; Ty, = 0;

end

Figura 9.19. - Algoritmo das forcas nas direcdes inerciais Y e X na base movel

Em sintese, provocam-se aceleracdes seguidas de desaceleracdes na base mével. Primeiro na
direcdo inercial Y e depois na direcdo inercial X. A Fig. 9.20 mostra a configuracdo espacial do cabo
em uma sequéncia de frames captados da animacdo computacional a cada segundo. Este tipo de
simulacdo ndo ativa modos de mais alta frequéncia, de forma que o cabo permanece esticado, como
se fosse um péndulo simples esférico. Percebe-se que os resultados sdo coerentes com o esperado
fisicamente e ainda, que a animacao computacional permite visualizar uma boa sensacao de realidade
fisica.

A Fig. 9.21 mostra os deslocamentos da base mével nas trés direcdes inerciais. Pode-se
perceber que a posicdo xj, permanece nula, enquanto as forcas sdo aplicadas apenas na direcao
inercial Y. Apds 12 s as for¢as comecam a atuar também na direcdo inercial X, fazendo com que a
posi¢do X, comece a crescer. As variagdes na posi¢ao z, sdo devidas a forca peso de toda a estrutura,
bem como a mola e ao amortecedor que vinculam o movimento na dire¢do Z inercial. Analisando-se
esta figura percebe-se a influéncia que as dinamicas do cabo e carga terminal exercem sobre a base
movel, resultado também fisicamente coerente uma vez que hd um forte acoplamento dindmico de

natureza nao linear.
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X posicgdo (m)

1m L] L L] L
50, - g
0 ; i : i : i
0 5 10 15 20 25 30
Y posiciao (m
100 T B T 5 { .] T
&80 F 4
0 i i i i i i
0 5 10 15 20 25 30
Z posicédo [(m)
2 . - . ; . .

0 5 10 15 20 25 30
tempo (s)

Figura 9.21 - Movimentacdo da base mdvel nas trés dire¢des inerciais, considerando forgas

aplicadas na base mével.
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10. CONCLUSOES

Esta tese tratou da modelagem dindmica de uma estrutura flexivel do tipo cabo, que foi
modelada segundo um formalismo discreto proposto para ser genérico, qualquer que seja 0 nimero
de elos para representar de forma discreta a flexibilidade continua. Visando aplicacdes préticas,
trabalhou-se sob a perspectiva de trés cendrios, os dois primeiros contidos no plano vertical e o
terceiro no espago tridimensional. O primeiro foi quando o cabo € fixo na sua extremidade superior
e livre na outra que contém a carga terminal (m.). Neste caso, além da modelagem analitica, foi
realizada uma validacdo experimental do modelo dindmico, cujos resultados experimentais foram
confrontados aos de simulagdes nos primeiros segundos do movimento, quando os modos flexiveis
ainda estam ativos e ndo totalmente atenuados. As simula¢des mostraram resultados razodvelmente
proximos aos dos experimentos, indicando que a modelagem dindmica proposta pode ser utilizada
com confiabilidade.

O segundo cendrio é quando o cabo, ao invés de estar fixo na sua extremidade superior, esta
articulado a uma base modvel ou embarcagdo de superficie que se desloca nas dire¢des horizontal
(acdo de correntes ocednicas ou propulsores) e vertical (oscilagdes na superficie do mar). Este
acoplamento do cabo com a base mével é um exemplo que desperta grande interesse em razdo de ser
correlato a aplicacOes tecnoldgicas, principalmente vinculadas a industria de petrédleo offshore. Uma
das contribuicdes do presente trabalho consiste na adaptagdo de um formalismo de modelagem
discreta para acoplar a dindmica de um cabo e sua carga terminal a dinAmica de uma base mével na
superficie do mar, constituindo assim uma dindmica tinica acoplada, com (n, + 2) graus de liberdade.
Escolheu-se um ndmero de elos (n,) para representar de forma discreta a flexibilidade continua do
cabo. Apds essa escolha, os algoritmos genéricos propostos permitem a obteng¢do de todos os
elementos das matrizes e vetores dos modelos dinAmicos de forma automética, possibilitando assim
a realizacdo de simulagOes muito realistas. Isto porque, quanto maior o nimero de elos, mais a
flexibilidade discreta do modelo aproxima-se da flexibilidade real continua do cabo. Um software
para a animacao grafica foi construido especialmente para a visualizagdo de resultados de simulacdes
e estas animacdes mostraram uma 6tima sensacdo de realidade fisica, atestando assim de forma
qualitativa a modelagem dinamica proposta.

ApOs esta etapa do acoplamento cabo-base mével, um novo método para a modelagem
dinamica de sistemas de reboque de embarcacdes foi proposto, considerando que as embarcagdes e o
cabo tém movimentos contidos no plano vertical. Além do movimento horizontal de todo o sistema,

o rebocador e a embarcagdo rebocada também foram considerados movimentando-se verticalmente
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devido ao movimento ondulatério na superficie do mar. Andlises qualitativas dos resultados de
simulacdes indicam um comportamento dindmico bastante consistente com o que € fisicamente
esperado. E importante explicar que muitas simulacdes foram realizadas assumindo diferentes tipos
de cabo e os resultados permaneceram estdveis e com respostas dinamicas esperadas fisicamente.
Descobriu-se que a modelagem proposta é de fato genérica. Aplica-se a cabos muito flexiveis e
também a cabos com baixa flexibilidade. O sistema dinamico consiste em duas massas (rebocador e
embarcacdo rebocada) conectadas as extremidades de um cabo. Os algoritmos genéricos propostos
permitem que o modelo dindmico seja gerado automaticamente, para qualquer nimero de elos na
representacdo discreta da flexibilidade continua do cabo. Isto € muito significativo porque as
simulacdes sdo realistas, conforme demonstrado por animagdes graficas.

As simulacdes que foram realizadas no problema de reboque de embarcacdes consideraram
vinte elos e as animagdes graficas mostraram um comportamento aproximadamente continuo, em
termos de sensacao de realidade fisica, conforme ficou demonstrado a partir das animacdes gréficas.
Outra contribuicdo original desta tese é o algoritmo para determinar a tensdo dindmica no cabo. O
algoritmo detecta se o cabo esta esticado ou ndo e calcula a tensao dindmica nestas duas situagoes.
Este algoritmo € aplicado aos dados provenientes das simulagdes e os resultados sdo muito
consistentes fisicamente.

No dltimo cenério foi proposta a modelagem dindmica de uma estrutura flexivel do tipo cabo,
conectado a uma base movel em uma extremidade e a uma carga terminal na outra extremidade. Toda
a estrutura se movimenta no espaco tridimensional, inclusive a base movel e a carga terminal. Este
sistema dindmico pode ser adaptado a diversas aplicagdes praticas, tais como reboque de embarcacdes
no espago 3D, ancoragem de plataformas flutuantes, drones movimentando cargas suportadas por
cabos, etc. Nesta abordagem, a flexibilidade continua do cabo é aproximada por uma equivalente
discreta, considerando-se elos rigidos conectados por articulagdes ficticias esféricas, com elasticidade
e atrito. A medida que se considera mais elos rigidos amplia-se a complexidade das equacdes do
modelo, que aumentam muito de tamanho, inviabilizando o desenvolvimento analitico manual dos
modelos dindmicos. Foram desenvolvidos os modelos considerando dois, trés e quatro elos e
encontraram-se os padrdes de crescimento das equagdes, fato que possibilitou o desenvolvimento de
algoritmos genéricos para a determinacdo das matrizes e vetores dos modelos para um ndmero
qualquer de elos adotado na representacdo discreta da flexibilidade continua. Utilizando-se o
formalismo de Euler-Lagrange foi possivel também desenvolver um Lagrangeano genérico, para um
numero n, qualquer de elos. Simulagdes foram realizadas e resultados fisicamente esperados foram

obtidos. Um software para mostrar os resultados na forma de animag¢@o computacional tridimensional
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foi desenvolvido especialmente para auxiliar na interpretacio dos resultados. A animacdo
computacional permitiu concluir que o modelo dindmico apresenta resultados de simulacdes com
grande sensacdo de realidade fisica. Outra vantagem da modelagem dindmica proposta é que se pode
trabalhar tanto com a base mdvel quanto com a carga terminal possuindo dindmicas proprias,
recebendo forcas externas vindo de atuadores. Por exemplo, a base mével pode ser uma embarcacao
de superficie e a carga terminal pode ser um veiculo do tipo ROV, ou ainda, a base mével pode ser
um veiculo aéreo do tipo drone e a carga terminal pode ser um objeto a ser transportado. Pode-se
ainda citar um terceiro exemplo, no qual a base mével poderia ser uma embarcagdo de superficie do
tipo rebocador e a carga terminal poderia ser uma embarcacio rebocada, ou vice-versa.

Apesar de ter a mesma origem discreta, o formalismo proposto ndo € igual a abordagem
classica de massa concentrada (lumped mass) e isso € importante destacar. Nesta tese o formalismo €
o de Euler-Lagrange aplicado a uma cadeia poliarticulada de corpos rigidos. A abordagem discreta
proposta no formalismo aproxima-se da verdadeira flexibilidade continua ao aumentar-se o nlimero
de elos. Cada novo elo considerado aumenta a dindmica do cabo em um grau de liberdade para os
modelos inseridos no plano vertical e em dois graus de liberdade para o modelo tridimensional,
fazendo com que suas equacdes crescam consideravelmente em tamanho e complexidade. Todos os
fendmenos da natureza possuem um determinado padrido de crescimento no seu desenvolvimento,
por mais que muitos desses padrdes ainda sejam desconhecidos pelo fato de ndo terem sido
identificados devido as nossas limitacdes. Nos problemas dindmicos estudados neste trabalho foi
possivel identificar esses padrdes de crescimento, permitindo a proposi¢do de algoritmos genéricos
que geram automaticamente modelos dindmicos para qualquer nimero de elos considerados na
aproximacdo discreta da flexibilidade estrutural continua, sendo esta mais uma importante
contribuicdo da presente tese.

Em resumo, as principais vantagens do formalismo de modelagem proposto sdo: permite
simulacoes muito realistas; € relativamente simples interagir com outras dindmicas, como
embarcagdes nas extremidades do cabo; os algoritmos genéricos permitem a determinagao automética
das matrizes e vetores do modelo dindmico, para qualquer nimero de elos, permitindo uma boa
aproximacao entre a flexibilidade discreta do modelo com a estrutura fisica continua.

A continuacdo da presente pesquisa serd no sentido de aplicar a modelagem genérica
tridimensional desenvolvida a diversas aplicagdes praticas especificas. Também como trabalho
futuro, serd implementado o reboque de embarcagdes no espaco 3D. Além disso, pretende-se como
trabalho futuro, desenvolver uma lei de controle de velocidade para o rebocador, de tal forma que

uma trajetdria de referéncia é seguida impondo-se a condi¢ao de tensao minima no cabo, com especial
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atencdo para realizar uma passagem suave do cabo ndo esticado até a condi¢do esticado.
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APENDICE 1

As matrizes simétricas de inércia e os vetores Coriolis-centrifugos descritos a seguir foram
gerados no desenvolvimento do formalismo de modelagem proposto no capitulo nove da presente

tese.

Apéndice 1.1.

Elementos da matriz simétrica de inércia I quando o cabo € aproximado por dois elos:

2 elos:17,7(qQ)
111 = M+m1 +m2 +mc

112 = 0
113 = 0
mq
I, = (7 m, + mc) l,cos0,,senb,4
m;
Iis = (7 C) l,cos0,,5en(041 + 042)
m m
L = (71 m, + mc) l;senf,,cos0,, + (72 + mc) lysenbe;c05(041 + 042)
m,
I, = (7 + mc) l,senB,,c05(041 + 642)
122 = M+m1+m2+mc
my
Ly = (7 m, + mc) lycosB,,c0s0,44
Lys = ( 5 )lzc05092cos(9a1 + 042)
m, m
I = 7 m; + mc) l;senB,1senby, — (72 + mc) l;senBesen(0q1 + 6qz)
2
L7 = (7 C) [;senb;5en(8a1 + 0a2)

133: M+m1 +m2+mc

m
I34 = — (71 +m, + mc) l,senf,,

I35 = — (% + mc) l,sené,,

I3 =10
I3 =0
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my
14_4 = ITel + (T‘l‘ mz + mc) l%

m
Iys = (—2 + mc) l115(c0sB,1c050,,c050,, + senb, senb,;,)

2
m
L = — (72 + mc) l,l,cos0,,senb,,senbd,,
m
Ly, = — (72 + mc) ll,cos6,,senb,,senb,,

Iss = Irep + (% +m,) 13

m;
Iz = (7 + mc) l,licos6,,sen0,,senb,,
157 = O
my m;
Iy = Iryy + (T +m, + mc) 2sen?8,, + (T + mc) l3sen?6,,
+ (m, + 2m,)l l,senb,,senb,,cos0,,

m m
lg; = (Tz + mc) Zsen?0,, + (72 + mc) l11,sen6,,5en0,,c0504,

m
I;; =1Ir,, + (TZ + mc) l3sen?6,,

Elementos da matriz simétrica de inércia I quando o cabo € aproximado por trés elos:
3 elos: 1o,9(q)
Lii = M+my +my, + my +mg
L, =0
Liz=0

m
L, = (71 +m, + msy + mc) licos0,,5en0,4

m

24 ms + mc) l,cos0,,5en(0,41 + 0,42)

Lic =
15 >

27
my

(
Lig = (m3 C) [3c050,35en (0yq + 04y + 043)
(Z+

m
m, + ms + mc) lysenb,,cos0,, + (72 +ms3 + mc) l,senB,, cos(641 + 042)

m
+ (73 + mc) [35€n8¢5¢08 (a1 + Oaz + Oas)

mz m3
Lig = (7 +mg + mc) [,senB,, cos(0y + 0,,) + (7 + mc) l3senB,3c0s (041 + Oz + 0,43)

m
Lo = (73 + mc) l3senB,3c0s (041 + Ogz + 0,43)

I, = M+my+m, +msz+m,



m
Iy = (71 +m, + m3z + mc) l,c050,1c050 44

Is = (7 +ms + mc) 1,c050,2¢08(0g1 + 042)

126 -

I
/\

M3 mc) l3c050,35c0s (041 + 04z + 0,43)

my

ms
- (7 + mc) l3senB z3sen (0,1 + 045 + 0,43)
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2
m;
I, = (7 +m, +m; + mc) lysenf,,senb,; — (7 +m3; + mc) l,senbe, sen(0qy + 6,2)

m, ms

Lg=— (7 +ms + mc) l,senf,, sen(0y1 + 045) — (—2 + mc) l3senB 3sen (041 + 042 + 043)
ms

129 = — (7 + mc) l3sen98356n (eal + 6(12 + 9(13)

133: M+m1+m2+m3+mc

my

I34 = — (7 +m, + ms + mc) [y sen 6,
m

I35 = — (72 +m3 + mc) l,sen@,,

I3 = — (% + mc) [;sen 6,5

137:()
138:()
139:()

m
14_4_ = 1Te1 + (Tl'l'mz +m3 +mc) l%

m
Iys = (—2 +m3 + mc> l115(c0s0,1c050,,c050,, + senb, senb,,)

2

L = (—3 + mc)l I3[cos6,,c050,3c05(0,, + 0,3) + senb,senb,s]

2
Iy; = (72 ms + mc) l1l,c050,,5en8,,senb,,
— (% + mc) l115c050,15en0,35en(0,5 + 043)
Iyg = — (% +m3 + mc) lil,c050,,5en8,,senb,,

ms
- (7 + mc) l1l3c050,15en8,35en (8, + 6,43)

m
Iyg = — (73 + mc) l,l5c050,,5en0,35en (0,5 + 0,43)
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m,
Iss = I1,, + (—4 +mg + mc) 12

ms
Isg = (T + mc) l313(c0503€050,3c050,3 + senbysenby3)

m m
Is; = (—2 +m3 + mc) llicos8,,senb,,1senb,, — (73 + mc) lyl13c050,,sen0,35en6 3

2
m
Isg = — (73 + mc) l,l5c0560,,sen0,3senb ;5
m
Isg = — (73 + mc) l,l5cos0,,senB,3senb 5

Igg = Irps + (% + mc) 12

ms mg3
lg7 = (7 + mc) l3l1c050,35en0,, sen(Bg; + 0,43) + (7 + mc) l3lc056,35en0,,sen0,3

m
Ig = (73 + mc) l3l,c050,35en6,,sen6 43
Ieg =0

m m
I, =1Iry + (Tl +m, + mg + mc) I2sen?0,, + (TZ +mg + mc) IZsen?0,,

ms 2 2
+ (T + mc) [5sen®0,5 + (M, + 2m3 + 2m, )l l,senb,,senb,,cos0,,
+ (m3 + 2m,)l,l3senB,,5enb,5c05(0,, + 0,43)

+ (m3 + 2m,)l,l3senb,,senb,3c0s0 43

m m
Ig = (Tz +ms + mc) l2sen?0,, + (Tg + mc) I2sen?0,;

m
+ (72 +ms + mc> l1l,senB,,senb,,cos0,,

ms
+ (7 + mc> l1l3sen0,,5en0,5c05 (0,5 + O43)
+ (m3 + 2m,)l,l3senb,,senb,3c050 43

m m
Ig = (T3 + mc) 2sen?0,5 + (73 + mc) lil3senB,,sen,5c05 (04, + 043)

ms
+ (7 + mc) l,l3senB,,senb,5;c050 43
m m
Igg = Iryp + (TZ +mg + mc) I2sen?6,, + (TS + mc) 12sen?0,;
+ (m5 + 2m,)l,l3senb,,senb,3c050 43

m m
Igo = (T3 + mc) l2sen?0,; + (73 +mc) l,135en8,,5en0,5c050 43

m
lyg = ITgs + (73 + mc) 12sen?0,,



Elementos da matriz simétrica de inércia I quando o cabo € aproximado por quatro elos:

4 elos: 111x11 (?)

111: M+m1+m2+m3+m4+mc

L, =0

I3 =

L1y = (7 +m, + m3+my + mc) lyco50,15en6 44

Iis = (% ms +my + mc) l,c050,,sen(0,1 + 6,42)
L = (% my + mc) l3c050,35en (041 + O4p + 0,43)
li; = (% C) l4c050,45en (041 + Ogp + 043 + 044)
Lig = (% my, +m3z +my + mc) l,senB,,c0s0,4

m;
+ (7 +ms +my + mc) l,sen6,, cos(6,1 + 6,5)

mz
+ (7 +my + mc) l3senB,3co0s (041 + 042 + 0,43)

m
+ (74 + mc> [4senBeqc0s (Bg1 + 04p + O3 + 0,4)

m
l19 = (72 +ms+my + mc) lzsen9e2 COS(9a1 + HaZ)

m
+ (73 +my + mc) l3senfy3 cos(041 + 04z + 043)

m
+ (74 + mc) l4senB,y4c08 (Ogq + Oyp + 043 + 044)

m
Lo = (73 +my, + mc) l3senB,5 cos(6,1 + 0,45 + 0,43)

m
+ (74 + mc) l4senBy4c0s (0g1 + Oy + 043 + 0g4)

my
1111 == (7 + mc) 14567’1934605 (Hal + 6(12 + 9(13 + 9(14—)
122:M+m1+m2+m3+m4+mc
123 = O

m
I, = (71 +m, + my +my + mc) l,c056,,cos0,4;

m
125 = (72 + ms + my + mc) lZCOSHBZCOS(eal + 9(12)

m
Lg = (73 +m, + mc) l3c050,5c0s (041 + 045 + 0,43)
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m
L, = (—4 + mc) l4€080,4c05 (041 + 04 + 043 + 044)

2
mq
Lg = — (7 +m, +my+my, + mc) lysenf,,senb
m;
- (7 +mg+my + mc) l,senB,, sen(6,, + 0,5)
ms
— (7 +my + mc) l3senB,3sen (041 + 045 + 0,43)
my
- (7 + mc) lysenBgy4sen (0,1 + 045 + 0,43 + 0,44)
m
I = — (72 +ms; +my + mc) l,senf,, sen(6,, + 6,,)

m
N (73 +my + mc) l3senbez sen(0y1 + 042 + 043)

m
- (74 + mc) lysenByysen (051 + O4p + 043 + 0,44)

m
Ir10 = — (—3 +my, + mc) l3senf,; sen(6,1 + 0,45 + 0,43)

2
m
- (74 +m) Lysenfessen (Bas + Oaz + 0oz + Oas)
m
1211 - - (74 + mc) l4sen934sen (9a1 + 90.2 + 0613 + 0a4)

133: M+m1+m2+m3+m4+mc

Iy = —(%+m2 +my + My +me) Iy sen B,y
I35 = — (% +m3; +my + mc) l,sen@,,

I3 = — (% +my + mc) l3sen 0,3

I3, = — (% + mc) lysenB,,

g =0

I3=0

I310=0

I31, =0

mq 2
144_ = IT61+(T+m2+m3+m4+mc)ll

m
Is = (72 +ms +my + mc) l115(cosB,1c050,,c050,, + senB,,senb,,)

m
L = (73 +my + mc) l115[c056,1c050,3c05(0,, + 6,43) + senb, senb,;]
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m
ly; = (74 + mc) l114[c056,1c050,,c05(04; + B4z + 044) + senb,,senb,,]

m
Lig = — (72 +my +m, + mc) l1l,cos0,,senb,,senbd,,

ms
— (7 +m, + mc) l,15c050,,sen6,3sen(0,, + 0,43)

my
- (7 + mc) l114,c050,15en0,45en (0, + 0435 + 044)

m
Lo =— (72 +my +m, + mc) l,l,cos0,,senb,,senbd,,

mz
- (7 +m, + mc) l1l3c0560,15en8,35en(8,, + 6,43)

m
_ (74 + mc) l114,c050,15en0,45en (0,5 + 043 + 044)

m
Iy10 = — (73 +m, + mc) l1l5c050,,5en0,55en(0,5 + 043)

my
- (7 + mc) l114,c050,15en0,45en (0, + 043 + 044)

m
14_11 = — (74 + mc) 111460598156n984sen(9a2 + 9613 + 9614-)

m
155 - Irez + (Tz+m3 +m4+mc) l%

m
Iz = (73 +my + mc) l,13(c0s0,,c050,3c050,3 + senb,,senb,3)

m
Ig; = (74 + mc) l514[c0s6,,c050,,c05(0,435 + 044) + senb,,senb,,]

m
Isg = (72 +mg +my + mc> l,l,c050,,5en6,,5en6,,

ms
— (7 +my + mc) l,13c050,,sen0,35en0,,3

m
— (—4 + mc> [,14,c050,,sen0,,5en(0,3 + 044)

2
ms
Is9 = — (7 +my + mc) l,l3c050,,sen0,35en0 ;3
My
- (7 + mc) [,1,c050,,5en8,45en(0,3 + 0,44)
ms
I510 = — (7 +my + mc) l,l3c050,,sen0,35en0 ;3
my
— (7 + mc) [,1,c050,,sen0,,5en(0,3 + 044)
My
Is11 = — (7 + mc) l,1,c050,,5en0,45en(0,3 + 044)

ms
166 = ITe3 + (T‘l‘ m4_ + mc) l%



129

m
lg7 = (74 + mc) [531,(c0560,3c050,4c050,4 + senb,zsenb,,)

m
Igg = (73 +m, + mc) l5l,c0s0,35en0,, sen(0,, + 0,43)

ms
+ (7 +my + mc) l51,c0s0,35enB,,senf 3

my
— (7 + mc) [3l4,c050,35en0,45en 044

m m
lgo = (—3 +my + mc) l5l,cos0,3senB,,senb ;3 — (—4 + mc) l3l,c080,35enb,,5en 04,

2 2
m
lg10 = — (74 + mc) l31,c050,35en08,,5en 0,4,
m
lg11 = — (74 + mc) l3l,c080,35en6,,5en 0,4,

Iy = Ir,, + (% + mc) 12

m
I,g = (74 + mc) l4licos6,,5en0,1 sen(Bq, + 043 + 044)

m
+ (74 + mc) l4lc050c45€n8c55en (83 + 0as)

m
+ (74 + mc) l4l3c050,45enB,35en Oy,

my my
Iy = (7 + mc) l4l,c080,45en0,,5en (0,3 + 0q4) + (T + mc) l4l3c080,45en0,35en O,

my
I719 = (7 + mc) l4l3c080,45enB8,3sen Oy,
I;11, =0

m m
Igg = Iry; + (Tl +my, +mg +my + mc) 2sen?0,, + (TZ +mg +my + mc) I2sen?0,,

ms my
+ (T +my + mc) l2sen?0,; + (7 + mc) I2sen?0,,

+ (my + 2ms3 + 2m, + 2m,)0 1, senb,,senb,,c050 4,
+ (m3 + 2my, + 2m,)0;l3senb,,sen0,3c05(0,5 + 043)
+ (my + 2m )0 l,senb,,5en0,,c05(0,5 + Oy3 + 6,44)
+ (m3 + 2my, + 2m,)1,l35enb,,5en0,5c050 43

+ (my + 2m,)l,l,senb,,senb,,c05(0,3 + 0,44)

+ (my + 2m,)l5l,senb,35enb,,c050 4,
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ma 2 2 ms 2 2 my 2 2
Igg = (T +m3; +my + mc) l5sen®f,, + (T +my + mc) l5sen®f,3 + (7 + mc) lisen®0,,

m;
+ (7 +ms; +my + mc) l,l,senf,,senb,,cos06,,

ms
+ (7 +my + mc) l,l3senb,,senb,5cos(04, + 6,3)

m
+ (74 + mc) Lil,senf,,5en0,,c05(0yp + Ogz + Og4)

+ (m3 + 2my + 2m,) 1 l35enb,,5en0,5c050,5
+ (my + 2m )1l senb,,5en0,4c05(0,43 + Ogs)

+ (my + 2m,)l3l,senb,35enb,,c050 44

m m
Igio = (73 +my + mc) l2sen?0,; + (f + mc) 2sen?0,,

+ (% +m, + mc) l,l3senB,,5en0,3c05(0,, + 043)
+ (% + mc) lil,senb,,senb,,c05(0,5 + 043 + 044)
+ (% +m, + mc) l,l35en8,,5en0,3c050,3

+ (% + mc) [ylsenB,,5en0,,c05(0,3 + 044)

+ (my + 2m,)Il5l,senb, 3senb,,cos0 4,

m m
Ig11 = (T‘} + m, ) l3sen?,, + (74 + mc) lil4sen0,,5en0,,c05(0,5 + Ogz + O44)
My
(3
(Z

2

+ mc) l,l,senB,,5en0,4c05(043 + Ogs)

+ + mc> l3l,senB,35en60,4,c050 44

ma 2 2 ms 2 2
log = IT45 + (T +mz+my + mc> l5sen®0,, + (T +my + mc) [5sen“0,3

m
+ (T‘l + mc) lﬁsen29e4 + (m3+2my + 2m;)L;l35en0,;5en0,3c05043

+ (my + 2m, )1l senB,,5en0,,c05 (0,435 + Oga)

+ (my + 2m,)l;l senb,35en0,,c050 4,
m3 m4
Ioio = (T +my + mc) I2sen?6,; + (T + mc) 12sen?0,,

m
+ (73 +m, + mc) l,l3sen8,,sen0,3c050,3

m

+ (my + 2m,)l5l senb,35en0,,c050,,
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m m
ly11 = (74 + mc) 12sen?6,, + (74 + mc) l,l4senB,,5en0,,c05(0,3 + 0,44)

my
+ (7 + mc) l3lysenB,35en0,,c050 44
m m
Ligro = Irgz + (T3 +my + mc) 3sen?0,; + (T4 + mc) 2sen?0,,
+ (my + 2m,)Il5l,senb 3senb,,cos0 .,

m m
Lip11 = (f + mc) IZsen?06,, + (74 + mc) I31,5en60,35en60,,c050,4,

My
11111 = ITa4 + (T + mc) lﬁsenzgw

Apéndice 1.2.

Elementos do vetor Coriolis-centrifugo F (67, 67) quando o cabo € aproximado por dois elos:

2 elos: 137x1(c7, ﬁ)

mq ) my 12
fi=- (7 +m, + mc) lisenB,1sen0,,0Z, — (7 +m, + mc) lysenB,,senf,,05;
m, .
— (7 + mc) l,senf,,sen (8,1 + 042)0%
mz . . 2
— (7 + mc> l,senB,,sen (0,4 + eaz)(eal + Gaz)
+ (my + 2my + 2m,)1;c056,,c056410,1041
+ (my + 2m)15c080,5c05 (01 + 042)062(0a1 + 042)
m . m :
fo=-— (71 +m, + mc) l,senB,,cos0,,0% — (71 +m, + mc) l,senB,,cos0,,02,

m :
— (72 + mc) l,senf,,c0s (041 + 0,42)0%,

m . ;
— (72 + mc) l,5€n0,¢05 (01 + 042) (001 + 6’az)z

— (my + 2my + 2m,) 11 c0s6,,5en 8410,1641

- (mz + ch)IZCOSHeZSQn(Hal + 9a2)9e2 (éal + éaz)

ml A mz :
fs=— (7 +m, + mc) l1c0s0,,6% — (7 + mc) 1,058¢70%,
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my 2 N2
f4 = — (T +m, + mc) ll COSHelseneeleal

m . .
_ (72 + mc) l,1,cos0,,sen B,,cos0,, (9a1 + 9a2)2

m .
- (72 + mc) 111,(c0s6,15en 0,,c050,, — senb,1c056,,)05,

— (my + 2m)1115c050,1c050435€n 0,45(Ba1 + B4z )00z

m . . m .
fo=-— (Tz + mc) 15¢050,,5en005(041 + Haz)z - (72 + mc) I,1,c050,,5en 0,,c050,,02,

m .
— (72 + mc) I,1,(cosB,,sen 8,,c050,, — senb,,co0s6,,)0%

+ (m, + 2m,)1,1,c050,,c050,15en 0,5,0,410,01

fo = (my +2m )L, [cos 0,1 5en 0,5 COS O3 0161 + Sen 0,1 cos B,, cos O, (éal + éaz)éez]
m2 . . . . . 2
+ (7 + mc) l,1, sen8,, sen B,, sen O, [9321 — 02, + 0% — (641 + 643) ]
m .
+ (Tl +m, + mc) 12 sen(260,1) 04161

m , L
+ (Tz + mc) 5 5en(26.2) (Ba1 + 0a2)0e2

fr = (my + 2m)1;1, cos B,; sen 6,, cos g5 Bg10e1

m . .
+ (72 + mc) l11; sen B,y sen B, sen By, (9e21 + 921)

m : ) )6
(B ) 56020 s+ 0

Elementos do vetor Coriolis-centrifugo F (E[’, E[’) quando o cabo € aproximado por trés elos:
3 elos: For1(G,G)

fi ——(&+m +m +m)lsen0 senfy, 02 —(m+m +m +m)lsen9 senfy, 02
1= 2 2 3 cl)'l el al%el 2 2 3 clJ*1 el al%a1l

—(@+m +m>lsen6 sen (01 + 0,,)602
5 3 c)l2 e2 al az/Ye2
m A A
- (72 + mg3 + mc) ZZSenHezsen (gal + 9(12)(9(11 + gaz)z

m .
a (73 + mc) l3senBezsen (Ba1 + Oaz + 0a3)0¢3

m . . . 2
- (73 + mc) l3seneegsen (9a1 + 9a2 + 9613)(6(11 + Haz + 0(13)

+ (mqy + 2my + 2ms + 2m)1;c0560,1c050410,01641
+ (my + 2m3 + 2m,)1,c056,,c05(041 + 042) 002 (éal + éaz)
+ (M3 + 2m)13c080,3c08(0a1 + Oz + 043)003(041 + 04z +043)
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m : m .
fo=— (71 +m, +mg + mc) l,senB,,cos0,,0Z% — (71 +m, +mg + mc) l;senB,,cos0,,02,

m .
— (72 +my + mc) [;5en0,,c05 (Bg1 + 04202,

m . .
- (72 + mg + mc) lZSen@eZCOS(Qal + 0a2)(9a1 + Qaz)z

ms N2
— (7 + mc) l35en0,5c08 (O41 + 042 + 043)055

m . . . 2
- (73 + mc) l3S€n963COS (90.1 + 0(12 + Hag)(eal + 9(12 + 0613)

— (my + 2my + 2m3 + 2m,) 1 c0560,,5en0416,1641

- (mz + 2m3 + ch)lzcosgezsen(aal + gaz)gez(éal + 90.2)

— (m3 + 2m,)13¢050,35en(041 + Oaz + 043)0e3(0a1 + Baz+6a3)
my

. m .
fz=— (7 +m, + mg + mc) l,c0s6,,0% — (72 +ms + mc) l,c050,,0%

m .
— (73 + mc) l3c056,30%

mq 2 )2
e ) estasas,

m2 o . 2
— (7 +m; + mc) l11,c050,15€n 05¢05045(041 + 042)

m .
— (72 +my + mc> 1,1,(cosB,,sen 0,,c056,, — senb,,c0s6,,)0%

— (my + 2m3 + 2m,)l;1l,c050,,c0s0,,5en 4, (éal + éaz)éez

m3 . N . 2
- (7 + mc> l,15c056,,sen B,5c0s(8,, + 9a3)(0a1 + 06, + 9a3)

m .
- (73 + mc) l15[cos6,,5en 0,5c05(0,, + O43) — senb,,c050,.3]10%

- (m3 + ch)lll3coseelcosee3sen (9a2 + 0a3)(9a1 + éaz + 9a3)ée3

fo=-— (% +ms + mc) 15¢050,,5€n0,5(041 + éaz)z

m .
_ (72 +ms + mc) I,1,c050,,5en 0,1c050,4,02,

m .
- (72 +m3 + mc) I,1,(cosB,,sen 8,1c050,, — senb,,c0s6,1)0%
+ (my + 2mg + 2m,) 1,1,c050,,c050,15en 04,641 0,01

m3 . . . 2
— (7 + mc) ;15 cosB,,5en 0,3c050,3 (9a1 + 0, + 9a3)

m .
- (73 + mc) I,15(cosB,,5en B,3c050,3 — senb,,c050,3)02;

— (m3 + 2m,)l,l5c0560,,c050,35en 6,5 (éal + 64, + 9a3)933



134

fo=— (% + mc) 13¢050,35€n003(001 + 0oz + 9a3)2

ms -
- (7 + mc) l5l,cos0,35en 6,,cos(0,, + 0,3)05,

m :
- (73 + mc) I51,[cosB,35en 6,,c05(0,; + O,43) — senb,3c050,,1602;

+ (m3 + 2m,)l3l;c0560,5c050,,5en (B4, + 0,3)0410,1

m . .
N (73 + mc) l3l;c0560,3sen 0,,c050,3 (eal + eaz)z

m .
— (73 + mc) I51,(c0osB,35en 0,,c050,3 — Senb,3c050,,)62,

+ (M3 + 2m)l3l,c050,3c050,,5en 0,3(041 + 042)0e2
fr = (my + 2mgz + 2m )11 [cos 0,1 sen Bq; cos Oy 0410,

+ 5en 0,1 05 0,45 €05 043 (041 + 042)0es]

m . . . . .
+ (72 +ms + mc) 1,1, sen6,, sen 8,, sen B, [031 — 0%+ 6% — (64, + 0,12)2]

+ (m3 + 2m ) 15 [cos 0.1 sen B,5 cos(0,, + O43) éaléel

+ 5en 0,1 €0S 03 c05(0az + 043) (041 + Oaz + 0a3)bes]

m . . . . . . 2
(T + M) lils sen b, sen bes sen(8az + 0as) |02 — 625 + 021 — (as + b2 + 645) |
+ (m3 + 2m,) 1,15 [cos 0., sen 8,3 cos O3 éez(ém + 9a2)

+ sen8,, cos 0,3 cos 0,3 (éal + éaz + 9a3)ée3]
m3 . . . . 2 . . N 2
+ (7 + mc) l,1; sen 8., sen B,3 sen O3 [032 — 02 4 (041 + 042)" — (g1 + 042 + 643) ]

my 5 .
+ (T +m, + my + mc> [5sen(26,1) 0410.1

m , N
+ (TZ +ms + mc) 13 5en(20¢2) (Ba1 + 0a2)0e2

+ (524 me) 13 56n(2065) (Gas + faz + fas)es
fa = (my + 2mg + 2m )11, cos 0,1 sen 6,5 cos By 016041
+ (% +m3 + mc) l11, sen 0oy sen B,, sen Oy, (62 + 62;)
+ (mg + 2m,)l1 15 cos 0,1 Sen B3 cos(0,5 + 043) 0416001
+ (% + mc) l113 5en 0oy sen 0,3 sen(Bq; + 043) (62 + 62;)
+ (M3 + 2m)lyl5[cos 0,5 sen 0,3 c0s 0,43 0,3 (041 + 042)

+ sen B,, cos O,3 cos 0,3 (9a1 + 6, + 9a3)963]
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m . . . . 2 . . . 2
+ (73 + mc) l,15 sen 8,, sen B,3 sen O3 [0322 — 02 4 (041 + 042)" — (041 + 042 + 643) ]

" , NS
n (TZ +mg + mc) 15 sen(26.2) (6a1 + 0a2)0e2

m _ ) N
+ (T3 + mC) 15 sen(26,3) (Bal + 00, + 0‘13)963

fo = (% + mc) 15 sen(26,3) (Ba1 + Oz + 6a3)be3
+ (m3 + 2m)1115cos B,1 sen Be3 cos (045 + 043) Bg1601
+ (% + mc) l15 sen B, sen 0,3 sen(8y; + 043) (04 + 6%)
+ (M3 + 2m)lyl5 cos Oy S€N B3 cOS O3 0oz (01 + 04z)

m . . .
+ (73 + mc) lrl3 sen 8., sen B3 sen O,3 [932 + (9a1 + 9‘12)2]

Elementos do vetor Coriolis-centrifugo F (67, 67) quando o cabo € aproximado por quatro elos:
4 elos: Fy1,q (4.9)

f, =—(&+m +ms+m +m)l sen@,, senf 02
1 2 2 3 4 c)'1 el al%Yel

m
— ( 21 +m, + m3 +my + mc) 1, senf,, senf,, 0%,

7 + m3 + m4 + mc) lz Senaez Sen(9a1 + 9a2)9

+ms +my + mc) I, senf,; sen(8q1 + 042) (041 + éaz)z

+my + mc> l35en6,; sen(0,1 + 04, + 0,3)0%

. . . 2
+my, + mc> [;senf,; sen(6,, + 045 + 9a3)(9a1 + 0, + 9a3)

-5
-
-
-
-(F+

N|§ N|§ N|§ N|§

C) 1,5en0,, sen(0,1 + 04y + 045 + 044)02,

. . . . 2
— (7 + M) SenBeq 5en(Bar + Baz + Oz + 0as) (Bar + bz + Bz + Oas)

+ (my + 2my + 2ms + 2my + 2m)1;c0560,1 c050410,1641
+ (my, + 2m3 + 2my + 2m,)l,c0s6,, cos(6,, + Haz)éez(éal + éaz)
+ (m3 + 2my, + 2m,)l5¢c050,5 cos(0,, + 604, + 9a3)933(9a1 + éaz +9a3)

+ (my + 2m,)0,c050,, cos(Oy + 0,4, + Oy3 + 9a4)934(9a1 + éaz +9a3 + 9a4)



136

m

my -
- (7 +m, +my +my + mc) l,senB,, cos6,,05;

- +mg+my + mc) 1,5en0,, cos(Bgy + 045)62,

3

+msy+my + mc) l,senB,, cos(6,, + 9az)(9a1 + 9a2)2
+my + mc) l35en0,3 cos(Bgy + 0,y + 043)02

. . . 2
+my + mc) l35en8,3 c05(041 + 04z + 043) (01 + 0z + 043)

-3
-(F
=
=
-(F+

C) 1,5en60,4 c0S(Ogy + Ogp + 043 + 0,4)02,

3 N|§ N|§ N|§ N|

. . . . 2
- (7 + mc) S€n964 COS(Bal + Baz + 60.3 + 0614)(0(11 + 0(12 + 9(13 + 9(14-)

— (my + 2my + 2m3 + 2my + 2m)1;c050,; senby; 6,164,
- (m2 + 2m3 + 2m4 + ch)lzcoseez Sen(0a1 + gaz)éez(éal + 9(12)
- (m3 + 2m4 + ch)l3C05933 Sen(0a1 + gaz + 0(13)0.63 (éal + éaz +0.a3)

— (my + 2m)14c050e4 5en(Ba1 + Oz + Oa3 + 0aa)0ea (001 + Oaz+643 + 6aa)

my
fi=- (— +my, +mz+my + mC) llcoseelé?e1 (

2 n2
> +m3+my + mc) lcos6,,0,,

2

ms 2 my 2
- (7 +my + mc) l3cos6, 063 - (7 + mc) lycos8,,06,,

my 2 42
fo=- (T +my+mz+my + mc) licos6,1senb,160 41

m : : 2
- (72 +mg+my + mc) lllz COSHelsen 962C059a2(0a1 + 0a2)

mp 22
- (7 +m3+my + mc) l1l; (cosB,1sen B,,c0s0,, — senb,1c056,,)0,,

— (my + 2m3 + 2my + 2m)l1l, c0560,1c050,55en 0,45(041 + 042)0.n

- (% +my + mc) l1l3co0s60,1senB,3cos(0,, + 6a3)(9a1 +0,,+ 9a3)2

- (% +my + mc) lil3[cos0,15en 0,3c05(047 + 043) — Seneﬂcoseerj]gi?’

— (M3 + 2my + 2m)lyl3 c0s8,1c050,35en (B2 + 043) (041 + 042 + 043)6e,

- (7 + 1) 1114058156 10,4005 (B2 + O + 0aa) (Bar + Oz + O3 + Oaa)

_ (% + mc) 1114(cos0,15en 0,4c05(042 + 043 + 044) — sen961c05964)9§4

- (m4 + 2mc)1114 C05661C05664Sin (eaz + 6a3)(9a1 + 9(12 + 9(13 + 9(14-)964



mz 2 . . 2
7 +m3z+my + mc) [5c050,,sen0,, (9a1 + Haz)

m, -
- (7 +ms; +my + mc) l,licos0,,sen 0,,c0560,,05,

m .
- (72 +mg+my + mc) I,1,(cosB,,sen 0,,c0s0,, — senb,,cos6,,)02,

+ (my + 2ms + 2my + 2m,) 1,1,c0560,,c050,,15en 04,0 ,4160,1

m3 . . . 2
— (7 +my + mc) l,l3c050,,se 10,3050 43 (9a1 + 0,4, + 9a3)

m .
— (73 +my + mc) I,15(cosB,,5en B,3c050,3 — senb,,c050,3)02

— (M3 + 2my + 2m,)1,15¢050,5c050,35€n 043(0a1 + Oaz + 043 )03

m . . . .
— (74 + mc) lyly c0S0,455en 0,408 (043 + 044) (041 + Oaz + 043 + 9a4)2

m :
- (74 + mc) I,14[c0s0,,5en 6,,c05(0,3 + Ogs) — SeNB,5c050,4102,

— (my + 2m,)1,1l,c056,,c050 45en (0,5 + 9a4)(9a1 + éaz + éag + 9a4)994

m . : .
TB +my + mc) 12¢050,35€n003(041 + 00 + 9a3)2

m :
_ (73 +m, + mc) I51,c050,35en 0,1c05(04; + 043)02,

m :
- (73 +m, + mc> I3l [c0sB,35en B,,c05(Byy + O43) — Senb,3c050,,162
+ (ms + 2my + 2m,)131,c050,3c050,15en (045 + 0,43)041601

m3 . . 2
— (7 +my + mc> l31,c050,35e 1 0,,c050 43 (9a1 + Haz)

m .
- (73 +m, + mc) I51,(c0osB,35en B,,c050,3 — 5enB,3c050,.,)02,
+ (M3 + 2my + 2m,)l3l5c050,3c050,55en 043(0a1 + 042 )0e2

m4 . . . . 2
— (7 + mc) l3l4c050,5 sen 9646059a4(9a1 + 0,,+0,3 + 9a4)

m .
- (74 + mc) I314(c0sB,35en 0,,c050,, — SeNB,3c050,,)62,

- (m4 + ZmC)l3l4C059e3C05934sen 9a4(9a1 + éa2+9a3 + éa4)ée4

137
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m, _ , ) L \2
fr=- (T + mc) [5c050e45€n0e4 (041 + Oaz + bz + 0a4)

(m4 2
-7 + mc) l4licos0,45en 6,1c05(0,5 + 043 + 0,4)05,

m .
- (74 + mc) ,11[cosB,45en 6,,c05(04y + O3 + Ogs) — senb,,c056,,162

+ (my + 2m)1,11c0560,,c050,15en (8,5 + 043 + 044)0 41601

m4 o N 2
- (7 + mc) l4l,c050,, sen B,, cos(B,3 + 0,4) (0a1 + Haz)

m .
- (74 + mc) I1,[cos0,45en 6,,c0s (O3 + 044) — 5eNB,4c050,,]62,

+ (Mg + 2m)l,l,c050,4,c050,,5en (B43 + 044) (0a1 + 042) 002

m4 . . . 2
— (7 + mc) L4l3€050,4 5€M 0305044 (041 + 042+043)

my -
— (7 + mc) l4l5(cosB,.45en B,5c0560,4 — senb,,c0560,3)0%;

+ (my + 2m,)1,l5c056,4c050 35en 9a4(9a1 + éa2+9a3)ée3
fe = (my + 2mg + 2my + 2m )1, [cos 6,1 Sen B,, cos 045 0410,1

+ sen 6,4 cos B, cos 0,4, (éal + éaz)éez]

m . . : : .
+ (72 +mg +my + mc) 1, sen 0,, senB,, sen 0,4, [931 — 0% + 02, — (641 + 9a2)2]

+ (m3 + 2my + 2m )l l5[cos 0,1 sen Bgs cos (042 + 043) 03101

+ 5en 0,41 €0S 03 c05(0az + 043) (041 + Oaz + 0a3)bes]

+ (73 + m4 + mc) lll3 sen 091 sen 093 Sen(eaz + 9a3) [6821 - 9623 + 021 - (9(11 + Qaz + 9(13)2]

+ (m, + ZmC)lll4[cos o1 5€n 0,4 c0S(Bgy + O3 + 044) 01601

+ 5en 0,1 €0S 0,4 c0S(0az + Oaz + 0as) (041 + Oaz + Oaz + 04a)bes]

m ) ) )
+ (74 + mc) ll,senB,, senB0,, sen(O,, + 045 + O44) [9e21 — 02, + 62,

o . o o 2
- (gal + 9a2 + 9a3 + 9a4) ]
+(ms + 2my + 2m,)L,1; [cos 0., sen B,3 cos 0,3 932(9a1 + éaz)

+ sen8,, cos 0,3 cos 0,3 (9a1 + éaz + 9a3)963]

m . . . .
+ (73 +my + mc) l,15 sen 0,, sen B3 sen 0,3 [9322 — 02+ (641 + Haz)z

= (dar + 0z + 625)’|
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+(m, + ZmC)lzl4[cos Bep S€N 0oy c0S (g3 + 0as) 0oz (001 + 0a2)

+ sen B, cos 0,4 cos(0,3 + 044) (9a1 + éaz + 9a3 + 9a4)964]

m ) . . .
+ (74 + mc) I,1,sen0,, sen 0,4 sen(0,5 + 0,4) [9322 — 02+ (041 + 9a2)2

. . . . 2
- (Gal + 9a2 + 0a3 + 9a4) ]
+ (my + 2m,)l5l, [cos 0.3 sen 6,4 cos 0, 963(9(11 + 0,4, + 9a3)

+ sen 8,5 cos 0,4 cos O, (9a1 + éaz + 9a3 + 9a4)964]

m . ) ) ) )
+ (74 + mc) I3l, sen 6,3 sen B,, sen 6,4, [9623 =02, + (041 + 04 + 9a3)2

) ) ) ) m .
— (9a1 + Baz + 9613 + 9a4)2] + (Tl + m, + ms + my + mc) l%sen(z@el) 9,11931

+ (% +ms +my, + mc) 13 5en(20,2) (01 + 042)0e2

m _ ) Cy
+ (T3 +my + mc) 15 sen(26.3) (eal +0a; + 9‘13)933

+ (5 me) 1 5en(26.0) (a + Oz + Gas + 0B

fo = (my + 2ms + 2my + 2m, )41, cos 0,1 sen 0, c0S 05 041601
+ (% +mg +my + mc> L1, sen B,y sen 0,, sen 0, (02, + 62;)
+ (mg + 2my + 2m,) 115 cos 0,1 sen 0,3 cos(0,, + 043) 041001
+ (% +m, + mc> l15 sen 0,1 sen 0,3 sen(By; + 043) (02 + 62,)
+ (my + 2m)l1 1, cos 0,1 Sen B,y c05(045 + 043 + 044) 041001
+ (% + mc> L1, sen 8,1 sen 0,4 sen(By; + 043 + 044) (02, + 621)
+ (M3 + 2my + 2m)l,l5[cos 0,5 sen 0,3 cos 0,43 002 (041 + 042)

+ sen B,, cos B,3 cos 0,3 (9a1 + 64 + 9a3)9e3]

m . . . .
+ (73 +my + mc) I,1; sen 0,, sen B3 sen 0,3 [932 — 0% + (641 + Baz)z

o . o 2
- (gal + 9a2 + 9a3) ]
+(my + 2m )1y, [cos ey sen 0,4 c05(Baz + 04s) 002 (041 + 042)
+ 5en 0,45 €0S 0,4 0SBz + 0as) (041 + Oaz + 04z + 044)0e4]
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m ) . . .
+ (74 + mc) l,1,sen0,, sen 0,4 sen(0,5 + 0,44) [9322 — 02+ (041 + 9a2)2

. . . . 2
- (Gal + 9a2 + 0a3 + 9a4) ]
+ (my + 2m,)l5l, [cos 0.3 sen 6,4 cos 0, 963(9(11 + 0,4, + 9a3)

+ sen 8,5 cos 0,4 cos O, (9a1 + éaz + 9a3 + 9a4)964]

m . . . . .
+ (74 + mc) l3ly sen 0,3 sen Oq, sen by, [9e23 — 65, + (Qal + 002 + 9613)2

4%+%+%+%ﬂ

+ (% +mg; +m, + mc) 12 5en(2603) (0a1 + 042)0e2
m . . . .

+ (73 +my, + mc) 13 5en(26,3) (Ba1 + 04z + 0a3)bes

+ (5 me) 17 5en(26.0) (a + Gz + Gas + 0B

f10 = (m3 + 2m4 + ch)lll3 coS 991 sen 993 COS(QaZ + 90.3) éaléel

m . .
+ (73 +m, + mc) l,1;senB,, senB,; sen(,, + 0a3)(9§1 + 96211)

+ (my + 2m)1 1, cos 0, 5en 8,4 0SB + 043 + 04) 0g16e1

+ (% + mc> L1, sen 8,1 sen 0,4 sen(By; + 043 + 0,44) (02, + 621)

+ (M3 + 2my + 2m,) 1,15 cos B,, Sen B3 cos B3 6., (9a1 + éaz)

+ (% +m, + mc) I,15 sen B, sen B3 sen O3 [6?32 + (041 + 9a2)2]
+ (my + 2m,) 1,1, cos 6,, sen B,, cos(0,3 + 044) O,y (9a1 + éaz)

+ (% + mc) l,l,senB,, senB,, sen(B,5 + 6,4) [6?622 + (041 + Qaz)z]
+ (my + 2m,) 151, [cos 0.3 senB,, cos O, 933(éa1 + 0,4, + 9a3)

+ sen 8,3 cos 0,4 cos 0,4 (9a1 + 64y + 045 + 9a4)934]

m . . . . :

+ (74 + mc) I3l, sen 6,3 sen 6,4 sen Oy, [9623 — 02+ (0ay + 64 + 9a3)2
. . . NN

- (eal + 9a2 + 6a3 + 6a4) ]
m3 5 . . . .

+ (T +m, + mc) 5 sen(20,3) (9a1 + 0, + 9a3)9e3

my . . . . .
+ (T + mc) li Sen(29e4) (Hal + 9(12 + 9a3 + 9(14)064-
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fi1 = (my + 2me)lily cos Op1 sen B,y c05(Og2 + O3 + Oga) 9a19e1

m, YT
+ (7 +me) Ly Sen B,y sen gy sen(Bz + Oa + Oas) (03 + 62,)
+ (Mg + 2m )y, c0s Ogy SN 0oy 05 (g3 + 04s) Oez2(0a1 + 0a2)

m . . . 2
+ (74 + mc) l,1,senB,, senB,, sen(0,5 + 6,4) [Hezz + (041 + 042) ]
+ (Mg + 2m)3l, 05 O3 5N 0y cOS Oy p3(0g1 + 04z + 643)

+ (% + mc) ll, sen 0,5 senB,, sen6,, [9323 + (041 + 042 + 9a3)2]

my . . . N
+ (4 me) G 5en(26e) (8ar + 0z + fas + 0as)e



