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Resumo

Neste trabalho realizamos um estudo fenomenolégico sobre o modelo desenvolvido por
Marquet, Peschanski e Soyez (conhecido como Modelo MPS), que apresenta uma ex-
pressao para a amplitude de espalhamento dipolo-préton, a qual obedece a equacao de
Balitsky-Kovchegov (BK). Originalmente, esse modelo foi utilizado na descrigao dos da-
dos de HERA (Hadron Electron Ring Accelerator) para a produgao exclusiva de mésons
vetoriais em colisoes elétron-proton. Quinze anos depois, o modelo foi atualizado através
de um ajuste a dados mais recentes dos mésons p e J/W, com a inclusio do chamado
fator de skewdness. Fixando os parametros do modelo MPS atualizado, comparamos os
resultados obtidos para as se¢oes de choque diferencial e total com os dados mais recentes

da producao exclusiva de mésons vetoriais, estendendo a andlise mais recente ao méson

o.

Palavras-chaves: Modelo MPS, formalismo de dipolos, escalamento geométrico, equagao

BK, mésons vetoriais.



Abstract

In this paper we perform a phenomenological study of the model developed by Marquet,
Peschanski and Soyez (known as the MPS Model), which presents an expression for the
dipole-proton scattering amplitude that obeys the Balitsky-Kovchegov (BK) equation.
Originally this model was used to describe HERA (Hadron Electron Ring Accelerator)
data for the unique production of vector mesons in electron-photon collisions. Fifteen
years later, the model was updated by fitting it to more recent data on the p and J/W¥
mesons, with the inclusion of the so-called it skewdness factor. Fixing the parameters of
the updated MPS model, we compared the results obtained for the differential and total
shock sections with the most recent data from the exclusive production of vector mesons,

extending the most recent analysis to the meson ¢.

Key-words: MPS model, dipole formalism, geometric scaling, BK equation, vector mesons.
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1 Introducao

O experimento mais simples que revelou e comprovou algumas das propriedades
da Cromodindmica Quéntica (QCD, do inglés Quantum Chromodynamics) foi o espalha-
mento profundamente inelastico (DIS, do inglés Deep Inelastic Scattering) em colisoes
elétron-proton, realizadas no colisor HERA. Com o principal objetivo de investigar a es-
trutura hadronica em altas energias, o espalhamento ¢é caracterizado pela interagao de
um elétron com o préton, mediado por um féton virtual (7*) e tem como resultado um
estado final composto de um elétron e um sistema hadronico denotado por X. A reacao
¢é expressa como:

et+p—e+ X

Esse processo depende basicamente de duas variaveis cinematicas: virtualidade do
foton Q2 e o x de Bjorken. A virtualidade informa o quanto é possivel sondar a estrutura
interna do proton e o x de Bjorken descreve a fracdo de momentum do préton carregada
pelo quark com o qual o féton interage no espalhamento [TAELS, 2017]. Por exemplo, no
regime de altas energias, o que implica em um x pequeno, com o aumento da virtualidade
o foton é capaz de investigar mais a fundo a estrutura interna do hddron e “enxergar'mais

particulas.

O DIS pode ter diferentes estados finais. O espalhamento pode ser do tipo inclu-
sivo, pois inclui todos os estados finais possiveis e apenas o elétron é medido no estado
final. Outro estado final possivel sdo os processos difrativos, onde o préton permanece
intacto apds a colisdo. Sao conhecidos por conter uma regiao no espago de fase (conhecido
por gap de energia — intervalo) onde nio é observada a produgdo de nenhuma particula.
Um caso particular de processos difrativos sao os processos exclusivos, nos quais, além
do proton intacto e o elétron no estado final, hd uma tnica particula produzida, podendo

ser um méson vetorial p, ¢, J/¥ ou um féton real .

Uma das caracteristicas da QCD, confirmada por meio do DIS, é o aumento da
densidade dos partons (quarks e glions), principalmente dos glions dentro do préton,
no regime de altas transferéncias de energia, ou quando o x de Bjorken se torna muito
pequeno. Este regime corresponde ao regime de saturagao da QCD, onde o fato do aumento
da densidade dos gltions ser tdo grande, faz com que a teoria da perturbacao! se quebre

por fortes efeitos nao lineares, mesmo que para um valor da constante de acoplamento
pequena [IANCU; LEONIDOV; MCLERRAN, 2001].

1

Também conhecida por QCD perturbativa (pQCD), nesta teoria, a constante de acoplamento ay é
pequena no regime de altas energias. Por outro lado, em regimes com baixas energias, a constante
assume um valor alto, fazendo com que a teoria da perturbagdo ndo possa mais ser usada, entrando
no regine nao perturbativo da QCD.



Capitulo 1. Introdugdo 17

No entanto, as densidades partonicas nao podem crescer infinitamente pelo fato
do préton possuir tamanho finito [MARQUET; SCHOEFFEL, 2006]. Se isso ocorresse,
entao a secao de choque aumentaria inaceitavelmente e eventualmente violaria os limites
de unitariedade [[ANCU; LEONIDOV; MCLERRAN, 2001]. Em vez disso, espera-se que
a se¢ao de choque se aproxime de algum valor assintotico em alta energia, ou seja, sature.
A saturacao dos glions é esperada em uma densidade do espaco de fase da ordem de
1/as. Segundo os autores de [[ANCU; LEONIDOV; MCLERRAN, 2001], os glions satu-
rados formam uma nova forma de matéria, denominado Condensado de Vidro Colorido
(CGC, do inglés Color Glass Condensate). Esse novo estado é caracterizado por ser uma
matéria altamente gluonica associada a fun¢ao de onda do hadron [TANCU; LEONIDOV;
MCLERRAN, 2001; MCLERRAN;, 2009]. E color porque os gliions possuem cor; glass,
pois se comportam como um corpo desordenado. E como se fosse um liquido em esca-
las de tempo longas, mas parece ser solido em escalas de tempo curtas; e condensate,

pois os glions acabam gerando uma densidade muito alta dentro do préton [IANCU;
LEONIDOV; MCLERRAN, 2002].

No regime de altas energias, é conveniente estudar o DIS no referencial de dipolo,
onde o foton virtual emitido pelo elétron tem energia suficiente para se separar em um
par quark-antiquark (também denominado dipolo). O dipolo entao interage com o préton
e por fim, recombina-se produzindo as particulas no estado final. Neste formalismo, os
observaveis fisicos de interesse, como a se¢ao de choque total e diferencial, sdo escritas
em termos da amplitude de espalhamento de dipolo, ou simplesmente amplitude de di-
polo, que depende do tamanho transversal do dipolo, r, do parametro de impacto b e do
x de Bjorken. Esta amplitude descreve a interacdo do dipolo com o préton, e obedece a
equagao de Balitsky-Kovchegov (BK), originalmente obtida no espago de coordenadas. No
caso simplificado, em que a dependéncia em b é desconsiderada, mostrou-se no trabalho
de Munier e Peschanski [MUNIER; PESCHANSKI, 2003] que a equac¢ao BK é equi-
valente a equagao FKPP (Fisher-Kolmogorov-Petrovsky-Piscounov). Essas equagoes sao
conhecidas por admitir solu¢des de ondas progressivas, cujo significado fisico representa o
escalamento geométrico [MUNIER; PESCHANSKI, 2003; STASTO, 2004; MARQUET;
PESCHANSKI; SOYEZ, 2005].

O escalamento geométrico é considerado uma das propriedades mais interessantes
descobertas pelo DIS [MUNIER; PESCHANSKI, 2003] e atesta que a segao de choque
total féton-préton o7*? depende de uma tnica variavel  MARQUET; SCHOEFFEL, 2006;
MUNIER; PESCHANSKI, 2003; STASTO, 2004; SOUZA, 2007}, a varidvel 7 em vez das

varidveis Q? e Q*(Y') separadamente:

onde Q% é uma fungao crescente da rapidez (Y = In(1/r)) denominada de escala de

(f””YQ2 =g (
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saturagao [MUNIER; PESCHANSKI, 2003], que separa os regimes diluido e saturado no

espago de fase.

A equacao BK é a equacgao de evolucao integro-diferencial ndo linear mais sim-
ples da QCD em altas energias. Dependendo do objetivo, a mesma ¢é utilizada tanto
para descrever a evolucao da energia da funcao de onda de féton virtual, quanto para
calcular a funcdo de distribuicdo de glions de um hadron [MANTYSAARI, 2011]. Tal
equagao corresponde a equagao de Balitsky-Fadin-Kuraev-Lipatov (BFKL) [LIPATOV,
1976; KURAEV; LIPATOV; FADIN, 1977; BALITSKY; LIPATOV, 1978], no entanto,

com a adi¢ao de um termo nao linear.

A equacao BK foi originalmente obtida no espaco de coordenadas, onde a ampli-
tude de espalhamento de dipolo N(r,b,Y’), que descreve a interacao do dipolo com o
préoton, depende do tamanho transversal do dipolo, r, do parametro de impacto b e do z
de Bjorken. No caso simplificado, em que (i) a dependéncia em b é desconsiderada e (ii)
trabalha-se no espaco de momentum, mostrou-se que a equacao BK admite solugoes de
ondas progressivas, que se traduz no escalamento geométrico [MUNIER; PESCHANSKI,
2003].

Teoricamente, foi mostrado que as solu¢oes de ondas progressivas também sao ob-
tidas em casos mais gerais: no espaco de momentum completo, obtidas por Marquet e
Soyez [MARQUET; SOYEZ, 2005], e no espa¢o de momentum misto, obtidas por Mar-
quet, Peschanski e Soyez [MARQUET; PESCHANSKI; SOYEZ, 2005]. No espago misto
a amplitude, além do tamanho do dipolo, também depende do momentum transferido na
colisao, q. Esse resultado inspirou Marquet, Peschanski e Soyez a desenvolverem o mo-
delo fenomenolégico MPS [MARQUET; PESCHANSKI; SOYEZ, 2007], o qual se tornou
bastante adequado para o estudo da produgao exclusiva de mésons vetoriais (processo
v'p — Vponde V = v,p,¢,J/¥), sendo esse, um dos possiveis estados finais do DIS,
onde o préton sai intacto da colisao juntamente com a producao de apenas um méson
vetorial. Originalmente este modelo foi utilizado para a descricio de dados de HERA

para a producao exclusiva de mésons vetoriais em colisdes ep, com uma boa qualidade da

descrigao dos dados experimentais [MARQUET; PESCHANSKI; SOYEZ, 2007].

O modelo MPS também se aplica a outros tipos de processos, como ¢é o caso do
efeito compton profundamente virtual (DVCS, do inglés Deeply Virtual Compton Scatte-
ring). Outro exemplo é a producao de néutrons dominantes, conforme trabalho de [BEC-
KER, 2017; PIRES, 2019].

Muito recentemente, mais precisamente no inicio do ano de 2022, Ya-Ping Xie e
Victor P. Gongalves [XIE; GONCALVES, 2022| realizaram a atualizacdo deste modelo
para dados mais recentes da produgao exclusiva dos mésons p e J/¥, e encontraram bons
resultados. A andlise dos autores se restringiu ao modelo de funcao de onda Light Cone

Gauss (LCG), dado que foi o melhor resultado obtido para x?2,. Visto isso, o objetivo
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deste trabalho é investigar como o modelo MPS com os pardmetros atualizados por [XIE;
GONCALVES, 2022] se comporta em rela¢ao aos dados experimentais mais recentes en-
contrados na literatura para os mésons p e J/¥, utilizando o modelo de func¢ao de onda
Boosted Gaussian (BG). Ainda, com esta abordagem, estendemos a andlise para o méson

¢, visto que no trabalho mais recente, tal analise nao é realizada.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: o Capitulo II descreve o DIS
elétron-proton, onde a interagdo é mediada pela troca de um féton virtual. No regime de
altas energias, esse processo ¢ estudado em um referencial bastante particular, chamado
referencial de dipolo, onde o féton virtual possui energia suficiente para flutuar em um
par quark-antiquark, que entao interage com o préoton. O Capitulo III se concentra na
descricao da equacao BK e duas de suas soluc¢oes analiticas, que sao obtidas em detalhes.
As expressoes resultantes fazem parte da construcao do modelo MPS para a amplitude de
dipolo. No Capitulo IV esta a apresentacao do modelo estudado, os parametros obtidos
nos ajustes realizados até o presente momento, onde comparamos as secoes de choque
obtidas usando o modelo com os dados experimentais mais recentes. Por fim, o Capitulo

V apresenta as conclusoes e perspectivas.
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2 DIS em pequeno x - referencial de dipolo

O espalhamento profundamente inelastico é um dos assuntos fundamentais para
a construcao deste trabalho, pois mesmo sendo considerado um dos experimentos mais
simples, foi o primeiro que confirmou algumas das propriedades mais importantes previstas
pela QCD. Como por exemplo, confirmou que o préton é um sistema dindmico formado por
varias particulas (quarks, pares de quarks-antiquarks e glions), onde ocorrem interagoes
mediadas pela troca de glions, como também, a confirmacao do aumento da densidade dos
partons dentro dos hadrons a medida que a energia em uma colisao aumenta. Desta forma,
neste capitulo trataremos primeiramente do DIS inclusivo, com o objetivo de introduzir
o assunto, detalhando sua cinematica. Em seguida, estudaremos o mesmo processo, no
entanto, em um referencial bastante especifico, conhecido como referencial de dipolo, onde
o féton virtual carrega toda a energia da interagdo [MUELLER, 1994]. Neste referencial, a
secao de choque total é expressa em termos da amplitude de espalhamento dipolo-préton,
sendo uma das quantidades de grande interesse, afinal, é ela que carrega, no caso do DIS,

a informacao sobre a dindmica da QCD.

2.1 Espalhamento profundamente inelastico

O espalhamento profundamente ineldstico (DIS) é caracterizado pela interagao de
um lépton ¢ carregado com um nticleon N (podendo ser préton ou néutron). As interagoes
acontecem por meio da troca de um béson de calibre como um féton virtual v* ou Z° para
o caso de correntes neutras e W¥ para correntes carregadas. O estado final do processo é
constituido por um lépton mais um estado hadronico, aqui denotado por X. Em especial,
estudaremos o DIS elétron-proton, o qual estd representado na Figura 1. Neste caso,
na Equagao (1), o 1épton é um elétron e o nicleon é um préton, remetendo ao caso de

espalhamento inclusivo. A reacao é expressa como:
e(l) +p(P) — €' ({') + X(Px) (2.1)

onde /£ e ¢’ sdo os momentum do elétron no estado inicial e final, respectivamente e P é o
momentum do proton. Nesse processo, o nucleo se quebra e o estado final denotado por X
com momentum Py é formado pela criacao de novas particulas. Basicamente, esse é um
processo no qual o féton virtual, ou bésons Z°, W=, sao utilizados como uma sonda para,
resolver pequenas distancias dentro do préton e estudar seus constituintes partonicos, os
quarks e glions que estao sob o regime da QCD perturbativa [MARQUET; SCHOEFFEL,
2006].
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Px

Figura 1 — Diagrama de Feynman que descreve o espalhamento profundamente ineldstico ep.
A linha ondulada representa o propagador do fé6ton como o mediador da interacéo,
enquanto as linhas sélidas representam as particulas interagentes [BARONE; PRE-

DAZZI, 2002].

Trabalhando no referencial de repouso do préton, definimos os quadri-momenta
das particulas que participam do processo utilizando a referéncia [ KOVCHEGOV; LEVIN,
2012]. Neste referencial o quadri-momentum do préton é dado por P* = (im, 6), onde m
¢ a massa do préton. O quadri-momentum do elétron incidente é ¢# = (E, Z) e do elétron
no estado final, ¢'* = (E’,Z’)7 onde F e E’ sdo as energias do elétron no estado inicial e

final, respectivamente.

O DIS inclusivo depende basicamente de trés variaveis cinematicas. A primeira é
a energia F do lépton incidente, ou alternativamente [BARONE; PREDAZZI, 2002], o
quadrado da energia do centro de massa da interacio elétron-préton, W = (¢ + P)? —

que é uma quantidade fixada pelas condigdes experimentais. Ja as outras duas variaveis,
sao escolhidas entre as quantidades invariantes abaixo [BARONE; PREDAZZI, 2002;
THOMSON, 2013]:

e O quadrado do quadri-momentum do féton.
¢ =-Q*= () (2.2)
onde @Q? é conhecida como virtualidade do féton.
e O quadrado da energia do centro de massa do sistema féton-proéton:
s° = (P +q)? (2.3)

o Transferéncia de energia do elétron para o proton, definida pela variavel v:

:P.q:sz+Q2—m§

v (2.4)
my, 2m,,
onde m, é a massa do préton.
« Inelasticidade: ) ) )
_P.g s + Q7 —m;, (25)
TP T T W ome '
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Essa variavel é identificada como a fragao de energia perdida pelo elétron durante a
colisdao, tendo o préton inicialmente em repouso. Ainda neste referencial, a energia

do sistema hadronico criado é sempre maior que a energia do proton no estado final,
desta forma, 0 <y <1 [THOMSON, 2013].

o x de Bjorken:
Q’ Q°
T 2P.q Q? + 5% — m?

x (2.6)

onde 0 < x < 1 para s> > m?2. No limite de altas energias, no qual estamos
interessados, s2 > %, o que faz que na expressao acima, z — 0. Essa condicdo no

regime de altas energias corresponda a um regime de pequeno = de Bjorken,

2

s—>oo,x%§—>0 (2.7)
A principal quantidade a ser determinada a partir deste experimento é a segao
de choque total (o), a qual é obtida ao integral a segao de choque diferencial sob todos
os angulos soélidos (). Esta quantidade é importante pois determina a probabilidade de

ocorrer uma colisdo entre dois feixes de particulas.
A segdo de choque diferencial é dada pela expressao [THOMSON, 2013]:

do  n? de particulas espalhadas em df2 por un. de tempo

aa fluxo incidente

No entanto, deve-se deixar claro que as se¢oes de choque diferenciais nao se res-
tringem apenas a distribui¢coes angulares. Em algumas situacoes, pode apenas depender
da energia da particula espalhada ou, como é o caso do espalhamento profundamente ine-
lastico, depender da distribuigdo angular e da energia da particula espalhada [BARONE;

PREDAZZI, 2002]:
do do do

Q" dE T dEdS
A equagao da secao de choque diferencial para o DIS no referencial de repouso

do préton é [BARONE; PREDAZZI, 2002; THOMSON, 2013; DEVENISH; COOPER-

SARKAR, 2004]:
do o E I
dE'dQ  2MQ* E M

onde a = e%/4rw é a constante de acoplamento, © é o angulo sélido que caracteriza a

i (2.8)

direcao do elétron no estado final, £ e E’ sdo as energias do elétron no estado inicial e
final, respectivamente, M é a massa do préton e Q? a virtualidade. As componentes L,
e WH sao os tensores leptonico e hadronico, respectivamente. Por meio de manipulacoes
matemaéticas (Apéndice A), é possivel obter a expressdo final da secdo de choque em

termos do x de Bjorken e da inelasticidade y :
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do 2ra’?

dxdy B E M x?y?

B @t + B @) (1-0-52)] 9

Na expressao (2.9), Fi(z,Q?%) e Fy(x,Q?) sdo fungoes adimensionais conhecidas
como fungoes de estrutura. Fisicamente, I} fornece o niimero de quarks dentro dos hé-
drons com fragdo r de momentum e F5 fornece a distribuicao da fracdo de momentum
longitudinal média [THOMSON, 2013]. Elas descrevem a estrutura do préton medida no
DIS inclusivo [SOUZA, 2007], e estao relacionadas com a se¢ao de choque total longitu-
dinal e transversal [BARONE; PREDAZZI, 2002] conforme as expressoes abaixo:

. A2 0,
ol = =g (P, @) — 20Fi(2, Q"))

VP 472 ey, 9 (2.10)
or = 02 201 (z, Q%)

A partir das fungoes de estutura Fy(x, Q%) e Fy(x,Q?), é possivel obter a fungio

de estrutura longitudinal F7,
FL = FQ(IaQQ) - 2$F1($7 Q2)
e a funcao de estrutura transversal, Fr:

FT = 2[L‘F1(ZL‘, QQ)

A expressao final para as se¢oes de choque total longitudinal e transversal podem

ser reescritas como:

x A% v
olp = Fro (@) (2.11)
Das relacgoes acima, temos que Fy, = Fy, + Fr, fazendo com que a se¢ao de choque
total de seja proporcional a F,, conforme expressao abaixo:

2
47 Xy,

QQ

* * *
va:(a%p+gzp):

P (2,Q%). (2.12)

2.2 Modelo de partons e as funcoes de estrutura

Antes de os quarks e glions serem aceitos como constituintes dos hadrons, Feyn-
man propds que o proton era composto apenas de constituintes pontuais (quarks), os
quais denominou de partons [THOMSON, 2013]. Seu modelo ficou conhecido como mo-
delo de pértons (ou modelo quark-parton), onde no espalhamento o féton virtual interage
com um tunico quark essencialmente livre (quark de valéncia), conforme a Figura 2. Este
modelo foi formulado em um referencial onde o préton tem energia muito alta, conhecido

como referencial de momentum infinito, podendo a massa do proton ser despreza.
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Figura 2 — Esquerda: representacao do modelo de partons. Direita: variaveis do quadri-
momentum do préton e do quark [THOMSON, 2013].

O quadri-momentum do quark entdao pode ser escrito como:

Pq = €p2 = (€E27 07 07€E2)

onde ¢ ¢é a fragao de momentum do préton carregado pelo quark, conforme mostra a

< : (Ez. P2) h

(SEs, &p2)

Figura 3.

Figura 3 — Quadri-momentum do quark no modelo de partons [THOMSON, 2013].

O quark depois da interacdo com o féton carrega um quadri-momentum:

Py = (&p" +q")

2

contundo, se o quark estiver na camada de massa, pg = my, assim,
(p+q)* =mg
Ep°+2p-q+q¢* =m (2.13)
dado que £2p? é o momentum do quark inicial,
£2p? = mg
assim, a Equacao (2.13) sera:
m§+2§p-q+q2 = mg
¢ = —2%p-q
-Q* = —2p-q
o que implica que £ sera igual ao x de Bjorken:
2 2
- 0 _ @ (2.14)
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Assim, o x de Bjorken é identificado como a fracdo de momentum do préton
carregado pelo quark. Portanto, as medidas da dependéncia em x das fungoes de estru-

tura podem ser relacionadas a distribuicao de momentum dos quarks dentro do préoton
[THOMSON, 2013].

Dentro do modelo de partons foram relevadas duas propriedades sobre as funcoes
de estrutura F} e Fy: a primeira ficou conhecida como escala de Bjorken, a qual demonstrou
que Fi(z,Q?) e Fy(x,Q?) sdo praticamente independentes de Q* [THOMSON, 2013]:

Fi(z,Q%) — Fi(z) e Fy(z,Q%) — Fy(z) (2.15)

A segunda propriedade é que as fungoes de estrutura estao relacionadas pela ex-

pressao:
Fy(z) =2zF(z) =) egqu(x) (2.16)

conhecida como relacao de Callan-Gross, onde a soma ¢é realizada sobre todos os sabores
dos quarks e f,(z) sao as fungoes de distribuicao dos quarks [THOMSON, 2013].

Segundo Devenish e Cooper Sarkar [DEVENISH; COOPER-SARKAR, 2004], o
modelo de partons surgiu da tentativa de Feynman fornecer uma imagem fisica da proprie-
dade de escala que havia sido prevista por Bjorken e observada nos primeiros experimentos
do DIS no SLAC Stanford Linear Accelerator Center na Califérnia, onde F; foi observada
como independente de Q2. Os primeiros resultados sobre as funcoes de estruturas F; e Fy
foram obtidas por meio do DIS elétron-proton, com elétrons sendo emitidos em uma faixa

de energia entre 5 GeV e 20 GeV, onde foram disparados contra um alvo de hidrogénio

liquido [THOMSON, 2013].

2.3 Funcdo de estrutura na QCD.

As fungoes de estrutura F; (z,Q?) (com i = 1,2) introduzidas anteriormente, sao
interpretadas como a probabilidade de encontrar partons (quarks, antiquarks ou glions)
com fragdo de momento z, utilizando um féton como instrumento de sondagem, cuja
virtualidade ¢ Q* [THOMSON, 2013]. Segundo [MANTYSAARI, 2011], ao considerar o
DIS no referencial de momentum infinito (referencial no qual o préton possui momentum
muito grande), a virtualidade do f6ton define a escala r dos objetos que o f6ton pode ver,
r ~ 1/Q. Isto é, o tamanho aparente dos partons vistos pelo féton ¢ 1/Q?. Se Q? for grande
o suficiente, o que corresponde a um comprimento de onda mais curto do féton virtual,
é possivel “enxergar” mais internamente o interior dos hadrons. Consequentemente, mais

partons serao “vistos”.

O diagrama apresentado na Figura 2 ¢ uma aproximacao de mais baixa ordem, pois

os constituintes dos hddrons sao considerados como objetos livres [AMARAL, 2008]. Pelo
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modelo de partons, o préton é constituido apenas de particulas pontuais livres (quarks).
Contudo, ao se trabalhar com ordens mais altas, vé-se que o préton é um sistema di-
namico, formado por quarks e glions, onde as interacoes sao explicadas pela teoria da

Cromodinadmica Quéntica (QCD, do inglés Quantum Chromodynamics).

A QCD é uma teoria quantica de campos destinada ao estudo das interacoes fortes,
ou seja, descreve a interagao entre quarks (férmions de spin 1/2) e glions (bdson de spin
1). Os glions sao as particulas mediadoras da forga forte que interagem entre si e mantém
os quarks unidos. Uma das caracteristicas mais importantes da QCD ¢é que a constante
de acoplamento da interagao nuclear forte, o, é pequena (s < 1) no limite de curtas
distancias, ou equivalentemente a altas energias/grande transferéncia de momento. Esta
propriedade é denominada liberdade assintélica, e permite que neste regime, utilize-se da
QCD perturbativa (pQCD). No regime oposto, ou seja, maiores distancias ou pequeno
momento transferido, a constante de acoplamento se torna grande (a, ~ 1) e portanto, a
teoria de perturbacao deixa de ser valida [TAELS, 2017]. Neste caso, ocorre um aumento
da intensidade de interagao entre os quarks e glions no interior dos hadrons, propriedade
conhecida como confinamento, a qual exclui a possibilidade de observar tais particulas

isoladas na natureza.

De acordo com a QCD, as interagdes entre os quarks e os glions podem gerar
novos subprocessos que contribuem na secao de choque total. Por exemplo, o quark de
valéncia pode emitir um glion antes ou depois de interagir com o féton [AMARAL, 2008],
como representado na Figura 4.

, s
P’E Z?
= Y
- A
p

TEo0 ¢ /

Figura 4 — Possiveis novos subprocessos em interacoes entre quarks e gliions em processo

ep — eX [AMARAL, 2008].

1

.

Também pode ocorrer de um glion que foi emitido pelo quark de valéncia flutuar

em um par quark-antiquark (quarks de mar), e um deles interagir com o f6ton virtual
[AMARAL, 2008], como mostra a Figura 5.

Como mencionado anteriormente, o féton virtual é considerado como uma sonda,
que contabiliza os quarks e antiquarks no interior dos hadrons com uma fragao x de mo-

mentum, os quais ocupam uma 4rea na ordem de 1/Q?. Neste cendrio, podemos escrever
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L'} L'}

Figura 5 — Possiveis novos subprocessos em interacoes entre quarks e gliions em processo

ep — eX [AMARAL, 2008]

'
Low x
&
C’_ Medium x
x
In Q2

Figura 6 — Dependéncia da funcao de estrutura F, em alto e baixo = de Bjorken [THOM-
SON, 2013].

a funcao de estrutura F, [AMARAL, 2008] como:
F, (x, Qz) = Zeix [fq (x, Qz) + /5 (x, Qz)} (2.17)
f

onde f,(z) e fz(z) sao as fungoes de distribuigoes dos quarks e antiquarks respectivamente.
Contudo, nesta expressiao, o que notamos ¢ uma dependéncia em z e Q? das funcoes de

estrutura, resultando na violagao da escala de Bjorken.

O experimento que identificou essa violagdo mostrou diferengas em valores muito
baixos e muito altos de z, conforme mostra a Figura 6. Para um valor intermediario
de z, a funcdo F, ndo varia com o aumento de Q?. No entanto, em alto z a funcio de
estrutura diminui com o aumento de Q?, sendo o contrario também valido, isto é, em
baixo z a funcao de estrutura aumenta com o aumento de %. Isso implica que as funcoes
variam com (? e x, violando até entdo a teoria postulada pelo modelo de partons. Este
comportamento ficou conhecido como violagao de escala de Bjorken, resultando que em
alto (Q? o préton é observado como sendo constituido por uma fracao maior de quarks

com pequeno .

A Figura 7 apresenta os resultados obtidos para F, em funcao de Q? do experi-
mento ZEUS e H1 do colisor HERA. Os dados revelam que no regime entre 0,01 < x < 0,5

a escala de Bjorken é consistente com a previsao tedrica, conhecida como limite de Bjor-
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ken, onde F} e F; apresentam dependéncia apenas em x. No entanto, fora deste regime

sao visualizados desvios, o que sugere que a escala de Bjorken é violada [THOMSON,

2013].
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Figura 7 — Resultados experimentais para F, com dados obtidos em HERA. Esta figura
mostra o momento em que a escala de Bjorken é violada [THOMSON, 2013].

2.4 DIS no referencial de dipolo

Anteriormente, estudou-se o DIS onde o féton virtual, mediador da interagdo ep

interagia com o proton, sendo este um sistema de quarks e glions. A evolucao desse

sistema, ocorre no interior do proton e as distribuigdes partonicas, as quais descrevem a

probabilidade do parton atingido carregar uma fracao  do momentum do préton, evoluem

em funcao da virtualidade Q? e do 2 de Bjorken.

Por outro lado, o DIS pode ser analisado em um referencial muito particular, co-

nhecido como referencial de dipolo (Figura 8). Neste tipo de espalhamento, o f6ton virtual

(v*) com virtualidade Q? emitido pelo elétron incidente possui energia suficiente para se

separar em um par quark-antiquark, também denominado dipolo, onde z e 1—z correspon-

dem a fracdo de momentum do féton carregada pelo quark e antiquark, respectivamente.

O dipolo com tamanho r entao interage com o préton e por fim, recombina-se ocorrendo
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a producao das particulas do estado final. No diagrama, o estado final onde as particulas

sao produzidas ¢é representado pela elipse.

Devemos aqui salientar que estamos trabalhando com um espalhamento ineléstico,
no entanto, a figura mostra um processo elastico. Isso pelo fato que por meio desta figura,
conseguimos calcular a secao de choque total do espalhamento, que pelo teorema 6ptico,
se conecta a parte imaginaria da amplitude de espalhamento elastica, a qual é a princi-
pal quantidade a ser determinada neste referencial [ BARONE; PREDAZZI, 2002]. Esta
amplitude descreve a interacao do dipolo com o préton, obedecendo a equacao de Balitsky-
Kovchegov (BK). Para determinar essa quantidade, utilizamos a referéncia [KOWALSKI;
MOTYKA; WATT, 2006].

\‘{I\
L

F's

Figura 8 — Representagdo do DIS no referencial de dipolo, onde o féton se separa em um
par quark-antiquark [AMARAL, 2008].

A amplitude para o processo elastico v*p — ~*p é escrita em funcao da fatorizacao
do espalhamento em trés subprocessos, sob as varidveis de dipolo r e z: (i) flutuagao
do féton emitido pelo elétron no par ¢q, (ii) interacdo do dipolo com o préton, (iii)

recombinacao do dipolo e producao do estado final. A expressao é dada por:

P@,Q.0) =YY / &2y / CEgr (2, Q) Ay (2,1, AT (x, 2, Q) (2.18)

f hh

As somatérias sao referentes aos sabores dos quarks (f) e das helicidades (hh). No
entanto, as helicidades sao suprimidas neste calculo para fins de simplificagao [KOWALSKI;
MOTYKA; WATT, 2006]. A variavel ¥(r, z,Q) é a fungdo de onda do féton virtual e
fornece a amplitude de probabilidade do féton virtual (v*) flutuar no par gq (célculos
detalhados estdao no Apéndice B). J& seu conjugado, W*(r, z,Q), é a amplitude de pro-
babilidade do par g recombinar-se e formar outras particulas no estado final como o
féton ou mésons vetoriais e Ay z(x,r, A) denota a amplitude de espalhamento do dipolo.
A variavel A é definida como o momentum transversal perdido pelo préton no final da
interacao, r é o tamanho do dipolo e o = é a variavel de Bjorken. O fator 1 /47 é adicionado

como uma convengao, sendo refletida na normalizacao das fungoes de onda [KOWALSKI;
MOTYKA; WATT, 2006].
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O termo Ay(r, A,Y) é definido apds realizar uma transformada de Fourier e

relacionar com o elemento de matriz S, S(r,b,Y’), onde b é o pardmetro de impacto:

Ap(r,A,Y) = / Pbe PAA (r,b,Y) =i / Pbe A1 — S(r,b,Y)]  (2.19)

O teorema 6ptico [BARONE; PREDAZZI, 2002; KOWALSKI; MOTYKA; WATT,
2006] conecta a sec¢ao de choque total para o espalhamento do par ¢ com o préton a parte
imaginaria da amplitude de espalhamento por meio da expressao:

2
Otot — 6 Im Ael(s,t = 0)

: (2.20)
~ —Im Agq(s,t = 0)

S

Considerando que A = 0, o que remete ao caso da amplitude de espalhamento

elastico forward, tem-se que a se¢do de choque dipolo préton o4(z,r) é:

0ga(r,Y) = Im Ayy(r, A = 0,Y) = /de 91 — Re S(r, b, Y)] (2.21)

Segundo os autores de [KOWALSKI; MOTYKA; WATT, 2006], a integracao em
b do elemento de matriz S na expressao acima, gera a definicao da se¢do de choque

diferencial como:
dO'qq

d’b
onde N(r, b, Y) é a amplitude de espalhamento eldstica dipolo-préton, a qual determina

=921 —ReS(r,b,Y)] = 2N(r,b,Y) (2.22)

a probabilidade de o dipolo interagir com o préton, sendo uma quantidade que evolui com

a equacao BK.
E possivel entdo determinar a secio de choque total para o espalhamento +*p:

UTL(Y Q) = }Tf(Y,r, A=0)
1 _
_ Z/d%/ dz (U W), 0¥ (Y,T) (2.23)

_Z/dQ/dz\Il\IfTL/deNrbY)

onde T e L referem-se aos estados de polarizagao transversal e longitudinal do foton
virtual e as fungoes de onda do féton sdo dadas pelas expressoes abaixo. Os célculos em

detalhes para obter tais expressoes estao no Apéndice B e as expessoes finais sao

‘\DV —>qq .,z ’ =2N. Z Oéeme (1 _ Z)
(2.24)
X {af (K (xLaf)]Q {22 +(1— 2)2} +mj [Ko (:Maf)]2} )
¥ @) 2N 3= el - P Ko leia)f (229

onde a somatoria ¢ dada em termos do sabor dos quarks f, Ky sao as fungoes de Bessel
eaj =2z(1—2)Q*+mj.
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3 Equacao BK e o escalamento geométrico

Segundo Soyez [SOYEZ, 2007], a busca pelo entendimento da QCD perturbativa
em altas energias comecou depois que a QCD foi proposta como a teoria fundamental das
interacoes fortes. Para entender este regime, foi necessario levar em conta os efeitos de
saturagao, a fim de satisfazer as restrigoes de unitariedade [SOYEZ, 2006], sendo entéo,
crucial encontrar equacoes que descrevessem a evolucao das amplitudes em direcao a
altas energias, além de encontrar as propriedades de suas solugoes. Esta secio ¢ destinada
especialmente ao estudo da equacao de evolugao nao linear mais simples que descreve as
propriedades da QCD, a equacao de Balitsky-Kovchegov. A equacao serda apresentada,
assim como sua interpretacao fisica e duas solu¢oes analiticas assintoticas serdo obtidas

em detalhes.

3.1 Saturacao

O regime de altas energias vem sendo profundamente investigado por meio de coli-
soes hadronicas. Neste regime, torna-se necessario levar em conta efeitos nao lineares que
determinam o comportamento dos quarks e glions dentro dos hadrons. A consequéncia
ocasionada pelo aumento da energia ¢ o crescimento da distribuicao dos partons, princi-
palmente dos glions e a saturagao. A descri¢ao deste sistema é dada pelo Condensado de
Vidro Colorido (CGC) que descreve a QCD em altas energias. Por exemplo, nos processos
exclusivos, que serao estudados mais adiante, ocorre uma forte dependéncia na distribui-
¢ao de glions, com isso, a saturacdo desempenha um papel importante nesses processos,

como a producdo de mésons vetoriais [PIRES, 2019].

A Figura 9 apresenta a configuracao do préton em diferentes regides do espaco
de fase. Inicialmente, com a virtualidade (Q?) e rapidez (Y) pequena, temos o préton
formado por trés quarks de valéncia. Quando a virtualidade aumenta em uma energia
(rapidez) fixa, aumenta-se a resolugdo com que o féton investiga o interior do préton,
e consequentemente o nimero visualizado de partons. Nesta configuracao, o nimero de
partons dentro do préton cresce logaritmicamente, enquanto a area ocupada pelos mes-
mos diminui com o fator 1/Q? (tamanho aparente dos partons visto pelo féton), onde o
préton evolui para um estado diluido. Essa evolucao ¢é descrita pela equagao de Dokshitzer-
Gribov-Lipatov-Altarelli-Parisi (DGLAP) [BORAH; CHOUDHURY; SAHARIAH, 2012;
GRIBOV; LIPATOV, 1972; DOKSHITZER, 1977]. Ao considerar )? fixo e variar a ener-
gia e consequentemente Y, teremos outra configuracdo. Neste caso, conforme mostra a
Figura 9, ha um aumento do nimero de partons com predominancia dos glions, porém,

ocupando aproximadamente a mesma area que na configuracao anterior. Esta evolucao é
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Figura 9 — Representagao do préton em diferentes regides do espago de fase, com as res-
pectivas equagdes de evolugao que descrevem cada fase [PIRES, 2019]

descrita pela equacao linear de Balitsky-Kuraev-Fadin-Lipatov (BFKL) [LIPATOV, 1976;
KURAEV; LIPATOV; FADIN, 1977; BALITSKY; LIPATOV, 1978).

O aumento do numero de partons, especialmente dos glions é consequéncia da
propria divisao dos glions em altas energias, além de serem emitidos pelos quarks. Esse
crescimento faz com que o proton em algum momento, em altas energias, seja visto como
um sistema denso. Devido ao tamanho finito do préoton, espera-se entdo que os partons
comecem a se sobrepor dentro do proéton, e efeitos de recombinacdo e espalhamentos
multiplos se tornam importantes e necessarios. Os processos de recombinagcoes gludnicas
g+g — g, sdo responsaveis por reduzir o crescimento da densidade dos glions, produzindo

o efeito de saturacao.

Neste regime, a fisica que descreve esses fendémenos é conhecida como fisica de sa-
tura¢do partdonica, introduzida por Gribov, Levin e Ryskin [GRIBOV; LEVIN; RYSKIN,
1983], os quais foram os primeiros a propor uma solugao para os problemas encontra-
dos. Ainda, uma escala de saturagio Qs(x) é atribuida para separar os regimes diluido e

saturado.

No limite de pequeno z, efeitos de saturacao passam a ser de interesse, pois levam
a equacoes de evolugoes nao-lineares como “reguladoras” da evolugao do préton, como o
caso da equagao de Balitsky-Kovchegov (BK) [XIANG et al., 2019; XIANG, 2009; IANCU;
ITAKURA; MCLERRAN, 2002].
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3.2 Equacdo de Balitsky-Kovchegov (BK)

Um dos problemas mais desafiadores ja encontrados no regime de altas energias
da QCD ¢ o entendimento de como ocorre a saturagao dos partons, assunto esse que foi
introduzido pela primeira vez por Gribov, Levin e Ryskin [GRIBOV; LEVIN; RYSKIN,
1983] em 1983. Desde entao, muitos pesquisadores da area se destinaram a pesquisar
equagoes de evolucao na tentativa de descrever a evolugao dos sistemas de quarks e glions

em altas densidades e energias.

Dentre as equagoes, a mais simples é a equacao de Balitsky-Kovchegov (BK), a qual
inclui efeitos ndo lineares que satisfaz plenamente as restrigdes de unitariedade [XIANG
et al., 2019]. Esta equagao descreve a dindmica da QCD em altas energias [CAZAROTO,
2009] e corresponde a equagao linear BFKL, no entanto, com um termo adicional nao
linear, o qual é responsavel justamente pela diminui¢do da densidade dos glions dentro
dos hadrons [AMARAL, 2008], j& que essa densidade ndo pode crescer infinitamente.
Apesar de ser considerada uma das equacoes mais simples da QCD, a equacdo BK néao
possui solucao analitica exata. Deste modo, ha apenas duas maneiras de se utilizar da
mesma: por meio de (i) solugdes numéricas e por (ii) modelos fenomenoldgicos, sendo mais

comum se trabalhar com solugoes analiticas assintoticas.

A equacao BK descreve a evolugao em rapidez Y = In(1/x) da amplitude de es-
palhamento N (x,vy,Y) de um dipolo com um alvo hadrénico [XIANG, 2009}, onde x e
y correspondem as coordenadas transversais do quark e do antiquark, respectivamente.
Usualmente, em espalhamentos envolvendo altas energias, ¢ conveniente visualizar o pro-
cesso em um referencial onde o dipolo estd se movendo ao longo do eixo z negativo e o

alvo esta se movendo ao longo do eixo z positivo [XIANG, 2009].

Considerando inicialmente um dipolo com coordenadas @ e y, Figura 10, se houver
um aumento da rapidez Y, entao ha uma probabilidade de o dipolo emitir um glion, que
no limite de grande ntimero de cores, N,, corresponde a formagao de dois dipolos finais,
(x,z) e (z,y), conforme mostra o segundo e o terceiro diagrama da Figura 10. O dltimo
diagrama significa que o glion no momento da interacdo com o alvo nao se encontra na
fungéo de onda do dipolo, ele é emitido/reabsorvido antes/depois da interacao com o alvo

[SOYEZ, 2006).

O diagrama abaixo (Figura 11) representa o termo quadrético da equagdo BK, o

qual significa que os dipolos interagem simultaneamente.

Matematicamente, a equagao BK ¢ escrita como:

O Ny(@y) = 5= [ #2May [N(@,2) + N(z,y) = N(@.y) = N(@, 2)N(=z,y)]  (31)

a qual é formada pelos trés termos lineares, que correspondem a equacao BFKL e pelo
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N

oY

Figura 10 — Representacao diagramatica dos termos da equacao BFKL. O primeiro es-
quema ¢ o dipolo original, que apds sofrer um aumento da rapidez, se divide

em dois dipolos “filhos” [SOYEZ, 2006].

Figura 11 — Espalhamento multiplo entre um alvo e um projétil feito de dois dipolos.
Nesta representacao os dipolos interagem simultaneamente [SOYEZ, 2006].

termo quadratico Ny (x,z)Ny(z,y). A variavel Mg, é dada pela relacao:

(x —y)°
(x — 2)*(y — z)?

My, =

(3.2)

Utilizando as relagoes r =& — y,r = — z e ry = z — y, onde r é o mdédulo do

vetor r (r = |r|), a equacao pode ser escrita em uma forma simplificada, de modo que:

2
ONWY) (42 ) IV (1, Y) + N (1, V)
oY 2

—N(r,Y)=N(r,Y)N (r,Y)]

onde o kernel K de evolugao é dado por:

T2

K (Tv T17T2) = ds@

’

e a constante o, é:

(3.3)

(3.4)

(3.5)

O termo nao linear da equagao (3.1) evita que a amplitude cresga indefinidamente

a0 passo que a rapidez aumenta, garantindo sua unitariedade. No entanto, tem-se outra

versao muito utilizada da equagao BK em termos de S, onde S é o elemento da matriz

do espalhamento dipolo-hadron. Utilizando a relacao abaixo:

Nx—y,Y)=1-S(x—vy,Y) ou N(nY)=1-5(Y)
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em que r = |x — y|, conseguimos transformar a equagao (3.1) em

£/S($— y,Y) = /d2 x_mz_yz)_y)Q[S(w—z,Y)S(z—y,Y) 56
—S(z —y,Y)]
ou de forma simplificada:
9 50, v) / dz—[S(r, Y)S(rs,Y) — S(r,Y)] (3.7)
oY 27r2 T17”2

Como (3.6) e (3.7) sao as mesmas equagoes, no entanto, escritas de modo diferente,
ambas podem ser resolvidas analiticamente em duas regides distintas: préximo a regiao

de saturacao e no regime de saturagao [XIANG et al., 2019], conforme se¢des abaixo.

3.2.1 Solucdo 1 - Equacdo BFKL préximo ao regime de saturacao

A primeira solucao analitica da equacao BK a ser estudada é solucao da equacgao
BFKL préxima ao regime de saturagao, no limite em que r > 1/Qs. O estudo foi baseado
nas referéncias [IANCU; ITAKURA; MCLERRAN, 2002] e [SOUZA, 2007], além das

referéncias contidas nos trabalhos em questao.

Como visto anteriormente, a equagdo BK é dada pela expressao (3.3):

aN Y .
(r,Y) _a.NN /d2 N, Y) + N (r5,Y)
7”1

272

—N(r,Y) =N (r,Y)N (ry,Y)]

(3.8)

Na expressao acima, o termo quadratico pode ser desprezado, pois no regime de
saturacao r > 1/Q, e S(r) < 1. Essas consideragoes sao validas pois a contribui¢do vem

da coordenada z; [SOUZA, 2007]. Realizando algumas manipulagées do tipo que:

N(r,Y)+ N(rs,Y) =2N(z1) e a,= i@” (3.9)
a equagao (3.8) pode ser escrita como:

ON(r,Y) _ [d?z r?

— =, 2N — N(r,Y 3.10
o =0 | Gy NG — N )] (3.10)

Isolando o fator 2 na expressao acima, chegamos na expressao:

IN(rY) s [ , r? 1

——=—[dz,—— [N —=N(r,Y 3.11
o =5 e NG~ N Y] (3.11)

a qual é a equacao BFKL no espaco de coordenadas. Para obter a solugao da expressao

acima, utiliza-se da transformada de Mellin com respeito a coordenada transversal:

Ney) = [ 2 <TL>7N(%Y) (3.12)

21 \ 12
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onde I =1/Agep, 12 < 1% e

N(7,Y) = e“XY Ny (v, V) (3.13)
a qual é solucdo da equacao!

ON(v,Y _

DY) exN Gy (3.14)

onde x(7) corresponde aos auto-valores do nicleo da equagao BFKL no espago de Mellin
[IANCU; ITAKURA; MCLERRAN, 2002], dado por:

xX(7) =2¥(1) = ¥(y) - V(1 —~) (3.15)

Substituindo (3.13) em (3.12):

Ve = [0 () e N, o) (3.16)

Como forma de simplificacao, realizamos a seguinte operacao:

2\ 7 o2 2
(;) = evlﬂ(lfz) onde p=1In % (3.17)

devidas propriedades abaixo:

=z e In(A%)=BlnA (3.18)

A expressao (3.16) se torna:

d i}
NrY)= [ %iewmsx(v)y (3.19)

Considerando que Ny(7,Yy) é constante? e chamando

F(v,p.Y) =9p+axx(7)Y (3.20)
chegamos a expressao:
dy
N(r,Y :/ T SF(veY) 3.21
(nY)= o gmi (321)

Expandindo F(v, p,Y) em uma série de Taylor até segunda ordem em torno de g

e utilizando a condi¢do de contorno, C' = {y = vy + iv, —00 < v < 00}:

(7 —70)1
1!

Fp,Y) =F (o) + F'(0) 002

Para provar esta relagdo, basta substituir N(v,Y’) na expressao 3.14 e derivar em relagdo a Y.
A condigao inicial Ny(v,Yp) é considerada como constante, pois é assumida que a mesma nao varia
rapidamente no intervalo «y de interesse.

//(70) (7 — 70)2 + ..

+F
2! (3.22)

F(v,p,Y) =F(v) + F'(7)

1
2
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onde o ponto de sela diz que:
OF(v,p,Y
e R (0 (3.23)
Y
0
Substituindo o resultado (3.22) na expressao (3.21), tem-se:
NrY) = /OO DY P 0)+P () a0 (3.24)
7 —oc0 271
e, lembrando da condigdao que v = vy + v, chegamos na relagao:
< dy F o (vo+iv—p)? < dy F _l,2pm
N@Jj:/ AV P+ (o) 010 [ AV ) L2 (30)
—o0 271 oo 21
:eF(’YU) le_%l/2FH(70)
—c0 271
A integral acima é uma integral gaussiana do tipo:
/ e dy = \/? (3.26)
—00 a
Chamando de a = 1 F” (7o) e 2* = v%, chegamos na expressao:
N(r,Y o ef'o) ! (3.27)
0
f’”(vb) 1/F~ (7o) 2nF" (%)
onde 7y satisfaz a condi¢do do ponto de sela em (3.23).
Trabalhando com a expressao (3.20), obtém-se:
F(y,p,Y) =7p+ax(7)Y =yp+ @Y (2U(1) — ¥(y) — ¥(1 - 1)) (3.28)
Para 0 < v < 1, temos a seguinte aproximacao:
1 1
2(1) — () — (1 — ) ~ S A2 (3.29)
logo, F'(vy,p,Y) seré:
_ 1 1
F(fy,p,Y):’yp—l—ost(—l—l+4ln2—4> (3.30)
Y -7
Substituindo a relagao (3.30) em (3.23) e derivando em relagao a 7:
oF Y 0 1 1
(g“) :8bp+@Y<+1+4m2—Q]:o
v, O Y g (3.31)

1
=p+ agY <——|—> =0
v (1—9)?
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Definimos uma nova variavel R, a qual é dada pelo resultado da expressao acima:

1 1 —p
R _ L - 3.32
2T a=2 T ey (3.32)
Assim, redefinindo F'(vp), tem-se:
F(70) = 7p + @Y x(0) = = wRa&Y + @Y x(10) = asY (=R + x(7)) (3.33)

F(v) =Y F(7(R),R)

Existem 3 casos limites, no qual obtém-se um tunico ponto de sela, 7y, que esta
entre 0 < 7 < 1. Sua posi¢ao varia dependendo da razao de p/a,Y. Sao os trés casos
[XTANG et al., 2019; XIANG, 2009; IANCU; ITAKURA; MCLERRAN, 2002]:

1. Quando p/a,Y é positivo e suficientemente grande: o ponto de sela estd préximo de
v =0.

2. Quando p/a,Y é pequeno: o ponto de sela estd proximo de v = 1/2.

3. Quando p/a,Y é negativo: o ponto de sela esta proximo de v = 1.

No primeiro caso, onde 7y < 1, a expressao para F'(vy) se torna:

F(y) =~ (3.34)

Para determinar o ponto de sela 7, neste caso, aplicamos a condi¢ao do ponto de

sela utilizada anteriormente em F(7):

or(m|  _,
O ey (3.35)
&Y
- ——=0
Yo
entao
oY
Yo = (3.36)
p

Encontrado 7y, podemos determinar quem é F'(7y):

oY oY oY
Flvo) =00+ == =1/~ —
\/ T

Simplificando a expressao acima:

F(0) = 2y/aYp (3.37)
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determinamos que a derivada segunda é:

20,Y
F'() = —3 (3.38)
Y0

Substituindo os resultados acima em N(r,Y") (Equagao 3.27), chegamos na expres-

3
N@r,Y) = e2Va¥e, | 4;# (3.39)

No segundo caso, quando p/asY ~ 0 ey ~ 1/2, 0 ponto de sela é estimado como:

1

sao final:

Para determinar ¢, devemos realizar praticamente os mesmos passos que anterior-
mente. Primeiro vamos determinar a expressao para F'(y) e consequentemente para F'(7y).

Uma vez que a condi¢ao do ponto de sela exige que v = 7.

Determinando F(vy) e F(v):

F(y) =vp+aYx(y) =vp+a,Y(2U(1) = ¥(y) —¥(1 —7))

~ (3.41)

F(v0) = vop + asY (2¥(1) — W(y) — ¥(1 — 7))

e derivando parcialmente em relagao a «, utilizando a expressao abaixo:
F
7 =0
Encontramos que:
p+ aY (=¥ (y0) + V(%)) =0 (3.43)
_ e e

p+ay (—\11 (2—5)+\11 (2+5)>:0 (3.44)

Realizando uma expansao em série para os dois termos entre parénteses na equacao

(3 -v()-v (e o (o
: (3.45)

/ 1 I Y g " 1 l " 1 2
v (2”)_\1/ (2)“11 (2)“2!\1/ (2)5 e

e subtraindo uma expressao da outra, nos resta apenas o termo 2¥”(1/2). Substituindo

acima:

este resultado na expressao (3.44), temos a seguinte relagao:
1
Pt ay2u” <2) 5=0 (3.46)

Isolando a variavel 0 da expressao acima:

—p
5= STV (3.47)
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e, chamando = —2U"(1/2), obtém-se:

5= 502}/ (3.48)

Para enfim determinar a expressao N(r,Y) para este caso, além de F'(vy) precisa-

mos da derivada segunda de F', F”(~y,). Determinando F'(vy):

F(v) = pyo + Y x(70) = p (; — 5) + @Yy (; - 5) (3.49)
Realizando a derivada segunda:
F'(y0) = a,Yx"(1/2 = 0) (3.50)
em que:
X"(1/2) = —20"(1/2) = 28¢(3) = 8 (3.51)

Vale ressaltar que as relagoes acima, na expressao (3.51) sdo retiradas do trabalho

de [TANCU; ITAKURA; MCLERRAN, 2002].
A expressao para N(r,Y') sera:

1

T3 (3.52)

1
N(r,Y)=exp {25 —pd +a,Yx(1/2 — 5)}
Ainda é possivel expandir o termo x(1/2 — J) em uma série de Taylor até segunda
ordem em 9:

TL
n

g %/2 (oo - £

x—a)

=0 2 2 b (3.53)
1
=x(1/2) = x'(1/2)é + 5><”(1/2)52
=w + ;552

onde a varidavel w = x(1/2). Substituindo o resultado acima na expressao (3.52), tem-se

que a amplitude é:

1 1 p° 1
N(r,Y) = —p— — Y p—— 3.54
(r,Y) eXp{zp 5 Bay W }\/MYB (3:54)
Para o terceiro e ultimo caso, vamos considerar que 79 = 1 — ¢;. Logo, para

encontrar quem é d; comegamos por determinar F'(7):

1 1
PO =t an()Y =pray (Lo rame -] e
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Em que o ponto de sela é dada pela condicao:

OF (v)
v

=0 (3.56)

¥="0

Assim a expressao (3.55) sera:

1 1
+oY |——+ — | =0
P (% <1—%>2>

p+ay (— =0 (3.57)

Determinando F'(y), passo a passo como segue abaixo:

F(v0) = vop + asY x(70)
F(v) = (1 =01)p+ a,Yx(1 —dy)
aY (3.58)
01

F(’YO) = dsY(_p)

F(y)=p—061+

A derivada segunda, () é determinada como:
2a,Y

F'(y) = T{’ (3.59)

Assim, a expressao final para a amplitude N(r,Y) é:

= 03
N(rY) = ertveaye, 4m; % (3.60)

Os autores de [TANCU; ITAKURA; MCLERRAN, 2002] realizam uma anélise

sobre os trés casos apresentados. O primeiro caso é valido apenas quando consideramos a

equagdo BFKL no espago de momentum, onde p = In(k?/A?) é sempre positivo. O terceiro
caso, aplica-se apenas ao espaco de coordenadas, onde p = r?/[%. Este limite é comum
as equacoes BFKL e DGLAP pois descreve o comportamento das solugdes em grande k?
ou pequeno r. Por outro lado, o segundo caso se aplica tanto ao espago de momentum
(r > 0) quanto ao espago de coordenadas (r < 0). Em anélises padrao da equacao BFKL,

este é o caso que descreve o limite de altas energias.

E possivel determinar Q,(Y) a partir da solucdo de N(r,Y) da equacio BFKL
(expressao 3.11), utilizando a condi¢do de saturagdo N(rp = 1/Qs(Y))=1. Para essa

estimativa, utilizaremos a aproximacao do ponto de sela:

F(p,v,Y) =yp+ a,Yx(7)

3.61
T ey (V) - w1 y) —0 .

Y=
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isolando os termos com dependéncia em 7y e reescrevendo a expressao acima:

;;[‘P(v) + V(1 =) T fY =-R (3.62)

Ql

Deste modo, justifica-se o fato do ponto de sela ser na verdade uma funcao de

apenas uma variavel R
Y (r,Y) = 7(R) (3.63)

onde (—p) . .
—p

= | .64
&Y G,y | r2A (3.64)

R =
Se estimarmos a integral de Mellin apenas no ponto de sela, temos:
N (r,Y) o Y FOo(RLR) (3.65)

pois F'(y) pode ser escrito como F(7) = a;Y F(7(R), R).

Devido ao critério de saturacao indicado inicialmente, podemos agora encontrar

uma expressao para Q,(Y). Considerando que R = R:

Ps L1 1 Q2

g s == — = p— 1 .
R=TR YAy (3.66)

n n--
2 —
riA? Ay A2

sendo que R, ¢ um numero puro e nao uma funcao de Y. Veremos a seguir que R é um

nimero puro, o qual nao depende de Y. Multiplicando ambos os lados da expressao acima

por <_75):

0
(=7) 5 M)+ A=) =-Rs(=) (3.67)
/y Y="7s
Aplicando a condicao:
F
IF (7(R), R) -0 (3.68)
o R=R.,
em F(p,7,Y):
F(p,7,Y )| =, =70+ asYx(7) (3.69)
a mesma ¢ resolvida como:
Yo+ asYx(vs) =0 (3.70)
Isolando x(7s) na expressao (3.70):
—P7s
pr— = . 1
X(7s) Ay X(7s) = ¥R (3.71)

substituindo o resultado acima na Equagao (3.67):

_VSX,(PYS) = Rs’Ys = X(’Vs) (372>
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logo,

oy X ()
X' () = . (3.73)

Caso resolvéssemos numericamente [SOUZA, 2007; XIANG et al., 2019; XIANG,
2009; IANCU; ITAKURA; MCLERRAN, 2002], encontrariamos os valores corresponden-
tes de:

Rs=4,88339... 5 =0,627549... (3.74)

Segundo os autores [TANCU; ITAKURA; MCLERRAN, 2002], conforme os resul-
tados encontrados, o valor de 74 ndo se encontra muito distante de 1/2, o que é consistente
com o fato de que o valor de R, esta na faixa em que se espera, um comportamento BFKL

4 z 7 :
“genuino”, ou seja, Ry < 8.

Também é possivel resolver N(r,Y) para R um pouco acima de R, ou seja,

R > R,. Essa condig¢ao assegura que estamos em um regime linear. Para este caso, adota-

se que:
% Q:(Y)
0<R-Rs;<Rs,oul<n <In-—3 3.75
@0 <" ae, &)
A condi¢do R — Rs < R permite realizar uma expansao de F/(7(R),R):
d
R=R, (3.76)

=% (R—-—Rs)+...,
fazendo com que acima da escala de saturacao, a equacao para a amplitude de espalha-
mento dipolo-hadron seja do tipo:

N (r,Y) ~ ke @Y :(R-Rs) (3.77)

ondek <1le 1
a,Y (R—Ry) =In———— 3.78

Assim, a expressao para amplitude se torna:

N (rY) =k (rPQXY))" (3.79)

Como visualiza-se na expressao (3.79), a amplitude é dependente da varidvel

r?Q%*(Y). Essa dependéncia é conhecida como a propriedade do escalamento geométrico.

Ainda, é possivel realizar uma expansao de segunda ordem no termo F' (7o(R), R):

F(10(R),R) ~ F (10 (Ry) . Ra) + = F (4(R), R)

il (R — R+

R=R. (3.80)

1 & ,
+§WF (70 (R), R)lr=r, (R — Rs)
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Da expressao acima, teremos que:

d2
logo,
/
F(1(R),R) = —7(R —Rs) — %(R ~R,)? (3.82)
Em N (r,Y):
N (7,.’ Y) — K:eOZsY(*'Ys(R*Rs)*’YTS(R*RS)2) (383)
Chegamos na expressao final para a amplitude de espalhamento N (r,Y):
5. VL 1 2
~ 2.2 s s
N(rY)~k (7“ QS(Y)> exp [ .Y (ln TQQE(Y)> (3.84)

3.2.2 Solucdo 2 - Equacdo de Levin-Tuchin no regime de saturacao

A solucgao analitica da equagao BK no regime de saturacao foi derivada por Levin e
Tuchin [LEVIN; TUCHIN, 2000], que carrega sua nomeagao. No regime de altas energias,
¢ comum utilizar a expressao (3.6), no entanto, negligenciando o termo quadratico:

9,
)%

iUL - Z/L)Q

gy oL LY T — 20)2 (2 — y1)?

Sz —y1,Y) (3.85)

Esta aproximacao é realizada pois no regime de saturacdo N é préoximo de 1 e
portanto S é muito pequeno, logo o termo quadratico se torna desprezivel em relacao ao

termo linear.

Para fins de simplificagao, utilizaremos a notagao ja utilizada anteriormente, r =
r:
(xL—yu)=r

(L —21) =1 (3.86)

(20 —yu) =72
que transforma a Equagao (3.85) em

0
WS(T Y

(r,Y) (3.87)

Assumindo que S(r,Y) é muito pequeno, o que ocorre apenas quando o tamanho
do dipolo é grande em comparagdo com 1/Q;, o limite inferior de integracao se restringe
aos regimes: 72 > 1/Q?, como também 77 > 1/Q% e r3 > 1/Q%.

Para resolver a integral acima, primeiramente é necessario trabalhar com o termo
d*r, sendo 1til lembrar de algumas propriedades de integracio, como o caso abaixo, que

transforma d?r em dr?:

/rd27’ dof(r) = 27T/7’d27"f(7’) = 27T/d7“2f(7“) (3.88)
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onde r = (z —y) e f(r) = 1/r% Note que a integral do meio em (3.88) ¢ a mesma integral
em (3.87), no entanto sem o termo 2, logo por simetria, esse fator deve aparecer pelo fato
das regides dominadas pelas integrais: 1/Q, < 1 < 7, logo 7 ~ 19 ou 1/Q, K 1y L 1

onde r ~ ry. Desta forma a equagao (3.87) assume a forma:

0 aN, [ 1
— Y)=-2 C/ dri = Y :
5 S(r,Y) Tor2 o TS 2 S(r,Y) (3.89)

com N, = ar/a. Chamando r2 = z, teremos uma integral do tipo:

0 _ o dx
S(Y) = —a /1 e 2 S Y) (3.90)

resolvendo e aplicando os limites de integracao:

0

a—yS(r, Y) = —alln(r?) — In(1/Q?)] (3.91)
dado que In(1/Q?) = In(1) — In(Q?):
;;S(r, V) = —[In(r?) + In(Q)]S(r,Y) = —aln[r2Q*(Y)]S(r,Y) (3.92)

Definindo a varidvel de escalamento como & = In [r?Q%(Y)] e derivando [KOV-
CHEGOV; LEVIN, 2012]:

0 dln [r2Q*(Y
8}6/ _ n[gg};( )] = ca, (3.93)

onde ¢ ¢ uma constante. Podemos escrever S(r,Y)/0Y como

oS 0S8 0¢
ZZ 22 .94
oY  0&£9Y (3:94)
logo,
a5 _ - 212
—ca=—aln {7“ QS(Y)} S(r,Y) (3.95)
23
assim,
oS 1
— == Y .
5 = LS50 (3.96)
a qual possui solucao do tipo
S(€) = Sge /% (3.97)
Aplicando tal resultado para a amplitude de espalhamento N(r,Y):
N(rY) =1— Sye " [r*@it]/2e (3.98)

que é conhecida como expressao de Levin-Tuchin [SOUZA, 2007; CAZAROTO, 2009].
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3.3 Escalamento geométrico

O escalamento geométrico é considerado uma das propriedades fenomenologicas
mais interessantes em pequeno z de Bjorken, ou em grande rapidez Y = In(1/x). Essa pro-
priedade foi confirmada pelo DIS inclusivo em altas energias em experimentos realizados
em HERA [STASTO, 2004; MARQUET; PESCHANSKI; SOYEZ, 2007], sendo estendido
para casos exclusivos [KOWALSKI; MOTYKA; WATT, 2006]. Por meio desta propri-
edade a secao de choque total azjf X (Y, Q%) depende exclusivamente de apenas uma
varidvel, 7, e ndo de Y e Q? separadamente [MUNIER; PESCHANSKI, 2003; STASTO,
2004; MARQUET; PESCHANSKI; SOYEZ, 2007; IANCU; ITAKURA; MCLERRAN,

2002], conforme mostra a rela¢do abaixo:

ool (Y, Q%) = oid 7N (7) (3.99)
onde a variavel 7 é dada por:
Q2
QY

em que Q? é a virtualidade do féton e Q*(Y) ¢ a escala de saturagao, dada pela relagio:

T

(3.100)

QYY) = Qe (3.101)

S

com A~ 0,3 ¢ Qo ~ 0,1GeV [IANCU; ITAKURA; MCLERRAN, 2002].

A comparacao de duas regioes distintas na Figura 12, a qual apresenta dados da
secao de choque total a;;P em funcao de 7, mostra que o escalamento geométrico esta
delimitado em pequenas regioes (x < 0,01). Podemos observar que na figura da esquerda
os dados se sobrepoem em uma tUnica curva. Ja para valores grandes de x, figura da

direita, a propriedade deixa de ser valida.

Uma das quantidades de maior interesse neste trabalho, ¢ a amplitude de espalha-
mento dipolo-préton, a qual descreve a interagao do dipolo com o préton, obedecendo a
equagao BK, originalmente obtida no espago de coordenadas. No caso simplificado, em que
a dependéncia em b é desconsiderada, e tranalha-se no espaco de momentum, mostrou-se
que essa equacao admite solugoes de ondas progressivas, a qual se traduz no escalamento
geométrico [MUNIER,; PESCHANSKI, 2003|. Esta propriedade é evidenciada nas solu-
¢oes analiticas da equacao BK obtidas nas expressoes (3.84) e (3.98), as quais mostram

uma caracteristica comum: a dependéncia na varidvel de escalamento r*Q?.

A propriedade do escalamento geométrico em termos da amplitude também pode
ser obtida em casos mais gerais. Além do espago de coordenadas, pode ser obtida tanto no
espaco de momentum completo e simplificado, quanto no espac¢o misto, conforme descrito

nos itens abaixo:
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Figura 12 — Se¢do de choque total do processo v*p — X em fungao da escala 7. Es-
querda: Dados experimentais na regiao de x < 0.01. Direita: Dados experi-
mentais na regiao x > 0.01 [STASTO; GOLEC-BIERNAT; KWIECINSKI,
2001].

» No espago de coordenadas, com dependéncia em r e Y, a expressao ¢ dada por:

N(r,Y) = N(r*Q*(Y)) (3.102)

E]

em que a escala de saturacao é parametrizada como:
QUY) = Qe (3.103)

e No espaco de momentum completo (full momentum space) [MARQUET; PES-
CHANSKI; SOYEZ, 2005], com dependéncia no momentum do dipolo k e no mo-

mentum transferido q, a amplitude é dada por:

k2
onde Q? é:
Q3(q,Y) =g’ (3.105)

A expressao da amplitude pode ser obtida por meio de uma transformada de Fou-
rier dupla [MARQUET, 2006], saindo de N(r,b,Y) para N(k,q,Y) [MARQUET;
SOYEZ, 2005], por meio da expressao abaixo:

~ 1 / d*xd*y
(

Nk, q) = o ATE y)zefk'xef@*k)w(x, y) (3.106)
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A expressao (3.104) foi obtida por MARQUET; SOYEZ, 2005] para o caso em que
k é muito maior que o momentum transferido q e a escala do alvo ky. Neste caso, as
solugoes da equagao BKFL se tornam superposi¢oes de ondas, e portanto, assumem,

solucoes de ondas progressivas para a equagao BK.

« No espago de momentum simplificado [MARQUET; SOYEZ, 2005], tem-se a depen-

déncia apenas no parametro k:

N(Y,k) =N ( Q;y)> (3.107)
em que:
Q)= Qe (3.108)

Os autores Marquet, Peschanski e Soyez [MARQUET; PESCHANSKI; SOYEZ,
2005] mostraram que as solugoes de ondas progressivas para o caso forward, ¢ = 0,
podem ser estendidas, incluindo o momentum q, desde que k > q. Neste caso, deno-
minado como espaco misto, a escala de saturagdo apresenta uma forma semelhante

do espago de coordenadas, porém, ela é proporcional a q.

o A amplitude no espago misto é dada pela relacao:
N(r,q;Y) = N(r*Q3(q,Y)) (3.109)
onde a escala de saturacao para momentum transferido intermediario é:

QX(q,Y) =g’ (3.110)

O fato das solugdes de ondas progressivas — bem como a propriedade de escala-
mento geométrico — serem obtidas tanto no espaco de momentum quanto no espago misto,
como mostrado acima, motivaram Marquet, Peschanski e Soyez a desenvolverem o mo-

delo MPS [MARQUET; PESCHANSKI; SOYEZ, 2007], um modelo de saturacao para a

amplitude, o qual serda abordado no préximo capitulo.
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4 Processos exclusivos em colisdes ep e o

Modelo MPS

Marquet, Peschanski e Soyez desenvolveram o modelo fenomenol6gico MPS [MAR-
QUET; PESCHANSKI; SOYEZ, 2007], o qual se tornou bastante adequado para o estudo
da produgao exclusiva de mésons vetoriais (processo v*p — Vp onde V = v,p, ¢, J/¥),
sendo esse, um dos possiveis estados finais do DIS, onde o préton sai intacto da colisao
juntamente com a produc¢ao de apenas um méson vetorial. Originalmente este modelo
foi utilizado para a descricao de dados de HERA para a producao exclusiva de mésons
vetoriais em colisoes ep, com uma boa qualidade da descricdo dos dados experimentais.
No entanto, este modelo foi atualizado recentemente, em 2022, para dados mais recentes
da producao exclusiva dos mésons p e J/U [XIE; GONCALVES, 2022]. Neste capitulo
sera apresentado um breve histérico do modelo MPS, bem como a comparagao da sec¢ao
de choque obtida a partir do modelo atualizado em [XIE; GONCALVES, 2022] com dados
mais recentes da producao exclusiva dos mésons vetoriais p e J/W, utilizando o modelo
de fungao de onda Boosted Gaussian (BG). A andlise sera estendida para o méson ¢, para
verificar com que qualidade do modelo MPS atualizado descreve dados para este méson,
visto que no trabalho [XIE; GONCALVES, 2022] tal anélise nao é discutida.

4.1 Producao exclusiva de mésons vetoriais

Um dos possiveis estados finais do DIS é a producgao exclusiva de mésons vetori-
ais, conforme representado na Figura 13. Semelhante a descricao realizada na Figura 8§,
inicialmente o f6ton emitido pelo elétron se separa em um dipolo com tamanho r e fracao
de momentum z e 1 — z, momentum do quark e anti-quark respectivamente. Esse féton
interage elasticamente com o préton [MARQUET; PESCHANSKI; SOYEZ, 2007], com
transferéncia de momentum q — interagao representada pela elipse — sendo que no estado
final tem-se um proéton intacto e a producgao exclusiva de apenas uma particula, podendo
ser um méson vetorial p, ¢, J/W ou um féton real, v, com um gap de rapidez separando

esses estados.

A expressao da se¢ao de choque diferencial para o processo v*p — Vp onde V =

p, &, J/U ou v é [KOWALSKI; MOTYKA; WATT, 2006]:

dO‘%*IIj_)Vp 1 (V))?  p—sVp|?
dt 167 [1 + (52) ] ATEY) (4.1)

2
emquet=—q%e (BéVL)) é responsavel pela contribuicao da parte real da amplitude e é
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Figura 13 — Diagrama da producao exclusiva de particulas, podendo ser um méson ve-

torial ou féton real no estado final [MARQUET; PESCHANSKI; SOYEZ,
2007].

obtido utilizando as relagoes abaixo [XIE; GONCALVES, 2022]:

9108 (AFT"")
Jlog(1/x)

A
B(TVL) = tan (g) sendo que A = (4.2)
Na expressao 4.1, .AA’ P=VP ¢ g parte imagindria da amplitude de espalhamento,

dada por:
AT = [ dady / dz®fy (% =y Q) MP) €N (e y;Y) - (43)

onde X e y sao as posicoes transversais do quark e antiquark respectivamente, os quais
formam o dipolo. A quantidade N(x,y;Y’), denominada como amplitude de espalhamento
dipolo-préton, carrega toda a dependéncia de energia através da rapidez Y, que é obtida
por meio do quadrado da energia do centro de massa, W, da massa dos mésons My, e da
virtualidade Q?, conforme expressao abaixo:

WQ 2
Y = log (M) (4.4)

Neste formalismo, é conveniente realizar uma troca de variavel, de modo que a
amplitude de espalhamento dipolo-proton é escrita como uma fungdo der =x —y e b =
zx+ (1 — z)y. Assim, as integrais passam a ser em termos de b e r e a expressao da se¢ao

de choque diferencial é dada por:

do PVP 1 Qe N ’
dt 16n [1+ Br H/d2 / dz @71 (213Q* M) e " N(r,q;Y)|  (4.5)

onde N(r,q;Y) é dada pela Transformada de Fourier:

N, q;Y) = / b TP N (1, b; Y) (4.6)

Para as expressoes (4.3) e (4.5) é necessério obter as fungoes de sobreposicao @}TX,
que segundo [KOWALSKI; MOTYKA; WATT, 2006], descrevem a flutuagao do féton com
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polarizagao transversal (7) ou longitudinal (L) em um dipolo, seguido da formagao do

estado final.

A fungao de sobreposi¢ao transversal é dada por [KOWALSKI; MOTYKA; WATT,
2006]:
N,

(I%*V (z, r, QQ) = éfem

{m3Ko(er)pr(r,2) = (22 + (1 = 2)?) eKu(er)Opr(r, 2) |
(4.7)

e a fun¢do de sobreposigao longitudinal é dada por [KOWALSKI; MOTYKA; WATT,

2006]:

mfc — V2

o7V (Z’ r, Qz) — éfe]7\:c2QZ(1 — 2)Ko(er) lMV or(r,2) + 5m

or(r, z)] (4.8)

em que e = /4T, €5 ¢ a carga efetiva do méson vetorial, N. = 3 é o ntimero de cores,

My a massa do méson, m; a massa do quark com sabor f, e V2= [(1/r)0, + 9?].

As funcoes ¢ sao funcoes de onda dos mésons vetoriais, as quais existem di-
versos modelos encontrados na literatura. Aqui mencionamos os modelos utilizados pelas
referéncias base, que sdo o modelo Boosted Gaussian (BG) e Light Cone Gauss (LCG).
Para BG, considera-se 6 = 1 e as fungoes transversais e longitudinais sao dadas por:
B m;R? B 22(1 — 2)r? N mfeR2>

82(1 — 2) R? 2

onde os parametros Ny, e R sao livres e sao respectivamente:

(bT,L(Za 7’) = NT,LZ<1 — Z) exp ( (49)

Tabela 1 — Parametros fixos do modelo de fun¢ao de onda BG.

Méson | R*(GeV~=2) | N | Nr
’ 129 0853 0011
) 112 |0825 0919
J/v 2,3 0,575 | 0,578

Para a func¢ao LCG, considera-se § = 0 e as expressoes longitudinal e transversal
sao respectivamente:
2 r?
or(z,m) = Nrlz(1 = 2)] exp | =
2R%
(4.10)

2
or(z,m) = Npz(1 — z)exp <_2TR2>
T

onde N7 e Rrj estao determinados na tabela abaixo:

Além dos parametros mencionados nas Tabelas 1 e 2, utiliza-se também parametros

denominados como comuns, como apresentados na Tabela 3.

A partir dos modelos BG e LCG, é possivel realizar combinagoes que resultam em
outros modelos como é o caso do modelo BLL e BLB, os quais serao mencionados nas

proximas secoes.
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Tabela 2 — Pardmetros fixos do modelo de funcao de onda LCG.

Méson | RZ(GeV~2) | R | N. | Nr
’ 104 21,0 1,79 | 447

) 9,7 16,0 | 1,41 | 4,75
J/U 3,0 6,5 | 0,83 | 1,23

Tabela 3 — Parametros comuns para os trés mésons.

Méson | My (GeV) | mp(GeV) | &y
p 0,776 0,14 1/v2

¢ 1,019 0,14 1/3

JIU | 3,097 1,4 2/3

4.2 Modelo de Marquet-Peschanski-Soyez (MPS)

Marquet, Peschanski e Soyez propuseram um modelo de saturacao para a ampli-
tude de espalhamento N(r,q;Y) [MARQUET; PESCHANSKI; SOYEZ, 2007]. Conhe-
cido como modelo MPS; ¢ inspirado em um importante resultado baseado na equacao de
Balitsky-Kovchegov: no espago misto a amplitude apresenta propriedade de escalamento

geométrico, conforme mostra a expressao abaixo, considerando que r = |r|:
N(r,q;Y) = 27R; f(@)N (PQX(Y,q)) (4.11)

onde R, ¢ o raio do préton, f(q) = exp(—Bq?) é um fator de forma do préton e
N(r*Q*(Y,q) é a amplitude de espalhamento do modelo de saturacio de Tancu, Itakura
e Munier [[ANCU; ITAKURA; MUNIER, 2004].

A escala de saturacao da equagao (4.11) é dada por:
QUY,q) = Q5 (1 +cq?®) e (4.12)

a qual interpola as regides de pequenas e intermediarias transferéncias de momentum.

A expressao final do modelo MPS, para momentum transferido diferente de zero,
¢é dada por:
N(r,q;Y) = 2nRee "N (rQ,(Y,q),Y) (4.13)

A expressao (4.13) é uma extensao do caso forward, onde nao ha transferéncia de
momentum durante a interagao dipolo-préton, ou seja q = 0, conforme mostra a expressao

abaixo:
N(r,q=0;Y) =2rR:N (r?Q(Y)) (4.14)

Neste caso, considerando q = 0 na expressao (4.12), recuperamos o resultado:

QF = Qg™ (4.15)
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A amplitude N(rQs(Y,q),Y) do modelo de saturacdo de Iancu, Itakura e Munier
(IIM) [IANCU; ITAKURA; MUNIER, 2004], também conhecido por modelo de dipolo
CGC [IANCU; ITAKURA; MUNIER, 2004; REZAEIAN; SCHMIDT, 2013, conecta duas
regioes: para pequenos dipolos, ou seja, r < 1/Q;, a amplitude de espalhamento é baseada,
na solugao da equacao BFKL préximo a linha de saturagao, conforme determinada na ex-
pressao (3.84). J& para dipolos maiores, r > 1/Q),, a amplitude de espalhamento engloba
efeitos nao lineares, sendo descrita pela equacao de Levin-Tuchin, conforme determinada
na expressao (3.98). As expressoes sao respectivamente:
Vo (“410) exp [ LGE] pana ri2(y) < 4

2kAY —

N (rQs(Y),Y) = (4.16)

| _ oan?(8r2Q2()) para r’Q7(Y) > 4

22

ER

justamente a propriedade conhecida como escalamento geométrico. A primeira equacao

Ambas as equagoes acima apresentam uma combinagao de varidveis r sendo
apresentada em (4.16) contém um termo que depende explicitamente de Y, o qual viola
a propriedade do escalamento geométrico. Entretanto, este termo pode ser desprezado
quando Y se torna muito grande e o termo exponencial tende a 1. Essa violagao é espe-
rada, sendo que em uma determinada regiao abaixo da linha de saturagao também tem-se

a propriedade do escalamento geométrico, conhecido como escalamento geométrico esten-
dido.

O modelo IIM originalmente foi ajustado aos dados da funcao de estrutura F, de
HERA, levando em conta apenas as contribui¢oes dos trés quarks mais leves na funcao
de onda do féton, m, 4, = 0,14 GeV. No entanto, Soyez [SOYEZ, 2007] realizou uma
atualizagao deste ajuste, incluindo contribui¢oes de quarks pesados, como o charm com
massa m, = 1,4 GeV e bottom com my, = 4,5 GeV. A amplitude Ny = 0,7 é um valor
fixado, o qual é utilizado até hoje em ajustes. No trabalho de Iancu, Itakura e Munier
[TANCU; ITAKURA; MUNIER, 2004], os autores testaram a dependéncia deste pardmetro
em uma janela de valores, (0, 5;0,7;0,9), utilizando duas massas de quarks m, diferentes.
Os resultados mostram que o melhor valor obtido para x2,;, é com N = 0,7. Esse valor
forneceu e continua fornecendo bons resultados, fazendo com que as variagdes em torno
deste valor levem apenas a pequenas diferencas. O coeficiente k &~ 9,9 é fixado pela solucao
da equacdo BFKL em ordem dominante [SOYEZ, 2007; IANCU; ITAKURA; MUNIER,
2004] e outros pardmetros como ., To, A € 0 que estao presentes no calculo da se¢ao de
choque total e diferencial, sao obtidos por um ajuste aos dados de HERA para A funcgao

de estrutura F5.

As constantes « e 3 das expressoes (4.16) sdao determinadas a partir da condicao

que a amplitude N(rQ,,Y) e sua derivada sdo continuas em r?*Q? = 4, resultando em

]\/'02’}/2 1 _1-Ng
— c = — 1 — N No~ve . 41
S TACNeEma—N,) N (4.17)
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Neste modelo, os parametros ¢ e B mencionados sao ajustados pelas condigoes
experimentais: ¢ estd relacionado com a escala de saturagdo e B ¢ a inclinacao do fator
de forma. Uma observagao importante realizada pelos autores de [MARQUET; PES-
CHANSKI; SOYEZ, 2007] é que o fator de forma depende unicamente do fator B e assim,
acaba sendo independente do méson vetorial criado no estado final. Entao a diferenca
nos processos da producao de mésons vetoriais ou do féton real vem exclusivamente das
fungdes de onda, estando de acordo com as previsoes da equagao BK [MARQUET; PES-
CHANSKI; SOYEZ, 2005; MARQUET; SOYEZ, 2005]. Isto é, cada particula é sensivel
a sua maneira dependendo da funcao de onda e assim, sentem a saturacao de maneiras

diferentes.

4.2.1 Ajuste original

Marquet, Peschanski e Soyez em seu trabalho MARQUET; PESCHANSKI; SOYEZ,
2007], consideraram a forma da amplitude do modelo de saturagao proposto por lancu,
Itakura e Munier [[ANCU; ITAKURA; MUNIER, 2004], no entanto, em sua versao esten-
dida [SOYEZ, 2007], a qual inclui quarks pesados. Os pardmetros utilizados no modelo
original foram: A = 0,2197, Qo = 0,298 GeV, R, = 3,34 GeV~! onde R, é o raio do
proton, 7. = 0,7376, k = 9,9 e Ny = 0,7. Além desses parametros, os parametros c e B

obtidos do ajuste para cada modelo de funcao de onda foram:

Tabela 4 — Parametros c e B obtidos no ajuste original para os modelos BG e LCG e para
as combinacoes BLL e BLB.

Parametros | BG | LCG | BLL | BLB
c (GeV’Q) 4,077 | 4,472 | 4,258 | 4,041
B (GeV’2) 3,754 | 3,724 | 3,708 | 3,713

A diferenga nos processos de produgao de p, ¢, J/¥ ou v vem totalmente das
funcoes de onda, em que diferentes mésons vetoriais sao sensiveis a diferentes tamanhos
de dipolos e, portanto, sentem a saturacdo de maneira diferente. Os autores em seus
ajustes realizaram algumas combinagoes para entender até que ponto a andlise dependia
do modelo usado para as fungoes de onda de mésons vetoriais. Testaram a dependéncia dos
resultados com relacao a duas escolhas de fungao de onda que segundo eles, provaram gerar
bons resultados. Consideraram a fun¢ao Boosted Gaussian (BG) para o méson p e Light
Cone Gauss (LCG) para o méson ¢. Além disso, realizaram combinagoes denominadas
BLL e BLB:

e BLL - BG para p, LCG para ¢ e J/V.

« BLB - BG para p, LCG para ¢, BG para J/W.
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Para a analise utilizaram de 269 dados experimentais extraidos das colaboracoes
ZEUS e H1 [ADLOFF et al., 2000; CHEKANOV et al., 2005a; CHEKANOV et al., 2004a;
AKTAS et al., 2006a], sendo que dos quatro modelos de fungoes de onda citados acima,

a melhor descricio foi gerada pelo modelo BLB, o qual obteve um x?2_; = 1, 186.

Os autores constataram que hd uma dependéncia significativa na escolha da fungao
de onda. A funcao LCG foi significativamente melhor para o méson ¢, enquanto que
BG descreveu melhor o méson p. Concluiram entdao que obtiveram uma descri¢do global
satisfatéria, onde as combinagoes BLB e BLL melhoraram claramente os resultados de
X2.q- Esses resultados mostram, segundo os autores, uma consisténcia entre as previsoes
da QCD no regime de saturacao e as medic¢oes realizadas em HERA. Também realizaram
predi¢oes para o féton real, v, (DVCS, em inglés Deeply Virtual Compton Scattering)

obtendo uma boa descricao.

4.2.2 Atualizacdo do modelo MPS

Ya-Ping Xie e Victor P. Gongalves [XIE; GONCALVES, 2022] muito recentemente
(inicio do ano de 2022) atualizaram os pardmetros do modelo MPS para a producao
exclusiva dos mésons vetoriais p e J/U utilizando dados mais recentes de HERA. O
principal objetivo dos autores era realizar a atualizacdo dos parametros do modelo e
verificar se a analise de processos exclusivos em futuros colisores ep como Flectron - Ion
Colliders (EIC) [BOER et al., 2011; ACCARDI et al., 2016; ASCHENAUER et al., 2019]
e Large Hadron Electron Collider (LHeC) [AGOSTINI et al., 2021], poderia ser usado

para tratamentos distintos da dindmica da QCD em altas energias.

Realizaram atualizagoes para as fungoes de onda BG e LCG, incluindo o fator
de skewedness [REZAEIAN; SCHMIDT, 2013] — também conhecido por fator R, — na
expressao da segdo de choque diferencial (equagao 4.1). Para a atualizacdo do modelo, os
autores utilizaram dados experimentais na faixa de virtualidade Q? € 0.045 — 45 GeV? e

x < 0,01. Obtiveram os resultados apresentados na Tabela 5:

Tabela 5 — Parametros atualizados do modelo MPS obtidos a partir do ajuste de dados
mais recentes de HERA.

Ry(GeV™H) | 74 A Ty c(GeV~?) | B(GeV?)
BG 3,44 0,720 | 0,207 | 7,97 x 1075 1,35 3,25
LCG 3,46 0,728 | 0,205 | 8,01 x 1076 1,48 3,09

Ao observar a Tabela 5, percebemos que os valores para R, 75, A e £y sao proximos
para os dois modelos de fungao de onda. No entanto, o valor de x?% , mostra o quanto os
resultados sao dependente do modelo escolhido. Para a fun¢ao de onda BG obtiveram um

valor de x2,, = 1,39, ja para a fun¢do de onda LCG, x?%,, = 1,13, sendo entdao o melhor



Capitulo 4. Processos exclusivos em colisées ep e o Modelo MPS 56

valor obtido. Assim, os autores restringiram a analise ao modelo LCG, a qual descreveu

muito bem os dados experimentais.

A inclusao do fator R, leva em consideracao o fato que os glions anexados ao par
qq podem carregar diferentes fragoes de momentum do préton [REZAETAN; SCHMIDT,
2013], tanto no processo de produgao exclusiva de mésons vetoriais quanto para a produgao
de um féton real. Desta forma, a secdo de choque diferencial dos processos difrativos

exclusivos pode entdo ser escrita em termos da amplitude de espalhamento como [XIE;

GONCALVES, 2022]:

do PEP 1 2 ) 5
Tﬁgt ~ 167 [” (88) | [Arr ™| B2 (4.18)
onde /3 é dado por:
Ts - Oln(ImArp)
2 = 41
5 tan(zé), e 9 nl/z (4.19)

O fator R, é calculado como [XIE; GONCALVES, 2022; SHUVAEV et al., 1999]:
_2MBT(6+5/2)
T T(6+4)
Visto que o modelo MPS foi atualizado para o modelo BG e LCG, e que os au-
tores de [XIE; GONCALVES, 2022] plotaram apenas curvas com LCG, a préxima segao

apresenta alguns resultados obtidos para os mésons p, ¢ e J/U utilizando a funcao BG.

(4.20)

Além do calculo de x?2,, para ¢, o qual também néo foi incluso na andlise de [XIE; GON-

CALVES, 2022].

4.3 Resultados

Nesta secao estao apresentados os resultados obtidos para a producao exclusiva
dos mésons vetoriais p, ¢ e J/W. Foi elaborado um cédigo em linguagem Fortran e utili-
zado o programa QtGrace para a obtencao das curvas tedricas, utilizando os parametros
atualizados recentemente por Ya-Ping e Victor Gongalves [XIE; GONCALVES, 2022].

No trabalho mais recentes com os parametros atualizados, os autores realizaram
o ajuste aos dados experimentais e obtiveram o valor de 2 ; apenas para as funcoes de
onda BG e LCG. Porém, as curvas foram apresentadas apenas utilizando LCG. Neste
trabalho escolhemos plotar algumas curvas com a fungdo BG para os mésons p e J/ V¥,
para confirmar os resultados obtidos pelos autores. Também realizamos uma extensao
para o méson ¢, visto que no trabalho [XIE; GONCALVES, 2022] essa andlise também

nao é realizada.

Primeiramente, fixou-se os pardmetros do trabalho [XIE; GONCALVES, 2022] e

calculou-se teoricamente as se¢oes de choque total e diferencial no referencial de dipolo
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com a inclusao do fator R,. Os resultados foram comparados com dados mais recentes
de HERA para a produgido exclusiva dos mésons p [CHEKANOV et al., 2007] [AARON
et al., 2010], méson ¢ [AARON et al., 2010] [CHEKANOV et al., 2005b] e méson J/¥
[CHEKANOV et al., 2004b] [AKTAS et al., 2006b].

Para analisar quantitativamente a relacao entre os resultados obtidos e o esperado,
realizamos o cdlculo do x?/N (onde Ny é o ntimero de pontos). A quantidade x?

reduzido é definida como [VUOLO, 1996]:

X2

2 = 4.21
Xred v ( )

onde v é o numero de graus de liberdade do ajuste. Se N, ¢ o nimero de pontos e p é
o nimero de parametros ajustados, v = N, — p. Neste trabalho iremos trabalhar com

parametros fixos, logo, x2.; = X*/Npts-

Foram construidos graficos da se¢ao de choque diferencial (do/dt) em func¢ao do
momentum transferido (|t| = ¢?), secao de choque total (o) em fungao de Q? e segao de
choque total (o) em funcdo da energia (W) para diferentes valores de virtualidade. Em
cada grafico as barras de erros indicam as incertezas estatisticas e sistematicas somadas

em quadratura.

4.3.1 Discussao dos resultados

Nesta segao estao apresentados os graficos obtidos para os mésons p, ¢ e J/¥, bem
como a discussao em torno dos resultados. Importante salientar que neste trabalho nao
realizamos novos ajustes, e sim, fixamos os parametros obtidos no trabalho mais recente
de Ya-Ping e Victor Gongcalves. Nos graficos abaixo, os pontos sao os dados experimentais
retirados das colaboragoes H1 e ZEUS e as curvas sao os resultados obtidos. Outro detalhe
a ser comentado, é que em alguns graficos, os dados foram multiplicados por poténcias de

base 10, para uma melhor separacao dos dados e melhor visualizacao dos resultados.

Os graficos da Figura 14 apresentam uma comparacao das previsoes do modelo
MPS com os dados experimentais de HERA para a producao exclusiva do méson p refe-
rente a se¢ao de choque diferencial em fungdo do momentum |¢|. No gréfico da esquerda
estao os resultados referente aos dados da colaboragdo ZEUS com energia de W = 90 GeV
e o grafico da direita, dados da colaboragdo H1 com energia de W = 75 GeV, respecti-
vamente. Conforme mostram os graficos, no geral, as curvas se ajustam bem aos dados
experimentais. Apenas é visualizado uma superestimacao de alguns dados em momentum

transferido maiores que 0,5 GeV? no caso de ZEUS.

Ja os graficos da Figura 15 mostram os resultados referente a secao de choque
diferencial em fun¢do do momentum [t| para o méson J/W. Em ambos os graficos ocorre
uma superestimacao dos dados experimentais para virtualidades até 0,5 GeV2. J4 para

virtualidades maiores, no caso de dados de H1, ocorre uma subestimacgao dos dados.
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Figura 15 — Se¢ao de choque diferencial em fun¢gdo do momentum transferido. Compara-
¢ao da previsao do modelo MPS com os dados mais recentes do méson J/W¥
das colaboragoes ZEUS e H1, respectivamente.

Na Figura 16 estao os resultados obtidos para a secao de choque total em funcao
da virtualidade Q? para o méson J/ W, os quais também estao de acordo com as previsdes
teodricas. Conseguimos visualizar que as curvas descrevem bem os dados experimentais em
ambas as colaboracgoes, exceto para alguns dados de H1 com virtualidades menores. Mas

no geral, sao bons resultados obtidos.

Por fim, sao apresentados os resultados para o méson ¢ de todos os observaveis
fisicos, visto que no trabalho [XIE; GONCALVES, 2022] esta andlise ndo é realizada, além
do célculo de x?2,,, para uma analise quantitativa. Os primeiros graficos apresentados na
Figura 17 sao referentes a secao de choque diferencial em fun¢do do momentum [¢|. O
grafico da esquerda apresenta dados de ZEUS com energia de 75 GeV e o grafico da
direita, dados de H1 também com energia de 75 GeV. Para dados de ZEUS obtemos um
bom ajuste para todas as virtualidades incluidas, o que nao acontece para dados de H1.

Neste caso, percebemos uma discrepancia muito grande das curvas em relacao aos dados,
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Figura 16 — Secdao de choque total em funcao da virtualidade Q?. Comparacio entre a
previsao do modelo MPS com dados mais recentes da producao do méson
J/WU, de ZEUS e H1, respectivamente.

principalmente para a virtualidade Q% = 15,8 GeV2. Resultados como estes influenciam

no resultado global do x?2_;, como veremos mais adiante.
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Figura 17 — Se¢ao de choque diferencial em fun¢dao do momentum transferido. Compara-
¢do com dados mais recentes da producao exclusiva do méson ¢, para dados
de ZEUS e H1, respectivamente.

Os gréficos na Figura 18 mostram os resultados obtidos para a se¢ao de choque
total em funcao da virtualidade Q?. Para dados de ZEUS (grafico da esquerda), conforme
aumenta o valor da virtualidade ocorre uma superestimacgao dos dados. Ja no grafico da

direita, a curva descreve bem praticamente todos os pontos experimentais.

Os ultimos resultados sao graficos da se¢ao de choque total em funcao da energia
W, conforme mostra a Figura 19. Para este observavel obtemos um resultado considerado
razoavel para dados de ZEUS (grifico da esquerda), no que tange as virtualidades de
3,8 ¢ 6,5 GeV. Para uma virtualidade maior, como o caso de 13 GeV, ja acontece uma
subestimacao dos dados. No grafico da direita, onde estao os dados de H1, os resultados

nao sao satisfatorios para nenhuma virtualidade testada. Ha4 uma discrepancia enorme
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Figura 18 — Secao de choque total em funcdao da virtualidade Q?. Comparacao entre os

dados mais recentes da produgao do méson ¢ com as previsdes do modelo
MPS.
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Figura 19 — Se¢ao de choque total em funcao da energia W. Comparacao entre dados de
ZEUS e H1, respectivamente com as previsdes do modelo MPS.

Para o méson ¢, o valor calculado de x2,, para a secdo de choque total e diferencial
estao dispostos na Tabela 6. O resultado global nao indica uma descricao favoravel. Isso
pelo fato que para ser considerado um resultado satisfatorio, o valor de x2,, tem que estar
entre 0 e 1, sempre mais proximo a 1. No entanto, valores um pouco acima de 1, como o
caso do trabalho de Ya-Ping e Victor Gongalves, onde os mesmos encontraram valores de

1,13 e 1,39 ainda sdo considerados razoaveis na literatura.

Neste trabalho, obtemos um valor global de 2,49, conforme mostra a tabela, sendo
considerado um valor fora do limite de confiabilidade. Esse resultado pode ser um dos
possiveis motivos dos autores de [XIE; GONCALVES, 2022] ndo realizarem andlise para

este méson, pois o mesmo iria degradar o resultado global obtido pelos autores.

Visto o resultado obtido, faz-se entao necessario testar combinagoes de fungoes de
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Tabela 6 — Resultado do célculo de x2,; para o méson ¢ com 100 dados experimentais
para dois observaveis: secao de choque total e diferencial.

Observavel N, BG
o 51 1,79
do/dt 49 3,22
Total 100 2,49

onda para uma possivel melhora dos resultados, como é realizado no trabalho original,

visto que ha uma dependéncia significativa na escolha da fungao para cada méson.
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5 Conclusoes

Um dos principais objetivos da fisica hadrdnica de altas energias é procurar sinais
da saturagao dos partons. Isso motivou o desenvolvimento de intensos estudos voltados
para a fenomenologia ao longo dos tltimos anos, os quais mostraram que o espalhamento
profundamente inelastico no referencial de dipolo é o experimento mais simples e eficiente
para estudar o regime de altas densidades da QCD e investigar a estrutura interna dos

hadrons.

Em particular, neste trabalho realizamos um estudo fenomenolégico do modelo
proposto por Marquet, Peschanski e Soyez [MARQUET; PESCHANSKI; SOYEZ, 2007],
o qual foi utilizado originalmente para a descricdo de dados de HERA para a producao
exclusiva de méson vetoriais em colisdes elétron-préoton (ep) no formalismo de dipolos
da QCD. O modelo MPS com os ajustes originais apresentou bons resultados, onde os
gréficos do trabalho confirmam isso, bem como o valor de X2, para as 4 diferentes funcoes
de onda utilizadas, BG, LCG, BLL e BLB. No entanto quando aplicamos tal modelo aos

dados mais recentes, percebeu-se a indispensavel atualizagdo dos parametros do modelo.

Essa atualizacao ocorreu muito recentemente, no inicio do ano de 2022, com o
trabalho de Ya-Ping e Victor Gongalves [XIE; GONCALVES, 2022], onde os autores
atualizaram os parametros para os modelos de fun¢oes de onda BG e LCG. No trabalho
em questao, foram apresentados apenas resultados para os mésons p e J/W. Ambas as
funcoes de onda BG e LCG para os mésons vetoriais foram incluidas no estudo, mas as
curvas apresentadas foram aquelas fornecidas usando o modelo LCG, pois foi o modelo que
resultou em um melhor valor de x?2,, obtido. Sobre a nao inclusao do méson ¢, os autores
nao mencionam nada em relacado do mesmo, mas segundo os resultados obtidos neste
trabalho, um dos possiveis motivos é o fato de os resultados para este méson degradarem

o valor de x?2_; global.

Selecionamos os dados mais recentes da producao exclusiva dos mésons p, ¢ e
J/W e utilizando os pardmetros atualizados em 2022 por [XIE; GONCALVES, 2022],
construimos graficos com o objetivo de comparar os dados mais recentes com as previsoes
teodricas referente aos trés mésons, usando a funcao de onda BG, visto que no trabalho
[XIE; GONCALVES, 2022] esses resultados nao sao apresentados. No geral, os gréficos
para o méson p e J/W apresentam uma descri¢ao razodvel dos dados experimentais, o que

vai ao encontro com o valor obtido de X2 ,; = 1,39 pelos autores utilizando o modelo BG.

Para o méson ¢, realizamos uma extensao, visto que também nao ¢é realizado
no trabalho de [XIE; GONCALVES, 2022]. Plotamos gréficos para a se¢do de choque

diferencial e total e o valor total de x?,, mostra um ajuste degradado. Essa conclusao pode



Capitulo 5. Conclusées 63

ser confirmada por exemplo, ao observar os graficos da se¢ao de choque total em funcao
da energia W. Esses resultados indicam o motivo de os autores de [XIE; GONCALVES,

2022] nao utilizarem os resultados para ¢.

Pelos resultados obtidos, concluimos que é necessario ampliar a andlise, ou seja,
realizar um ajuste similar ao feito no trabalho original, gerando combinag¢oes de modelos
de fungdo de onda a partir das fun¢oes de onda BG e LCG, para os trés mésons, p, ¢ e
J/W. Como perspectivas, assim como sugerido em [MARQUET; PESCHANSKI; SOYEZ,
2007], utilizaremos outros modelos de saturagao para a fungao N(rQs(q,Y),Y’) em (4.13).
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APENDICE A - Célculo da secio de choque
total do DIS

Neste apéndice esta o calculo detalhado que chega na expressao da se¢ao de choque
total O tensor leptonico (L,,) descreve a interagao do elétron com o f6ton virtual, sendo

determinado ao utilizar das regras de Feynman para a QED,

Ly = 2k, + bk, — g (k - k)] (A1)

J& o tensor hadronico (W*) no estado geral é dado por [DEVENISH; COOPER-
SARKAR, 2004]:

We
(B gV oV

(A.2)

Ws
M?

v v o Wa Ws v Wa -
WH = —Wigh + 35 =i p - gomms + "¢ 5 + (0" + 07"

onde M é a massa do hadron. Este tensor depende basicamente de trés variaveis cine-
maticas, p,p’, k. No entanto, é possivel estabelecer uma relacdo entre tais, de modo que
p+ q = p'. Logo, no final das contas, o tensor hadronico depende de apenas duas varia-

veis independentes [PIRES, 2019], o qual é parametrizado seguindo algumas propriedades
[DEVENISH; COOPER-SARKAR, 2004]:

» Conservacao da corrente eletromagnética: ¢, W = q,W# = 0.
« Paridade e inversao temporal: W = W"H,

o Conservacao da simetria: W#*” nao pode conter nenhum quadrivetor antissimétrico.

Assim, a equagao (A.2) pode ser simplificada, pois nem todos os termos contribuem
para a secao de choque diferencial, como exemplo, o termo Wy e W3, restando entao:

12 v W VW v 12 W
WH = —W;g" +ﬁ22+q“q ﬁiﬂp“q +p Q“)ﬁz

Devido a propriedade da conservagao de corrente [PIRES, 2019; DEVENISH;
COOPER-SARKAR, 2004], ¢, W* = 0, e pelo fato que os quatro termos nao sdo in-

dependentes, W4 e W5 podem ser reescritos em termos de Wy e Wa:
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0 que resulta em:
M AV W . .
W =W, (—g“” + I ) * 17 (p“ - pfq“) (p” - pfq”) (A3)
q q q
onde W; e W; sdo conhecidas como fungoes de estrutura inelasticas [CAZAROTO, 2009].

Para se chegar na secao de choque diferencial final do espalhamento, é necessario

realizar a contracao dos indices entre os tensores L,, e W de modo que:

1 2W,
— WL, =4W(k-K)+==12(k-p)(K - p) — (k- k)M? A4
Para se obter uma expressao mais clara, é possivel determinar um quadro refe-
rencial especifico e expressar os vetores k, k', p, p’ e ¢ em termos da energia e do angulo
de espalhamento. Aplicando o referencial do laboratoério, conforme a Figura 20 ilustra:

obtemos que:

Figura 20 — Cinematica do espalhamento no referencial do laboratério.

Fonte: Autoria prépria

P = (M,0,0,0)
o= (E,k)
K= (Ek)

assim, o produto escalar entre k e k' sera:

—

k-k = |k||K|cosd
= FEFE'cosf

Ja o produto escalar quadri-dimensional é dado pela relagao
a-b=a—a-b
deste modo,
bk = K%k
= ELE' — EE'cosf
= EFE'(1-cosb)
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67
como 1 — cosf = 2sin? &:
0
k-k =2EFE sin? 3 (A.5)
Para a relagao
(p-k)(p-k')=MEE (A.6)
Substituindo as relagdes (A.5) e (A.6) na equacao (A.4):
0 2W- 0
_ -2 2 2 2 =2
= [4W1 <2EE’ sin 2) + Svil <2M EFE —2M*EFE'sin 2)1
0 2W- 0
= [4W1 <2EE’ sin’ 2) + V;QMQEE’ (1 — sin? 2)]
! i 2 0 ! 2 4
= [4W; | 2EE" sin 5 + 4WoEE' cos 5
reorganizando:
! WL, =4EE" | 2W, sin’ b + Ws cos? o (A.7)
2M n D ! '
Logo, em termos das funcoes de estrutura W; e Ws, a secao de choque seréa:
do 4o’ B .50 5 0
1Ed0 = Q4 l2Wl S1n 5 -+ W2 COSs 5 (AS)

Porém, podemos escrever a expressao da secao de choque em termos das variaveis

x de Bjorken e da inelasticidade y. Para isso, utiliza-se da relagdo abaixo [BARONE;
PREDAZZI, 2002]:
2MFE

dE'dQ) = oY dx dy
assim,
do 2r M Ey 4a*E"™ 0 5 0
dcdy = = oL l2W1 sin 5 + W cos 3
dado que:
2
sin? — = 42’2E’ (A.9)
0 E Mzy
2V o
cos” o Fo (1 Y ) (A.10)

Substituindo as equagoes (A.9) e (A.10) na expressao da se¢ao de choque:
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do 2n M Ey - 4a*E’ xyM E Maxy
= 2 — | 1—y— A1l
dzdy 01 [ Wi ( 2 ) W ( DY ﬂ (A-11)

e realizando as manipulagbes matematicas necessarias, chegamos na expressao:
2

do 27«
dedy — EMax2y

[Wl(xyM) + WLHE (1 —y — ]\gzyﬂ

Introduzindo as fungoes de estruturas adimensionais [BARONE; PREDAZZI, 2002],
as quais descrevem a estrutura do nucleon observada no DIS [CAZAROTO, 2009]:

F1<I7Q2) - MW1<V7Q2>
FZ(J;7Q2) - VWQ(”:QQ)

obtemos a expressao final da se¢ao de choque:

do 2ra’?

dxzdy - E M x?y?

Fi(z, Q%)zy? + Fo(z, Q?) (1 - ]‘gzyﬂ (A.12)
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APENDICE B - Calculo da funcio de onda

transversal e longitudinal do foton

Esta secao apresenta o calculo detalhado das fung¢des de onda do féton virtual
transversal e longitudinal, utilizando a referéncia [KOVCHEGOV; LEVIN, 2012].

B.1 Funcdo de onda transversal (U7, —>qq_)

Comecando com a func¢ao de onda transversal, partimos da expressao

e 1— 2)0;;
U Mk 2) =eZi—= A 2%
’ k? + 2 2 1_
TH+mi+Q?2(1-2)

A

Us(k)y -y volg—k)  (B.1)

de modo a comegar a deducao pelo produto escalar entre os espinores de Dirac e a matriz

v (parte B). Ao aplicar a defini¢do do complexo conjugado para os elementos de matriz:

Uo (k)Y - 400 (q = k) = (Tor(q = k)vue(k))™ - €3 (B.2)

Dado que o vetor de polarizacao transversal é

er = (0,0,&) (B.3)
ou seja, et = 0 e utilizando a propriedade do produto escalar em coordenadas do cone
de luz:

1 1
w-v = —utvT +-—uvt —ul -]
5 + 5 101
o produto escalar entre 7y - €). sera:
1 1 Lo
v = syt H oyt —ql -
2 2
= —71-€1
=~ — 16 (B.4)

Deste modo, ao aplicar a expressao (B.4) em (B.2), o produto escalar final sera:
= — (0o (q = B)y1us(K))" - €1 — (0o (q = k) 2o (K))" - €2 (B.5)
Ainda, para facilitar o calculo, podemos escrever a equacao B.5 como

= —(I77 Mg, k) + 137 (g, k) (B.6)
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No entanto, ainda é necessario utilizar dos elementos da matriz de Dirac construi-

dos a partir de espinores u e v, na forma

Vo (P') i Uo (p)

.
N AR

o que gera como resultado a expressao seguinte:

i i i ioel J ot . o
[ (pl e PL Pl e pL) — goromy <pp/+pﬁ9 (5“—1—20512) (er) (B.8)

(B.7)

Agora, é necessario realizar a soma em ij para os termos I; e I, da expressao (B.6).
Deve-se atentar ao fato de estarmos trabalhando com o complexo conjugado, deste modo,
os sinais que acompanham os niimeros complexos serdo trocados. Comecando em Iy, com
1 =1 e realizando a soma em j:

_ pitio(e'pl +€pl)  pl —io(elpl +€7pl)
]11 - 60,—0’ p/+ + p+
pr+pt .
—po oMy ( (511 — 20512) (€r1) (B.9)

pp*

Porém, nas expressoes I; e consequentemente em Iy é necessario multiplicar pelo

fator
(gt — kT)k+ (B.10)

para compensar os fatores que estao dividindo a expressao (B.7).

Logo, dado que €'? = —¢?! = 1 e ¢!l = €2 = (), a expressao (B.9) serd simplificada

de modo que:

1 2 1 ;2 I+ +
+ — +
I = {50,0/ (pl P A ZO']U_) 500/Umf <pp/+pf ) (511>} €T,1 (q+ - k+)/€+

p/—i- p+
(B.11)

Realizando os mesmos passos para Iy, com ¢ = 2 e realizando a soma em j:

L= 0, . (pf +io(epl +e®pE) | pl —io(elp) + 622]91))

pt p*
P+t .
—50-0./O'mf <p/+p+> (521 — 20'522) (ﬁT,Z) (B12>
simplificando,
2 1 2 .Y I+ +
_ pi —wpp | pltop] PT+tp .20
HQ = {50-’_01 ( pH‘ + p+ > — (SUO./O'mf (W‘) (20'5 )} €12 (q+ - k+)k+
(B.13)

O proximo passo é substituir as variaveis p e p’ por k e ¢ — k. Comecando com a

equacgao (B.11):

(q—k)l-kia(q—k)z kl—iakQ k)T 4T
le{a(,,_,,/< T L)aw,amf(w eray/(at—kT)k+ (B.14)
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Uma observagao importante ao fato que o indice 2 contido nos parénteses nao

significa ao quadrado e sim que sao coordenadas 2.

Reorganizando os termos:

a| —k| +io(q® —k2) k| —ick? +
111—{50,0( e | ooy (i ) pera/ (@ kR (B.15)

tirando o minimo multiplo comum, considerando a seguinte propriedade!
Q2
q‘u = <q+7 B OJ_ (B16>
q+

e colocando ¢ em evidéncia, de modo a utilizar da propriedade que z = k*/¢*, a qual
representa a fragdo do momentum do cone de luz do féton transportado pelo quark,

chegamos que a expressao I; final sera:
1

I = m {507_0/ (z(—l@ —iokl) + (1 —2) (kL — iaki)) + (5wzamf)} ery (B.17)

Da mesma forma, substituindo os termos ¢ — k e ¢ na equagao (B.13):

(g—k)T kT (g—k) Tkt

_ 27-(7 1 2 okl + +
HQZ{(;U,_O.I(((I k)4 —io(q k)L+kL+’ kl)60.6/0'mf(w>+k>(i0'522)}67~72 (gt —k+)k+ (B18>

como ¢, = 0 e tirando o minimo multiplo comum, simplificamos a equacao:

1
I, = N {6 arl2(=k% +ioky) + (1= 2)(K +ioky)] — o imy }eray/ (g — kH)k+
z —Z

(B.19)

neste caso, temos que o2 = 1.

Agora, deve-se somar I e I, e em seguida, substituir na expressao inicial (equagao

B.1). Durante a manipulacao desses passos, deve-se levar em conta o produto vetorial

& x kL =—i\e) -k, (B.20)

Assim, chegamos entdo na expressao

(A (EL, z) =eZp\/2(1 — 2)0;;
(=008 FL(1—22—0)) + 0,emp(1+0N)/v2  (B21)
K2+ mi + Q%*2(1 — 2)

Uma vez que o interesse se concentra em utilizar a funcao de onda do féton virtual

no espaco de coordenadas transversais, é necessario realizar uma transformada de Fourier:

* = ko MY * g
Wp (@2 = [ gt TR ) (B.22)
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Por meio desta transformada, podemos dividir a equagao (B.21) em duas integrais:

&k, - 2, Opor—L(1 4+ o\
/ e /;g <+ ) (B23)
1 af
Pk gz ki@
RLTL(] — 6,0) (1 — 22 — 0N B.24
/(27r)26 ( =220 (524

onde
at = Q%z(1 —2) + mj

Comegando com a primeira integral (equagao B.23) e colocando as constantes para

fora da integral:

my 1 ) ek LT
Som (1 4 o —/d ey < B.25
( V2! )> @2 " R e (B:25)

Para a resolugao desta integral, existe uma propriedade que é uma adaptacao da

Fungao de Green:

d2QL iz
/Me el — 27TKO (mxl) (B26>

Assim, a primeira integral tem como resultado:

(500,”\;%(1%@) (2;2 / d%% - (500/”\;%(1+0A)> ;Wf(o(am) (B.27)

—l—af

Resolvendo a segunda integral (equagao B.24), de forma a inicialmente separar as

constantes:
%k, RLEL ];J_.g’j\_ (1_5 ,)(1_22_0)\) . eilﬂ'ﬂﬂ
FLFL(16, ) (1—22—0\ _ 70 & /d% g
/(2#)26 ( J1=22-0 )ki—l—a} (2m)? €L il Lki%—a
(B.28)

Ao observar a integral na expressao (B.28), percebe-se que o vetor k 1 € resultado
da operacao do gradiente na exponencial. Logo, podemos utilizar da propriedade utilizada

anteriormente, conforme mostrado abaixo:

k- efitn = —iﬁl(eikl'ﬁ) (B.29)
’Lk‘L T Zkl'fL

/ &2 KL = i, ( / k.~ ) (B.30)
J_ + af k + af

conhecendo o resultado da integral ja utilizado anteriormente:

= —iﬁL[Zﬂ'Ko(an_)]
= —2m ﬁL[Ko(afxi)]
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e aplicando a regra da cadeia:

0Ky O(asx,)
(afo) &E’L
= —2mi(K}) asV ()

= —2mi
77'1a

dado que K{(z) = —Ki(2)
= 27m‘Kl(afo)otfg[:—l (B.31)
T

Agora, substituindo (B.31) em (B.28), resolvemos a segunda integral:

(1 =650 )(1 =22 —0N) , Ty
(27)? €l QW@Kl(afo)afZ (B.32)

Por fim, juntando as expressoes (B.27) e (B.32):

&1

T

_¢Z%

\I/%*—“J‘j (fla Z) - 9
T

2(1 — 2)0;; [(1 —050r) (1 — 22 — o N)iay K (z1ay)

(B.33)
+50—0-/E(1 —|_ U)\) 0 (:L’J_le)]

O préximo passo é efetuar o médulo ao quadrado de U7."%. Em seguida, é neces-
sario realizar uma soma sobre os niimeros quanticos 7, j e sobre as helicidades o, ¢/, além

da média sobre \*!.

Varios sao os caminhos para se deduzir tal expressao, no entanto, o modo mais
pratico encontrado foi novamente dividindo a expressao (B.33) e trabalhando termo a

termo. Trabalhando apenas com os termos dentro do [ |, dividimos de tal forma:

d = (1=06p0)(1—22—0Nas K, (asx))

%(1 + o) Ko(zay) (B.34)

o termo que sobrou, podemos reescrevé-lo como:

Az 1 2
€ Ty Az (hal
= - + B.35
T (\/Z’EJ_ \/§$J_> ( )

devido a propriedade do vetor de polarizacao transversal

c = 550’

1
& =——(\1) (B.36)

Assim, podemos denominar a e b como:

Art x?
- b= B.37
“= o, V21, (B-37)
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Logo, a expressao (B.33) pode ser reescrita de forma mais simplificada:
Wy () ) = IV Z;_ % i+ i) + d (B.38)
Aplicando o médulo ao quadrado:
@?wﬂﬁmﬂazgﬁki;@w%m@+ﬂﬂ+¥ (B.39)
Resolvendo os termos que estao entre | |:
[di(a +ib) + | - [~di(a — ib) + c] = d*(a® + b?*) — 2bed + (B.40)

Podemos simplificar ainda mais a expressao ao substituir os termos em a e b, de

modo que o resultado a® + b* = 1/2. Logo:

Y =aq (2
‘\IIT (Z1,2) P

‘2 _ e Z3[2(1 = 2)]o

ij 1
JfE—%m+8

(B.41)

Realizado todos esses passos, chega 0 momento em comegar a realizar as somatoérias

e por fim, a média em A. Comecando com a somatoéria em i, j, visualizamos que apenas

ocorre dependéncia na Delta de Kronecker (6;;), a qual é:

1 i
ij = ’ Z ] (B.42)
0; i#)
onde i,j = 1,2, 3, assim,
O s F :
%;‘@T @2 = - %;&jLiz——2&ﬂ—%c}
e2Z3z(1—-2) 1,1 ]
f 2 2
— 47r2 _d §—chd+c ] géw
e2Z2z(1—2)| 1,1 ]
f 2 2
- &= — 2bed 5+ 376,
y; 3 cd + | Zz:; i+ ; ;
e2Z3z(1—2) 1,1 ]
f 2 2
= A2 _d§—2bcd+c_%:5ii
e2Z2z(1—2)| 1,1 1 Ne
f 2 2
= Z_9 3
y” _d 5 bed + ¢ | ;(5”
e2Z2z(1—2)| 1,1 ]
f 2 2
= i _d g 2bed + ¢ | N, (B.43)

onde N, é o nimero de cores quanticos igual a 3.
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A préxima somatéria é sobre as helicidades denotados por o e ¢’. Neste caso, a
dependéncia ocorre em todos os termos dentro do [ ]. Assim, novamente seré realizado o

calculo em partes. Iniciando com o termo d?:

!

N = Y (1—=050)*(1—22— UA)QCL?:ki

0,0

= > (1= 26,0 +02,)(24 42> — 4z + 20 (22 — 1))a;ki

oo’

como 62, = g0,

= > (1= 0,0)(2+42° — 42+ 20\(22 — 1))a?k‘i

oo’

= Y (2+42% =424+ 20\(2z2 — 1)atk] — D 06or(2+ 427 — 42+ 207(22 — 1))ak]

oo’ oo’

Realizando a soma primeiro em o, os termos que nao possuem dependéncia dobram
de valor e aqueles que possuem devem levar em conta o valor de o que varia entre 1 e -1.

Desta forma:

= Y (24427 =424+ 20\(22 — 1)atk] — ) 06or(2+ 427 — 42+ 20722 — 1))ak]

g

= (4+82° —8z2)ajk] — (2442 — 42)atk? (B.44)
agora realizando a somatoéria em o’

= D (448" —8z)atk] — ) (2+42° —4z)ajk?

/ !

[

= (84162 —16z)atky — (4 + 82" — 8z)atky
= (4+82> = 8z2)afk.
= 4(1+422° —2z)atk, (B.45)

Ao simplificar a expressao (B.45), definimos a somatéria em d* como sendo:

Yo dP =422+ (z— 1)P)ath (B.46)

o,0’

Realizando a somatdria de o, ¢’ para o termo ¢ da expressao (B.41):

202 = Z(S ) (1+oN’KS (v 1ay)

2

= 2500 (14 207 + 0®A) K2 (21 a) (B.47)

como 02)\? =1,

l\’)

= Z 500 L2+ 200\ K2 (xLay)
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comecando com a somatoéria em o:

2
m
— 7sz(g (w1a5) S Gpor(2 4 200)

= m;K{(zoay) (B.48)
fazendo a somatoéria em o', chegamos na expressao final:

Y =2miK;] (B.49)

A dltima somatoria sob as helicidades se concentra no termo 2bcd:
x? m

2bed = S 2L (1= 6,.)(1 — 22 — oNark| 6pp—L(1 + No) K

(;UI ; \/ﬁlﬂ_( )( ) fhL \/5( ) 0

2

= m—Lafmeo(l — 056/ )0001 (1 — 22 — o)
T
= ﬁ Ky (9o, Opo)0por (1 — 2 A
- CCJ_afmf O( oo’ — o'o") UO'/( — 42— 0 )
_ 0 (B.50)

Depois de realizar todas as somatorias, ainda é necessario realizar a média sobre

a somatoria de A\, de modo que:
]_ * AP 2
YIRS Bl ZalI )
o,0’ A i

(B.51)

Logo, juntando as expressoes (B.43), (B.46), (B.49) conforme a expressao (B.41):

ZEZZ\\IJ%*W (#1,2) = 622?[2(12—z)]Nclz [4(22+<z—1)2>a§h
g 4m 24 2

_ e Z7[2(1 - Z)]NCZ[(ZQ + (z = 1)*)a3 K7 + m} K]

+2m7K§

472 S
e?7202(1 — 2
= f[47(r2 ) N.2[(22 + (2 — 1)2)achi + m?Kg]
e?7202(1 — 2
_ f[z; DN, 22 + (2 = 122 K2 +m2K2) (B.52)
como
aem - 47T
e? 2¢% 1 20
— = - _ B.53
272 A T ( )

Chegamos assim, na expressao final para a funcao de onda transversal do f6ton

com a somatéria sob todos os sabores (f):

e

2(1—2)
g (B.54)

x {a3 [y (rap)f [ + (1= 2)2] + m3 [Ko (w1ap))}

oy (7, ) =2, Y
f
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Continuamente, a se¢ao abaixo é destinada para a dedugao da expressao da fungao

de onda longitudinal.

B.2 Funcio de onda longitudinal (\pf—ﬂl@?)

Para calcular a funcao de onda do féton longitudinal, partimos dos mesmos princi-
pios que os utilizados anteriormente. No entanto, agora utilizando o vetor de polarizacao

longitudinal (€}):

+
v (4 Q
€L = <Q’ e 0L> (B.55)
onde o produto escalar sera:
1 1
u-v o= §u+v_ + EU_UJF — Ul - vl
1 R
o€} = §7+6’\ + 37 M (B.56)

Obtemos assim a seguinte configuragao:

16 = 50— K1y (B))" € + (g — By o ()" €] (5.57)

Para tal arranjo, temos que os elementos de matrizes serao:

Vo (p') 1 Uo (p)

8 = 2 50,—0’
VAR
Vo (p'),y_ us(p) 50,—0'# (FL L —iopL x Pl —m?)
VPt VT 0o 0 i (0" +iop?) + (p' + iop?)]

Ao reunir as expressoes acima e lembrando que devemos multiplicar toda a ex-

pressao pelo fator descrito na equagao (B.10) para compensar os denominadores y/p'+ e

v pt, obtemos:

1 _ 2 . L
5 {[ 50’,—0’]62 \/p/j er + [507—0’W (pJ_ : ﬁj_ —wpL X ﬁl - mQ)

—500,01)37; (0" +iop®) + (0 + zap2)}] } et rt et (B5S)

Para simplificar a expressao acima, trabalhamos primeiro com o produto escalar e

o produto vetorial, de modo que devemos substituir p = ke p' = q — k:

pLxp = pp®—ppt
= k'(¢® =K — k(¢ — k')
— 0

dada a propriedade contida na equagao (B.16), teremos que o produto vetorial serd nulo.
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Ja o produto escalar:
Py = ppt
= kg = k) + k(¢ - K
— _(kl)Q . <k2>2
= —k
Ainda, ao substituir as varidveis p e p’ por k e ¢ — k, simplificamos mais ainda a

expressao, devido ao termo:
(p'l + i0p2) + (pl + iapQ)
pois,

((¢* — kY +io(q® — k) + (k' +iok®) = 0

Agora, podemos reunir os resultados encontrados nos produtos vetorial e escalar,

bem como os valores de €)F na expressio geral (equacio B.58):
1 +
3 {1250l TR + [ e = ) | R = 59

Podemos simplificar a expressao acima, assumindo que

logo, a mesma sera:

Q 2 2 q*
=(1—050 ) —\VEkT(q— k)" + —F— (ki —m%5)—=\/kT(qg— k)T B.60
1=t Lyfila =07 e - D -] (0o
O préximo passo é conseguir escrever a expressao acima em termos da fracao
do momentum do cone de luz transportada pelo quark (z). Desta forma, realizando as

manipulacoes necessarias:

k? 4+ m?

= (1 =190, 2(1—2) — —= !

( ){Q 1 o

-« 5w>{Q2Z“_Z)_’“i_m3”}
Qy/2(1 = 2)

ainda, conseguimos escrever a ultima equacao como:

-4 {2Q2z<1 —2)  Q%(1—2)+ K +m} }

N Qy/2(1 - 2) Qv/2(1—2)

(B.61)
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Depois disso, é necessario substituir a equagao (B.61) na expressao inicial (equagao
B.1) para assim, obter a expressao da fungao de onda do féton longitudinal:
{2@2 2(1 - 2) @2z<1—z>+ki+m3c}

Qy/2(1 = 2) Qy/z(1 - 2)

€Zf Z(l — Z)él]
k2 + m3 4+ Q?z(1 — 2)

U7y, 2) = (1-

simplificando:

Z;2(1— 2)6;;
eZi 2L =20 (g5 o0\ H1 = 2) — eZp /21— 0(—brn)  (B62)

R +mi +Q?2(1 — z)

Ao chegar a equagao (B.62), negligenciamos o segundo termo que nos daria uma
funcdo delta, 6*(z ), na funcio de onda do espago de coordenadas transversal, pois dipolos
de tamanho transversal igual a zero nao interagem com o ntcleo (ou seja, eles tém sec¢ao

transversal de espalhamento zero) e, portanto, tais configuragoes nao contribuem para as
fungdes de estrutura DIS [KOVCHEGOV; LEVIN, 2012].

Nota: Quando se realiza a Transformada de Fourier sob a equagao acima para o
segundo termo, temos que a mesma ¢é a transformada de uma constante o que gera um
termo proporcional a delta 6%(z ), que desprezamos. Isto ¢, decorre que a transformada,
de Fourier que gera a funcao Delta de Dirac é a analoga a contida na expressao:

1 poo .
i(z) = %/_OO ek dk

Logo, a equagao (B.62) sera:
eZi[z(1 = 2)]1326,;2Q (1 — 0yor)

O 7Nk, 2) = .
t k3 4+ m7 + Q%2(1 — 2)

(B.63)

a qual denota a funcao de onda longitudinal no espaco de momento.

Em seguida, realizamos a Transformada de Fourier® utilizando a equacao (B.22):

d?k
Vi ELD) = [ G R 2)

_ / d2]{l eiEJ_'fJ_ GZf[Z(l — Z)]g/Z(SijQQ (1 — 5gg/)
(2m)? k3 mi + Q%*2(1 — 2)

eZslz(1 = 2)]326;;2Q(1 — b5, /d2 eF s
Am? k2 +af

(B.64)

onde a} = m} + Q*2(1 — z).

Como ja sabemos o resultado da integral acima (equacao B.26), dispomos do se-

guinte resultado:

(;if[z(l . Z)]3/25ij 2@ (1 — 500'/) KO (iL‘J_Gf) (B65>

Poderiamos ter realizado a transformada de Fourier para os dois termos, mas por quesito de simplifi-
cacdo, desprezamos o termo antes pelo fato de sabermos do resultado.

qu*_)qq (fJn Z) =

2
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Por fim, é necessario realizar o médulo ao quadrado da equagao (B.65), e conse-

quentemente as somatorias em i, j e sobre as helicidades o, o’.

Ao realizar estes passos devemos nos atentar que:

2

4
¢ _ Pty
72 Adxr o7

Chegamos assim, na expressao final da fung¢ao de onda longitudinal do féton.

* = Z2
|y z)|2 =2N. ) %4@%3(1 — 23 [Ko (z1ay)])? (B.67)
f
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