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Resumo

Nesta dissertacao de mestrado estudamos um principio da minima agao para sistemas nao
conservativos, baseado no problema variacional de Herglotz, e estudamos a formulacao
de teorias de gravitagao relativisticas e nao relativisticas para sistemas nao conservativos.
Este trabalho teve também como objetivo iniciar o estudo de efeitos dissipativos destas
teorias na Orbita planetaria e analisar de modo mais profundo as solugoes da equacao
de campo de Einstein para uma métrica nao conservativa. Neste caso, como resultado
inédito, estudamos a Orbita planetaria em duas teorias de gravitacdo nao conservativas
obtidas a partir do principio da minima acao generalizado de Herglotz. Na primeira teoria
estudamos os efeitos da dissipacao de energia orbital em uma teoria nao conservativa
do tipo newtoniana. Na segunda teoria, estudamos o problema da orbita planetaria na

gravitagao relativistica ndo conservativa proposta recentemente por Lazo et al. [10].

Palavras-chaves: gravitagdo nao conservativa, principio da minima ac¢ao, érbitas planetarias.



Abstract

In this master’s thesis we study a principle of least action for non-conservative systems,
based on Herglotz’s variational problem, and we study the formulation of relativistic and
non-relativistic theories of gravitation for non-conservative systems. This work also aimed
to begin the study of the dissipative effects of these theories on planetary orbit and to
analyze in more depth the solutions of Einstein’s field equation for a non-conservative
metric. In this case, as an unprecedented result, we studied the planetary orbit in two
non conservative gravitation theories obtained from the generalized Herglotz principle of
least action. In the first theory we study the effects of orbital energy dissipation in a non
conservative theory of the Newtonian type. In the second theory, we study the problem of
planetary orbit in non conservative relativistic gravitation recently proposed by Lazo et al.

[10].

Keywords: non conservative gravitation, the principle of least action, planetary orbits.
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1 Introducao

Através da teoria eletromagnética de Maxwell, desde a segunda metade do século
XIX, descobrimos que a luz ¢ uma manifestacao de ondas eletromagnéticas que se propagam,
no vacuo, com velocidade c¢. Ainda no século XIX descobriu-se ainda que esta velocidade é
uma constante universal independente da velocidade da fonte de luz ou do observador. A
busca por compreender a natureza da luz levou a uma nova definicao de transformagoes
entre referenciais inerciais, que por sua vez, resultaram na construcao das teorias da
relatividade especial e geral [1].

Referenciais inerciais sdo aqueles em que uma particula, que nao esta sujeita a
forcas, estd parada ou se movimentando em linha reta e com velocidade constante. Assim,
na mecanica newtoniana esses sao referenciais que relacionam-se através de transformagoes
de coordenadas chamadas de transformacoes de Galileu. Nestes referenciais as leis basicas
de mecanica, além de estarem na sua forma matematica mais simples, apresentam a mesma
estrutura matematica em todos os referenciais inerciais. Em outras palavras, as leis da
mecanica nao se alteram em forma através das transformacoes de Galileu. Por exemplo, a
segunda leu de Newton que tem como forma F = md em um dado referencial inercial, onde
F e @ sio as forga e aceleragao da particula no referencial, e m é a massa da particula, se
transforma em F' = ma’ (mesma estrutura matematica) em um outro referencial inercial
(onde d’ é a aceleracio no novo referencial). Portanto, a forma matemética das leis bésicas
da dindmica nao se alteram entre referencias inerciais. Esta caracteristica ¢ chamada de
“principio da relatividade” da mecénica newtoniana, enunciado, no Principia (ap6s as 3
Leis): “Os movimentos dos corpos incluidos em um dado espago sao os mesmos entre si,
esteja este espa¢o em repouso ou seguindo uniformemente em linha reta” [2].

Com o surgimento da teoria eletromagnética de Maxwell observou-se um problema
de inconsisténcia com a mecanica newtoniana em relacao as transformacoes dos campos
entre referenciais inerciais de Galileu. Por conseguinte, se levantou trés hipéteses para

explicar o fenémeno [2]:

1. A mecanica newtoniana e as equacoes de Maxwell sao validas, mas o

principio da relatividade de Galileu nao se aplicada a todas as leis fisicas
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existente. Além disso, supde-se que exista um éter (um meio material

desconhecido) na qual a luz se desloca com movimento retilineo e uniforme.

2. O principio da relatividade de Galileu aplica-se a todas as leis fisicas e a
mecinica newtoniana esta correta. Nesse caso, as equacoes de Maxwell
teriam que ser modificadas, e deveria ser possivel observar desvios das

leis da eletrodinamica classica.

3. Deve existir um principio da relatividade (ndo mais a relatividade de
Galileu) que aplica-se a todas as leis fisicas, e as equagbes de Maxwell
sao corretas. Nesse caso, a mecanica newtoniana e as transformacao de
Galileu nao estao corretas: ou seja, podemos observar desvios das leis da

mecanica newtoniana.

Para provar a existéncia do eter, Albert A. Michelson e Edward W. Morley, pro-
curaram testar estas hipdteses em laboratério analisando experimentos de deteccao da
variacao de velocidade da luz em 1881 e 1887. O experimento tratava-se de uma mesa
giratoria a qual possuia uma fonte de luz e um detector de luz, onde ela seria dividida
por um prisma. Em seguida, a luz seria refletida por duas lentes até o detector, onde pela
diferenca entre as fases dos dois raios de luz poderia obter-se a diferenca na velocidade
de propagacao dos feixes de luzes refletidas pelos espelhos, medindo-se dessa forma, o

movimento da Terra em relacao ao "éter". Como na figura abaixo [3].
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Figura 1 — Ilustragao do experimento de Michelson e Morley.

A ideia do experimento era observar o efeito do vento etéreo em ondas de luz. Este

efeito deveria ser algo andlogo ao efeito do vento sobre as ondas de som. Como nenhuma
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diferenca foi encontrar na velocidade da luz, se conclui-se que necessitava-se de uma
nova teoria. Assim em 1905 Albert Einstein [4], desenvolveu uma teoria de relatividade
especial corrigindo a inconsisténcia entre a mecénica (uma nova teoria mecanica com
novas defini¢goes para referenciais inerciais) e a teoria eletromagnética de Maxwell, e
explicando porque a velocidade da luz é independente da escolha de referencial. A teoria
da relatividade especial foi proposta por Einstein em seu trabalho sobre a eletrodindmica

dos corpos em movimento e estd edificada em dois postulados [2]:

1. O principio da relatividade: as leis da fisica sdo as mesma em todos os

referencias inercias.

2. O principio da constante da velocidade da luz: a velocidade da luz ¢, no
vacuo, é a mesma em todos os referencias inerciais, e é independente do

movimento da fonte.

Ademais, Einstein estendeu posteriormente a ideia de que as leis fisica ndo deveriam
depender da escolha entre referenciais mesmo quando os referenciais em questao sdo nao
inerciais [1, 5, 6, 7]. Nestes trabalhos publicados em 1907 Einstein prop6s o chamado
principio da equivaléncia, que estabelece que a geometria do espago-tempo (que nao é
mais plana) é equivalente a distribuicdo matéria e energia [4], ou seja, a geometria do
espago-tempo é equivalente a gravitacao. Nascia uma das teorias de maior sucesso da fisica,
a relatividade geral, também conhecida como gravitacao de Einstein. Com a relatividade
geral é possivel explicar quase todos os fendomenos astronémicos conhecidos, como o desvio
da luz por objetos macigos, o desvio para o vermelho/azul da luz de objetos em movimento,
a precessao do periélio de Merctrio, etc [1, 5, 6, 7).

Além disso, com a relatividade geral pudemos compreender razoavelmente bem
a prépria cosmologia do Universo, desde sua origem, evolugao (formacao de galaxias,
estrelas, etc) e possiveis futuros [1, 5, 6, 7]. Apesar de todo o sucesso da relatividade geral,
atualmente uns dos maiores mistérios da fisica sao o problema de rotacdo de galéxias,
onde a mecénica newtoniana (e também a relatividade geral) nao explica por completo o
movimento de rotagao de estrelas entorno do eixo central da galédxia, e a expansao acelerada
do Universo. Uma forma de tentar explicar esses fenémenos é supondo a existéncia de
um tipo exotico de matéria, chamada de matéria escura, e um tipo exético de energia,

chamada de energia escura. A matéria escura seria responsavel pela maior parte da matéria
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do Universo e explicaria a curva de rotacao das galaxia. Ja a energia escura, que deveria
corresponder a maior parte da energia do Universo, explicaria a expansao acelerada [8, 9].

Ao ajustar um modelo tedrico da composicao do universo ao conjunto combinado de
observagoes cosmologicas, supondo validas a teoria de gravitacao de Einstein, os cientistas
acreditam que a composi¢ao do universo deve ser de aproximadamente 68% de energia
escura, 27% de matéria escura, e somente 5% de matéria normal [8, 9]. A matéria escura,
se existir, ao contrario da matéria normal, ndo interage com o campo eletromagnético.
Isso significa que ela nao absorve, reflete ou emite luz, tornando-a extremamente dificil de
detectar (e portanto, dificil de provar se ela existe ou nao). O mesmo problema encontramos
com a energia escura, cuja existéncia é extremamente dificil de ser verificada. Portanto, a
existéncia da matéria escura e da energia escura ainda nao foram verificadas diretamente (se
é que existem). Neste sentido novas proposta tedricas tentam buscar explicagdo para estes
fendmenos. Uma alternativa é supor que nao existam matéria escura e energia escura, e que
a teoria da gravitagao precisa ser modificada (assim como a mecanica newtoniana precisou
ser modificada com a formulagao da relatividade especial). Neste sentido, recentemente foi
proposta uma nova teoria de gravitagdo nao-conservativa por meio de uma formulacao
lagrangiana para sistemas dissipativos [10]. A formulagdo baseia-se em uma generalizagao
do problema variacional de Herglotz proposto inicialmente nos anos 30 do século XX
[10]. Esta teoria mostrou-se promissora ao explicar a expansao acelerada do Universo sem
precisar de energia escura [10].

Para compreender esta teoria de gravitacao nao-conservativas, precisamos primeiro
de uma generalizacao do principio da minima ac¢ao para sistemas nao-conservativos. Neste
contexto, um dos objetivos deste trabalho de qualificacdao é estudar o principio da minima
agao generalizado de Herglotz [10, 11], e estudar a formulagao de teorias de gravitagao
(relativisticas e nao relativisticas) para sistemas nao-conservativos. Este trabalho tem
também como objetivo iniciar o estudo de efeitos dissipativos desta teoria na oérbita
planetaria. Neste caso, como resultado inédito, estudamos a orbita planetaria em uma
teoria de gravitacdo nao-conservativa do tipo newtoniana obtida a partir do principio da
minima acao generalizado de Herglotz. Por fim, estudamos a formulagao da gravitacao
relativistica proposta em [10], e como continuagao até o término do mestrado, pretendemos
estudar o problema da érbita planetaria nesta ultima teoria.

O trabalho esta organizado da seguinte forma. No capitulo 2 revisamos o principio

da minima a¢do de Hamilton e o aplicamos em diversos problemas, incluindo na formulagao
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da gravitacao de Einstein. Neste capitulo também é discutido brevemente o problema da
orbita planetaria na teoria de Einstein. O capitulo 3 é dedicado ao estudo do principio
da minima acao de Herglotz e sua generalizacdo para campos. As teorias de gravitagao
nao conservativas sdo apresentadas no capitulo 4. Finalmente, no capitulo 5 discutimos a
continuagao do nosso trabalho até o término do mestrado e apresentamos um cronograma

das atividades que serao realizadas.
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2 O principio da minima acao de Hamilton

Neste capitulo apresentamos uma breve revisao do principio da minima ac¢ao de
Hamilton e sua aplicacao na construcao da teoria da relatividade geral, assim como de

outras teorias fisica.

2.1 O principio da minima acao

A formulagao lagrangiana da mecanica newtoniana é baseada no principio da
minima acao de Hamilton, onde ela descreve o movimento de uma particula em coordenadas
generalizadas. Segundo o principio da minima agdo, a trajetoria descrita por uma particula
é aquela que minimiza o funcional agao [13, 14]:

to

S= [ Llz@t),it),t]dt (2.1)

t1

onde z(t) é a posigao da particula no instante t. Como a trajetéria descrita pela particula
¢ a que minimiza a ac¢ao, ela pode ser obtida anulando-se a variagdo do funcional:
t

58 = [ Liu(t) + du(t), i(t) + i (t), )dt — /h Liz(t),&(t),dt =0,  (2.2)

t1 t1
onde variamos a trajetéria da particula de x(t) para x(t) + dx(t), e a fungao dx(t) satisfaz

a condicao de fronteira dz(t;) = dx(ty) = 0. Expandindo em Taylor até primeira ordem a

lagrangiana na primeira integral obtemos:

Liz(t) + ox(t), &(t) + da(t), t] = L]x(t), 2(t),t] + gi&v( t)+ gi’&c( t) + O(6%x, 6%%).

Substituindo esta expansao em (2.2), desprezando os termos de segunda ordem, e usando

integracao por partes no segundo termo, obtemos:

t2 | OL aL 8L

que deve ser satisfeita para qualquer funcao dz. Do teorema fundamental do célculo

variacional [13, 14], a tnica solu¢do para o problema (2.3) é que a fungao x(t) satisfaga a

oL oL
(o), »

equacao diferencial:
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conhecida como equagao de Euler-Lagrange [13, 14].

Uma observagao muito importante para o desenvolvimento deste trabalho é que
a acdo (2.1), para descrever um sistema fisico, deve ser um escalar da teoria, ou seja,
um invariante sob transformagoes de referenciais correspondente a teoria fisica que se
utiliza. Por exemplo, se o sistema for no contexto da mecanica classica, a agdo deve ser um
invariante por transformacoes de Galileu. J& para um sistema relativistico, a acdo deve ser
invariante localmente por transformacoes de Lorentz.

O principio da minima a¢ao apresentado nesta se¢ao pode ser facilmente generalizado
para particulas em espagos com dimensao maior e também para campos. O principio
da minima acéo é um dos principios mais importantes da fisica. E a partir dele que a
dindmica das teorias fisicas (classicas ou quanticas) é geralmente obtida. Em principio,
a Unica restricao para que seja valido o principio da minima acao de Hamilton é que o

sistema deve ser conservativo [10]. Apresentamos a seguir alguns exemplos de aplicagao.

2.1.1 A mecanica analitica

Na mecénica analitica [14], a funcdo lagrangiana L|x(t), ©(t),t] = K —V corresponde
a energia cinética K menos a energia potencial V' do sistema. Por exemplo, para uma

particula sob a agao de um potencial V(x), a lagrangiana da mecénica se reduz a:

V(). (2.5)

Note que esta lagrangiana ¢ um invariante sobre transformagoes de Galileu se a fungao
potencial depender da distancia da particula até a fonte do potencial (fonte da forga
mecanica externa a particula). Neste caso, a agdo também é um invariante. Inserindo (2.5)

na equagao de Euler-Lagrange (2.4), obtemos a equagdo de movimento da particula:

mi(t) — —a‘gf) _F

oV (x)
ox

como sendo

que coincide com a segunda lei de Newton, e onde identificamos F' = —

a forca atuando na particula.
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2.1.2 Teorias classicas de campos: o eletromagnetismo

Podemos estender o principio da minima acao para campos. Seja ¢, (1 =0,1,...,n—
1) um campo vetorial fisico em um espago de dimensao n (uma dimensao temporal e n — 1
espaciais). A funcao lagrangiana do campo é entao definida por [14]:

_ % a¢# . n—1
L—/V£<z/1u, 5 gt ) A" (2.6)

onde a integral é no volume espacial V', e £ é chamada de fun¢ao densidade de lagrangiana.
A funcao L é, em geral, uma fungdo do campo e de suas derivadas temporais e espaciais
(emteemuz; (i=1,2,...,n—1)).

A acgdo de um sistema é dado pela integral da lagrangiana L no tempo, ou seja,

S:/:/Vﬁdx", (2.7)

onde reescrevemos dt = dxg e dx™ = dtdx™ . Para a acao (2.7), as equagoes de E-L
correspondentes sao [13, 14]:

oL 0 oL
o, O, (macuwu)) -0 (28)

onde p,v = 0,1, ...,n, e utilizamos a convencao de soma de Einstein sobre indices repetidos.

Por fim, vamos considerar a lagrangiana de um campo eletromagnético. Seja
¢ = A, = (Ao, A) o quadrivetor potencial do eletromagnetismo. O tensor de campo de

Maxwell F),, ¢ dado por:

0o E, E, E.
-E, 0 —B. B,
~E, B. 0 —B,
-E. =B, B, 0

onde usamos, como usual, g = ct e a métrica de Minkowski n** = ), = diag(+1, -1, -1, —1).
Como convengao, indices latinos correspondem apenas as coordenadas espaciais (isto é,
i,7,k,... = 1,2,3) e indices gregos incluem ambas coordenadas de espago e tempo (isto é:
w,v,o,... = 0,1,2,3). As componentes Iy, do tensor de Maxwell (2.9) correspondem ao
campo elétrico, e as componentes [j; correspondem ao campo magnético.

E importante observar que todas as propriedades do campo eletromagnético sao

determinadas pelo tensor eletromagnético F),, e nao pelo potencial vetor A,. Como

consequéncia, a lagrangiana para o campo eletromagnético deverd ser construida pelo
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tensor de Maxwell e nao pelo potencial vetor. A razao para isso é o fato de que o
tensor eletromagnético (2.9) exibe invarincia de calibre, ou seja, o potencial vetor é uma
quantidade nao unicamente definida na teoria eletromagnética. Modificando o potencial

vetor da seguinte forma

Ay — A, + 0,0, (2.10)

nao afeta os campos eletromagnéticos, pois

F’W = 0,(A,+0,90)—0,(A,+0,9) = 0,A,—0,A,+0,0,6—0,0,¢ = 0, A, — 0, A, = F.
Portanto, a transformagao (2.10) ndo altera o tensor eletromagnético e, consequentemente,
0S campos.

Finalmente, a densidade de lagrangiana para o campo eletromagnético pode ser

construida, pelo tensor F),, definido em (2.9), como:

1 vV
———F,, F", (2.11)

Ecampo - 167c

onde F* = ntry»? F,,. B importante mencionar que a lagrangiana (2.11) é o invariante
(sobre as transformagoes de Lorentz) mais simples que podemos construir a partir dos

campos eletromagnéticos [15]. A acdo eletromagnética é entao dada por:

1
167c

" 1 .
S—— /QFWF‘ dzt — C?/Qj”AudlA, (2.12)

onde dz* = cdtd®z, j* = (cp,j) é o quadrivetor corrente, € = [t1,t5] X V é o volume do
espago quadridimensional, e a segunda integral em (2.12) representa a interacao entre
campo e matéria. A condi¢ao necessaria para o extremo do funcional acao definido acima
é dada pela equagao de E-L (2.8). Da (2.8) obtemos o chamado segundo par de equagoes
de Maxwell:

0,1 = ——j". (2.13)

Identificando as componentes dos campos elétricos e magnéticos, o segundo par de equacao

de Maxwell (2.13) pode ser escrito em uma forma mais familiar:

V.-E=4mp

47,

1 (2.14)
VxB=—j+-0E.
C C

E importante notar que o segundo par de equacoes de Maxwell nio fixa completamente

a dinamica dos campos eletromagnéticos. Isto pode ser visto a partir do fato de que
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(2.14) fixa a variagao temporal do campo elétrico (relacionada a derivada 0,E) mas nao a
variacao temporal do campo magnético. Para fixar completamente os campos, precisamos
de condigoes adicionais chamadas de primeiro par de equagoes de Maxwell. Essas equagoes
sao consequéncias diretas da definicao do tensor eletromagnético e de sua invariancia por

calibre. Da defini¢ao (2.9) é facil verificar que:
0pFyy + 0uFyp + 0,F,, = 0. (2.15)

Identificando as componentes da equagao (2.15) com os campos elétrico e magnético,
obtemos a forma mais familiar do primeiro par de equagoes de Maxwell.
V-B=0
1 (2.16)
V xE=—-—-9B.
c
As equagoes (2.14) e (2.16) fixam completamente a dindmica dos campos elétrico e

magnético e constituem as famosas quatro equagoes de Maxwell:

V- E = 4mp,
4
VxB=_"jtdE,
c (2.17)
VxB=0,
VXE:—&B.

2.1.3 Geodésicas

O funcional acdo, ou mais precisamente o calculo variacional, permite determinar a
trajetoria de particulas livres (sem interagdo com outras particulas ou com campos') em
muitos tipos de espagos (euclidiano ou nao). As equagoes de movimento destas particulas
livres sdo conhecidas na matematica como geodésicas [1, 5, 6, 7, 16, 17]. Dados dois pontos
no espaco, a geodésica corresponde a curva de menor comprimento ligando estes pontos,
ou seja, dado um ponto inicial e um ponto final, uma particula livre percorre sempre a
trajetoria de menor distancia entre esses pontos. Portanto, a trajetoria é a que minimiza o

funcional acao

S = /ds, (2.18)

Devido ao principio da equivaléncia, na relatividade geral as particulas sob agdo de um campo
gravitacional também seguem como trajetérias geodésicas em um espago curvo [1, 5, 6, 7.

1
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onde ds é o diferencial do parametro comprimento de arco s da trajetéria, que satisfaz:
ds® = g, dxtdx”, (2.19)

e G = gW(:cﬂ ) € o tensor métrico definindo a geometria do espago. Note que como ds é o
elemento de comprimento de arco, a agao (2.18) serd naturalmente um invariante sobre as
transformagoes de coordenadas no espago curvo definido pela métrica g,,. Supondo que a

trajetoria x# é alterada para z* + dz#, entdao teremos:

§(ds?*) = 2dsd(ds) = 6(gm)da"dr” + g,,0(da")dz” + g,,dz"5(dz")

= gupd(2?)datdx” + 2g,sdx"5(dx?), (2.20)
onde usamos o fato de que g,, ¢ um tensor simétrico, e
3(g) = G (2 +8(2”)) = G (2”) = g p8(2”) + O(6%(2”)).
Usando §(dz”) = dé(z”) e da* = #=ds = @*ds em (2.20), obtemos:
§(ds) = <;gw,5:'c“a':”5(:cﬁ) + gugx‘“‘wgﬁ)) ds. (2.21)

Portanto, da variagao da acao (2.18) obtemos a condigao:

5(5) = [ atas) = [ (;gﬂy,ﬂmva(ﬂ) —i—g#ﬁx'“di(;ﬁ )> ds = 0. (2.92)

Fazendo integragao por partes no segundo termo do integrando em (2.22), e impondo a

condicio §(z”) = 0 sobre o ponto inicial e final da trajetéria, obtemos:

3(S) = / 5(ds) = / (;gwgmv - js(gﬂﬁw)> 5(%)ds = 0. (2.23)

Do lema fundamental do cdlculo variacional [13, 14] obtemos, entao:

d . 1 e
75 9up ") = 59 p2"d” = 0. (2.24)
Reescrevendo
d, » . o 1 "
75 Gust"™) = 93" + Gup @2 = s + 5 (Gouw + Govy )", (2.25)

onde usamos o fato de que g,, é um tensor simétrico. Substituindo (2.25) em (2.24), e

multiplicando por ¢ obtemos:

da? + g% (15)%# + lagﬂu 1 3g,w> dzt dx¥

=0
dr dr ’

dr? 2

2 0xv 20zt 2 0xP
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onde fizemos a substitui¢ao de varidvel s = 7 para o tempo préprio (onde consideramos
a partir daqui, sem perda de generalidade, ¢ = 1). Portanto, obtemos como equagao de
movimento da particula livre a famosa equacao da geodésica

d?xP dzt dx?
[ =0 2.26
dr? Wodr dr ’ ( )

onde

2 0z 20zt 2 0P
é o chamado simbolo de Christoffel [1, 5, 6, 7, 16, 17].

e = g° <1695“ 10gs, 1 89W>
uv

E importante mencionar que se o espaco for plano (euclidiano), entao I’ ry=0ea
2P
equacao da geodésica se reduz a e 0, de onde obtemos uma reta como trajetéria da
T
particula livre. Em outras palavras, no espaco plano, a reta é a curva de menor comprimento

d?xP

dr?

ligando dois pontos do espaco. No caso de um espaco curvo, teremos # 0 e a geodésica

nao sera mais uma reta.

2.2 Equacao de campo de Einstein e acao Einstein-Hilbert

Da mesma forma que as equagoes de Maxwell descrevem como o campo elétrico
e magnético respondem a presenca das distribuicoes de cargas e correntes, as equagoes
de Einstein descrevem como a métrica do espago-tempo responde a uma distribuicao de
energia e o momento. Vamos considerar um espago-tempo com a métrica g, = g,ﬂ,(xﬁ )
(8=0,1,2,3) definida no dominio 2 € R*. Entdo, o problema variacional para o campo
gravitacional consiste em determinar o tensor métrico g,,, que extremiza o funcional
integral
S = /Qﬁ(m“,gm,,gw,ﬁ)\/ d*z, (2.27)
onde g8 = 089w, Vv = V=g, e 082 é a fronteira de €, e g, satisfazem as condigoes de
contorno g,,(6Q) = g4} com ¢o : 6Q — R.
Falta ainda determinar quem ¢ a fungao lagrangiana L. Para a acdao (2.27) ser um
invariante, esta lagrangiana deve ser contraida com invariantes do espaco-tempo curvo. O
proximo passo € verificar quais sdo esses possiveis invariantes para construir £. A geometria

do espago-tempo ¢ caracterizada pelo tensor de Riemann:

R, =07, — 017, + FPMPAW — rpmrﬁw. (2.28)

ouv

Do tensor de Riemann, podemos verificar as seguintes propriedades [1, 5]:
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i) Simetria Ryou = Ryuwpo
Z’l) Anti—Simetria Rpa-“y = _RUPNV - _Rpcrz/p — Ro’pl//.t
ZZZ) Ciclica Rpuyo‘ + R,DVO'M + Rpo‘uu = 07

_ A . . o
onde Ry5un = grpl? - Podemos contrair o tensor de Riemann R, com o tensor métrico

g”?, para construir o tensor de Ricci
Ro‘u = gpMRpO'/uz- (229)

A propriedade de simetria i), garante que o tensor de Ricci também exibe a propriedade
de simetria

RO’ZI = Rua; (230)

e a propriedade de anti-simetria i) diz-nos que R,, é o tinico tensor de segunda ordem
que pode ser construido através do tensor R,,,,. Consequentemente, multiplicando i7) por
gPt. g7 e g"¥ temos

R,, = _gpMRap;u/ = _gpuRpm/u = gpMRaqu (2 31)

po o pv _
9" Rpop = 9" Rpop = 0.
Entao, a natureza anti-simétrica do tensor R,,,, permite construir apenas um tnico
tensor de segunda ordem. Em consequéncia, os tinicos escalares sao obtidos contraindo as
expressoes em (2.31), ou seja
oV oV ov
R = g RO’I/ = gp“g Rpa,uu = —gp“g Rap;w

(2.32)
gw/gpo-Rpauu = 0.

E por fim, pela propriedade #ii) temos

1
ﬁgﬁgﬂl’RPUuy - O (233)

Podemos concluir que o tnico invariante (escalar) nao nulo que pode ser construido a
partir do tensor Ricci R,, é o escalar de Ricci R = ¢°" R,
Com um tnico invariante, a lagrangiana mais simples para o campo gravitacional é

L =L, + L, onde L,, é a lagrangiana correspondente a parte da matéria e

L,=R. (2.34)
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O problema em utilizar diretamente a lagrangiana (2.34) é que ela depende efetiva-
mente de termos contendo até a derivada segunda da métrica, devido a defini¢ao do tensor
de Riemann (2.28), o que implica que o principio cldssico da minima agéo (2.27) deveria
ser modificado incluindo condigoes sobre as derivadas de segunda ordem na fronteira do
dominio [7]. Uma alternativa ¢ identificar que o escalar de Ricci pode ser reescrito como
MMR=L—-L,comL = g (re,, —19,,)eL=gv(Tq I —T7.17 ). Una vez que a

segunda derivada ocorre em L linearmente, podemos pela regra do produto reescrever [7]

L= \1/ <<gwf‘;‘w\/>7y - (QWFZV\/) - <gMV\/) } o+ <gMV\/) i Ffw) ’ (2.35)

onde o operador (.), onde g ¢ o determinante do tensor métrico g,,. Os dois

= Oa7’
primeiros termos sao derivadas totais, entao nao tém contribuicdo para a equagao do
campo gravitacional [5, 7]. Sobrando apenas os dois tltimos termos, que com o auxilio da
derivacdo covariante podem ser escritos na forma equivalente a 2L. Consequentemente, a

equagao do campo gravitacional pode ser obtida apenas levando em conta termos efetivos

na densidade Lagrangeana
,C(ZL‘“, Gap, gaﬁ,u) = »Cm + £ef = £m + L, (236)

pois [o [N/\/ddx =2[q L\/ddx + constante [7].
Para obter as equacoes de campo generalizadas, vamos definir uma familia da
métrica g, tal que

Gu (") = g (27) + 0(gu) (27), (2.37)

onde ¢’ 6 é a métrica que extremiza S em (2.27), e §(g,,) satisfazem as condigoes de
7 n

fronteira 6(g,,)(0€2) = 0. Tomando a variacdo de (2.27) com (2.36) obtemos

5(5) = [ SL6" gus, gus)y) ' = [ [5(L)+6(Lwy)] dw=0. (239

Calculemos primeiro os termos da (2.38) referente a parte da geometria, ou seja,

referente ao termo d(L,/) (veja [7]):
0 (T0, 109" /) = T0,0 (T2, /) +6 (U5, ) Thag™ /
= 15,0 (9" ) + 5 [0 (g™ ) = T (9 V)] (2.39)

=30 (9" ,.) — Tt (97v), — TasTid (9 /).
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onde foi usado o produto das derivadas e as igualdades [7]

=
V=V (2.40)
(#), =Tk

Da mesma maneira temos que
3 (TE.0250" /) = U500 (Tosg™ /) + 6 (T5,) TS0 /
=10, [0(T55) 9"/ + TS0 (9 /)] + 0 (T5,) Tosg™
=20 (T, ) T5s9" o/ + T 556 (9" /) (2.41)
=20 (T939" /) T = T0aT050 (9
= (00 T~ TiaT28 ().

onde usamos:

9", =~ (g"Thy + g"°1%,) . (2.42)

Podemos entao escrever que:

0 (Ly/) = Tpde (9" /)~ Tagde (9) , + (Thalss = Taglin) 0 (97y/) - (2.43)

Entéao, da condi¢ao (2.38) obtemos:

/[5(L\/)+5(£m\/)} d'z
= / 0c(9"" /) o = Dna0e (9" /) + (Fﬁargﬂ rgﬁrgy) 3e(g™ /) (2.44)
+87TGTW5€(9‘“’)\/} d*z =0,

onde T}, é o tensor energia-momento definido por 6(L,,/) = IO, w0e(9"),/ [7]. Depois
de realizar uma integracao por partes, e dado que 6(9‘”\/) = 5(9’“’)\/ - %g“”gagé(go‘ﬁ)\/,
obtemos [7]:

1
_ / 5(g™) [RW — SgwR —87GT,, | dl (2.45)
+f ( 5(g™ ) — FZV(S(Q”Q\/)) 'z =0,

A ultima integral em (2.44) é nula pois, pela condicdo de fronteira, temos §(g,,,)(6€2) = 0.

Assim, a partir do lema fundamental do cdlculo variacional obtemos de (2.44) a equagao
do campo gravitacional:

1
R = 59 R = 87GT,,, (2.46)
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conhecida como equacao de Einstein, e que fixam a geometria do espago-tempo dada uma
distribuicao de energia e momentum.

Antes de finalizar o capitulo vamos mostrar que a gravitacao de Einstein contém,
como caso especial de campos fracos, a gravitagao newtoniana. Para isto, vamos analisar
o caso de campos fracos. Em espacos quase planos a métrica é aproximadamente a de
Minkowski [5], isto é, ¢, = 1 + Ry, com |h,,| < 1. Em primeira ordem em h, escolhendo

o calibre n**(hyp, — thu,.,) = 0 [10], obtemos & partir das equagdes de campo [5]:

167G
OPhyy = ———— S (2.47)

oA
onde S, =T}, — %UWT ’\/\. No caso homogéneo S,,, = 0, a equacao de campo (2.47) descreve
em coordenadas cartesianas ondas gravitacionais [5]. Além disso, para uma distribuicao

estatica e esférica de massa, e no vacuo, a equagao de campo se reduz a:
V2heo = 0, (2.48)

que tem como solu¢do (impondo condigoes de fronteira adequadas [5]) a gravitagao

newtoniana pois, neste caso, temos:

hop = — = —— (2.49)

2 r
que resulta no potencial gravitacional Newtoniano [5].

Finalmente, considerando campos nao tao fracos, onde é preciso utilizar aproxima-
coes de maior ordem em h,,, Einstein provou que a presenca de um termo de correcao
a gravitacao newtoniana explicava com precisao o problema da precessao do periélio de
Mercirio [5]. Este foi um dos principais indicios de que a teoria de Einstein estava correta
logo apéds a sua formulagao. Veremos nas proximas duas subsegoes uma breve discussao

sobre o problema da 6rbita planetaria na gravitacao de Einstein.

2.2.1 Métrica de Schwarzschild

A equagao de campo de Einstein (2.46) corresponde a um sistema de dez equagoes
diferenciais nao-lineares. Solugoes exatas para esta equagao s6 existem em casos simples,
onde a simetria do problema permite simplificar as equagoes diferenciais envolvidas. A
métrica de Schwarzschild foi a primeira solucao publicada da equagao de campo Einstein

(2.46). Esta solugao corresponde a geometria do espago-tempo gerada por um objeto
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estatico massivo de massa M condessado em uma esfera com um raio r. Neste caso,
a métrica do espago-tempo no vacuo (exterior ao corpo) reflete a simetria esférica da
distribuicao de massa. Neste sentido, este trabalho buscou de forma simples realizar
uma revisao literaria das principais caracteristicas e aspectos das solu¢oes da métrica de
Schwarzschild e seu papel de relevancia dentro do contexto da mecénica relativistica atual
[1, 7, 18].

Para lidarmos a solugao de Schwarzschild podemos utilizar coordenadas esféricas
[1, 5, 6, 18]. Neste caso, a simetria do problema nos permite escrever a métrica em

coordenadas esféricas como [1, 5, 6, 18]:
ds* = B(r)dt* — A(r)dr* — r*dQ?, (2.50)

onde dQ2? = r2d#* — r?sin®*0dy?® é o quadrado do elemento de angulo sélido, com (6,1))
variaveis de angulo sobre uma superficie esférica de raio r centrada na distribuicao esférica

de massa. Portanto, o tensor métrico é diagonal:

A) 00 0 |
0 —-B(r) 0 0
Gup =
0 0 —r? 0
I 0 0 0 —T2sin20_

E os simbolos de Christoffel nao nulos sao [1, 5, 6, 18]:

A'(r) r —rsind B'(r)
I, = Lpyy=—"—, Ipy=——, I'= 2.51
rr 2/4(7”) ) 66 A(?”) ) P A(T) ) tt QA(T) ) ( )
. .1
Fiw = —sinfcosl), T9, =T} = - F;@r = Ffw =, (2.52)
B'(r)
Iy =T4, =cotf, T} =T = B0 (2.53)

Por fim os termos nao automaticamente nulos do Tensor de Ricci sdo [1, 5, 6, 18]:

R B0 1 (B’(r)) (A/(r) . B’(r)) 1 (A’(r)) | 250

2B(r) 4\ B(r) A(r) B(r) r \ A(r)
B r A'(F)  B'(r) 1
=1+ s (00 509 ) * (2:59)

Ryy = sin*0 Ry, (2.56)
B"(r)

a1 G+ )~ Gy ) e

Rtt =
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E importante ressaltar uma solucdo para as equagoes de Einstein no vécuo (fora
da distribui¢do de massa) para o problema de uma distribuigao esférica pode ser obtida
anulando-se todos os termos do tensor de Ricci, ou seja, impondo R, =0 [1, 5, 6, 18].

Neste caso, multiplicando (2.54) por A™! e (2.57) por B!, somando ambas, obtemos:

A B d
TP g — Yap =
A5 =0 g AB) =0,

o que implica que A(r)B(r) = cte. Como a geometria do espaco tempo deve ser plana

quando o raio vai para infinito, devemos ter:
lim, oo A(r) = lim, o B(r) = 1.

Isso nos garante que as fungoes A(r) e B(r) sdo uma o inverso da outra, ou seja,

Substituindo este resultado na equacao (2.55), e fazendo Rgy = 0 no vacuo, obtemos:
Rgg = —1+ B'(r)r + B(r) =0,

que tem como solucao:

,
B(r)y=1--2
(=1-2,

onde o valor da contante r, corresponde ao chamado de raio de Schwarzschild, que
estabelece o limite minimo para o raio de um objeto massivo de massa M para que ele nao
se torne um buraco negro. Isto ocorre pois devemos ter B(r) > 0 para que a métrica do

espaco tempo seja nao-singular. Podemos identificar 7y com a massa do objeto analisado
1 GmM GM

através da chamada velocidade de escape §m1)2 = — v =
TS /r.S

superficie do objeto massivo com seu raio minimo r,. Se substituirmos a velocidade v pela

de um corpo da

velocidade da luz ¢, teremos [18]:

2GM
s =g (2.58)
Portanto, podemos rescrever [18]:
2GM/c? s
By =1 My 1 (2.59)
r T

A(r) = (1 - W) o (1 - r) o (2.60)
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Com esses resultados, a equagao (2.56) é automaticamente satisfeita. Além disso, podemos

reescrever d82 CO1mMo.

—1
ds? = <1 - r) dt? — <1 - T) dr? — r?d$)?, (2.61)

T r

definindo a chamada métrica de Schwarzschild. Para esta métrica, os simbolos de Christoffel

resultam em [1]:

I r
I, = 2.62
T 2r(ry—1)’ (2:62)
1

e =t =-— 5 2.63
tr 7t 9 ’f’(’l" _ 7“5)’ ( )

. Lrg(r—ry)
I = 5 3 (2.64)
[hy=rs—r, (2.65)
Iy, = (rs —r)sin’6, (2.66)

1

FZT = Ff@ = F;ir = F;{)w = ;7 (267)
Fiw = —sinfcos b, (2.68)
Iy, =Ty = cotd. (2.69)

2.2.2 A geodésica para a métrica de Schwarzschild

Vamos analisar a equagdo da geodésica (2.26) em um espago com métrica de
Schwarzschild. A solugao desta equagao descreve, por exemplo, o0 movimento orbital de
planetas ao redor de estrelas. Fazendo ¢ = 1, sem perda de generalidade, e usando a
métrica de Schwarzschild e os simbolos de Christoffel da subsecao anterior, obtemos da

equagao da geodésica (2.26) 4 termos nao automaticamente nulos [1, 18]:
d?r r dr\’ aoN* ., (dy\?
ar (T V() o |2 20 (¥
dr? (27"(7’—7’5)) (dT) (r=r.) [(dT) sin (dT)

re(r—ry)\ [dt\?
Ts\l 7 Ts) =) =o
* ( 2r3 ) (dT) ’

(2.70)
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d20  2d6 dr i\’
2 G ) = 2.71
172 + I dr sm@cos@(dT) 0, (2.71)
2 2di dr i df
— 4+ ———42cotf—— = 2.72
dr? +rd7’d7’+ O dr 0 (2.72)
d*t s dtd
e T o (2.73)

i drdr
Como observamos que o espago-tempo possui uma certa simetria (simetria esférica),
entao haverd quantidades fisica conservadas associadas a trajetéria geodésica [1]. Essas
quantidades surgem naturalmente nas equagoes da geodésica acima. Por exemplo, a
equagao (2.71) tem como uma solugdo a fungdo constante § = g, o que implica que o
movimento orbital resultante ocorrera em um plano. Isto junto com o fato de que a métrica
é independente do adngulo ¥ implica na conservacado de momento angular L = cte. A
conservagao do momento angular surge como solucao da equacao (2.72) fazendo 0 = g, de
onde obtemos:

2y 2dy dr

dr? TdeT:

e multiplicando por mr? (m é a massa da particula em drbita):

d? di dr d da di
2 2 2
Wﬁﬂwwmwzwwxwm-ﬂémﬁf%:m’ (274)

onde L é o momento angular da particula em érbita. Da quarta equagdo (2.73) obtemos a

lei de conservagao da energia [1, 13, 14, 15]. Para encontrar este resultado, multiplicamos

(2.73) por (1 — 7:)

(1_7"5)d2t+7“sdtd7"oﬁd dt<1_7“s> 0
r)dr?  r2drdr dr |dr r N

dt Te FE
—)(1—) = — = cte,
dr r m

Finalmente, resta apenas uma das 4 equagcoes da geodésica para resolver, a equacao

(2.75)

onde F é a energia orbital [1].

(2.70). A solucao desta equagao nos dard a 6rbita planetaria na gravitacao de Einstein.

T
Substituindo 6 = > reescrevendo % e g—: em fungao de L e E (fazendo m = 1, sem perda

de generalidade), e reescrevendo j—: = &4 ohtemos da (2.70) ap6s algumas manipulagoes

— dy dr

(para mais detalhes veja [1]):

2
1 s
() T Ry M) (2.76)
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Para simplificar a resolugao desta iltima equagao, fazemos a mudanga de variavel [1]):

212
T = :
T

em (2.76) e derivamos uma vez em relagao a 1. Desta forma, a (2.76) se transforma em

[1]):

d*z 3rz

E importante salientar que no limite r, — 0 a equacao da geodésica (2.77) se reduz
a equacao de movimento da gravitagdo Newtoniana. Portanto, o termo do lado direito da
equagao (2.77) pode ser interpretado como um termo de corregao a gravitagdo newtoniana.
Este termo explica o problema da precessao da érbita de Merctrio. Para ilustrar o efeito de
precessao orbital na gravitacao de Einstein, na Figura 2 apresentamos a solu¢ao numérica
da equagdo (2.77) com as condigoes iniciais r(0) =1 ¢ 7;1%) =0, e com os valores ry = 0.01
e L = 0.05. Neste grafico, em azul temos a orbita na gravitacao de Einstein apresentando
a precessao da oOrbita planetaria. Para comparagao, em laranja temos a érbita planetaria

na gravitacao de Newton. O codigo numérico utilizado para obter a solugao apresentada

na Figura 2 foi implementado em Python e estd disponivel no Apéndice A.
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Figura 2 — Solucao da equagao da geodésica com a métrica de Schwarzschild em azul. Para
comparagao, em laranja temos a Orbita planetaria na gravitacao de Newton.
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3 O principio da minima acao de Herglotz

A motivacao para a pesquisa de teorias de gravitagdo nao conservativa foi funda-
mental na necessidade de encontrar respostas, que proporcionassem ferramentas para o
entendimento de mecanismos na observados na cosmologia e na astrofisica de particu-
las.Especificamente, por meio do principio da minima acao de Hergloz. Assim podermos
formular teorias de gravitagdo nao-conservativas, precisamos primeiro de uma generalizacao
do principio da minima agdo para sistemas nao-conservativos. O principio da minima acao
é um dos pilares fundamentais na construcao de qualquer teoria fisica moderna. Em todas
as teorias, classica ou quantica, a dinamica de qualquer sistema conservativo é obtida a
partir deste principio. No entanto, é bem conhecido que as equag¢oes de movimento de
sistemas dissipativos nao podem ser obtidas diretamente pelo principio da minima acao
[10, 11]. Durante todo o século passado, diversos métodos foram desenvolvido para tentar
contornar esta dificuldade. Exemplos incluem as lagrangianas dependentes do tempo, as
varidveis auxiliares de Bateman, e agoes com derivadas fracionérias [11]. Infelizmente, em
todas estas abordagens ou se utiliza de lagrangianas nao-fisicas, como nos dois primeiros
exemplos, ou se utiliza de operadores nao-locais com propriedades algébricas diferentes das
derivadas usuais. Apesar das diferencas, em todos esses métodos para adaptar o principio
da minima acao para sistemas nao-conservativos, a acao é sempre definida da forma usual
como a integral de uma fungao lagranginana que depende do tempo, posi¢ao (ou campos),
e suas derivadas. No entanto, recentemente foi proposto um novo principio da minima
acao para sistemas nao conservativos, baseado no problema variacional de Herglotz, que
controna essas dificuldades [10, 11].

O problema variacional original de de Herglotz consiste no problema de determinar
a funcdo z(t) que extremiza o valor M(t;), onde o funcional M(t) (com t € [ty,t1]) é

solugao da equacao diferencial [10]

dM

o L(t,z(t),z(t), M(t)), (3.1)

sujeita as condigoes iniciais e de contorno:

M(ty) =mo, x(ty) =0, x(t1) = 1.
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E importante notar que (3.1) representa uma familia de equagdes diferenciais pois
para cada funcao x(t) temos uma equacgao diferente. Portanto, M (t) depende de x(t). Além
disso, o problema de Herglotz se reduz ao problema fundamental do célculo variacional se
a funcao lagrangiana L nao depender de M (t). Neste caso temos [10]:

NI(t) = L(t, 2(t), &(t)), ¢ € [a,}]

(3.2)
M(to) = so, x(to) = zo, x(t1) = 1,

entdo, integrando (3.2), obtemos o problema classico da calculo variacional:

M) = /tt Lt 2(t), (1)) dt, (3.3)

onde x(tg) = xg, x(t1) = x1, €

L(t,x(t). (1)) = L{t2(t). (1)) + - 5_°t0.

(3.4)

Herglotz provou [10] que uma condigdo necessaria para que a funcdo x(t) seja um

extremante do funcional (3.1) é dada pela generalizagdo da equacao de Euler-Lagrange:

oL dOL OLOL

%_%%_‘—W%_O' (3.5)

E importante notar que no caso do problema classico do cdlculo variacional (3.3), nés
temos 2£ = 0, e a equacdo diferencial (3.5) se reduz a equagao classica de Euler-Lagrange.
0S ’
Além disso, a aplicagdo do problema de Herglotz para sistemas nao conservativos é evidente
mesmo no caso mais simples, onde a dependencia da lagrangiana na acao é linear. Por
exemplo, a fungao
mi?

L= —Ul) - %M (3.6)

descreve um sistema dissipativo com uma particula pontual de massa m sob agao de um
potencial U(z) e uma forca viscosa com coeficiente de resisténcia v. De (3.5), a equacao
de movimento resultante é:

mi + v = F, (3.7)

que uma forca de atrito proporcional a velocidade @, onde & é a aceleracao da particula
e I = _% ¢ uma forga externa conservativa. Neste contexto, o termo linear LM na
lagrangiana (3.6) pode ser interpretado como a fungao potencial da for¢a nao conservativa
[10].

Para demonstrar que o extremante do problema de Herglotz satisfaz a equacao

generalizada de Euler-Lagrange (3.5), fazemos (como usual) uma variacdo da fungao
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x(t) — x(t) + edx(t) (t € [to,t1]) onde dx(t) satisfaz a condigao de fronteira dz(ty) =
dz(t;) = 0. Integrando a (3.1) obtemos:

M(x(t) + edx(t), #(t) + edir(t) / L(x(t) + edx(t), #(t) + edir(t), t)dt.

Derivando em relagao a € obtemos:

‘9M_/‘9L5 OLs. , 0L OM)
oc )\ 522" T 5% T a1 be

e derivando novamente em relagao a t:

d oM oL oL oL OM
dt o (aﬂ 2"t aar a) (3:8)
Fazendo a mudancga de variavel
Y
e’
podemos reescrever (3.8) como:
ay 0L oL (9L

que satisfaz a condigao de fronteira (ty) = Q(t1) = 0 quando ¢ = 0 (pois z(t) é um
extremante), e ¢ um EDO de primeira ordem linear. Podemos usar o método de fator de

integragao para resolver esta EDO [19]. Seja uma EDO da forma:

y+alz)y = b(z),

temos como fator de integracao p(z) = exp ([ a(x)dx) onde p # 0. Portanto, e EDO pode

ser eescrita como

de onde obtemos a solugao por integragao direta [19]:

y(x) = exp (— /a(x)dx) /b(:c) exp (/a(x)dw)dz

Retornando para o nosso problema (3.9), e usando o método de fator de integracao

com a condigao de fronteira Q(ty) = Q(t1) = 0, obtemos:

oL (9L oL

Logo usando integrais por partes, obtemos:
t (0L d (OL oL oM
— — — | == ——dt |dxdt
/to <8x dt(@j:)Jr@x& )ep< /aM ) v

+ laL(Sm exp ( aLdtﬂ

O oM =0

to
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Usando a condigao de fronteira dx(tg) = dx(t1) = 0 resulta em:

/tl oL _d (oL +(97L5’7M exp | — a—Ldt dxdt =0
W \or at\oi) " or 0x ) TP M -

Finalmente, do teorema fundamental do célculo variacional [13, 14], obtemos a equagao
generalizada de Euler-Lagrange (3.5):

oL d (0L n oLoM 0
dr dt\ox) 0i 0x
Vejamos a seguir a generalizacao do principio variacional de Herglotz para varias

varidveis [11][12].

3.1 Um principio da minima acao para campos dissipativos

Para um campo escalar ¢(z*) = ¢(zt, 22, - - , %) definido em um dominio Q € R4

(d=1,2,3,---), o problema cldssico do calculo variacional consiste em encontrar o campo

¢ que extremiza o funcional:

S(6Q) = /5 L (", d(z"), 8,6(z")) di, (3.10)
Q
onde 02 é a fronteira de 2, e ¢ satisfaz a condigao de fronteira ¢(02) = ¢sq com

o0 : 02 — R™. Antes de generalizar para o problema de Herlotz, é importante notar que
(3.10), para um dado campo ¢, se reduz a uma funcao S(02) da fronteira [11]. Em [11],

foi discutido que se existir um campo vetorial s* tal que

S(69) = /5 s, do, (3.11)

entao, do teorema da divergéncia obtemos:

S(6Q) = /m stn,do = /Q@MS"ddm = /QE (z", p(z"), 0, 0(2H), ) da, (3.12)

onde n,, um campo vetorial externo e normal a superficie 6€2, e do o elemento diferencial
de area desta superficie.

Em [11] é proposta a generalizagao do principio de Herglotz para campos da seguinte
forma. Seja a densidade de acdo s* um campo vetorial diferencidvel em Q € R?. O problema
fundamental do calculo variacional de Herlotz para campos consiste em determinar o

campo ¢ que extremiza S(0€2), onde S(0€2) é dao por:

st = L (", p(z"), 0pp(at), s"), at = (', 2% ..., 2%) € Q
(3.13)
S(5Q) = /5 o, $(00) = dsa,  9(69) : 60 — R,
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Como no problema original de Herglotz, é facil observar que a acao definida por
(3.13) reduz-se a agao usual (3.10) quando a lagrangiana nao depende do campo de
densidade de agao s*.

Para obter a generalizacao da equacao de Euler-Lagrange para o problema definido
pela acao (3.13), vamos seguir os passos usados em [11]. Vamos definir as variagoes de ¢

da seguinte forma:
¢(x") = ¢* (") + en(a”), (3.14)
onde € € R e n(z*) é um campo satisfazendo a condigao de fronteira 7(0€2) = 0. Depois de

integrar ambos os lados da equagao (3.13) sobre §2 (de forma semelhante ao que fizemos

na segao anterior), obtemos
S(69) = /Q L (2", bz, B,6(x"), s) d'z, (3.15)

e, tomando a derivada com respeito a € obtemos a seguinte relacao:

dS(m

/ L (", §(a"), 0,0(a"), o) d'a

B oL ds*|
g gt + | o

oL oL L
9(019)? 0(929)” "7 9(a)

(3.16)

onde por simplicidade escrevemos 8?6%) = ( ) Por outro lado, também

temos de (3.13)

dsS(0Q) 1 ds* J
- /6 mydo = / au d (3.17)
Usando (3.17) em (3.16) obtemos:
dst  OL oL ds
Op— O — Yu—— | d*z = 0. 3.18
/ [ wae  Tag a0 ds] ’ (3.18)

Uma condicao suficiente para satisfazer (3.18) para qualquer dominio 2 é

oL oL

OuCt — 77875 - 8;/’7@ — ¢ =0, (3.19)

ds*

onde (* = o Como 7, = 0, f(z") é um campo gradiente em €2, a (3.19) implica que ¢
€

pode ser escrita como (usando o fator integrante para uma equacao linear, como fizemos

na segao anterior):
(H(e) = A (2#, ¢, 0,0, 8*) /), (3.20)
onde

(3.21)

B AF (2, ¢, 0,0, 5*) = <n8£ oL ) )

9k Lo
96 " 19(0,9)
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Finalmente, como S(d€2) tem seu valor extremo em ¢*, devemos ter:
ds(692)
de

o = 0. (3.22)

Entao, de (3.13) e (3.22) obtemos:

ase)| [,
de ~ Jsa de "

j& que a superficie 62 é independente de . Além disso, como (3.23) deve ser valida para

do = : ¢"(0)n,do =0, (3.23)
Q

e=0 e=0

qualquer dominio, temos:

d’r = 0. (3.24)

e=0

. ¢"(0)n,do =0 = /59 Abn,,

do = | 9"
e=0 ’ @ :
Portanto, de (3.21) e (3.24) obtemos:

oL (xﬂa ¢*7 a,ugb*a SH) oL (x,u7 ¢*7 augb*? SH) —f(z¥) 3d
s [” 0% 5(0,6") ] oo

:/ [8£(x”,¢*,0u¢*,8“) d 0L (z",¢*,0,0", ")
Q

+ 0.

OL (z", ¢*, 0,0", s")
0(0,0%)

d ( OL(z" ¢*,0u0",8") )| o

+/ﬂ [dxu (77 8(@@55) e dx = 0.

A ultima integral em (3.25) é zero pois n(6€2) = 0. Entdo, do teorema fundamental do

(3.25)
+ Yu

] e—f(:v”)nddx

calculo variacional obtemos a generalizagao da equacgao de Euler-Lagrange para campos

dissipativos [11]:

oL d oL oL
_ —— =0. 2
96" dur (a (8Mgb*)> TG @) (3.26)
E facil verificar que se a lagrangiana nao depende de s*, a equacdo (3.26) se reduz
ao caso usual
oL d oL

_ =0 3.27
o¢*  dxt (8(@@*)) ’ (3:27)

ja que neste caso v, = 0.
Finalmente, a generalizagdo do problema (3.13) para varios campos é direta. Para
o0 caso com vérios campos ¢'(a#) = ¢'(zt, 2%, -+ ,2?) (i = 1,...,N), a generalizagdo da
equacao de Euler-Lagrange (3.26), com OuL = v, = 0, f(x"), fica [11]:
;qf* - d;l# (a(gﬁi*)) +7“(‘9(2L£¢W‘) =0, i=1,..,N. (3.28)

O principio da minima agdo para campos conservativos proposto em [11] estabelece

que as equagoes de movimentos de campos fisicos ¢’ sao as que extremizam a acio (3.13)
para diversos campos. Como consequéncia, os campos dissipativos fisicos devem satisfazer

a equagao de Euler-Lagrange generalizada (3.28).
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4 Teorias de gravitacao nao-conservativas

Entre uns dos maiores mistérios da fisica atual sdo o problema de rotacao de
galaxias, onde a mecanica newtoniana nao explica por completo o movimento de rotagao
de estrelas entorno do eixo central, e a expansao acelerada do Universo. Uma forma de
tentar explicar esses fendmenos é supondo a existéncia de um tipo exdtico de matéria,
chamada de matéria escura, e um tipo exdtico de energia, chamada de energia escura. A
matéria escura seria responsavel pela maior parte da matéria do Universo e explicaria
a curva de rotagao das galaxia. Ja a energia escura, que deveria corresponder a maior
parte da energia do Universo, explicaria a expansao acelerada. No entanto, a existéncia da
matéria escura e da energia escura ainda nao foram verificadas diretamente. Neste sentido
novas proposta tedricas tentam buscar explicagdo para estes fenomenos. Uma alternativa
¢é supor que nao existam matéria escura e energia escura, e que a teoria da gravitacao
precisa ser modificada. Recentemente [10] foi proposta uma nova teoria de gravitagao
nao-conservativa por meio de uma formulagao lagrangiana para sistemas nao-conservativos.
A formulacao baseia-se no problema variacional de Herglotz discutido no capitulo anterior.

Neste capitulo estudamos a formulacao de teorias de gravitacao (relativisticas e nao
relativisticas) para sistemas nao conservativos. Como resultado inédito, estudamos a érbita
planetaria em uma teoria de gravitagao nao-conservativa do tipo newtoniana obtida a partir
do principio da minima agao generalizado de Herglotz. Por fim, estudamos a formulagao
da gravitagao relativistica proposta em [10], e como trabalho futuro, pretendemos estudar

o problema da orbita planetaria nesta tltima teoria.

4.1 Uma gravitacao nao-relativistica e dissipativa: orbita com dissi-
pacdo na mecanica newtoniana

Nesta secao estudamos o efeito dissipativo introduzido pelo principio variacional de
Herglotz para a gravitacao newtoniana. Consideremos um sistema fisico nao-conservativo

que consiste de uma particula se move-se em linhas retas descritas em coordenadas esféricas,
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onde K ¢ a energia cinética e V' a energia potencial (gravitacional com fonte na origem) e

L4s(M) é a parte da lagrangiana nao-conservativa. Temos entao:

L=K-V(r)+ Ly(M) = % (7'«2 - r292> + G]\fm — S, (4.1)

onde v é uma constante, G é a contante de gravitagdo universal, M é massa da fonte do
campo, e consideramos que o movimento ocorre em um plano.
Aplicando a equagao generalizada de Euler-Lagrange para o casod=1e N = 2,

com zt =t, ' =1 e ¢* = 0, obtemos:

. GM
i —rf* + 5+ =0 (4.2)

€
0 + 270 + 76 = 0. (4.3)

que descreve a orbita de um planeta em torno de uma estrela na gravitacao nao conservativa
definida pela lagrangiana (4.1).

Na Figura 3 apresentamos a solu¢ao numérica do sistema (4.2) e (4.3) obtida em
Python. Foi utilizado como condicdo inicial 7(0) = 1, 7(0) = 0, #(0) = 0 e §(0) = 0.8.
Também foi utilizado GM = 1, e o parametro de dissipacdo v = 0.01. Vemos em azul
a Orbita de um planeta na gravitacao dissipativa, onde a presenca de forcas dissipativas
resultam em uma 6rbita espiralada com o planeta caindo lentamente em direcao a estrela.
Este tipo de problema pode ser utilizado para modelar, por exemplo, um planeta que
perde energia e momentum angular através da emissdo de matéria (ou de energia, por
exemplo térmica) para o espago. Para fins de comparacao, ilustramos em laranja a érbita
de um planeta na gravitacao newtoniana. O cédigo numérico utilizado para obter a solucao
apresentada na Figura 3 foi implementado em Python e estd disponivel no Apéndice B.

Finalmente, para 0(ty) = 0(ty), o movimento torna-se radial (queda livre) e a
equagao (4.2) se reduz a:

GMm

r2

mr + ymr = — ; (4.4)

onde multiplicamos pela massa m. Esta tltima equacao torna o carater dissipativo da teoria
ainda mais evidente. Enquanto do lado direito da equagao temos a forca de gravitagao
newtoniana, do lado esquerdo surge uma forga de atrito viscosa proporcial a velocidade da

particula e com coeficiente de viscosidade ym,
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Figura 3 — Orbita planetaria na gravitacao nao-conservativa em azul. Para comparagao,
em laranja temos a orbita planetaria na gravitagdo de Newton.

4.2 Uma gravitacao relativistica nao-conservativa

Em um trabalho recente [10], os autores propuseram uma teoria de gravitagao
nao-conservativa a partir de uma formulacao lagrangiana utilizando a generalizagao da
agao de Herglotz (3.13). Segundo os autores, em qualquer teoria fisica, a lagrangiana
definindo a agao é construida com os escalares da teoria. Portanto, a propria acao é um
escalar. Entao pode-se questionar: o que aconteceria se a propria lagrangiana fosse uma
funcao da acao? Como vimos no capitulo anterior, uma resposta para esta questao é

dada pelo problema variacional de Herglotz. Com este formalismo, em [10] os autores
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propuseram uma teoria de gravitagao nao-conservativa que mostrou grande potencial na
descricao do fendomeno da expansao acelerada do universo.

Nesta teoria surge um quadrivetor cosmoldgico constante associado a dissipacao
geométrica (o espago-tempo se comporta como um elastico imperfeito). Quando este qua-
drivetor cosmoldgico tem componente nao nula na direcao temporal, os autores mostraram
que a teoria de gravitacao nao-conservativa concorda qualitativa e quantitativamente com
dados observacionais sobre a expansao do universo sem a necessidade de energia escura
[10]. Este resultado motiva o aprofundamento dos estudos sobre esta nova formulagao do
principio da minima ac¢ao e sobre a teoria de gravitacao associada. Nesta secao iremos
revisar a formulagao da gravita¢ido nao conservativa proposta em [10].

Vamos considerar uma acao do tipo (3.13) temos como campo a métrica g, do

espago-tempo. Entao, esta métrica deve extremizar a agdo S(0€2) definida por:

Vs = L(2", gup, Gappu, s"), ' €Q

(4.5)
S(59) = /m nys"\J|h] APz, gas(9) = g1,

onde gg% é fixo, e \/|h| é a métrica induzida em §€2. Como discutimos no capitulo anterior,
é importante observar que a agao (4.5) se reduz a usual se a lagrangiana é independente
de s*.

Para obter uma gravitagdo nao-conservativa, os autores em [10] utilizam uma

lagrangiana £ = L,, + L.y, onde L,, é o termo de matéria e

£6f(x#7 Gapy Gap,us 5#) =L - AVSV, (46)

onde L = g™ (I'7, T, — T T ) é a lagrangiana efetiva discutida em (2.36), e A, é um
quadrivetor cosmolégico constante.
Como no caso da gravitagao classica de Einstein discutida anteriormente, para

obtermos as equagoes de campo reescrevemos a métrica gos como:

9ap(2") = Gas (") + 0c(gap) (2"), (4.7)

onde g5 ¢ a métrica que extremiza S(5§2) (4.5), € € R, e 6.(gap) as condigdes de fronteira
3e(gap)(082) = 0 e lim. 0 dc(gap)(z#) = 0 . Procedendo de forma andloga ao que fizemos no

capitulo anterior, seguindo a referéncia [10], como S(d2) tem extremo em g5, obtemos:

MO _ [ 64

|h| d*tz =0, (4.8)

lim —
e—0 € e—0 €
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pois a superficie €2, e consequentemente /|h|, é independente de e. Uma condigao suficiente

para satisfazer (4.8) para fronteira arbitrarias 62 é:

[ Ads)(69)

e—0 €

= 0. (4.9)

Retornando a definigdo da ac¢ao (4.5), se integramos sobre {2 ambos os lados da primeira

linha da (4.5) obtemos:

SO9) = [ L(*, gap: gass ")/ d'z. (4.10)
e usando (4.10) resulta em:

0(8) = [ 6(L(" g goss #)) 'z = [ [3L)) +8(Lmy)) = MLls" )] d'z.
(4.11)

Da segunda linha da (4.5), usando V,(-),/ = 0,(-,/), obtemos
— v d,. v d
5.(S) = 5€/va5 % = /Qayae(s ) d'. (4.12)
De (4.11) e (4.12) resulta:
0,0¢(s” /) — 0 ((L + Ly, A0 (s” d?r = 0. 4.13
| (085" ) = (L + L)) + Mdls )] d'a (4.13)
Como (4.13) deve ser satisfeita em qualquer dominio €2, temos:
9,C" = 0c(Ly/) + 0c(Limy/) — MG, (4.14)

onde definimos a nova variavel ¥ = §.(s” \/) Como )\, é um vetor constante, a equagao

(4.14) implica que ¢¥ pode ser escrita como:

Cy(e) = AV(IM7 GaBs Gap,us SM)G_A'W’Y, (415)

onde

0, A" = (0c(L\)) + 0c(Lomy))) €M7 (4.16)

Da condigao (4.9) devemos ter, ja que 0¢(g,,)(02) = 0,
¢"(0) = A”|cmpe™™*" =0 (4.17)

para todo z* € 6{2. Como consequéncia, A" é zero sobre a fronteira 6€). Neste caso, obtemos

do teorema de Stokes:

AV
/ n,—/|h| d* 1tz = / 0,A” d'x = 0. (4.18)
s/ 0
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Portanto:
§(Ly/ + Lyny))e™ d?
/Q (Ly/ + Liny/)e T
= [ (T80 /) a = Tobl g™ Do+ (ThaT = ThaT5) 69" )
+81G T 0:(g") /| M d'a (4.19)
) 1 1 =
= [ 6dg™)y {R,W — SR+ Ky — gk — SWGTMV} M iy

+AK%MWW—%MWWVW]%:Q

,Q

onde K, = A1, — % ()\Vf‘fja + )\MFSQ) ¢ um pseudo-tensor simétrico [10], e 5€(£m\/) =
S1ET,,0:(g") / onde T}, é o tensor energia-momentum. A tltima integral em (4.19) é
zero pois 6.(g,,)(0§2) = 0. Portanto, do teorema fundamental do célculo das variacoes

obtemos de (4.19) as equagoes de campo da gravitagdo nao conservativa proposta em [10]:

G

1
RNV + KUV - §gNV (R —|— K) - 7TMV' (420)

Podemos verificar que a gravitacao definida pela equagao de campo (4.20) é nao

conservativa, se A\, # 0, a partir do divergente covariante V(K

1. 2
I — 598 K), que é em geral

diferente de zero para A, # 0. Como discutido em [10], nesta gravitacdo o espago-tempo
se comporta como uma superficie elastica nao perfeita.

Antes de finalizar o capitulo, vamos analisar o caso de campos fracos assim como
fizemos na gravitacao de Einstein discutida anteriormente. Para espacos quase planos a
métrica é aproximadamente a de Minkowski [5], isto é, g, = 7, + hy, com |k, | < 1. Em
primeira ordem em h, escolhendo o calibre modificado n**(hy,,, — %hw,p%—)\uh,,p— %)\phw) =

0 [10], obtemos a partir das equagdes de campo [10]:

167G

O?hy + ARy, = — ” Sy (4.21)

onde S, = T}, — 37, T. Como mostrado em [10], no caso homogéneo S, = 0 e com
A1 = X = A3 =0, a equagdo de campo (4.21) descreve ondas gravitacionais amortecidas
para Ag > 0.

Finalmente, para valores muito pequenos de Ay, os efeitos dissipativos da teoria
tornam-se imperceptiveis no sistema solar para escalas de tempo nao-cosmoldgicas, mesmo
que os efeitos dissipativos na expansdo do Universo sejam perceptiveis [10]. Para intervalos

de tempos pequenos em relagao a idade do Universo, e para Ag muito pequeno (quando
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podemos considerar \g = 0 na (4.21)) obtemos de (4.21) no vacuo, para uma distribuigdo

esférica de massa:

V2hgo = 0, (4.22)

que tem como solu¢do (impondo condigoes de fronteira adequadas [5]) a gravitagao

newtoniana pois, neste caso, temos:

2 GM

2 r

hoo == (423)

Y

que resulta no potencial gravitacional Newtoniano [5].
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5 O problema da érbita na teoria nao-

conservativa

Neste capitulo estudamos o problema da 6rbita planetaria na gravitagao nao
conservativa proposta por [10] e apresentada no capitulo anterior. Para isto, foi utilizado a
generalizagdo da métrica de Schwarschild baseado na gravitacao nao conservativa obtida

m [24]. Segundo [24], os autores, obtiveram a métrica para uma distribuigao estética e
esfericamente simétrica, com teoria nao conservativa, nao foi feito neste artigo, entretanto,
uma analise do problema da érbita planetaria. Neste sentido, a analise do problema da
orbita que apresentamos neste capitulo é um resultado inédito na literatura e grande valor

cientifico.

5.1 Uma métrica do tipo Schwarzschild para a gravitacao nao
conservativa

Nesta subsecao apresentamos uma revisao do trabalho [24] onde os autores obtiveram
a generalizacao da métrica de Schwarzschild para a gravitagdo nao conservativa proposta
por [10]. O procedimento para obter esta métrica é semelhante ao desenvolvimento utilizado
na gravitacao de Einstein. Esta métrica é uma solugao das equagoes de campo da gravitagao
nao conservativa (4.20) para um objeto massivo de massa M condensada em uma esfera
de raio R. Neste caso, a métrica do espago-tempo reflete a simetria esférica da distribuicao
de massa. Portanto, para obter a solu¢ao para o problema de uma distribuicao esférica de
massa, ¢ conveniente utilizar coordenadas esféricas (conforme composigao[l, 5, 6, 18]). A
simetria do problema nos permite escrever a métrica em coordenadas esféricas como no

caso da gravitacao de Einstein, a métrica deve ter a forma [1, 5, 6, 18]:

ds* = B(r)dt* — A(r)dr®* — r*dQ?, (5.1)
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onde dQ? = r2d#* — r*sin*0dy* é o quadrado do elemento de angulo sélido, com (6,1)
variaveis de angulo sobre uma superficie esférica de raio r centrada na distribuicao esférica

de massa. Portanto, o tensor métrico é diagonal:

AF) 00 0 |
0 —=B(r) 0 0

v = )
0 0 —r? 0

I 0 0 0 —r%m?e_

e os sfmbolos de Christoffel nao nulos sao [1, 5, 6, 18]:

o A'(r) . o sin 6 o B'(r)
rr 2A(T)7 00 — A(T)7 Py T A(T‘) ’ tt 2A(T)7
. 1 1
sz = —sinfcosf, I =T} = o Fir = Ffw = (5.2)
B'(r)

Ty =T}, =cotd, T} =T! =

2B(r)’
Substituindo (5.2) nas equacoes de campo (4.20) no vacuo (7}, = 0), e procedendo como

na Segao 2.2.1, obtemos (veja [24] para mais detalhes):

B(r)=1- % (5.3)
Ay = (Yo +1- if>_1 , (54)

onde Ay ¢ a inica componente nao identicamente nula do quadrivetor cosmologico A, para

a métrica (5.1) na gravitacao nao conservativa (veja [24] para mais detalhes), e

. 2GM — Xc®R  2GM

T's

=Ts — )\QR (55)

c? c?
é o raio de schwarzschild na teoria nao-conservativa. Da equagao (5.5) observamos que Mg
tem como efeito diminuir (aumentar) o raio de schwarzschild da gravitagdo de Einstein

quando Ag > 0 (Mg < 0). De forma equivalente, podemos interpretar este resultado como

se a estrela tivesse uma massa gravitacional efetiva M.y = M — % dependente da massa
baridnica M e da massa
MR
My, =—— 5.6
V= (56)

associada campo Ag.
Finalmente, com esses resultados obtemos a generalizacdo da métrica de Schwarzs-

child, apresentada em [24], para a gravitagdo nao conservativa proposta por [10]:

. -1
it =2 (1-—Ts dt2—<)\ 1—“) dr? — 12dQ). 5.7
’ C( ()\9+1)7’> oriT) T (5:7)
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Para esta métrica, os simbolos de Christoffel nao nulos sao:

| —— (5.8)

= = o e I 7 (5.9)
= (510)
Loy =—(r(Ao+1) = 75) (5.11)

7, = —sin’(r(Xg + 1) — 7), (5.12)

T =T =T}, =T¥, = (5.13)
szw = —sinf cos b, (5.14)
Iy, =Ty = cotd. (5.15)

Apresentaremos na sequencia a geodésica relacionada a esta métrica.

5.2 A geodésica para orbitas na teoria nao-conservativa

Para obter a equagao da geodésica para a métrica (5.7), procede-se como na
secgao 2.2.2. Vamos analisar a equagao da geodésica (2.26) em um espago com a métrica
de Schwarzschild generalizada (5.7). A solugdo desta equagao descreve, por exemplo, o
movimento orbital de planetas ao redor de estrelas na gravitagdo nao conservativa proposta
em [10]. Fazendo ¢ = 1, sem perda de generalidade, e usando a métrica (5.7) e os simbolos
de Christoffel da subsecao anterior, obtém-se da equagao da geodésica (2.26) 4 termos nao

automaticamente nulos:

Ziz —2r(r(M f:l) — ) (ZZ)Q et [(flf‘)Q ot (?f) 2]

()

(5.16)

dr
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d20  2d6 dr i\’
cdvar . @) - 1
172 + I dr sin 6 cos 0 <d7’> 0, (5.17)
2 2dy dr dy df
—— - — 4 2cotl——=0 5.18
dr? * rdr dr teco dr dr ’ ( )
d*t P dt d
e 4 oo (5.19)

i r(r(hg + 1) — 7y) dr dr
Dessas 4 equagoes, as equagoes (5.17) e (5.18) sdo idénticas as equagoes (2.71) e (2.72) do
caso da geodésica na gravitacao de Einstein. Portanto, assim como no cado da gravitacao
de Einstein discutido na se¢ao 2.2.2; a equagao (5.17) tem como uma solugao a funcao
constante 6 = g, o que implica que o movimento orbital resultante ocorrera em um plano.
Isto junto com o fato de que a métrica é independente do angulo ) implica na conservagao
de momento angular L = cte. A conservacao do momento angular surge como solugao da
equacao (5.18) fazendo 6 = g, de onde obtém-se novamente a relagao (2.74). Da equagao
(2.73) obtemos a lei de conservacao da energia orbital nesta teoria de gravitacao. Fazendo
a mudanca de varidavel 7 = r(\g + 1), a (5.19) pode ser reescrita como:

d?*t Fs  dtdr
P (5:20)
que é idéntica a (2.73) pela troca de 7 e 75 por r e r,. Portanto, a energia orbital £ do
sistema ¢é conservada e satisfaz a relacao:

;if_ (1 — :j) = 5 = cte. (5.21)
E importante observar que, diferente da generalizacio ndo conservativa da gravitacio
newtoniana apresentada no capitulo anterior, a energia é conservada nesta gravitagdo. Para
que a energia fosse nao conservada deveriamos ter Ay # 0 no quadrivetor cosmoldgico da
gravitagao segunda a descri¢ao [10]. Para entender o efeito de Ay precisamos analisar com
mais detalhes o problema orbital através da equagdo de movimento restante (5.16). Vimos
da equagao (5.5) que Ay tem como efeito diminuir (aumentar) o raio de schwarzschild da
gravitagao de Einstein quando A\g > 0 (Mg < 0). De forma equivalente, podemos interpretar
este resultado como se a estrela tivesse uma massa gravitacional efetiva M.y = M — %
que depende do valor de \g. Esta interpretagao é corroborada pela solucdo da geodésica
,segunda (5.16), quando calculamos o periodo orbital para uma 6rbita circular. Para uma
6rbita circular temos r constante, portanto, a (5.16) se reduz a:

—(r(Ng +1) = 7) (ﬁ)Q + T(;%@(;;iz ;)fS) (jﬁ)Q =0, (5.22)
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d dip dt
onde usamos ¢ = 7. Reescrevendo d¢ = dfd obtém-se da equagao anterior:
T T

d\*
(dt) 23N+ 1) (5.23)

Vs
r2\/2(Ng + 1)

que tem como solucao:

U(t) = t +to, (5.24)

onde t, é uma constante. Portanto, o periodo orbital T para uma érbita circular na

gravitagao nao conservativa de acordo com [10], e detém-se a equagao :

27T\/§r%\//\9 +1

27T\/§r%
Vs

multiplicativo v\ + 1 e por 7y = ry — AgR no lugar de r,. Portanto, o efeito de Ay < 0

T =

(5.25)

Este periodo orbital difere do periodo T' = da gravitacao de Einstein pelo fator
é o de reduzir (aumentar no caso \g > 0) o periodo orbital em relagdo a gravitagao de

Einstein. Este ¢ um resultado muito importante pois, para Ay < 0, ja vimos da equacao

VY

(5.6) que o campo g tem o efeito equivalente a uma massa M, = —5=.

Para o problema de um planeta orbitando uma estrela, se |A\g| << 1le R << 7,0
efeito da massa M) é desprezivel. Por outro lado, para uma estrela orbitando o centro de
uma galdxia, mesmo que )y seja pequeno, tem-se R muito grande. Portanto, a contribuicao
do campo Ay para o periodo orbital da estrela serd nao desprezivel. Pode-se entao questionar
se esta teoria de gravitacao alternativa seria uma boa alternativa a teoria da matéria
escura para explicar a curva de rotagao das galdxias. Em outras palavras, serd o campo Ag
uma alternativa a matéria escura? Sera a massa M) a responsavel pela curva de rotagao
anomala das galadxias? Este é um tema de interesse para futuros trabalhos em continuidade
a esta dissertacao.

Finalmente, vamos analisar agora em mais detalhes a 6rbita de um planeta na
gravitacao nao conservativa segunda hé [10]. Logo, a equacao de movimento orbital pode
ser obtida diretamente da primeira equagao da geodésica (5.16). No entanto, o movimento
orbital pode ser obtido de forma alternativa a partir da métrica (5.7) usando 6 = 7 e as
equagoes (2.74) e (5.21) (veja [1]). Escolhendo o pardmetro 7 de forma que ds* = dr2,
obtém-se a (5.7):

1= (1—wjfl)r> (Z_)Q—(Ag—i—l—?})_l (f;)Q—TQ (?ﬁ)Q. (5.26)
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Usando 7 = r(A\g + 1) e as equagoes (2.74) e (5.21), obtém-se apds simplificagoes:

73

Gﬁ)g Y T e Ul Lo A N Gt W) R E

onde escolher, sem perda de generalidade, m = 1. Da regra da cadeia e da equagao (2.74)

temos:
dr  drd di L(\g +1)?
dr _ drdy _ dr Lid +1)° (5.28)
dr  dpdr  dy P
Substituindo esta tltima equagao na (5.27) resulta em:
T S Y 7 S B i E?
S A B Y5 VAN D I N0 VIR | iy 5.29
<d¢> TNl iz TRt DG ) =S (5:29)
Fazendo a mudanca de variavel:
217 (5.30)
T = :
Prg
podemos reescrever a (5.29) como:
dz\? 4 2 72(Ag + 1) ALt
— L — Ao + 1)z — =2 P = E?, (531
(CW) TR+ o1t Pl 202 T R+l (5:31)

apoOs algumas manipulagoes algébricas. Finalmente, derivando esta tltima equac¢ao em

relacao a ¢ obtemos:

&z 1 372N + 1)

Cr L 4 lp = sy 5.32
dp? A9+1+(9+)x ALz 0o (5.32)

que representa a equagao de movimento orbital na gravita¢ao nao conservativa de [10].Logo,
estd equagdo de movimento difere da equacao de movimento orbital (2.77) da gravitagao
de Einstein pela presenca dos fatores Ay + 1 e pela substituicao de r, por 75. Para A\g = 0, a
(5.32) se reduz a (2.77). Além disso, ¢ importante salientar que no limite 75 — 0 e g =0
a (5.32) se reduz a equagao de movimento orbital da gravitacio Newtoniana. Na proxima
secao apresentamos a solugdo numeérica desta equagao de movimento orbital e investigamos

o problema da precessao orbital nesta teoria.

5.3 Solucdo numérica para a equacao de movimento orbital na
gravitacao nao conservativa

Para estudar o efeito do campo Ay em Orbitas nao circulares na gravitagao gravitacao

nao conservativa como descrito no[10], onde obteve-se a solugdo numérica da equagao
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(5.32) para valores positivos e negativos de \g, e para diversos valores do raio da estrela R.
O codigo numérico utilizado para obter essas solugdes foi implementado em Python e esta
disponivel no Apéndice A.

Primeiro vamos analisar o comportamento da 6rbita em fun¢ao de Ay quando o
raio de estrela ¢ muito menor do que o perié¢lio da orbita. Neste caso, podemos aproximar

R =0 o que resulta em 7y = . Na Figura 4 apresentamos a solu¢do numérica da equagao

(5.32) com as condi¢oes iniciais (0) =1 e d:lgf) =0, e com os valores 7, = 0.01 e L = 0.05
(o que resulta na condigao inicial z(0) = % e d:;;o) = 0). Neste grafico, em azul temos a
6rbita na gravitagdo nao conservativa de [10] para os valores A = —0.01, —0.1, —0.2. Para

comparacao, em laranja temos a Orbita planetaria na gravitacao de Einstein. Além de
reduzir o periodo orbital, como discutido na se¢do anterior, vemos nos graficos da Figura
4 que Ay < 0 tem ainda dois outros efeitos principais na dinamica orbital. Quanto maior
| A\g|, maior é a precessdao da érbita na teoria ndo conservativa em rela¢do a precessao na
gravitacao de Einstein. Além disso, o aumento de |\g| também reduz a distancia do periélio
orbital. Esses resultados sao importantes pois eles permitem estabelecer um limite no
sistema solar para |Ag|, comparando os resultados da teoria da gravitagdo ndo conservativa
com dados observacionais para a precessao do periélio de Mercurio. Pretendemos fazer
esta comparac¢ao no futuro.
Vimos na secao anterior que quando Ay > 0 o periodo orbital aumenta em relacao
a gravitagao de Einstein. Além disso, da Figura 5 vemos que para 0 < A\g < Aj, onde
6 ~ 0.0585, o campo Ay reduz a precessao orbital em relacao a precessao da gravitacao de
Einstein. Ja para Ag > Aj, a precessao orbital ocorre em sentindo inverso ao esperado pela
gravitacao de Einstein. Quando temos \g = A\j =~ 0.0585, a o6rbita nao processa. Neste caso,
foi comparado a érbita da gravitagdo nao conservativa [10] quando A\g = A\§ com a érbita
na mecanica newtoniana na Figura 6. Nesta figura vemos que, além do periodo orbital, o
principal efeito do campo A\yp = \j é aumentar a distancia do periélio planetario em relagao
& mecénica newtoniana, como se Ay atuasse reduzindo a massa da estrela (reduzindo entao
o periodo orbital e aumentando a distancia do periélio).
O efeito da densidade da estrela (R > 0) para Ay < 0 pode ser visto na Figura 7.
Neste caso, para R # 0 o periodo orbital aumenta ainda mais do que no caso R = 0, e
além dos efeitos discutidos na analise da Figura 4, o campo produz o efeito equivalente a
XoR

uma massa My = —5= que resulta em uma precessao orbital que cresce com R e em uma

distancia de periélio que diminue com o aumento de R.
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Figura 4 — Solugdo numérica em azul da equagao orbital da gravitacdo ndo conservativa
para A\g = —0.01 (figura superior esquerda), Ay = —0.1 (figura superior direita)
e A\p = —0.2 (figura inferior). Para comparagdo, em laranja temos a 6rbita
planetaria na gravitacao de Einstein.

Para Ay > 0 vemos na Figura 8 que a precessao orbital é reduzida, e a distancia do
periélio é aumentada, com o aumento de 0 < R < R° (onde R° = 0.5). Para R = R°~ 0.5 a
orbita torna-se circular. Estes resultados estao de acordo com a interpretacao de My = —%
como sendo equivalente & uma massa negativa, reduzindo portanto o efeito da massa
barionica M da estrela na dinamica orbital.

Finalmente, no caso extremo de densidade muito baixa do corpo central R < R < 1
(para R > 1 a solucao de vicuo da equagao de campo deixa de valer), o que era o afélio

orbital para R < R° torna-se agora o novo periélio, como pode ser visto na Figura B.

Quanto maior o valor de R, maior sera a distancia do afélio. Estes resultados também
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Ag=0.0585

Figura 5 — Solugdo numérica em azul da equagao orbital da gravitagdo ndo conservativa
para A\g = 0.01 (figura superior esquerda), Ay = 0.0585 (figura superior direita),
Ao = 0.1 (figura inferior esquerda) e A\p = 0.2 (figura inferior direita). Para
comparacao, em laranja temos a 6rbita planetaria na gravitacao de Einstein.

estao de acordo com a interpretacao de M, = —% como sendo equivalente a uma massa
negativa, reduzindo portanto o efeito da massa baridnica M da estrela na dinamica orbital.
E importante salientar ainda que, para que o raio de Schwarzschild 7, = 7y — \gR seja
positivo e nao nulo, devemos ter para o caso considerado nesta andlise (rs = 0.01 e
A =0.01) 0 < R < 1. Para R =1 o raio de Schwarzschild torna-se nulo, o que equivale
a uma massa efetiva M + M, = 0 para o corpo central, e para R > 1 a teoria apresenta

uma massa efetiva negativa (repulsiva). Em ambos casos nao existem 6rbitas limitadas.
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90°

Ag =0.0585

270°

Figura 6 — Solucdo numérica em azul da equagao orbital da gravitagao nao conservativa
para Ay = 0.0585. Para comparacao, em laranja temos a érbita planetaria na
gravitacao de Newton.
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Figura 7 — Solu¢ao numérica em azul da equacao orbital da gravitagdo nao conservativa
com A\g = —0.01 para R = 0 (figura superior esquerda), R = 0.1 (figura superior
direita) e R = 0.2 (figura inferior). Para comparagao, em laranja temos a érbita
planetaria na gravitacao de Einstein.



Capitulo 5. O problema da drbita na teoria nao-conservativa 55

Figura 8 — Solugdo numérica em azul da equagao orbital da gravitacdo ndo conservativa
com Ay = 0.01 para R = 0.0 (figura superior esquerda), R = 0.1 (figura
superior direita), R = 0.3 (figura inferior esquerda) e R = 0.5 (figura inferior
direita). Para comparagdo, em laranja temos a 6rbita planetaria na gravitagao
de Einstein.
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Figura 9 — Solu¢ao numérica em azul da equacao orbital da gravitagdo nao conservativa
com A\g = 0.01 para R = 0.6 (figura a esquerda) e R = 0.7 (figura a direita). Para
comparacao, em laranja temos a 6rbita planetaria na gravitacao de Einstein.
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6 Conclusao

Nesta dissertacao de mestrado, estuda-se um principio da minima acao para sistemas
nao conservativos, baseado no problema variacional de Herglotz, e estuda-se a formulacao
de teorias de gravitagao relativisticas e nao relativisticas para sistemas nao conservativos.
Este trabalho teve também como objetivo iniciar o estudo de efeitos dissipativos destas
teorias na oOrbita planetaria e analisar de modo mais profundo as solu¢oes da equacgao de
campo de Einstein para uma métrica nao conservativa. Neste caso, como resultado inédito,
estuda-se a drbita planetaria nessas teorias de gravitagao relativisticas e nao relativisticas
nao conservativas.

Na teoria nao relativistica, estudam-se os efeitos da dissipacao de energia orbital
em uma teoria nao conservativa do tipo newtoniano. Vé-se neste caso que a presenca de
forcas dissipativas resulta em uma érbita espiralada com o planeta caindo lentamente em
direcao a estrela. Este tipo de problema pode ser utilizado para modelar, por exemplo,
um planeta que perde energia e momentum angular através da emissdao de matéria (ou de
energia, por exemplo térmica) para o espago.

Na teoria relativistica, estuda-se o problema da orbita planetaria na gravitagao nao
conservativa proposta recentemente por Lazo et al. [10]. Neste caso, a métrica do espago-
tempo para uma distribuicdo esférica de matéria generaliza a métrica de Schwarzschild
como demonstrado recentemente em [24]. Entretanto, a equagao da geodésica, que descreve
o problema da orbita planetéaria, ainda nao tinha sido investigada. Desse modo, como um
dos resultados principais desta dissertacao, estuda-se o problema da érbita planetaria nesta
teoria nao conservativa. Dos resultados que se obtém nesta teoria, é importante destacar
que, diferente da generalizacao nao conservativa da gravitacao newtoniana, a energia é
conservada nesta gravitagao, pois para uma métrica do tipo Schwarzschild deve-se ter
Ao = 0 no quadrivetor cosmolégico da gravitagao proposta em [10]. O termo nao nulo deste
quadrivetor é a componente \g, que se descobre que tem como efeitos principais diminuir
(aumentar) o periodo orbital quando Ag < 0 (Ag > 0), aumentar (diminuir) a precessao
do periélio e diminuir (aumentar) a distancia do periélio. Vé-se que estes efeitos podem
ser interpretados como se o campo g contribuisse para a dinamica como se tivesse uma

massa My = —M\gR, onde R é o raio da estrela. Para o problema de um planeta orbitando
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uma estrela, se |\g| << 1e R << r, o efeito da massa M, é desprezivel. Por outro lado,
para uma estrela orbitando o centro de uma galaxia, mesmo que Ay seja pequeno, teremos
R muito grande. Portanto, a contribuicao do campo Ag para o periodo orbital da estrela
serd nao desprezivel. Pode-se entao questionar se esta teoria de gravitagao alternativa
seria uma boa alternativa a teoria da matéria escura para explicar a curva de rotagao das
galaxias. Em outras palavras, serda o campo A\g uma alternativa a matéria escura? Serd a
massa M), a responsavel pela curva de rotacao anémala das galdxias?

O problema da curva de rotacao das galaxias é um tema de interesse para futuros
trabalhos em continuidade a esta dissertacao, onde pretende-se fazer comparac¢oes com
dados reais de diversas galdxias e também comparagoes com a teoria MOND [8]. Outros
temas de pesquisa para o futuro incluem uma comparacao dos resultados obtidos pelas
teorias nao conservativas com dados observacionais para a precessao do periélio de Mercirio

e com a Orbita de pulsares.



A Codigo numérico em Python usado para o
problema da drbita na gravitacao de Eins-

tein e na gravitacao nao conservativa

import numpy as np

from pylab import * #carrega as fungdes e nuUmeros basicos (pi, sin, cos, etc..)
from scipy.special import gamma

from matplotlib import pyplot as plt

import timeit

start = time.time()

a = 0.0 #angulo inicial

b = 12*3.1415 #angulo final

ds = 0.00001 #passo do angulo

s = arange(a, b, ds) #s é o angulo

n = int(ceil((b-a)/ds))

r = np.zeros((n),float) #ratio

x = np.zeros((n),float) #varidvel auxiliar
y = np.zeros((n),float) #derivada de x

rl = np.zeros((n),float) #raio

x1 = np.zeros((n),float) #varidel auxiliar
y1 = np.zeros((n),float) #derivada de x1

lambda6=0.01
R=0.6

#ralo de Schwarzschild

rs=0.01 #raio de Schwarzschild em Einstaein

rsh=rs-lambda®*R #raio de Schwarzschild na gravitacdo ndo conservativa
#momento angular

L=5.0*rs

# Condigdes iniciatls
rd = 1.0 #posicdo inicial

2.0*L**2/(rsh*ro*(lambda®+1)) #condicdo inicial na varidvel x

y0=0.0 # valor inicial de dx/dpsi

r(e] = ro

x[0] = x0

y[0] = yo

ri[o] = ro

x1[0] = 2.0%L**2/(rs*r@)

yi[o] = yo

#Solucdo da geodésica para a gravitacdo de Herglotz

for j in range(n-1):
x[3+1]=x[3]+y[3]*ds
y[j+1] = y[i] + (1/(lambda®+1)-(lambda®+1)*x[j]+3*(rsh*x[j])**2*(lambda0+1)/(4*L
r[j+1]=2.0*L**2/(rsh*x[j+1]*(lambda0+1))

# #Solucdo da geodésica para a gravitacdo de Newton
# for j in range(n-1):

# x1[J+1]=x1[j]+y1[j]*ds

# yi[j+1] = y1[3] + (1-x1[j])*ds

# ri[j+1]=2.0*L**2/(rs*x1[j+1])
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#Solucdo da geodésica para a gravitacdo de Einstein

for j in range(n-1):
x1[j+1]=x1[j]+y1[j]*ds
yi[3+1] = y1[3] + (1-x1[J]+3*(rs*x1[j])**2/(4*L**2))*ds
ri[j+1]=2.0*%L**2/(rs*x1[j+1])

#Grafico

width = 12

height = width / 1

fig = plt.figure(figsize=(width, height))

plt.polar(s,r,linewidth=2)

plt.polar(s,rl,linewidth=2)

plt.text(2.4,2.40,'SR=0.6$", fontsize=30)
plt.tick_params(axis="both', which="major', labelsize=20)
plt.tick_params(axis='both', which="minor', labelsize=20)
#plt.savefig('orbitash16.jpg', dpi=300, format='jpg')
plt.show()

end = time.time()
print('time=", end - start)



B Cédigo numérico em Python usado para
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conservativa do tipo newtoniana

import numpy as np

from pylab import * #carrega as fungdes e nUmeros basicos (pi, sin, cos, etc..)
from scipy.special import gamma

from matplotlib import pyplot as plt

import timeit

start = time.time()

a = 0.0 #tempo inicial

b = 40.0 #tempo final

dt = 0.00001 #passo de tempo

t = arange(a, b, dt)

n = int(ceil((b-a)/dt))

r = np.zeros((n),float) #ratio

s = np.zeros((n),float) #angulo

u = np.zeros((n),float) #derivada do raio

v = np.zeros((n),float) #derivada do angulo
rl = np.zeros((n),float) #raio

s1 = np.zeros((n),float) #angulo

ul = np.zeros((n),float) #derivada do ratio
vl = np.zeros((n),float) #derivada do angulo

# Condigdes iniciatis

ro = 1.0 #posicdo inicial

s@ = 0 #angulo inicial

u0=0 #velocidade radial inicial

v0=0.8 # velocidade angular inicial
r[0] = ro
s[0] = s0
u[0] = ud
v[0] = vO
ri[e] = ro
s1[0] = s0
ul[0] = ué
v1i[0] = vO

#Solucdo da geodésica para a gravitacdo ndo-conservativa
for j in range(n-1):
rlj+1]=r[j]+u[j]*dt
u[j+1] = u[3] + (r[31*v[31**2-1/(r[3]**2)-0.01*u[j])*dt
s[j+1]=s[j]+v[3]*dt
v[i+1] = v[3] - (2*u[3]*v[3]/r[3]+0.01*v[]])*dt

#Solucdo da geodésica para a gravitacdo de Newton
for j in range(n-1)
ri[j+1]=r1[j]+ul[j]*dt
ul[§+1] = u1[3] + (r1[3]*vi[j]**2-1/(r1[j]**2))*dt
s1[j+1]=s1[j]+vi[j]*dt
vi[j+1] = vi[j] - (2*u1[j]*vi[j]/r1[3])*dt

#Grafico
width = 12
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height = width / 1
fig = plt.figure(figsize=(width, height))

plt.polar(s,r)

plt.polar(si,r1)

plt.savefig('orbitas.jpg', dpi=300, format="jpg')
plt.show()

end = time.time()
print('time=", end - start)
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