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Resumo

Nesta dissertação de mestrado estudamos um princípio da mínima ação para sistemas não

conservativos, baseado no problema variacional de Herglotz, e estudamos a formulação

de teorias de gravitação relativísticas e não relativísticas para sistemas não conservativos.

Este trabalho teve também como objetivo iniciar o estudo de efeitos dissipativos destas

teorias na órbita planetária e analisar de modo mais profundo as soluções da equação

de campo de Einstein para uma métrica não conservativa. Neste caso, como resultado

inédito, estudamos a órbita planetária em duas teorias de gravitação não conservativas

obtidas à partir do princípio da mínima ação generalizado de Herglotz. Na primeira teoria

estudamos os efeitos da dissipação de energia orbital em uma teoria não conservativa

do tipo newtoniana. Na segunda teoria, estudamos o problema da órbita planetária na

gravitação relativística não conservativa proposta recentemente por Lazo et al. [10].

Palavras-chaves: gravitação não conservativa, princípio da mínima ação, órbitas planetárias.



Abstract

In this master’s thesis we study a principle of least action for non-conservative systems,

based on Herglotz’s variational problem, and we study the formulation of relativistic and

non-relativistic theories of gravitation for non-conservative systems. This work also aimed

to begin the study of the dissipative effects of these theories on planetary orbit and to

analyze in more depth the solutions of Einstein’s field equation for a non-conservative

metric. In this case, as an unprecedented result, we studied the planetary orbit in two

non conservative gravitation theories obtained from the generalized Herglotz principle of

least action. In the first theory we study the effects of orbital energy dissipation in a non

conservative theory of the Newtonian type. In the second theory, we study the problem of

planetary orbit in non conservative relativistic gravitation recently proposed by Lazo et al.

[10].

Keywords: non conservative gravitation, the principle of least action, planetary orbits.
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1 Introdução

Através da teoria eletromagnética de Maxwell, desde a segunda metade do século

XIX, descobrimos que a luz é uma manifestação de ondas eletromagnéticas que se propagam,

no vácuo, com velocidade c. Ainda no século XIX descobriu-se ainda que esta velocidade é

uma constante universal independente da velocidade da fonte de luz ou do observador. A

busca por compreender a natureza da luz levou a uma nova definição de transformações

entre referenciais inerciais, que por sua vez, resultaram na construção das teorias da

relatividade especial e geral [1].

Referenciais inerciais são aqueles em que uma partícula, que não está sujeita a

forças, está parada ou se movimentando em linha reta e com velocidade constante. Assim,

na mecânica newtoniana esses são referenciais que relacionam-se através de transformações

de coordenadas chamadas de transformações de Galileu. Nestes referenciais as leis básicas

de mecânica, além de estarem na sua forma matemática mais simples, apresentam a mesma

estrutura matemática em todos os referenciais inerciais. Em outras palavras, as leis da

mecânica não se alteram em forma através das transformações de Galileu. Por exemplo, a

segunda leu de Newton que tem como forma F⃗ = ma⃗ em um dado referencial inercial, onde

F⃗ e a⃗ são as força e aceleração da partícula no referencial, e m é a massa da partícula, se

transforma em F⃗ ′ = ma⃗′ (mesma estrutura matemática) em um outro referencial inercial

(onde a⃗′ é a aceleração no novo referencial). Portanto, a forma matemática das leis básicas

da dinâmica não se alteram entre referencias inerciais. Esta característica é chamada de

“princípio da relatividade” da mecânica newtoniana, enunciado, no Principia (após as 3

Leis): “Os movimentos dos corpos incluídos em um dado espaço são os mesmos entre si,

esteja este espaço em repouso ou seguindo uniformemente em linha reta” [2].

Com o surgimento da teoria eletromagnética de Maxwell observou-se um problema

de inconsistência com a mecânica newtoniana em relação às transformações dos campos

entre referenciais inerciais de Galileu. Por conseguinte, se levantou três hipóteses para

explicar o fenômeno [2]:

1. A mecânica newtoniana e as equações de Maxwell são validas, mas o

principio da relatividade de Galileu não se aplicada a todas as leis físicas
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diferença foi encontrar na velocidade da luz, se conclui-se que necessitava-se de uma

nova teoria. Assim em 1905 Albert Einstein [4], desenvolveu uma teoria de relatividade

especial corrigindo a inconsistência entre a mecânica (uma nova teoria mecânica com

novas definições para referenciais inerciais) e a teoria eletromagnética de Maxwell, e

explicando porque a velocidade da luz é independente da escolha de referencial. A teoria

da relatividade especial foi proposta por Einstein em seu trabalho sobre a eletrodinâmica

dos corpos em movimento e está edificada em dois postulados [2]:

1. O princípio da relatividade: as leis da física são as mesma em todos os

referencias inercias.

2. O princípio da constante da velocidade da luz: a velocidade da luz c, no

vácuo, é a mesma em todos os referencias inerciais, e é independente do

movimento da fonte.

Ademais, Einstein estendeu posteriormente a ideia de que as leis física não deveriam

depender da escolha entre referenciais mesmo quando os referenciais em questão são não

inerciais [1, 5, 6, 7]. Nestes trabalhos publicados em 1907 Einstein propôs o chamado

princípio da equivalência, que estabelece que a geometria do espaço-tempo (que não é

mais plana) é equivalente a distribuição matéria e energia [4], ou seja, a geometria do

espaço-tempo é equivalente a gravitação. Nascia uma das teorias de maior sucesso da física,

a relatividade geral, também conhecida como gravitação de Einstein. Com a relatividade

geral é possível explicar quase todos os fenômenos astronômicos conhecidos, como o desvio

da luz por objetos maciços, o desvio para o vermelho/azul da luz de objetos em movimento,

a precessão do periélio de Mercúrio, etc [1, 5, 6, 7].

Além disso, com a relatividade geral pudemos compreender razoavelmente bem

a própria cosmologia do Universo, desde sua origem, evolução (formação de galáxias,

estrelas, etc) e possíveis futuros [1, 5, 6, 7]. Apesar de todo o sucesso da relatividade geral,

atualmente uns dos maiores mistérios da física são o problema de rotação de galáxias,

onde a mecânica newtoniana (e também a relatividade geral) não explica por completo o

movimento de rotação de estrelas entorno do eixo central da galáxia, e a expansão acelerada

do Universo. Uma forma de tentar explicar esses fenômenos é supondo a existência de

um tipo exótico de matéria, chamada de matéria escura, e um tipo exótico de energia,

chamada de energia escura. A matéria escura seria responsável pela maior parte da matéria
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do Universo e explicaria a curva de rotação das galáxia. Já a energia escura, que deveria

corresponder a maior parte da energia do Universo, explicaria a expansão acelerada [8, 9].

Ao ajustar um modelo teórico da composição do universo ao conjunto combinado de

observações cosmológicas, supondo válidas a teoria de gravitação de Einstein, os cientistas

acreditam que a composição do universo deve ser de aproximadamente 68% de energia

escura, 27% de matéria escura, e somente 5% de matéria normal [8, 9]. A matéria escura,

se existir, ao contrário da matéria normal, não interage com o campo eletromagnético.

Isso significa que ela não absorve, reflete ou emite luz, tornando-a extremamente difícil de

detectar (e portanto, difícil de provar se ela existe ou não). O mesmo problema encontramos

com a energia escura, cuja existência é extremamente difícil de ser verificada. Portanto, a

existência da matéria escura e da energia escura ainda não foram verificadas diretamente (se

é que existem). Neste sentido novas proposta teóricas tentam buscar explicação para estes

fenômenos. Uma alternativa é supor que não existam matéria escura e energia escura, e que

a teoria da gravitação precisa ser modificada (assim como a mecânica newtoniana precisou

ser modificada com a formulação da relatividade especial). Neste sentido, recentemente foi

proposta uma nova teoria de gravitação não-conservativa por meio de uma formulação

lagrangiana para sistemas dissipativos [10]. A formulação baseia-se em uma generalização

do problema variacional de Herglotz proposto inicialmente nos anos 30 do século XX

[10]. Esta teoria mostrou-se promissora ao explicar a expansão acelerada do Universo sem

precisar de energia escura [10].

Para compreender esta teoria de gravitação não-conservativas, precisamos primeiro

de uma generalização do princípio da mínima ação para sistemas não-conservativos. Neste

contexto, um dos objetivos deste trabalho de qualificação é estudar o princípio da mínima

ação generalizado de Herglotz [10, 11], e estudar a formulação de teorias de gravitação

(relativísticas e não relativísticas) para sistemas não-conservativos. Este trabalho tem

também como objetivo iniciar o estudo de efeitos dissipativos desta teoria na órbita

planetária. Neste caso, como resultado inédito, estudamos a órbita planetária em uma

teoria de gravitação não-conservativa do tipo newtoniana obtida à partir do princípio da

mínima ação generalizado de Herglotz. Por fim, estudamos a formulação da gravitação

relativística proposta em [10], e como continuação até o término do mestrado, pretendemos

estudar o problema da órbita planetária nesta última teoria.

O trabalho está organizado da seguinte forma. No capítulo 2 revisamos o princípio

da mínima ação de Hamilton e o aplicamos em diversos problemas, incluindo na formulação
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da gravitação de Einstein. Neste capítulo também é discutido brevemente o problema da

órbita planetária na teoria de Einstein. O capítulo 3 é dedicado ao estudo do princípio

da mínima ação de Herglotz e sua generalização para campos. As teorias de gravitação

não conservativas são apresentadas no capítulo 4. Finalmente, no capítulo 5 discutimos a

continuação do nosso trabalho até o término do mestrado e apresentamos um cronograma

das atividades que serão realizadas.
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2 O princípio da mínima ação de Hamilton

Neste capítulo apresentamos uma breve revisão do princípio da mínima ação de

Hamilton e sua aplicação na construção da teoria da relatividade geral, assim como de

outras teorias física.

2.1 O princípio da mínima ação

A formulação lagrangiana da mecânica newtoniana é baseada no principio da

miníma ação de Hamilton, onde ela descreve o movimento de uma partícula em coordenadas

generalizadas. Segundo o princípio da mínima ação, a trajetória descrita por uma partícula

é aquela que minimiza o funcional ação [13, 14]:

S =
∫ t2

t1

L[x(t), ẋ(t), t]dt, (2.1)

onde x(t) é a posição da partícula no instante t. Como a trajetória descrita pela partícula

é a que minimiza a ação, ela pode ser obtida anulando-se a variação do funcional:

δS =
∫ t2

t1

L[x(t) + δx(t), ẋ(t) + δẋ(t), t]dt−
∫ t2

t1

L[x(t), ẋ(t), t]dt = 0, (2.2)

onde variamos a trajetória da partícula de x(t) para x(t) + δx(t), e a função δx(t) satisfaz

a condição de fronteira δx(t1) = δx(t2) = 0. Expandindo em Taylor até primeira ordem a

lagrangiana na primeira integral obtemos:

L[x(t) + δx(t), ẋ(t) + δẋ(t), t] = L[x(t), ẋ(t), t] +
∂L

∂x
δx(t) +

∂L

∂ẋ
δẋ(t) +O(δ2x, δ2ẋ).

Substituindo esta expansão em (2.2), desprezando os termos de segunda ordem, e usando

integração por partes no segundo termo, obtemos:

δS =
∫ t2

t1

[

∂L

∂x
− d

dt

(

∂L

∂ẋ

)]

δxdt+
�
�
��∂L

∂x
δx♣t2t1 =

∫ t2

t1

[

∂L

∂x
− d

dt

(

∂L

∂ẋ

)]

δxdt = 0, (2.3)

que deve ser satisfeita para qualquer função δx. Do teorema fundamental do cálculo

variacional [13, 14], a única solução para o problema (2.3) é que a função x(t) satisfaça a

equação diferencial:
∂L

∂x
− d

dt

(

∂L

∂ẋ

)

= 0, (2.4)
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conhecida como equação de Euler-Lagrange [13, 14].

Uma observação muito importante para o desenvolvimento deste trabalho é que

a ação (2.1), para descrever um sistema físico, deve ser um escalar da teoria, ou seja,

um invariante sob transformações de referenciais correspondente à teoria física que se

utiliza. Por exemplo, se o sistema for no contexto da mecânica clássica, a ação deve ser um

invariante por transformações de Galileu. Já para um sistema relativístico, a ação deve ser

invariante localmente por transformações de Lorentz.

O princípio da mínima ação apresentado nesta seção pode ser facilmente generalizado

para partículas em espaços com dimensão maior e também para campos. O princípio

da mínima ação é um dos princípios mais importantes da física. É a partir dele que a

dinâmica das teorias físicas (clássicas ou quânticas) é geralmente obtida. Em princípio,

a única restrição para que seja valido o princípio da mínima ação de Hamilton é que o

sistema deve ser conservativo [10]. Apresentamos a seguir alguns exemplos de aplicação.

2.1.1 A mecânica analítica

Na mecânica analítica [14], a função lagrangiana L[x(t), ẋ(t), t] = K−V corresponde

à energia cinética K menos a energia potencial V do sistema. Por exemplo, para uma

partícula sob a ação de um potencial V (x), a lagrangiana da mecânica se reduz à:

L = K − V =
m(ẋ)2

2
− V (x). (2.5)

Note que esta lagrangiana é um invariante sobre transformações de Galileu se a função

potencial depender da distância da partícula até a fonte do potencial (fonte da força

mecânica externa à partícula). Neste caso, a ação também é um invariante. Inserindo (2.5)

na equação de Euler-Lagrange (2.4), obtemos a equação de movimento da partícula:

mẍ(t) = −∂V (x)
∂x

= F,

que coincide com a segunda lei de Newton, e onde identificamos F = −∂V (x)
∂x

como sendo

a força atuando na partícula.
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2.1.2 Teorias clássicas de campos: o eletromagnetismo

Podemos estender o princípio da mínima ação para campos. Seja ψµ (µ = 0, 1, ..., n−
1) um campo vetorial físico em um espaço de dimensão n (uma dimensão temporal e n− 1

espaciais). A função lagrangiana do campo é então definida por [14]:

L =
∫

V
L
(

ψµ,
∂ψµ
∂t

,
∂ψµ
∂xi

, xi, t

)

dxn−1, (2.6)

onde a integral é no volume espacial V , e L é chamada de função densidade de lagrangiana.

A função L é, em geral, uma função do campo e de suas derivadas temporais e espaciais

(em t e em xi (i = 1, 2, ..., n− 1)).

A ação de um sistema é dado pela integral da lagrangiana L no tempo, ou seja,

S =
∫ t2

t1

∫

V
Ldxn, (2.7)

onde reescrevemos dt = dx0 e dxn = dtdxn−1. Para a ação (2.7), as equações de E-L

correspondentes são [13, 14]:

∂L
∂ψµ

− ∂

∂xν

(

∂L
∂(∂xν

ψµ)

)

= 0, (2.8)

onde µ, ν = 0, 1, ..., n, e utilizamos a convenção de soma de Einstein sobre índices repetidos.

Por fim, vamos considerar a lagrangiana de um campo eletromagnético. Seja

ϕµ = Aµ = (A0,A) o quadrivetor potencial do eletromagnetismo. O tensor de campo de

Maxwell Fµν é dado por:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ =





















0 Ex Ey Ez

−Ex 0 −Bz By

−Ey Bz 0 −Bx

−Ez −By Bx 0





















, (2.9)

onde usamos, como usual, x0 ≡ ct e a métrica de Minkowski ηµν = ηµν = diag(+1,−1,−1,−1).

Como convenção, índices latinos correspondem apenas às coordenadas espaciais (isto é,

i, j, k, ... = 1, 2, 3) e índices gregos incluem ambas coordenadas de espaço e tempo (isto é:

µ, ν, σ, ... = 0, 1, 2, 3). As componentes F0i do tensor de Maxwell (2.9) correspondem ao

campo elétrico, e as componentes Fij correspondem ao campo magnético.

É importante observar que todas as propriedades do campo eletromagnético são

determinadas pelo tensor eletromagnético Fµν e não pelo potencial vetor Aµ. Como

consequência, a lagrangiana para o campo eletromagnético deverá ser construída pelo
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tensor de Maxwell e não pelo potencial vetor. A razão para isso é o fato de que o

tensor eletromagnético (2.9) exibe invariância de calibre, ou seja, o potencial vetor é uma

quantidade não unicamente definida na teoria eletromagnética. Modificando o potencial

vetor da seguinte forma

Aµ −→ Aµ + ∂µϕ, (2.10)

não afeta os campos eletromagnéticos, pois

F̃µν = ∂µ(Aν +∂νϕ)−∂ν(Aµ+∂µϕ) = ∂µAν −∂νAµ+∂µ∂νϕ−∂ν∂µϕ = ∂µAν −∂νAµ = Fµν .

Portanto, a transformação (2.10) não altera o tensor eletromagnético e, consequentemente,

os campos.

Finalmente, a densidade de lagrangiana para o campo eletromagnético pode ser

construída, pelo tensor Fµν definido em (2.9), como:

Lcampo = − 1
16πc

FµνF
µν , (2.11)

onde F µν = ηµρηνσFρσ. É importante mencionar que a lagrangiana (2.11) é o invariante

(sobre as transformações de Lorentz) mais simples que podemos construir a partir dos

campos eletromagnéticos [15]. A ação eletromagnética é então dada por:

S = − 1
16πc

∫

Ω
FµνF

µνdx4 − 1
c2

∫

Ω
jµAµdx

4, (2.12)

onde dx4 = cdtd3x, jµ = (cρ, j) é o quadrivetor corrente, Ω = [t1, t2] × V é o volume do

espaço quadridimensional, e a segunda integral em (2.12) representa a interação entre

campo e matéria. A condição necessária para o extremo do funcional ação definido acima

é dada pela equação de E-L (2.8). Da (2.8) obtemos o chamado segundo par de equações

de Maxwell:

∂νF
µν = −4π

c
jµ. (2.13)

Identificando as componentes dos campos elétricos e magnéticos, o segundo par de equação

de Maxwell (2.13) pode ser escrito em uma forma mais familiar:

∇ · E = 4πρ

∇ × B =
4π
c

j +
1
c
∂tE.

(2.14)

É importante notar que o segundo par de equações de Maxwell não fixa completamente

a dinâmica dos campos eletromagnéticos. Isto pode ser visto a partir do fato de que
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(2.14) fixa a variação temporal do campo elétrico (relacionada à derivada ∂tE) mas não a

variação temporal do campo magnético. Para fixar completamente os campos, precisamos

de condições adicionais chamadas de primeiro par de equações de Maxwell. Essas equações

são consequências diretas da definição do tensor eletromagnético e de sua invariância por

calibre. Da definição (2.9) é fácil verificar que:

∂ρFµν + ∂µFνρ + ∂νFρµ = 0. (2.15)

Identificando as componentes da equação (2.15) com os campos elétrico e magnético,

obtemos a forma mais familiar do primeiro par de equações de Maxwell.

∇ · B = 0

∇ × E = −1
c
∂tB.

(2.16)

As equações (2.14) e (2.16) fixam completamente a dinâmica dos campos elétrico e

magnético e constituem as famosas quatro equações de Maxwell:

∇ · E = 4πρ,

∇ × B =
4π
c

j + ∂tE,

∇ × B = 0,

∇ × E = −∂tB.

(2.17)

2.1.3 Geodésicas

O funcional ação, ou mais precisamente o cálculo variacional, permite determinar a

trajetória de partículas livres (sem interação com outras partículas ou com campos1) em

muitos tipos de espaços (euclidiano ou não). As equações de movimento destas partículas

livres são conhecidas na matemática como geodésicas [1, 5, 6, 7, 16, 17]. Dados dois pontos

no espaço, a geodésica corresponde à curva de menor comprimento ligando estes pontos,

ou seja, dado um ponto inicial e um ponto final, uma partícula livre percorre sempre a

trajetória de menor distância entre esses pontos. Portanto, a trajetória é a que minimiza o

funcional ação

S =
∫

ds, (2.18)

1 Devido ao princípio da equivalência, na relatividade geral as partículas sob ação de um campo
gravitacional também seguem como trajetórias geodésicas em um espaço curvo [1, 5, 6, 7].
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onde ds é o diferencial do parâmetro comprimento de arco s da trajetória, que satisfaz:

ds2 = gµνdx
µdxν , (2.19)

e gµν = gµν(xβ) é o tensor métrico definindo a geometria do espaço. Note que como ds é o

elemento de comprimento de arco, a ação (2.18) será naturalmente um invariante sobre as

transformações de coordenadas no espaço curvo definido pela métrica gµν . Supondo que a

trajetória xµ é alterada para xµ + δxµ, então teremos:

δ(ds2) = 2dsδ(ds) = δ(gµν)dxµdxν + gµνδ(dxµ)dxν + gµνdx
µδ(dxν)

= gµν,βδ(xβ)dxµdxν + 2gµβdxµδ(dxβ), (2.20)

onde usamos o fato de que gµ,ν é um tensor simétrico, e

δ(gµν) = gµν(xβ + δ(xβ)) − gµν(xβ) = gµν,βδ(xβ) +O(δ2(xβ)).

Usando δ(dxβ) = dδ(xβ) e dxµ = dxµ

ds
ds = ẋµds em (2.20), obtemos:

δ(ds) =

(

1
2
gµν,βẋ

µẋνδ(xβ) + gµβẋ
µdδ(x

β)
ds

)

ds. (2.21)

Portanto, da variação da ação (2.18) obtemos a condição:

δ(S) =
∫

δ(ds) =
∫

(

1
2
gµν,βẋ

µẋνδ(xβ) + gµβẋ
µdδ(x

β)
ds

)

ds = 0. (2.22)

Fazendo integração por partes no segundo termo do integrando em (2.22), e impondo a

condição δ(xβ) = 0 sobre o ponto inicial e final da trajetória, obtemos:

δ(S) =
∫

δ(ds) =
∫

(

1
2
gµν,βẋ

µẋν − d

ds
(gµβẋµ)

)

δ(xβ)ds = 0. (2.23)

Do lema fundamental do cálculo variacional [13, 14] obtemos, então:

d

ds
(gµβẋµ) − 1

2
gµν,βẋ

µẋν = 0. (2.24)

Reescrevendo

d

ds
(gµβẋµ) = gµβẍ

µ + gµβ,ν ẋ
µẋν = gµβẍ

µ +
1
2

(gβµ,ν + gβν,µ)ẋµẋν , (2.25)

onde usamos o fato de que gµ,ν é um tensor simétrico. Substituíndo (2.25) em (2.24), e

multiplicando por gβρ obtemos:

d2xρ

dτ 2
+ gβρ

(

1
2
∂gβµ
∂xν

+
1
2
∂gβν
∂xµ

− 1
2
∂gµν
∂xβ

)

dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0,
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onde fizemos a substituição de variável s = τ para o tempo próprio (onde consideramos

a partir daqui, sem perda de generalidade, c = 1). Portanto, obtemos como equação de

movimento da partícula livre a famosa equação da geodésica

d2xρ

dτ 2
+ Γρµν

dxµ

dτ

dxν

dτ
= 0, (2.26)

onde

Γρµν = gβρ
(

1
2
∂gβµ
∂xν

+
1
2
∂gβν
∂xµ

− 1
2
∂gµν
∂xβ

)

é o chamado símbolo de Christoffel [1, 5, 6, 7, 16, 17].

É importante mencionar que se o espaço for plano (euclidiano), então Γρµν = 0, e a

equação da geodésica se reduz à
d2xρ

dτ 2
= 0, de onde obtemos uma reta como trajetória da

partícula livre. Em outras palavras, no espaço plano, a reta é a curva de menor comprimento

ligando dois pontos do espaço. No caso de um espaço curvo, teremos
d2xρ

dτ 2
̸= 0 e a geodésica

não será mais uma reta.

2.2 Equação de campo de Einstein e ação Einstein-Hilbert

Da mesma forma que as equações de Maxwell descrevem como o campo elétrico

e magnético respondem à presença das distribuições de cargas e correntes, as equações

de Einstein descrevem como a métrica do espaço-tempo responde à uma distribuição de

energia e o momento. Vamos considerar um espaço-tempo com a métrica gµν = gµν(xβ)

(β = 0, 1, 2, 3) definida no domínio Ω ∈ R
4. Então, o problema variacional para o campo

gravitacional consiste em determinar o tensor métrico gµν , que extremiza o funcional

integral

S =
∫

Ω
L(xµ, gµν , gµν,β)√ d4x, (2.27)

onde gµν,β = ∂βgµν ,
√ =

√−g, e δΩ é a fronteira de Ω, e gµν satisfazem as condições de

contorno gµν(δΩ) = gδΩµν com gδΩµν : δΩ −→ R.

Falta ainda determinar quem é a função lagrangiana L. Para a ação (2.27) ser um

invariante, esta lagrangiana deve ser contraída com invariantes do espaço-tempo curvo. O

próximo passo é verificar quais são esses possíveis invariantes para construir L. A geometria

do espaço-tempo é caracterizada pelo tensor de Riemann:

Rρ
σµν = ∂µΓρνσ − ∂νΓρµσ + ΓρµλΓ

λ
νσ − ΓρνλΓ

λ
µσ. (2.28)

Do tensor de Riemann, podemos verificar as seguintes propriedades [1, 5]:
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i) Simetria Rρσµν = Rµνρσ

ii) Anti-simetria Rρσµν = −Rσρµν = −Rρσνµ = Rσρνµ

iii) Cíclica Rρµνσ +Rρνσµ +Rρσµν = 0,

onde Rρσµν = gλρR
λ
σµν . Podemos contrair o tensor de Riemann Rρσµν com o tensor métrico

gρσ, para construir o tensor de Ricci

Rσν = gρµRρσµν . (2.29)

A propriedade de simetria i), garante que o tensor de Ricci também exibe a propriedade

de simetria

Rσν = Rνσ, (2.30)

e a propriedade de anti-simetria ii) diz-nos que Rσν é o único tensor de segunda ordem

que pode ser construído através do tensor Rρσµν . Consequentemente, multiplicando ii) por

gρµ, gρσ e gµν temos

Rσν = −gρµRσρµν = −gρµRρσνµ = gρµRσρνµ

gρσRρσµν = gµνRρσµν = 0.
(2.31)

Então, a natureza anti-simétrica do tensor Rρσµν permite construir apenas um único

tensor de segunda ordem. Em consequência, os únicos escalares são obtidos contraindo as

expressões em (2.31), ou seja

R = gσνRσν = gρµgσνRρσµν = −gρµgσνRσρµν

gµνgρσRρσµν = 0.
(2.32)

E por fim, pela propriedade iii) temos

1√−g ϵ̃
ρσµνRρσµν = 0 (2.33)

Podemos concluir que o único invariante (escalar) não nulo que pode ser construído a

partir do tensor Ricci Rσν é o escalar de Ricci R = gσνRσν .

Com um único invariante, a lagrangiana mais simples para o campo gravitacional é

L = Lm + Lg, onde Lm é a lagrangiana correspondente à parte da matéria e

Lg = R. (2.34)
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O problema em utilizar diretamente a lagrangiana (2.34) é que ela depende efetiva-

mente de termos contendo até a derivada segunda da métrica, devido a definição do tensor

de Riemann (2.28), o que implica que o princípio clássico da mínima ação (2.27) deveria

ser modificado incluíndo condições sobre as derivadas de segunda ordem na fronteira do

domínio [7]. Uma alternativa é identificar que o escalar de Ricci pode ser reescrito como

[7] R = L̃ − L, com L̃ = gµν(Γσµσ,ν − Γσµν,σ) e L = gµν(ΓσµνΓ
ρ
σρ − ΓρµσΓ

σ
νρ). Uma vez que a

segunda derivada ocorre em L̃ linearmente, podemos pela regra do produto reescrever [7]

L̃ =
1
√
(

(

gµνΓσµσ
√)

,ν
−
(

gµνΓσµν
√)

,σ
−
(

gµν
√)

,ν
Γσµσ +

(

gµν
√)

,σ
Γσµν

)

, (2.35)

onde o operador (.),σ =
∂

∂xσ
, onde g é o determinante do tensor métrico gµν . Os dois

primeiros termos são derivadas totais, então não têm contribuição para a equação do

campo gravitacional [5, 7]. Sobrando apenas os dois últimos termos, que com o auxílio da

derivação covariante podem ser escritos na forma equivalente à 2L. Consequentemente, a

equação do campo gravitacional pode ser obtida apenas levando em conta termos efetivos

na densidade Lagrangeana

L(xµ, gαβ, gαβ,µ) = Lm + Lef = Lm + L, (2.36)

pois
∫

Ω L̃
√
ddx = 2

∫

Ω L
√
ddx+ constante [7].

Para obter as equações de campo generalizadas, vamos definir uma família da

métrica gµν tal que

gµν(xµ) = g∗

µν(x
β) + δ(gµν)(xβ), (2.37)

onde g∗

µν é a métrica que extremiza S em (2.27), e δ(gµν) satisfazem as condições de

fronteira δ(gµν)(δΩ) = 0. Tomando a variação de (2.27) com (2.36) obtemos

δ(S) =
∫

Ω
δ(L(xµ, gαβ, gαβ,µ)√) d4x =

∫

Ω

[

δ(L√) + δ(Lm
√)
]

d4x = 0. (2.38)

Calculemos primeiro os termos da (2.38) referente à parte da geometria, ou seja,

referente ao termo δϵ(L
√) (veja [7]):

δ
(

ΓαµνΓ
β
αβg

µν√) = Γαµνδ
(

Γβαβg
µν√)+ δ

(

Γαµν
)

Γβαβg
µν√

= Γαµνδ
(

gµν
√
,α

)

+ Γβαβ
[

δ
(

Γαµνg
µν√)− Γαµνδ

(

gµν
√)]

= Γαµνδ
(

gµν
√
,α

)

− Γβαβδ
(

gαν
√)

,ν
− ΓβαβΓαµνδ

(

gµν
√)

,

(2.39)
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onde foi usado o produto das derivadas e as igualdades [7]

Γµνµ
√ = √

,ν
(

gµν
√)

,ν
= −gνβΓµβν

√
.

(2.40)

Da mesma maneira temos que

δ
(

ΓβµαΓανβg
µν√) = Γβµαδ

(

Γανβg
µν√)+ δ

(

Γβµα
)

Γανβg
µν√

= Γβµα
[

δ
(

Γανβ
)

gµν
√ + Γανβδ

(

gµν
√)]+ δ

(

Γβµα
)

Γανβg
µν√

= 2δ
(

Γβµα
)

Γανβg
µν√ + ΓβµαΓανβδ

(

gµν
√)

= 2δ
(

Γανβg
µν√)Γβµα − ΓβµαΓανβδ

(

gµν
√)

= −δ
(

gµα,β
√)Γβµα − ΓβµαΓανβδ

(

gµν
√)

,

(2.41)

onde usamos:

gµν,σ = −
(

gνβΓµσβ + gµβΓνσβ
)

. (2.42)

Podemos então escrever que:

δε
(

L
√) = Γαµνδϵ

(

gµν
√)

,α
− Γβαβδϵ

(

gαν
√)

,ν
+
(

ΓβµαΓανβ − ΓβαβΓαµν
)

δϵ
(

gµν
√)

. (2.43)

Então, da condição (2.38) obtemos:
∫

Ω

[

δ(L√) + δ(Lm
√)
]

d4x

=
∫

Ω

[

Γαµνδϵ(g
µν√),α − Γαµαδϵ(g

µν√),ν +
(

ΓβµαΓανβ − ΓβαβΓαµν
)

δϵ(gµν
√)

+8πGTµνδϵ(gµν)
√]

d4x = 0,

(2.44)

onde Tµν é o tensor energia-momento definido por δ(Lm
√) = 8πG

c4 Tµνδϵ(gµν)
√ [7]. Depois

de realizar uma integração por partes, e dado que δ(gµν√) = δ(gµν)√ − 1
2
gµνgαβδ(gαβ)√,

obtemos [7]:
∫

Ω

[

δ(L√) + δ(Lm
√)
]

d4x

= −
∫

Ω
δ(gµν)√

[

Rµν − 1
2
gµνR − 8πGTµν

]

d4x

+
∫

Ω

(

Γαµνδ(g
µν√) − Γνµνδ(g

µα√)
)

,α

d4x = 0.

(2.45)

A última integral em (2.44) é nula pois, pela condição de fronteira, temos δ(gµν)(δΩ) = 0.

Assim, a partir do lema fundamental do cálculo variacional obtemos de (2.44) a equação

do campo gravitacional:

Rµν − 1
2
gµνR = 8πGTµν , (2.46)
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conhecida como equação de Einstein, e que fixam a geometria do espaço-tempo dada uma

distribuição de energia e momentum.

Antes de finalizar o capítulo vamos mostrar que a gravitação de Einstein contém,

como caso especial de campos fracos, a gravitação newtoniana. Para isto, vamos analisar

o caso de campos fracos. Em espaços quase planos a métrica é aproximadamente a de

Minkowski [5], isto é, gµν = ηµν +hµν com ♣hµν ♣ ≪ 1. Em primeira ordem em h, escolhendo

o calibre ηµν(hµρ,ν − 1
2
hµν,ρ) = 0 [10], obtemos à partir das equações de campo [5]:

□
2hµν = −16πG

c4
Sµν (2.47)

onde Sµν = Tµν− 1
2
ηµνT

λ
λ. No caso homogêneo Sµν = 0, a equação de campo (2.47) descreve

em coordenadas cartesianas ondas gravitacionais [5]. Além disso, para uma distribuição

estática e esférica de massa, e no vácuo, a equação de campo se reduz à:

∇2h00 = 0, (2.48)

que tem como solução (impondo condições de fronteira adequadas [5]) a gravitação

newtoniana pois, neste caso, temos:

h00 = − 2
c2

GM

r
, (2.49)

que resulta no potencial gravitacional Newtoniano [5].

Finalmente, considerando campos não tão fracos, onde é preciso utilizar aproxima-

ções de maior ordem em hµν , Einstein provou que a presença de um termo de correção

à gravitação newtoniana explicava com precisão o problema da precessão do periélio de

Mercúrio [5]. Este foi um dos principais indícios de que a teoria de Einstein estava correta

logo após a sua formulação. Veremos nas próximas duas subseções uma breve discussão

sobre o problema da órbita planetária na gravitação de Einstein.

2.2.1 Métrica de Schwarzschild

A equação de campo de Einstein (2.46) corresponde a um sistema de dez equações

diferenciais não-lineares. Soluções exatas para esta equação só existem em casos simples,

onde a simetria do problema permite simplificar as equações diferenciais envolvidas. A

métrica de Schwarzschild foi a primeira solução publicada da equação de campo Einstein

(2.46). Esta solução corresponde a geometria do espaço-tempo gerada por um objeto
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estático massivo de massa M condessado em uma esfera com um raio r. Neste caso,

a métrica do espaço-tempo no vácuo (exterior ao corpo) reflete a simetria esférica da

distribuição de massa. Neste sentido, este trabalho buscou de forma simples realizar

uma revisão literária das principais características e aspectos das soluções da métrica de

Schwarzschild e seu papel de relevância dentro do contexto da mecânica relativística atual

[1, 7, 18].

Para lidarmos a solução de Schwarzschild podemos utilizar coordenadas esféricas

[1, 5, 6, 18]. Neste caso, a simetria do problema nos permite escrever a métrica em

coordenadas esféricas como [1, 5, 6, 18]:

ds2 = B(r)dt2 − A(r)dr2 − r2dΩ2, (2.50)

onde dΩ2 = r2dθ2 − r2sin2θdψ2 é o quadrado do elemento de ângulo sólido, com (θ, ψ)

variáveis de ângulo sobre uma superfície esférica de raio r centrada na distribuição esférica

de massa. Portanto, o tensor métrico é diagonal:

gνµ =





















A(r) 0 0 0

0 −B(r) 0 0

0 0 −r2 0

0 0 0 −r2sin2θ





















.

E os símbolos de Christoffel não nulos são [1, 5, 6, 18]:

Γrrr =
A′(r)
2A(r)

, Γrθθ = − r

A(r)
, Γrψψ =

−rsinθ
A(r)

, Γrtt =
B′(r)
2A(r)

, (2.51)

Γθψψ = −sinθcosθ, Γθrθ = Γrθr =
1
r
, Γψψr = Γψrψ =

1
r
, (2.52)

Γψψθ = Γψθψ = cotθ, Γttr = Γtrt =
B′(r)
2B(r)

. (2.53)

Por fim os termos não automaticamente nulos do Tensor de Ricci são [1, 5, 6, 18]:

Rrr =
B′′(r)
2B(r)

− 1
4

(

B′(r)
B(r)

)(

A′(r)
A(r)

+
B′(r)
B(r)

)

− 1
r

(

A′(r)
A(r)

)

, (2.54)

Rθθ = −1 +
r

2A(r)

(

−A′(r̂)
A(r)

+
B′(r)
B(r)

)

+
1

A(r)
, (2.55)

Rψψ = sin2θRθθ, (2.56)

Rtt = −B′′(r)
2A(r)

+
1
4

(

B′(r)
A(r)

)(

A′(r)
A(r)

+
B′(r)
B(r)

)

− 1
r

(

B′(r)
A(r)

)

. (2.57)
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É importante ressaltar uma solução para as equações de Einstein no vácuo (fora

da distribuição de massa) para o problema de uma distribuição esférica pode ser obtida

anulando-se todos os termos do tensor de Ricci, ou seja, impondo Rµν = 0 [1, 5, 6, 18].

Neste caso, multiplicando (2.54) por A−1 e (2.57) por B−1, somando ambas, obtemos:

A′

A
+
B′

B
= 0 =⇒ d

dr
(AB) = 0,

o que implica que A(r)B(r) = cte. Como a geometria do espaço tempo deve ser plana

quando o raio vai para infinito, devemos ter:

limr→∞A(r) = limr→∞B(r) = 1.

Isso nos garante que as funções A(r) e B(r) são uma o inverso da outra, ou seja,

A(r) =
1

B(r)
.

Substituindo este resultado na equação (2.55), e fazendo Rθθ = 0 no vácuo, obtemos:

Rθθ = −1 +B′(r)r +B(r) = 0,

que tem como solução:

B(r) = 1 − rs
r
,

onde o valor da contante rs corresponde ao chamado de raio de Schwarzschild, que

estabelece o limite mínimo para o raio de um objeto massivo de massa M para que ele não

se torne um buraco negro. Isto ocorre pois devemos ter B(r) > 0 para que a métrica do

espaço tempo seja não-singular. Podemos identificar rs com a massa do objeto analisado

através da chamada velocidade de escape
1
2
mv2 =

GmM

rs
→ v =

√

GM

rs
de um corpo da

superfície do objeto massivo com seu raio mínimo rs. Se substituirmos a velocidade v pela

velocidade da luz c, teremos [18]:

rs =
2GM
c2

. (2.58)

Portanto, podemos rescrever [18]:

B(r) = 1 − 2GM/c2

r
= 1 − rs

r
, (2.59)

e

A(r) =

(

1 − 2GM/c2

r

)−1

=
(

1 − rs
r

)−1

. (2.60)
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Com esses resultados, a equação (2.56) é automaticamente satisfeita. Além disso, podemos

reescrever ds2 como:

ds2 =
(

1 − rs
r

)

dt2 −
(

1 − rs
r

)−1

dr2 − r2dΩ2, (2.61)

definindo a chamada métrica de Schwarzschild. Para esta métrica, os símbolos de Christoffel

resultam em [1]:

Γrrr =
1
2

rs
r(rs − r)

, (2.62)

Γttr = Γtrt =
1
2

rs
r(r − rs)

, (2.63)

Γrtt =
1
2
rs(r − rs)

r3
, (2.64)

Γrθθ = rs − r, (2.65)

Γrψψ = (rs − r) sin2 θ, (2.66)

Γθθr = Γθrθ = Γψψr = Γψrψ =
1
r
, (2.67)

Γθψψ = − sin θ cos θ, (2.68)

Γψθψ = Γψψθ = cot θ. (2.69)

2.2.2 A geodésica para a métrica de Schwarzschild

Vamos analisar a equação da geodésica (2.26) em um espaço com métrica de

Schwarzschild. A solução desta equação descreve, por exemplo, o movimento orbital de

planetas ao redor de estrelas. Fazendo c = 1, sem perda de generalidade, e usando a

métrica de Schwarzschild e os símbolos de Christoffel da subseção anterior, obtemos da

equação da geodésica (2.26) 4 termos não automaticamente nulos [1, 18]:

d2r

dτ 2
−
(

rs
2r(r − rs)

)(

dr

dτ

)2

− (r − rs)





(

dθ

dτ

)2

+ sin2 θ

(

dψ

dτ

)2




+

(

rs(r − rs)
2r3

)(

dt

dτ

)2

= 0,

(2.70)
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d2θ

dτ 2
+

2
r

dθ

dτ

dr

dτ
− sin θ cos θ

(

dψ

dτ

)2

= 0, (2.71)

d2ψ

dτ 2
+

2
r

dψ

dτ

dr

dτ
+ 2 cot θ

dψ

dτ

dθ

dτ
= 0, (2.72)

d2t

dτ 2
+

rs
r(r − rs)

dt

dτ

dr

dτ
= 0. (2.73)

Como observamos que o espaço-tempo possui uma certa simetria (simetria esférica),

então haverá quantidades física conservadas associadas a trajetória geodésica [1]. Essas

quantidades surgem naturalmente nas equações da geodésica acima. Por exemplo, a

equação (2.71) tem como uma solução a função constante θ =
π

2
, o que implica que o

movimento orbital resultante ocorrerá em um plano. Isto junto com o fato de que a métrica

é independente do ângulo ψ implica na conservação de momento angular L = cte. A

conservação do momento angular surge como solução da equação (2.72) fazendo θ =
π

2
, de

onde obtemos:
d2ψ

dτ 2
+

2
r

dψ

dτ

dr

dτ
= 0,

e multiplicando por mr2 (m é a massa da partícula em órbita):

mr2d
2ψ

dτ 2
+ 2mr

dψ

dτ

dr

dτ
= 0 → d

dτ

(

mr2dψ

dτ

)

= 0 → mr2dψ

dτ
= L = cte, (2.74)

onde L é o momento angular da partícula em órbita. Da quarta equação (2.73) obtemos a

lei de conservação da energia [1, 13, 14, 15]. Para encontrar este resultado, multiplicamos

(2.73) por
(

1 − rs
r

)

:

(

1 − rs
r

)

d2t

dτ 2
+
rs
r2

dt

dτ

dr

dτ
= 0 → d

dτ

[

dt

dτ

(

1 − rs
r

)

]

= 0

→ dt

dτ

(

1 − rs
r

)

=
E

m
= cte,

(2.75)

onde E é a energia orbital [1].

Finalmente, resta apenas uma das 4 equações da geodésica para resolver, a equação

(2.70). A solução desta equação nos dará a órbita planetária na gravitação de Einstein.

Substituindo θ =
π

2
, reescrevendo dψ

dτ
e dt
dτ

em função de L e E (fazendo m = 1, sem perda

de generalidade), e reescrevendo dr
dτ

= dr
dψ

dψ
dτ

, obtemos da (2.70) após algumas manipulações

(para mais detalhes veja [1]):

(

dr

dψ

)2

+
1
L2
r4 − rs

L2
r3 + r2 − rsr =

E2

L2
r4. (2.76)
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Para simplificar a resolução desta última equação, fazemos a mudança de variável [1]):

x =
2L2

rsr
,

em (2.76) e derivamos uma vez em relação a ψ. Desta forma, a (2.76) se transforma em

[1]):
d2x

dψ2
− 1 + x =

3r2
s

4L2
x2. (2.77)

É importante salientar que no limite rs → 0 a equação da geodésica (2.77) se reduz

a equação de movimento da gravitação Newtoniana. Portanto, o termo do lado direito da

equação (2.77) pode ser interpretado como um termo de correção à gravitação newtoniana.

Este termo explica o problema da precessão da órbita de Mercúrio. Para ilustrar o efeito de

precessão orbital na gravitação de Einstein, na Figura 2 apresentamos a solução numérica

da equação (2.77) com as condições iniciais r(0) = 1 e r(0)
dψ

= 0, e com os valores rs = 0.01

e L = 0.05. Neste gráfico, em azul temos a órbita na gravitação de Einstein apresentando

a precessão da órbita planetária. Para comparação, em laranja temos a órbita planetária

na gravitação de Newton. O código numérico utilizado para obter a solução apresentada

na Figura 2 foi implementado em Python e está disponível no Apêndice A.
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Figura 2 – Solução da equação da geodésica com a métrica de Schwarzschild em azul. Para
comparação, em laranja temos a órbita planetária na gravitação de Newton.
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3 O princípio da mínima ação de Herglotz

A motivação para a pesquisa de teorias de gravitação não conservativa foi funda-

mental na necessidade de encontrar respostas, que proporcionassem ferramentas para o

entendimento de mecanismos na observados na cosmologia e na astrofísica de partícu-

las.Especificamente, por meio do principio da miníma ação de Hergloz. Assim podermos

formular teorias de gravitação não-conservativas, precisamos primeiro de uma generalização

do princípio da mínima ação para sistemas não-conservativos. O princípio da mínima ação

é um dos pilares fundamentais na construção de qualquer teoria física moderna. Em todas

as teorias, clássica ou quântica, a dinâmica de qualquer sistema conservativo é obtida à

partir deste princípio. No entanto, é bem conhecido que as equações de movimento de

sistemas dissipativos não podem ser obtidas diretamente pelo princípio da mínima ação

[10, 11]. Durante todo o século passado, diversos métodos foram desenvolvido para tentar

contornar esta dificuldade. Exemplos incluem as lagrangianas dependentes do tempo, as

variáveis auxiliares de Bateman, e ações com derivadas fracionárias [11]. Infelizmente, em

todas estas abordagens ou se utiliza de lagrangianas não-físicas, como nos dois primeiros

exemplos, ou se utiliza de operadores não-locais com propriedades algébricas diferentes das

derivadas usuais. Apesar das diferenças, em todos esses métodos para adaptar o princípio

da mínima ação para sistemas não-conservativos, a ação é sempre definida da forma usual

como a integral de uma função lagranginana que depende do tempo, posição (ou campos),

e suas derivadas. No entanto, recentemente foi proposto um novo princípio da mínima

ação para sistemas não conservativos, baseado no problema variacional de Herglotz, que

controna essas dificuldades [10, 11].

O problema variacional original de de Herglotz consiste no problema de determinar

a função x(t) que extremiza o valor M(t1), onde o funcional M(t) (com t ∈ [t0, t1]) é

solução da equação diferencial [10]

dM

dt
= L(t, x(t), ẋ(t),M(t)), (3.1)

sujeita as condições iniciais e de contorno:

M(t0) = m0, x(t0) = xo, x(t1) = x1.
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É importante notar que (3.1) representa uma família de equações diferenciais pois

para cada função x(t) temos uma equação diferente. Portanto, M(t) depende de x(t). Além

disso, o problema de Herglotz se reduz ao problema fundamental do cálculo variacional se

a função lagrangiana L não depender de M(t). Neste caso temos [10]:

Ṁ(t) = L(t, x(t), ẋ(t)), t ∈ [a, b]

M(t0) = s0, x(t0) = x0, x(t1) = x1,
(3.2)

então, integrando (3.2), obtemos o problema clássico da cálculo variacional:

M(tf ) =
∫ tf

t0

L̃(t, x(t), ẋ(t)) dt, (3.3)

onde x(t0) = x0, x(t1) = x1, e

L̃(t, x(t), ẋ(t)) = L(t, x(t), ẋ(t)) +
s0

t1 − t0
. (3.4)

Herglotz provou [10] que uma condição necessária para que a função x(t) seja um

extremante do funcional (3.1) é dada pela generalização da equação de Euler-Lagrange:

∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ
+

∂L

∂M

∂L

∂ẋ
= 0. (3.5)

É importante notar que no caso do problema clássico do cálculo variacional (3.3), nós

temos ∂L
∂S

= 0, e a equação diferencial (3.5) se reduz a equação clássica de Euler-Lagrange.

Além disso, a aplicação do problema de Herglotz para sistemas não conservativos é evidente

mesmo no caso mais simples, onde a dependencia da lagrangiana na ação é linear. Por

exemplo, a função

L =
mẋ2

2
− U(x) − γ

m
M (3.6)

descreve um sistema dissipativo com uma partícula pontual de massa m sob ação de um

potencial U(x) e uma força viscosa com coeficiente de resistência γ. De (3.5), a equação

de movimento resultante é:

mẍ+ γẋ = F, (3.7)

que uma força de atrito proporcional à velocidade ẋ, onde ẍ é a aceleração da partícula

e F = −dU
dx

é uma força externa conservativa. Neste contexto, o termo linear γ
m
M na

lagrangiana (3.6) pode ser interpretado como a função potencial da força não conservativa

[10].

Para demonstrar que o extremante do problema de Herglotz satisfaz a equação

generalizada de Euler-Lagrange (3.5), fazemos (como usual) uma variação da função
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x(t) −→ x(t) + ϵδx(t) (t ∈ [t0, t1]) onde δx(t) satisfaz a condição de fronteira δx(t0) =

δx(t1) = 0. Integrando a (3.1) obtemos:

M(x(t) + ϵδx(t), ẋ(t) + ϵδẋ(t), t) =
∫

L(x(t) + ϵδx(t), ẋ(t) + ϵδẋ(t), t)dt.

Derivando em relação a ϵ obtemos:

∂M

∂ϵ
=
∫

(

∂L

∂x
δx+

∂L

∂ẋ
δẋ+

∂L

∂M

∂M

∂ϵ

)

dt,

e derivando novamente em relação a t:

d

dt

∂M

∂ϵ
=

(

∂L

∂x
δx+

∂L

∂ẋ
δẋ+

∂L

∂M

∂M

∂ϵ

)

. (3.8)

Fazendo a mudança de variável

Ω =
∂M

∂ϵ
,

podemos reescrever (3.8) como:

dΩ
dt

− ∂L

∂M
Ω =

(

∂L

∂x
δx+

∂L

∂ẋ
δẋ

)

, (3.9)

que satisfaz a condição de fronteira Ω(t0) = Ω(t1) = 0 quando ϵ = 0 (pois x(t) é um

extremante), e é um EDO de primeira ordem linear. Podemos usar o método de fator de

integração para resolver esta EDO [19]. Seja uma EDO da forma:

ẏ + a(x)y = b(x),

temos como fator de integração µ(x) = exp (
∫

a(x)dx) onde µ ≠ 0. Portanto, e EDO pode

ser eescrita como
d

dt
(y(x)µ(x)) = b(x)µ(x),

de onde obtemos a solução por integração direta [19]:

y(x) = exp
(

−
∫

a(x)dx
) ∫

b(x) exp
(∫

a(x)dx
)

dx

Retornando para o nosso problema (3.9), e usando o método de fator de integração

com a condição de fronteira Ω(t0) = Ω(t1) = 0, obtemos:
∫ t1

t0

(

∂L

∂x
δx+

∂L

∂ẋ
δẋ

)

exp

(

−
∫ ∂L

∂M
dt

)

dt = 0.

Logo usando integrais por partes, obtemos:
∫ t1

t0

(

∂L

∂x
− d

dt

(

∂L

∂ẋ

)

+
∂L

∂ẋ

∂M

∂ẋ

)

exp

(

−
∫ ∂L

∂M
dt

)

δxdt

+

[

∂L

∂ẋ
δx exp

(

−
∫ ∂L

∂M
dt

)]∣

∣

∣

∣

∣

t1

t0

= 0.
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Usando a condição de fronteira δx(t0) = δx(t1) = 0 resulta em:
∫ t1

t0

(

∂L

∂x
− d

dt

(

∂L

∂ẋ

)

+
∂L

∂ẋ

∂M

∂ẋ

)

exp

(

−
∫ ∂L

∂M
dt

)

δxdt = 0.

Finalmente, do teorema fundamental do cálculo variacional [13, 14], obtemos a equação

generalizada de Euler-Lagrange (3.5):

∂L

∂x
− d

dt

(

∂L

∂ẋ

)

+
∂L

∂ẋ

∂M

∂ẋ
= 0.

Vejamos a seguir a generalização do princípio variacional de Herglotz para várias

variáveis [11][12].

3.1 Um princípio da mínima ação para campos dissipativos

Para um campo escalar ϕ(xµ) = ϕ(x1, x2, · · · , xd) definido em um domínio Ω ∈ R
d

(d = 1, 2, 3, · · · ), o problema clássico do cálculo variacional consiste em encontrar o campo

ϕ que extremiza o funcional:

S(δΩ) =
∫

δΩ
L (xµ, ϕ(xµ), ∂νϕ(xµ)) ddx, (3.10)

onde δΩ é a fronteira de Ω, e ϕ satisfaz a condição de fronteira ϕ(δΩ) = ϕδΩ com

ϕΩ : δΩ −→ R
n. Antes de generalizar para o problema de Herlotz, é importante notar que

(3.10), para um dado campo ϕ, se reduz a uma função S(δΩ) da fronteira [11]. Em [11],

foi discutido que se existir um campo vetorial sµ tal que

S(δΩ) =
∫

δΩ
sµnµ dσ, (3.11)

então, do teorema da divergência obtemos:

S(δΩ) =
∫

δΩ
sµnµdσ =

∫

Ω
∂µs

µddx =
∫

Ω
L (xµ, ϕ(xµ), ∂νϕ(xµ), sµ) ddx, (3.12)

onde nµ um campo vetorial externo e normal à superfície δΩ, e dσ o elemento diferencial

de área desta superfície.

Em [11] é proposta a generalização do princípio de Herglotz para campos da seguinte

forma. Seja a densidade de ação sµ um campo vetorial diferenciável em Ω ∈ R
d. O problema

fundamental do cálculo variacional de Herlotz para campos consiste em determinar o

campo ϕ que extremiza S(δΩ), onde S(δΩ) é dao por:

∂µs
µ = L (xµ, ϕ(xµ), ∂µϕ(xµ), sµ) , xµ = (x1, x2, ..., xd) ∈ Ω

S(δΩ) =
∫

δΩ
sµnµdσ, ϕ(δΩ) = ϕδΩ, ϕ(δΩ) : δΩ −→ R.

(3.13)
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Como no problema original de Herglotz, é fácil observar que a ação definida por

(3.13) reduz-se à ação usual (3.10) quando a lagrangiana não depende do campo de

densidade de ação sµ.

Para obter a generalização da equação de Euler-Lagrange para o problema definido

pela ação (3.13), vamos seguir os passos usados em [11]. Vamos definir as variações de ϕ

da seguinte forma:

ϕ(xµ) = ϕ∗(xµ) + εη(xµ), (3.14)

onde ε ∈ R e η(xµ) é um campo satisfazendo a condição de fronteira η(δΩ) = 0. Depois de

integrar ambos os lados da equação (3.13) sobre Ω (de forma semelhante ao que fizemos

na seção anterior), obtemos

S(δΩ) =
∫

Ω
L (xµ, ϕ(xµ), ∂νϕ(xµ), sµ) ddx, (3.15)

e, tomando a derivada com respeito à ε obtemos a seguinte relação:

dS(δΩ)
dε

=
∫

Ω

d

dε
L (xµ, ϕ(xµ), ∂µϕ(xµ), sµ) ddx

=
∫

Ω

[

η
∂L
∂ϕ

+ ∂µη
∂L

∂ (∂µϕ)
+ γµ

dsµ

dε

]

ddx,
(3.16)

onde por simplicidade escrevemos ∂L

∂(∂ϕ)
=
(

∂L

∂(∂1ϕ)
, ∂L

∂(∂2ϕ)
, ..., ∂L

∂(∂dϕ)

)

. Por outro lado, também

temos de (3.13)
dS(δΩ)
dε

=
∫

δΩ

dsµ

dε
nµdσ =

∫

Ω
∂µ
dsµ

dε
ddx. (3.17)

Usando (3.17) em (3.16) obtemos:

∫

Ω

[

∂µ
dsµ

dε
− η

∂L
∂ϕ

− ∂µη
∂L

∂(∂µϕ)
− γµ

dsµ

dε

]

ddx = 0. (3.18)

Uma condição suficiente para satisfazer (3.18) para qualquer domínio Ω é

∂µζ
µ − η

∂L
∂ϕ

− ∂µη
∂L

∂(∂µϕ)
− γµζ

µ = 0, (3.19)

onde ζµ =
dsµ

dε
. Como γµ = ∂µf(xν) é um campo gradiente em Ω, a (3.19) implica que ζ

pode ser escrita como (usando o fator integrante para uma equação linear, como fizemos

na seção anterior):

ζµ(ε) = Aµ (xµ, ϕ, ∂µϕ, sµ) ef(xν), (3.20)

onde

∂µA
µ (xµ, ϕ, ∂µϕ, sµ) =

(

η
∂L
∂ϕ

+ ∂µη
∂L

∂(∂µϕ)

)

e−f(xν). (3.21)
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Finalmente, como S(δΩ) tem seu valor extremo em ϕ∗, devemos ter:

dS(δΩ)
dε

♣ε=0 = 0. (3.22)

Então, de (3.13) e (3.22) obtemos:

dS(δΩ)
dε

∣

∣

∣

∣

∣

ε=0

=
∫

δΩ

dsµ

dε
nµ

∣

∣

∣

∣

∣

ε=0

dσ =
∫

δΩ
ζµ(0)nµdσ = 0, (3.23)

já que a superfície δΩ é independente de ε. Além disso, como (3.23) deve ser válida para

qualquer domínio, temos:
∫

δΩ
ζµ(0)nµdσ = 0 =⇒

∫

δΩ
Aµnµ

∣

∣

∣

∣

∣

ε=0

dσ =
∫

Ω
∂µA

µ

∣

∣

∣

∣

∣

ε=0

ddx = 0. (3.24)

Portanto, de (3.21) e (3.24) obtemos:
∫

Ω

[

η
∂L (xµ, ϕ∗, ∂µϕ

∗, sµ)
∂ϕ∗

+ ∂µη
∂L (xµ, ϕ∗, ∂µϕ

∗, sµ)
∂(∂µϕ∗)

]

e−f(xν)ddx

=
∫

Ω

[

∂L (xµ, ϕ∗, ∂µϕ
∗, sµ)

∂ϕ∗
− d

dxµ
∂L (xµ, ϕ∗, ∂µϕ

∗, sµ)
∂(∂µϕ∗)

+ γµ
∂L (xµ, ϕ∗, ∂µϕ

∗, sµ)
∂ (∂µϕ∗)

]

e−f(xν)ηddx

+
∫

Ω

[

d

dxµ

(

η
∂L (xµ, ϕ∗, ∂µϕ

∗, sµ)
∂(∂µϕ∗)

e−f(xν)

)]

ddx = 0.

(3.25)

A última integral em (3.25) é zero pois η(δΩ) = 0. Então, do teorema fundamental do

cálculo variacional obtemos a generalização da equação de Euler-Lagrange para campos

dissipativos [11]:
∂L
∂ϕ∗

− d

dxµ

(

∂L
∂ (∂µϕ∗)

)

+ γµ
∂L

∂ (∂µϕ∗)
= 0. (3.26)

É fácil verificar que se a lagrangiana não depende de sµ, a equação (3.26) se reduz

ao caso usual
∂L
∂ϕ∗

− d

dxµ

(

∂L
∂ (∂µϕ∗)

)

= 0, (3.27)

já que neste caso γµ = 0.

Finalmente, a generalização do problema (3.13) para vários campos é direta. Para

o caso com vários campos ϕi(xµ) = ϕi(x1, x2, · · · , xd) (i = 1, ..., N), a generalização da

equação de Euler-Lagrange (3.26), com ∂sµL = γµ = ∂µf(xν), fica [11]:

∂L
∂ϕi∗

− d

dxµ

(

∂L
∂ (∂µϕi∗)

)

+ γµ
∂L

∂ (∂µϕi∗)
= 0, i = 1, ..., N. (3.28)

O princípio da mínima ação para campos conservativos proposto em [11] estabelece

que as equações de movimentos de campos físicos ϕi são as que extremizam a ação (3.13)

para diversos campos. Como consequência, os campos dissipativos físicos devem satisfazer

a equação de Euler-Lagrange generalizada (3.28).
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4 Teorias de gravitação não-conservativas

Entre uns dos maiores mistérios da física atual são o problema de rotação de

galáxias, onde a mecânica newtoniana não explica por completo o movimento de rotação

de estrelas entorno do eixo central, e a expansão acelerada do Universo. Uma forma de

tentar explicar esses fenômenos é supondo a existência de um tipo exótico de matéria,

chamada de matéria escura, e um tipo exótico de energia, chamada de energia escura. A

matéria escura seria responsável pela maior parte da matéria do Universo e explicaria

a curva de rotação das galáxia. Já a energia escura, que deveria corresponder a maior

parte da energia do Universo, explicaria a expansão acelerada. No entanto, a existência da

matéria escura e da energia escura ainda não foram verificadas diretamente. Neste sentido

novas proposta teóricas tentam buscar explicação para estes fenômenos. Uma alternativa

é supor que não existam matéria escura e energia escura, e que a teoria da gravitação

precisa ser modificada. Recentemente [10] foi proposta uma nova teoria de gravitação

não-conservativa por meio de uma formulação lagrangiana para sistemas não-conservativos.

A formulação baseia-se no problema variacional de Herglotz discutido no capítulo anterior.

Neste capítulo estudamos a formulação de teorias de gravitação (relativísticas e não

relativísticas) para sistemas não conservativos. Como resultado inédito, estudamos a órbita

planetária em uma teoria de gravitação não-conservativa do tipo newtoniana obtida à partir

do princípio da mínima ação generalizado de Herglotz. Por fim, estudamos a formulação

da gravitação relativística proposta em [10], e como trabalho futuro, pretendemos estudar

o problema da órbita planetária nesta última teoria.

4.1 Uma gravitação não-relativística e dissipativa: órbita com dissi-

pação na mecânica newtoniana

Nesta seção estudamos o efeito dissipativo introduzido pelo princípio variacional de

Herglotz para a gravitação newtoniana. Consideremos um sistema físico não-conservativo

que consiste de uma partícula se move-se em linhas retas descritas em coordenadas esféricas,
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onde K é a energia cinética e V a energia potencial (gravitacional com fonte na orígem) e

Ld(M) é a parte da lagrangiana não-conservativa. Temos então:

L = K − V (r) + Ld(M) =
m

2

(

ṙ2 + r2θ̇2
)

+
GMm

r
− γS, (4.1)

onde γ é uma constante, G é a contante de gravitação universal, M é massa da fonte do

campo, e consideramos que o movimento ocorre em um plano.

Aplicando a equação generalizada de Euler-Lagrange para o caso d = 1 e N = 2,

com x1 = t, ϕ1 = r e ϕ2 = θ, obtemos:

r̈ − rθ̇2 +
GM

r2
+ γṙ = 0 (4.2)

e

rθ̈ + 2ṙθ̇ + γrθ̇ = 0. (4.3)

que descreve a órbita de um planeta em torno de uma estrela na gravitação não conservativa

definida pela lagrangiana (4.1).

Na Figura 3 apresentamos a solução numérica do sistema (4.2) e (4.3) obtida em

Python. Foi utilizado como condição inicial r(0) = 1, ṙ(0) = 0, θ(0) = 0 e θ̇(0) = 0.8.

Também foi utilizado GM = 1, e o parâmetro de dissipação γ = 0.01. Vemos em azul

a órbita de um planeta na gravitação dissipativa, onde a presença de forças dissipativas

resultam em uma órbita espiralada com o planeta caindo lentamente em direção à estrela.

Este tipo de problema pode ser utilizado para modelar, por exemplo, um planeta que

perde energia e momentum angular através da emissão de matéria (ou de energia, por

exemplo térmica) para o espaço. Para fins de comparação, ilustramos em laranja a órbita

de um planeta na gravitação newtoniana. O código numérico utilizado para obter a solução

apresentada na Figura 3 foi implementado em Python e está disponível no Apêndice B.

Finalmente, para θ(t0) = θ̇(t0), o movimento torna-se radial (queda livre) e a

equação (4.2) se reduz à:

mr̈ + γmṙ = −GMm

r2
, (4.4)

onde multiplicamos pela massa m. Esta última equação torna o caráter dissipativo da teoria

ainda mais evidente. Enquanto do lado direito da equação temos a força de gravitação

newtoniana, do lado esquerdo surge uma força de atrito viscosa proporcial à velocidade da

partícula e com coeficiente de viscosidade γm,
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Figura 3 – Órbita planetária na gravitação não-conservativa em azul. Para comparação,
em laranja temos a órbita planetária na gravitação de Newton.

4.2 Uma gravitação relativística não-conservativa

Em um trabalho recente [10], os autores propuseram uma teoria de gravitação

não-conservativa a partir de uma formulação lagrangiana utilizando a generalização da

ação de Herglotz (3.13). Segundo os autores, em qualquer teoria física, a lagrangiana

definindo a ação é construída com os escalares da teoria. Portanto, a própria ação é um

escalar. Então pode-se questionar: o que aconteceria se a própria lagrangiana fosse uma

função da ação? Como vimos no capítulo anterior, uma resposta para esta questão é

dada pelo problema variacional de Herglotz. Com este formalismo, em [10] os autores
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propuseram uma teoria de gravitação não-conservativa que mostrou grande potencial na

descrição do fenômeno da expansão acelerada do universo.

Nesta teoria surge um quadrivetor cosmológico constante associado à dissipação

geométrica (o espaço-tempo se comporta como um elástico imperfeito). Quando este qua-

drivetor cosmológico tem componente não nula na direção temporal, os autores mostraram

que a teoria de gravitação não-conservativa concorda qualitativa e quantitativamente com

dados observacionais sobre a expansão do universo sem a necessidade de energia escura

[10]. Este resultado motiva o aprofundamento dos estudos sobre esta nova formulação do

princípio da mínima ação e sobre a teoria de gravitação associada. Nesta seção iremos

revisar a formulação da gravitação não conservativa proposta em [10].

Vamos considerar uma ação do tipo (3.13) temos como campo a métrica gµν do

espaço-tempo. Então, esta métrica deve extremizar a ação S(δΩ) definida por:

∇νs
ν = L(xµ, gαβ, gαβ,µ, sµ), xµ ∈ Ω

S(δΩ) =
∫

δΩ
nνs

ν
√

♣h♣ dd−1x, gαβ(δΩ) = gδΩαβ,
(4.5)

onde gδΩαβ é fixo, e
√

♣h♣ é a métrica induzida em δΩ. Como discutimos no capítulo anterior,

é importante observar que a ação (4.5) se reduz à usual se a lagrangiana é independente

de sµ.

Para obter uma gravitação não-conservativa, os autores em [10] utilizam uma

lagrangiana L = Lm + Lef , onde Lm é o termo de matéria e

Lef (xµ, gαβ, gαβ,µ, sµ) = L− λνs
ν , (4.6)

onde L = gµν(ΓσµνΓ
ρ
σρ − ΓρµσΓ

σ
νρ) é a lagrangiana efetiva discutida em (2.36), e λν é um

quadrivetor cosmológico constante.

Como no caso da gravitação clássica de Einstein discutida anteriormente, para

obtermos as equações de campo reescrevemos a métrica gαβ como:

gαβ(xµ) = g∗

αβ(xµ) + δϵ(gαβ)(xµ), (4.7)

onde g∗

αβ é a métrica que extremiza S(δΩ) (4.5), ϵ ∈ R, e δϵ(gαβ) as condições de fronteira

δϵ(gαβ)(δΩ) = 0 e limϵ→0 δϵ(gαβ)(xµ) = 0 . Procedendo de forma análoga ao que fizemos no

capítulo anterior, seguindo a referência [10], como S(δΩ) tem extremo em g∗

αβ, obtemos:

lim
ϵ→0

δϵ(S)(δΩ)
ϵ

=
∫

δΩ
nν lim

ϵ→0

δϵ(sν)
ϵ

√

♣h♣ dd−1x = 0, (4.8)
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pois a superfície δΩ, e consequentemente
√

♣h♣, é independente de ϵ. Uma condição suficiente

para satisfazer (4.8) para fronteira arbitrárias δΩ é:

lim
ϵ→0

δϵ(sν)(δΩ)
ϵ

= 0. (4.9)

Retornando à definição da ação (4.5), se integramos sobre Ω ambos os lados da primeira

linha da (4.5) obtemos:

S(δΩ) =
∫

Ω
L(xµ, gαβ, gαβ,µ, sµ)√ ddx, (4.10)

e usando (4.10) resulta em:

δϵ(S) =
∫

Ω
δϵ(L(xµ, gαβ, gαβ,µ, sµ)√) ddx =

∫

Ω

[

δϵ(L
√) + δϵ(Lm

√) − λνδϵ(sν
√)
]

ddx.

(4.11)

Da segunda linha da (4.5), usando ∇ν(·)√ = ∂ν(·√), obtemos

δϵ(S) = δϵ

∫

Ω
∇νs

ν√ ddx =
∫

Ω
∂νδϵ(sν

√) ddx. (4.12)

De (4.11) e (4.12) resulta:
∫

Ω

[

∂νδϵ(sν
√) − δϵ((L+ Lm)√) + λνδϵ(sν

√)
]

ddx = 0. (4.13)

Como (4.13) deve ser satisfeita em qualquer domínio Ω, temos:

∂νζ
ν = δϵ(L

√) + δϵ(Lm
√) − λνζ

ν , (4.14)

onde definimos a nova variável ζν = δϵ(sν
√). Como λν é um vetor constante, a equação

(4.14) implica que ζν pode ser escrita como:

ζν(ϵ) = Aν(xµ, gαβ, gαβ,µ, sµ)e−λγx
γ

, (4.15)

onde

∂νA
ν =

(

δϵ(L
√) + δϵ(Lm

√)
)

eλγx
γ

. (4.16)

Da condição (4.9) devemos ter, já que δϵ(gµν)(δΩ) = 0,

ζν(0) = Aν ♣ϵ=0e
−λγx

γ

= 0 (4.17)

para todo xµ ∈ δΩ. Como consequência, Aν é zero sobre a fronteira δΩ. Neste caso, obtemos

do teorema de Stokes:
∫

δΩ
nν
Aν
√
√

♣h♣ dd−1x =
∫

Ω
∂νA

ν ddx = 0. (4.18)



Capítulo 4. Teorias de gravitação não-conservativas 42

Portanto:
∫

Ω
δϵ(L

√ + Lm
√)eλγx

γ

ddx

=
∫

Ω

[

Γαµνδϵ(g
µν√),α − Γαµαδϵ(g

µν√),ν +
(

ΓβµαΓανβ − ΓβαβΓαµν
)

δϵ(gµν
√)

+8πGTµνδϵ(gµν)
√]

eλγx
γ

ddx

= −
∫

Ω
δϵ(gµν)

√ [

Rµν − 1
2
gµνR +Kµν − 1

2
gµνK − 8πGTµν

]

eλγx
γ

ddx

+
∫

Ω

[(

Γαµνδϵ(g
µν√) − Γνµνδϵ(g

µα√)
)

eλγx
γ
]

,α

ddx = 0,

(4.19)

onde Kµν = λαΓαµν − 1
2

(

λνΓαµα + λµΓανα
)

é um pseudo-tensor simétrico [10], e δϵ(Lm
√) =

8πG
c4 Tµνδϵ(gµν)

√ onde Tµν é o tensor energia-momentum. A última integral em (4.19) é

zero pois δϵ(gµν)(δΩ) = 0. Portanto, do teorema fundamental do cálculo das variações

obtemos de (4.19) as equações de campo da gravitação não conservativa proposta em [10]:

Rµν +Kµν − 1
2
gµν (R +K) =

8πG
c4

Tµν . (4.20)

Podemos verificar que a gravitação definida pela equação de campo (4.20) é não

conservativa, se λµ ̸= 0, à partir do divergente covariante ∇µ(Kµ
ν − 1

2
gµνK), que é em geral

diferente de zero para λµ ̸= 0. Como discutido em [10], nesta gravitação o espaço-tempo

se comporta como uma superfície elástica não perfeita.

Antes de finalizar o capítulo, vamos analisar o caso de campos fracos assim como

fizemos na gravitação de Einstein discutida anteriormente. Para espaços quase planos a

métrica é aproximadamente a de Minkowski [5], isto é, gµν = ηµν + hµν com ♣hµν ♣ ≪ 1. Em

primeira ordem em h, escolhendo o calibre modificado ηµν(hµρ,ν− 1
2
hµν,ρ+λµhνρ− 1

2
λρhµν) =

0 [10], obtemos à partir das equações de campo [10]:

□
2hµν + λρhµν,ρ = −16πG

c4
Sµν (4.21)

onde Sµν = Tµν − 1
2
ηµνT

λ
λ. Como mostrado em [10], no caso homogêneo Sµν = 0 e com

λ1 = λ2 = λ3 = 0, a equação de campo (4.21) descreve ondas gravitacionais amortecidas

para λ0 > 0.

Finalmente, para valores muito pequenos de λ0, os efeitos dissipativos da teoria

tornam-se imperceptíveis no sistema solar para escalas de tempo não-cosmológicas, mesmo

que os efeitos dissipativos na expansão do Universo sejam perceptíveis [10]. Para intervalos

de tempos pequenos em relação à idade do Universo, e para λ0 muito pequeno (quando
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podemos considerar λ0 = 0 na (4.21)) obtemos de (4.21) no vácuo, para uma distribuição

esférica de massa:

∇2h00 = 0, (4.22)

que tem como solução (impondo condições de fronteira adequadas [5]) a gravitação

newtoniana pois, neste caso, temos:

h00 = − 2
c2

GM

r
, (4.23)

que resulta no potencial gravitacional Newtoniano [5].
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5 O problema da órbita na teoria não-

conservativa

Neste capítulo estudamos o problema da órbita planetária na gravitação não

conservativa proposta por [10] e apresentada no capítulo anterior. Para isto, foi utilizado a

generalização da métrica de Schwarschild baseado na gravitação não conservativa obtida

em [24]. Segundo [24], os autores, obtiveram a métrica para uma distribuição estática e

esfericamente simétrica, com teoria não conservativa, não foi feito neste artigo, entretanto,

uma análise do problema da órbita planetária. Neste sentido, a análise do problema da

órbita que apresentamos neste capítulo é um resultado inédito na literatura e grande valor

cientifico.

5.1 Uma métrica do tipo Schwarzschild para a gravitação não

conservativa

Nesta subseção apresentamos uma revisão do trabalho [24] onde os autores obtiveram

a generalização da métrica de Schwarzschild para a gravitação não conservativa proposta

por [10]. O procedimento para obter esta métrica é semelhante ao desenvolvimento utilizado

na gravitação de Einstein. Esta métrica é uma solução das equações de campo da gravitação

não conservativa (4.20) para um objeto massivo de massa M condensada em uma esfera

de raio R. Neste caso, a métrica do espaço-tempo reflete a simetria esférica da distribuição

de massa. Portanto, para obter a solução para o problema de uma distribuição esférica de

massa, é conveniente utilizar coordenadas esféricas (conforme composição[1, 5, 6, 18]). A

simetria do problema nos permite escrever a métrica em coordenadas esféricas como no

caso da gravitação de Einstein, a métrica deve ter a forma [1, 5, 6, 18]:

ds2 = B(r)dt2 − A(r)dr2 − r2dΩ2, (5.1)
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onde dΩ2 = r2dθ2 − r2sin2θdψ2 é o quadrado do elemento de ângulo sólido, com (θ, ψ)

variáveis de ângulo sobre uma superfície esférica de raio r centrada na distribuição esférica

de massa. Portanto, o tensor métrico é diagonal:

gνµ =





















A(r) 0 0 0

0 −B(r) 0 0

0 0 −r2 0

0 0 0 −r2sin2θ





















,

e os símbolos de Christoffel não nulos são [1, 5, 6, 18]:

Γrrr =
A′(r)
2A(r)

, Γrθθ = − r

A(r)
, Γrψψ =

−r sin θ
A(r)

, Γrtt =
B′(r)
2A(r)

,

Γθψψ = − sin θ cos θ, Γθrθ = Γrθr =
1
r
, Γψψr = Γψrψ =

1
r
,

Γψψθ = Γψθψ = cot θ, Γttr = Γtrt =
B′(r)
2B(r)

.

(5.2)

Substituindo (5.2) nas equações de campo (4.20) no vácuo (Tµν = 0), e procedendo como

na Seção 2.2.1, obtemos (veja [24] para mais detalhes):

B(r) = 1 − r̃s
r
, (5.3)

e

A(r) =
(

λθ + 1 − r̃s
r

)−1

, (5.4)

onde λθ é a única componente não identicamente nula do quadrivetor cosmológico λµ para

a métrica (5.1) na gravitação não conservativa (veja [24] para mais detalhes), e

r̃s =
2GM − λθc

2R

c2
=

2GM̃
c2

= rs − λθR (5.5)

é o raio de schwarzschild na teoria não-conservativa. Da equação (5.5) observamos que λθ

tem como efeito diminuir (aumentar) o raio de schwarzschild da gravitação de Einstein

quando λθ > 0 (λθ < 0). De forma equivalente, podemos interpretar este resultado como

se a estrela tivesse uma massa gravitacional efetiva Mef = M − λθR
2G

dependente da massa

bariônica M e da massa

Mλ = −λθR

2G
(5.6)

associada campo λθ.

Finalmente, com esses resultados obtemos a generalização da métrica de Schwarzs-

child, apresentada em [24], para a gravitação não conservativa proposta por [10]:

ds2 = c2

(

1 − r̃s
(λθ + 1)r

)

dt2 −
(

λθ + 1 − r̃s
r

)−1

dr2 − r2dΩ. (5.7)
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Para esta métrica, os símbolos de Christoffel não nulos são:

Γrrr = − r̃s
2r(r(λθ + 1) − r̃s)

(5.8)

Γttr = Γtrt =
r̃s

2r(r(λθ + 1) − r̃s)
, (5.9)

Γrtt =
r̃s(r(λθ + 1) − r̃s)

2r3(λθ + 1)
(5.10)

Γrθθ = −(r(λθ + 1) − r̃s) (5.11)

Γrψψ = − sin2 θ(r(λθ + 1) − r̃s), (5.12)

Γθθr = Γθrθ = Γψψr = Γψrψ =
1
r
, (5.13)

Γθψψ = − sin θ cos θ, (5.14)

Γψθψ = Γψψθ = cot θ. (5.15)

Apresentaremos na sequencia a geodésica relacionada à esta métrica.

5.2 A geodésica para orbitas na teoria não-conservativa

Para obter a equação da geodésica para a métrica (5.7), procede-se como na

secção 2.2.2. Vamos analisar a equação da geodésica (2.26) em um espaço com a métrica

de Schwarzschild generalizada (5.7). A solução desta equação descreve, por exemplo, o

movimento orbital de planetas ao redor de estrelas na gravitação não conservativa proposta

em [10]. Fazendo c = 1, sem perda de generalidade, e usando a métrica (5.7) e os símbolos

de Christoffel da subseção anterior, obtêm-se da equação da geodésica (2.26) 4 termos não

automaticamente nulos:

d2r

dτ 2
− r̃s

2r(r(λθ + 1) − r̃s)

(

dr

dτ

)2

−(r(λθ + 1) − r̃s)





(

dθ

dτ

)2

+ sin2 θ

(

dψ

dτ

)2




+
r̃s(r(λθ + 1) − r̃s)

2r3(λθ + 1)

(

dt

dτ

)2

= 0,

(5.16)
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d2θ

dτ 2
+

2
r

dθ

dτ

dr

dτ
− sin θ cos θ

(

dψ

dτ

)2

= 0, (5.17)

d2ψ

dτ 2
+

2
r

dψ

dτ

dr

dτ
+ 2 cot θ

dψ

dτ

dθ

dτ
= 0, (5.18)

d2t

dτ 2
+

r̃s
r(r(λθ + 1) − r̃s)

dt

dτ

dr

dτ
= 0. (5.19)

Dessas 4 equações, as equações (5.17) e (5.18) são idênticas às equações (2.71) e (2.72) do

caso da geodésica na gravitação de Einstein. Portanto, assim como no cado da gravitação

de Einstein discutido na seção 2.2.2, a equação (5.17) tem como uma solução a função

constante θ =
π

2
, o que implica que o movimento orbital resultante ocorrerá em um plano.

Isto junto com o fato de que a métrica é independente do ângulo ψ implica na conservação

de momento angular L = cte. A conservação do momento angular surge como solução da

equação (5.18) fazendo θ =
π

2
, de onde obtêm-se novamente a relação (2.74). Da equação

(2.73) obtemos a lei de conservação da energia orbital nesta teoria de gravitação. Fazendo

a mudança de variável r̃ = r(λθ + 1), a (5.19) pode ser reescrita como:

d2t

dτ 2
+

r̃s
r̃(r̃ − r̃s)

dt

dτ

dr̃

dτ
= 0, (5.20)

que é idêntica à (2.73) pela troca de r̃ e r̃s por r e rs. Portanto, a energia orbital E do

sistema é conservada e satisfaz a relação:

dt

dτ

(

1 − r̃s
r̃

)

=
E

m
= cte. (5.21)

É importante observar que, diferente da generalização não conservativa da gravitação

newtoniana apresentada no capítulo anterior, a energia é conservada nesta gravitação. Para

que a energia fosse não conservada deveríamos ter λ0 ̸= 0 no quadrivetor cosmológico da

gravitação segunda a descrição [10]. Para entender o efeito de λθ precisamos analisar com

mais detalhes o problema orbital através da equação de movimento restante (5.16). Vimos

da equação (5.5) que λθ tem como efeito diminuir (aumentar) o raio de schwarzschild da

gravitação de Einstein quando λθ > 0 (λθ < 0). De forma equivalente, podemos interpretar

este resultado como se a estrela tivesse uma massa gravitacional efetiva Mef = M − λθR
2G

que depende do valor de λθ. Esta interpretação é corroborada pela solução da geodésica

,segunda (5.16), quando calculamos o período orbital para uma órbita circular. Para uma

órbita circular temos r constante, portanto, a (5.16) se reduz à:

−(r(λθ + 1) − r̃s)

(

dψ

dτ

)2

+
r̃s(r(λθ + 1) − r̃s)

2r3(λθ + 1)

(

dt

dτ

)2

= 0, (5.22)
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onde usamos θ = π
2
. Reescrevendo

dψ

dτ
=
dψ

dt

dt

dτ
obtêm-se da equação anterior:

(

dψ

dt

)2

=
r̃s

2r3(λθ + 1)
, (5.23)

que tem como solução:

ψ(t) =
√
r̃s

r
3

2

√

2(λθ + 1)
t+ t0, (5.24)

onde t0 é uma constante. Portanto, o período orbital T̃ para uma órbita circular na

gravitação não conservativa de acordo com [10], e detém-se a equação :

T̃ =
2π

√
2r

3

2

√
λθ + 1√

r̃s
. (5.25)

Este período orbital difere do período T =
2π

√
2r

3

2

√
rs

da gravitação de Einstein pelo fator

multiplicativo
√
λθ + 1 e por r̃s = rs − λθR no lugar de rs. Portanto, o efeito de λθ < 0

é o de reduzir (aumentar no caso λθ > 0) o período orbital em relação à gravitação de

Einstein. Este é um resultado muito importante pois, para λθ < 0, já vimos da equação

(5.6) que o campo λθ tem o efeito equivalente a uma massa Mλ = −λθR
2G

.

Para o problema de um planeta orbitando uma estrela, se ♣λθ♣ << 1 e R << r, o

efeito da massa Mλ é desprezível. Por outro lado, para uma estrela orbitando o centro de

uma galáxia, mesmo que λθ seja pequeno, tem-se R muito grande. Portanto, a contribuição

do campo λθ para o período orbital da estrela será não desprezível. Pode-se então questionar

se esta teoria de gravitação alternativa seria uma boa alternativa à teoria da matéria

escura para explicar a curva de rotação das galáxias. Em outras palavras, será o campo λθ

uma alternativa à matéria escura? Será a massa Mλ a responsável pela curva de rotação

anômala das galáxias? Este é um tema de interesse para futuros trabalhos em continuidade

a esta dissertação.

Finalmente, vamos analisar agora em mais detalhes a órbita de um planeta na

gravitação não conservativa segunda há [10]. Logo, a equação de movimento orbital pode

ser obtida diretamente da primeira equação da geodésica (5.16). No entanto, o movimento

orbital pode ser obtido de forma alternativa à partir da métrica (5.7) usando θ = π
2

e as

equações (2.74) e (5.21) (veja [1]). Escolhendo o parâmetro τ de forma que ds2 = dτ 2,

obtém-se a (5.7):

1 =

(

1 − r̃s
(λθ + 1)r

)(

dt

dτ

)2

−
(

λθ + 1 − r̃s
r

)−1
(

dr

dτ

)2

− r2

(

dψ

dτ

)2

. (5.26)
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Usando r̃ = r(λθ + 1) e as equações (2.74) e (5.21), obtêm-se após simplificações:

(

dr̃

dτ

)2

− (λθ + 1)3E2 +
(r̃ − r̃s)(λθ + 1)5

r̃3
L2 = −(r̃ − r̃s)

r̃
(λθ + 1)3, (5.27)

onde escolher, sem perda de generalidade, m = 1. Da regra da cadeia e da equação (2.74)

temos:
dr̃

dτ
=
dr̃

dψ

dψ

dτ
=
dr̃

dψ

L(λθ + 1)2

r̃2
. (5.28)

Substituindo esta última equação na (5.27) resulta em:

(

dr̃

dψ

)2

+
r̃4

λθ + 1
1
L2

− r̃3r̃s
λθ + 1

1
L2

+ r̃2(λθ + 1) − r̃r̃s(λθ + 1) =
r̃4

λθ + 1
E2

L2
. (5.29)

Fazendo a mudança de variável:

x =
2L2

r̃r̃s
, (5.30)

podemos reescrever a (5.29) como:

(

dx

dψ

)2

+
4

r̃2
s(λθ + 1)

L2 − 2
λθ + 1

x+ (λθ + 1)x2 − r̃2
s(λθ + 1)

2L2
x3 =

4L4

r̃2
s(λθ + 1)

E2, (5.31)

após algumas manipulações algébricas. Finalmente, derivando esta última equação em

relação à ψ obtemos:

d2x

dψ2
− 1
λθ + 1

+ (λθ + 1)x =
3r̃2

s(λθ + 1)
4L2

x2, (5.32)

que representa a equação de movimento orbital na gravitação não conservativa de [10].Logo,

está equação de movimento difere da equação de movimento orbital (2.77) da gravitação

de Einstein pela presença dos fatores λθ + 1 e pela substituição de rs por r̃s. Para λθ = 0, a

(5.32) se reduz à (2.77). Além disso, é importante salientar que no limite r̃s → 0 e λθ = 0

a (5.32) se reduz a equação de movimento orbital da gravitação Newtoniana. Na próxima

seção apresentamos a solução numérica desta equação de movimento orbital e investigamos

o problema da precessão orbital nesta teoria.

5.3 Solução numérica para a equação de movimento orbital na

gravitação não conservativa

Para estudar o efeito do campo λθ em órbitas não circulares na gravitação gravitação

não conservativa como descrito no[10], onde obteve-se a solução numérica da equação
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(5.32) para valores positivos e negativos de λθ, e para diversos valores do raio da estrela R.

O código numérico utilizado para obter essas soluções foi implementado em Python e está

disponível no Apêndice A.

Primeiro vamos analisar o comportamento da órbita em função de λθ quando o

raio de estrela é muito menor do que o periélio da órbita. Neste caso, podemos aproximar

R = 0 o que resulta em r̃s = rs. Na Figura 4 apresentamos a solução numérica da equação

(5.32) com as condições iniciais r(0) = 1 e dr(0)
dψ

= 0, e com os valores rs = 0.01 e L = 0.05

(o que resulta na condição inicial x(0) = 0.5
λθ+1

e dx(0)
dψ

= 0). Neste gráfico, em azul temos a

órbita na gravitação não conservativa de [10] para os valores λ = −0.01,−0.1,−0.2. Para

comparação, em laranja temos a órbita planetária na gravitação de Einstein. Além de

reduzir o período orbital, como discutido na seção anterior, vemos nos gráficos da Figura

4 que λθ < 0 tem ainda dois outros efeitos principais na dinâmica orbital. Quanto maior

♣λθ♣, maior é a precessão da órbita na teoria não conservativa em relação à precessão na

gravitação de Einstein. Além disso, o aumento de ♣λθ♣ também reduz a distância do periélio

orbital. Esses resultados são importantes pois eles permitem estabelecer um limite no

sistema solar para ♣λθ♣, comparando os resultados da teoria da gravitação não conservativa

com dados observacionais para a precessão do periélio de Mercúrio. Pretendemos fazer

esta comparação no futuro.

Vimos na seção anterior que quando λθ > 0 o período orbital aumenta em relação

à gravitação de Einstein. Além disso, da Figura 5 vemos que para 0 < λθ < λcθ, onde

λcθ ≈ 0.0585, o campo λθ reduz a precessão orbital em relação à precessão da gravitação de

Einstein. Já para λθ > λcθ, a precessão orbital ocorre em sentindo inverso ao esperado pela

gravitação de Einstein. Quando temos λθ = λcθ ≈ 0.0585, a órbita não processa. Neste caso,

foi comparado a órbita da gravitação não conservativa [10] quando λθ = λcθ com a órbita

na mecânica newtoniana na Figura 6. Nesta figura vemos que, além do período orbital, o

principal efeito do campo λθ = λcθ é aumentar a distância do periélio planetário em relação

à mecânica newtoniana, como se λθ atuasse reduzindo a massa da estrela (reduzindo então

o período orbital e aumentando a distância do periélio).

O efeito da densidade da estrela (R > 0) para λθ < 0 pode ser visto na Figura 7.

Neste caso, para R ≠ 0 o período orbital aumenta ainda mais do que no caso R = 0, e

além dos efeitos discutidos na análise da Figura 4, o campo produz o efeito equivalente a

uma massa Mλ = −λθR
2G

que resulta em uma precessão orbital que cresce com R e em uma

distância de periélio que diminue com o aumento de R.
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Figura 4 – Solução numérica em azul da equação orbital da gravitação não conservativa
para λθ = −0.01 (figura superior esquerda), λθ = −0.1 (figura superior direita)
e λθ = −0.2 (figura inferior). Para comparação, em laranja temos a órbita
planetária na gravitação de Einstein.

Para λθ > 0 vemos na Figura 8 que a precessão orbital é reduzida, e a distância do

periélio é aumentada, com o aumento de 0 ≤ R < Rc (onde Rc ≈ 0.5). Para R = Rc ≈ 0.5 a

órbita torna-se circular. Estes resultados estão de acordo com a interpretação deMλ = −λθR
2G

como sendo equivalente à uma massa negativa, reduzindo portanto o efeito da massa

bariônica M da estrela na dinâmica orbital.

Finalmente, no caso extremo de densidade muito baixa do corpo central Rc < R < 1

(para R ≥ 1 a solução de vácuo da equação de campo deixa de valer), o que era o afélio

orbital para R < Rc torna-se agora o novo periélio, como pode ser visto na Figura B.

Quanto maior o valor de R, maior será a distância do afélio. Estes resultados também
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Figura 5 – Solução numérica em azul da equação orbital da gravitação não conservativa
para λθ = 0.01 (figura superior esquerda), λθ = 0.0585 (figura superior direita),
λθ = 0.1 (figura inferior esquerda) e λθ = 0.2 (figura inferior direita). Para
comparação, em laranja temos a órbita planetária na gravitação de Einstein.

estão de acordo com a interpretação de Mλ = −λθR
2G

como sendo equivalente à uma massa

negativa, reduzindo portanto o efeito da massa bariônica M da estrela na dinâmica orbital.

É importante salientar ainda que, para que o raio de Schwarzschild r̃s = rs − λθR seja

positivo e não nulo, devemos ter para o caso considerado nesta análise (rs = 0.01 e

λθ = 0.01) 0 ≤ R < 1. Para R = 1 o raio de Schwarzschild torna-se nulo, o que equivale

a uma massa efetiva M +Mλ = 0 para o corpo central, e para R > 1 a teoria apresenta

uma massa efetiva negativa (repulsiva). Em ambos casos não existem órbitas limitadas.
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Figura 6 – Solução numérica em azul da equação orbital da gravitação não conservativa
para λθ = 0.0585. Para comparação, em laranja temos a órbita planetária na
gravitação de Newton.
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Figura 7 – Solução numérica em azul da equação orbital da gravitação não conservativa
com λθ = −0.01 para R = 0 (figura superior esquerda), R = 0.1 (figura superior
direita) e R = 0.2 (figura inferior). Para comparação, em laranja temos a órbita
planetária na gravitação de Einstein.
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Figura 8 – Solução numérica em azul da equação orbital da gravitação não conservativa
com λθ = 0.01 para R = 0.0 (figura superior esquerda), R = 0.1 (figura
superior direita), R = 0.3 (figura inferior esquerda) e R = 0.5 (figura inferior
direita). Para comparação, em laranja temos a órbita planetária na gravitação
de Einstein.
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Figura 9 – Solução numérica em azul da equação orbital da gravitação não conservativa
com λθ = 0.01 para R = 0.6 (figura à esquerda) eR = 0.7 (figura à direita). Para
comparação, em laranja temos a órbita planetária na gravitação de Einstein.
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6 Conclusão

Nesta dissertação de mestrado, estuda-se um princípio da mínima ação para sistemas

não conservativos, baseado no problema variacional de Herglotz, e estuda-se a formulação

de teorias de gravitação relativísticas e não relativísticas para sistemas não conservativos.

Este trabalho teve também como objetivo iniciar o estudo de efeitos dissipativos destas

teorias na órbita planetária e analisar de modo mais profundo as soluções da equação de

campo de Einstein para uma métrica não conservativa. Neste caso, como resultado inédito,

estuda-se a órbita planetária nessas teorias de gravitação relativísticas e não relativísticas

não conservativas.

Na teoria não relativística, estudam-se os efeitos da dissipação de energia orbital

em uma teoria não conservativa do tipo newtoniano. Vê-se neste caso que a presença de

forças dissipativas resulta em uma órbita espiralada com o planeta caindo lentamente em

direção à estrela. Este tipo de problema pode ser utilizado para modelar, por exemplo,

um planeta que perde energia e momentum angular através da emissão de matéria (ou de

energia, por exemplo térmica) para o espaço.

Na teoria relativística, estuda-se o problema da órbita planetária na gravitação não

conservativa proposta recentemente por Lazo et al. [10]. Neste caso, a métrica do espaço-

tempo para uma distribuição esférica de matéria generaliza a métrica de Schwarzschild

como demonstrado recentemente em [24]. Entretanto, a equação da geodésica, que descreve

o problema da órbita planetária, ainda não tinha sido investigada. Desse modo, como um

dos resultados principais desta dissertação, estuda-se o problema da órbita planetária nesta

teoria não conservativa. Dos resultados que se obtêm nesta teoria, é importante destacar

que, diferente da generalização não conservativa da gravitação newtoniana, a energia é

conservada nesta gravitação, pois para uma métrica do tipo Schwarzschild deve-se ter

λ0 = 0 no quadrivetor cosmológico da gravitação proposta em [10]. O termo não nulo deste

quadrivetor é a componente λθ, que se descobre que tem como efeitos principais diminuir

(aumentar) o período orbital quando λθ < 0 (λθ > 0), aumentar (diminuir) a precessão

do periélio e diminuir (aumentar) a distância do periélio. Vê-se que estes efeitos podem

ser interpretados como se o campo λθ contribuísse para a dinâmica como se tivesse uma

massa Mλ = −λθR, onde R é o raio da estrela. Para o problema de um planeta orbitando
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uma estrela, se ♣λθ♣ << 1 e R << r, o efeito da massa Mλ é desprezível. Por outro lado,

para uma estrela orbitando o centro de uma galáxia, mesmo que λθ seja pequeno, teremos

R muito grande. Portanto, a contribuição do campo λθ para o período orbital da estrela

será não desprezível. Pode-se então questionar se esta teoria de gravitação alternativa

seria uma boa alternativa à teoria da matéria escura para explicar a curva de rotação das

galáxias. Em outras palavras, será o campo λθ uma alternativa à matéria escura? Será a

massa Mλ a responsável pela curva de rotação anômala das galáxias?

O problema da curva de rotação das galáxias é um tema de interesse para futuros

trabalhos em continuidade a esta dissertação, onde pretende-se fazer comparações com

dados reais de diversas galáxias e também comparações com a teoria MOND [8]. Outros

temas de pesquisa para o futuro incluem uma comparação dos resultados obtidos pelas

teorias não conservativas com dados observacionais para a precessão do periélio de Mercúrio

e com a órbita de pulsares.
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A Código numérico em Python usado para o

problema da órbita na gravitação de Eins-

tein e na gravitação não conservativa
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B Código numérico em Python usado para

o problema da órbita na gravitação não

conservativa do tipo newtoniana

importimport numpy asas np
fromfrom pylab importimport * #carrega as funções e números básicos (pi, sin, cos, etc..)
fromfrom scipy.special importimport gamma
fromfrom matplotlib importimport pyplot asas plt
importimport timeit

start = time.time()

a = 0.0 #tempo inicial
b = 40.0 #tempo final
dt = 0.00001 #passo de tempo 
t = arange(a, b, dt)
n = int(ceil((b-a)/dt))
r = np.zeros((n),float) #raio
s = np.zeros((n),float) #ângulo
u = np.zeros((n),float) #derivada do raio
v = np.zeros((n),float) #derivada do ângulo
r1 = np.zeros((n),float) #raio
s1 = np.zeros((n),float) #ângulo
u1 = np.zeros((n),float) #derivada do raio
v1 = np.zeros((n),float) #derivada do ângulo

# Condições iniciais
r0 = 1.0 #posição inicial
s0 = 0 #ângulo inicial
u0=0 #velocidade radial inicial
v0=0.8 # velocidade angular inicial
r[0] = r0
s[0] = s0
u[0] = u0
v[0] = v0
r1[0] = r0
s1[0] = s0
u1[0] = u0
v1[0] = v0

#Solução da geodésica para a gravitação não-conservativa
forfor j inin range(n-1):
    r[j+1]=r[j]+u[j]*dt
    u[j+1] = u[j] + (r[j]*v[j]**2-1/(r[j]**2)-0.01*u[j])*dt
    s[j+1]=s[j]+v[j]*dt
    v[j+1] = v[j] - (2*u[j]*v[j]/r[j]+0.01*v[j])*dt
    
#Solução da geodésica para a gravitação de Newton
forfor j inin range(n-1):
    r1[j+1]=r1[j]+u1[j]*dt
    u1[j+1] = u1[j] + (r1[j]*v1[j]**2-1/(r1[j]**2))*dt
    s1[j+1]=s1[j]+v1[j]*dt
    v1[j+1] = v1[j] - (2*u1[j]*v1[j]/r1[j])*dt

#Gráfico
width = 12

1
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