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RESUMO

Doencas causadas por microrganismos surgem e ressurgem no ambiente, afetando po-
pulacoes humanas, animais e vegetais. Desta forma, os modelos mateméaticos precisam estar
em constante adaptagao para que consigam modelar de maneira mais abrangente a dispersao
dessas doencgas e contribuir para a tomada de decisao em gestao publica. Neste trabalho,
estudamos variagoes do modelo compartimental do tipo SIRC com populagoes espacialmente
distribuidas, onde cada uma das subpopulacoes da rede bi-dimensional se divide em compar-
timentos criados conforme a caracteristica do grupo populacional, sendo esses suscetiveis (S),
infectados (I), recuperados (R) e imunidade cruzada (C). O modelo ainda admite que existe
interacoes entre as diferentes populagoes espacialmente distribuidas, mas que nao exista mi-
gracao. Por fim, o modelo contempla "memorias”distintas em cada um dos compartimentos
existentes nas populacoes, a qual é modelada pelas derivadas de ordem fracionaria de Caputo.

Do ponto de vista tedrico, mostramos resultados de existéncia, unicidade e dependéncia
continuas dos dados iniciais, dos parametros do modelo e das ordens das derivadas para a
solucao do sistema de equagoes diferenciais com diferentes ordens fraciondrias, que modela o
problema em sua forma geral. Também estabelecemos a existéncia de pontos estacionéarios em
termos da topologia de interacao entre as populagoes e os parametros do modelo. Demonstra-
mos a estabilidade local (global) para alguns casos particulares para a escolha das ordens das
derivadas.

Para o caso particular em que ha uma tnica populacao, estudamos o modelo SIRC com
multiplas ordens aplicado a Influenza. Para esse caso particular, de maneira mais detalhada ana-
lisamos a estabilidade local. Ainda, a partir de algumas simulagdes mostramos que a existéncia
de distintas ordens para a dinamica de cada compartimento descreve de maneira mais fidedigna
dados reais de Influenza.

Outra variante do modelo proposto consiste no estudo do modelo SIRD (o compartimento
(C), foi transformado no compartimento (D) para representar o distanciamento social) com
a populacao dividida em faixas etarias que interagem, o qual foi pensado para descrever o
comportamento dos efeitos do distanciamento social e reabertura de escolas durante a pandemia
de Covid-19. Mostramos os resultados de boa colocagao (os quais sao ligeiramente diferentes do
caso do modelo SIRC), resultados de existéncia de pontos de equilibrio e respectiva estabilidade,
conjuntamente com alguns resultados tedricos e cendrios numéricos que simulam o efeito na

dinamica da infec¢ao com o retorno escalonado das criangas a escola.

Palavras-chave: Modelo SIRC. Modelo Compartimental. Multiplas ordens de derivada.
Populacao espacialmente distribuida. Modelo Compartimental Fracionéario. Influenza. COVID-

19.



ABSTRACT

Diseases caused by microorganisms emerge and reemerge in the environment, affecting human,
animal, and plant populations. In this way, mathematical models need to be constantly adapted
to comprehensively model the spread of these diseases and contribute to decision-making in
public management. In this work, we study variations of the compartmental model of the SIRC
type with spatially distributed populations, where each subpopulation of the two-dimensional
network is divided into compartments created according to the characteristic of the population
group, namely susceptible (S), infected (I), recovered (R), and cross-immunity (C). The model
also assumes interactions between different spatially distributed populations but no migration.
Finally, the model incorporates distinct "memories”in each of the compartments existing in
populations, which are modeled by Caputo fractional-order derivatives.

From a theoretical perspective, we show results of existence, uniqueness, and continuous
dependence on initial data, model parameters, and orders of derivatives for the solution of the
system of differential equations with different fractional orders that models the problem in its
general form. We also establish the existence of stationary points in terms of the interaction
topology between populations and model parameters. We demonstrate local (global) stability
for some particular cases for the choice of derivative orders.

For the particular case where there is a single population, we study the SIRC model with
multiple orders applied to Influenza. For this specific case, we analyze local stability in more
detail. Additionally, through simulations, we show that the existence of distinct orders for the
dynamics of each compartment more accurately describes real Influenza data.

Another variant of the proposed model consists of studying the SIRD model (where the
compartment (C) has been transformed into the compartment (D) to represent social distan-
cing) with the population divided into age groups that interact. This was designed to describe
the effects of social distancing and school reopening during the Covid-19 pandemic. We present
results of good placement (slightly different from the SIRC model), existence of equilibrium
points, and their stability, along with some theoretical results and numerical scenarios simula-

ting the effect on infection dynamics with the staggered return of children to school.

Palavras-chaves: SIRC Model. Compartmental Model. Multiple orders of derivative.
Spatially distributed population.. Fractional Compartmental Model. Influenza. COVID-19..
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1 INTRODUCAO

Desde os primérdios, a chave para os estudos em Epidemiologia é a observagao. O primeiro
sucesso que se tem conhecimento no combate de uma doenca infecciosa foi feito por Hipdcrates
(458-377 a.C.) [130], o qual percebeu que pessoas que se mantinham préximas ao fogo nao
eram acometidas pela chamada Peste de Atenas. A intervencao de Hipocrates ajudou a findar
a contaminagao com o acendimento de fogueiras.

Surtos, epidemias, endemias e pandemias fazem parte do passado, presente e certamente
estarao presentes no futuro da humanidade. Podemos afirmar que a histéria das epidemias se
funde com a histéria dos seres vivos [63] e o risco de surgimento de novas enfermidades ou o
convivio com surtos parece ser eminente devido as atuais condi¢oes climaticas e ambientais [15].

Mesmo pequenos surtos sao preocupantes quando ocorrem, nao sd com seres humanos, mas
também com animais [23] e vegetais [16]. Em todos os casos afetam a situagdo econémica e
social [63] e também sdo alarmantes pelo nimero de mortos que doencas infecciosas podem
ocasionar, esses que sao superiores aos de uma guerra [10, 12]. Pelo o que se viveu nos tltimos
anos, como consequéncia da pandemia da nova cepa de Coronavirus em 2019/2020 [112], nao
existe duvidas de que este tipo de evento fara parte do nosso cotidiano.

Por esse motivo, estudiosos de varias areas unem forcas de forma interdisciplinar no que
chama-se Epidemiologia. Esta que dedica-se a entender as diferengas existentes nos surtos/
epidemias/ pandemias/ endemias devido as caracteristicas bioldgicas, sociais, temporais e ge-
ograficas da populagao envolvida, tanto do hospedeiro quanto do patégeno. Tendo como fungao
principal descrever a distribuicao da doenca, ou seja, descobrir como, onde e quando padecem
os individuos [112]. Esses estudos também devem se deter a identificar as causas ou fatores de
risco para as doengas, com o objetivo de descobrir porque é que nem todos tém a mesma doenga
de maneira uniforme [135], de forma a planejar, construir, testar e implementar estratégias para
o controle e prevengao [20] de doengas infecciosas. Nesta ultima parte mais pratica da Epidemi-
ologia, é que as ciéncias exatas podem contribuir significativamente, em especial a matematica,
através da modelagem e simulagoes, permitindo avaliar os distintos cendrios da evolugao da
doenca, em termos das estratégias de prevengao e controle adotadas, bem como, propor outros
caminhos a serem seguidos.

Antes de adentrarmos em outros tépicos, vamos definir de forma mais clara alguns termos ja
citados que sao importantes na Epidemiologia. Traremos também referéncias de acontecimentos
no Brasil, visando mostrar fatos reais préximos, ja que um dos enfoques dessa tese é poder
aproximar esse estudo para a realidade brasileira.

Epidemia: elevacao do nimero de casos de uma doenca, em um determinado lugar e
periodo de tempo, caracterizando um excesso em relagao a frequéncia esperada [123]. Podendo
ocorrer em nivel municipal quando diversos bairros apresentam certa doenca. Um exemplo
recente foi a epidemia de Dengue no ano de 2013 em Goiania-GO [86]. Também pode ser a

nivel estadual, quando ocorre em diversas cidades de um mesmo estado, como a epidemia do
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virus Zika em 2015-2016 no Piaui-BR [98]. Por fim, esta pode ser a nivel nacional, quando a
doenga ocorre em diferentes regides do pais, como a de Aids no Brasil [96].

Surto: tipo de elevagao de nimero de casos restrito a uma area geografica pequena e bem
delimitada ou a uma populacao institucionalizada, como por exemplo em escolas, quartéis,
empresas e hospitais [123]. Como ocorreu no ano de 2008, na comunidade rural de Campo
Alegre, pertencente ao municipio de Ibiracatu-MG, que a falta de tratamento de esgoto gerou
um surto de hepatite A, tendo maior incidéncia da doenca em criancas de até 10 anos de idade,
0s quais, em sua maioria, estavam matriculados em uma escola publica local [90].

Endemia: esta nao estd relacionada a uma questao quantitativa, e sim a uma questao de
recorréncia. £ uma doenca que se manifesta com frequéncia e somente em determinada regiao,
de causa local [123]. A Tuberculose, por exemplo, é considerada uma doenga endémica em
algumas regioes do Brasil, como por exemplo no Para [87].

Pandemia: em uma escala de gravidade, é o pior dos cenarios. Ela acontece quando uma
epidemia se estende a niveis mundiais, ou seja, se espalha por diversos paises e continentes[123].
Em 2009, passamos por uma pandemia disseminada por influenza A HIN1 [115]. E em marco
de 2020 a COVID-19 também passou de epidemia para uma pandemia [112].

Ja que trataremos de aplicacoes no Brasil e para ajudar a justificar a importancia de estudos
em Epidemiologia, na secao 1.1 vamos entender um pouco da constituicao do sistema de satde
vigente, mas principalmente do setor mais envolvido na questao epidemioldgica, a vigilancia

epidemiologica.

1.1 Vigilancia Epidemiolégica no Brasil

A saude no Brasil é constitucionalmente direito piublico e subjetivo de todos e sua garantia
é dever do Estado [19]. Assim, para tentar alcancar o acesso universal e igualitario foi criado o
Sistema Unico de Satide (SUS).Com a criacio do SUS safmos da indigéncia em satide piiblica,
para oferecer intimeros cuidados de satide individual e coletiva [27]. Abrangendo desde o simples
atendimento por meio da atencao primaria via estratégia de satide da familia até a prevencao
e a promocao da saude como as estratégias de vigilancia, sendo financiado e gerido em regime
de coparticipacao entre os trés entes federados: a Uniao, os Estados e os Municipios. A rede
que compoe o SUS é ampla e abrange tanto as acoes quanto os servigos de saude, englobando
setores desde a urgéncia e emergéncia, a atencao hospitalar, as agoes e servigos das vigilancias
(epidemiolégica, sanitdria e ambiental) até a assisténcia farmacéutica.

Podemos entao dizer que a epidemiologia é um dos pilares da Satude Publica. Ainda, segundo
a Lei 8.080 de 1990 [18], que trata das condigbes para a promocao, prote¢ao e recuperacao da
saude e do funcionamento dos servicos, percebemos que os estudos em epidemiologia contribuem
diretamente para o cumprimento dos objetivos do SUS, sendo um tipo de acao da vigilancia
epidemioldgica.

Esse movimento de entender as epidemias como um problema de satude piblica, iniciou ainda
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na década de 60 no Brasil em alguns programas de controle de doencas transmissiveis, como
a Campanha de Erradicacao da Variola [124], por exemplo. Ao perceber que informacao era a
base para o controle de doencgas o Ministério da Saide através da Secretaria de Vigilancia em
Satude implementou boletins epidemiologicos, esses que até hoje existem, podendo ser emitido
por qualquer ente federado [4]. A Secretaria de Vigilancia em Satide também publica e mantém
atualizado o Guia de Vigilancia Epidemiolégica, que norteia os profissionais de saide, sendo
responsavel pela recomendacgao, promocao e avaliacao das acoes de prevencao e controle das
medidas tomadas para as situacoes de agravos a saude.

No campo da saide, a vigilancia esta relacionada as praticas de atencao e promocao da
saude dos cidadaos e aos mecanismos adotados para prevencao de doencas. Nos deteremos em
entender melhor o sistema de vigilancia epidemiologica, em que essa tese se embasa, para buscar
informagoes sobre as doengas que estao acometendo a populacao brasileira e assim utilizando
modelos matematicos contribuir disparando alertas quando for necessario.

O Sistema Nacional de vigilancia epidemiolégica foi criado em 1976 [106], e é responsavel
pela coleta, processamento, andlise e interpretacao de dados sobre agravos a saide. Os dados sao
repassados pelos médicos através do Sistema Nacional de Agravos Notificdveis (SINAN) e ficam
disponiveis para todos através do Departamento de Informética do Sistema Unico de Satide
(DATASUS-TABNET). A vigilancia fornece suporte de como os dados devem ser inseridos no
sistema e como podem ser acessados, além de analisa-los cuidando qualquer elevacao inesperada
no nimero de casos e publicé-los através dos boletins epidemioldgicos. Outra importante fungao
da vigilancia epidemiolégica foi a concepcao, estruturacao e desenvolvimento do Plano nacional
de Imunizacgao e constantemente acompanhar e guiar os profissionais sobre os eventos adversos
pos-vacinagao, assim como organizar as campanhas de vacinagao.

Nesse sentido, todos ganham quando o SUS estd em pleno funcionamento. Quando uma
pequena unidade basica de satide da familia percebe um aumento de casos de uma doenga,
podendo significar um surto, j& manda um alerta para a vigilancia que inicia uma investigacao
conforme indica o Guia de Vigilancia Epidemioldgica [123]. Assim, um surto, como o relatado
em [90], que teve as medidas adequadas realizadas consegue em um curto periodo de tempo
uma queda consideravel na incidéncia da doenga, nao evoluindo para uma epidemia.

A modelagem matematica em epidemiologia muito tem a contribuir com a vigilancia epide-
miologica. Haja vista que esta consegue simular cenérios, antecipando aspectos fundamentais
de uma doenga [130], seja utilizando simulagoes numéricas ou através de resultados tedricos.
Tornando-se assim um mecanismo indispensavel para a tomada de decisao dos governantes,
trazendo economia aos cofres publicos e salvando vidas [63]. Na secdo 1.2 contextuaremos

historicamente esse tipo de modelagem.
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1.2 Modelos Compartimentais em Epidemiologia e seus

enfoques

Modelos matemadticos em epidemiologia estao em constante aprimoramento [130, 22]. Tendo
como principal objetivo fornecer representar a realidade da forma mais fidedigna possivel man-
tendo a simplicidade suficiente para que o tratamento tedrico do mesmo seja possivel. Desta
forma, tais modelos possibilitam a simulagao de cenarios da dinamica e mecanismos de disse-
minac¢ao das doencas de uma maneira simplificada, com o intuito de fornecer subsidios para as
tomadas de decisoes das autoridades.

Dentro da histéria da epidemiologia matematica, um trabalho pioneiro foi o realizado por
Daniel Bernoulli (1700-1782)[41]. Neste trabalho, a jun¢ao de modelagem matematica com ou-
tras ciéncias, como medicina e biologia possibilitou a comprovacao da eficidcia de uma inoculagao
preventiva contra a variola, junto aos governantes da época.

Os chamados modelos compartimentais sao ferramentas tteis em diversas areas como eco-
logia, economia, biologia celular, mas sdo os mais comuns na epidemiologia[10]. De um modo
geral, descrevem a dinamica entre distintas subpopulacoes, estando estas divididas em compar-
timentos, e.g, [63, 11, 130] e referéncias. Em cada modelo epidemiolégico, os compartimentos
abrigam a populacao em estagios diferentes da doenca, sendo estes dependentes das carac-
teristicas da mesma, e a dinamica entre os compartimentos ¢ geralmente modelada usando
equacoes diferenciais que descrevem as taxas de transmissao, recuperacao, e, se aplicavel morte.

Muitos modelos matematicos foram propostos para descrever a dinamica da gripe e suas
mutagoes em uma populagao (ver [38] para uma revisao). Uma abordagem tipica usa vérios
modelos SIR (suscetiveis-infecciosos-recuperados originalmente propostos por Kermack e Mec-
Kendrick [63]), conectados por meio de alguns parametros de imunidade cruzada, para modelar
as interacoes entre individuos que sao (ou foram) infectados por diferentes cepas virais [13].
A anadlise desses modelos mostrou que miltiplas cepas de Influenza podem persistir nas po-
pulacoes humanas e que sua prevaléncia pode apresentar oscilagoes autossustentadas ao longo
do tempo.

Em [92], o autor sugeriu a introdugao no modelo de perda de imunidade do hospedeiro, como
alternativa para incorporar o surgimento de novas cepas virais. Em [58], os autores propuseram
”imunidade parcial temporaria” para os individuos no compartimento R para explicar a mutacao
do virus influenza. Em [28], um compartimento chamado imunidade cruzada (C) foi incorporado
ao modelo SIR, para projetar um estado intermedidrio entre o estado totalmente suscetivel (S) e
o totalmente protegido (R). Tal extensao para o modelo SIR (agora chamado de SIRC) permite
explicar a exposi¢ao a cepas mutantes e as suas respostas imunes pré-existentes. Em [36], os
autores propoem uma dinamica de ordem fraciondria para o modelo SIRC (aqui chamado de
(F)-SIRC). A introdugao de tal dinamica é para dar conta da memdria imunolégica, que pode
ser interpretada como uma escala de tempo distinta. Para entender como a dinamica entre os

compartimentos funciona, apresentamos o Diagrama do modelo SIRC na Figura 1.1.
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Figura 1.1: Diagrama Compartimental SIRC.

Nesse modelo ¢ > 0 representa a taxa de mortalidade e natalidade, o qual pode ser obtido
da média do tempo de vida da populacao . Os parametros o, d e v sao os inversos do tempo
em que os individuos ficam, respectivamente, nos compartimentos I, R e ', os quais devem
ser estimados através de observacoes clinicas. o, por sua vez, pode ser interpretado como a
probabilidade média de reinfeccao do individuo que esteja no compartimento C'. Por fim, 3 é a
taxa de contato entre individuos dos compartimentos S e I. A calibragem dos parametros [ e
o sao mais dificeis e faz-se necessario um tempo maior de observagao. Apresentando cada um

dos compartimentos, temos que a populagao total N estd subdividida em:

e Suscetivel (S), onde fica a populagdo que nao possui anticorpos para o combate da doenga

e estd apta a contrai-la quando exposta ao agente infeccioso;

e Infectado ou Infecciosos (1), fica o individuo que ja esteja infectado com a doenga. Neste

estado esta infectado pelo agente patogénico e é capaz de transmitir a doenca;

e Recuperado ou Removidos (R), onde fica a populacao apés o final do periodo de infecgao.
Esse estado inclui os casos, nos quais o individuo recuperou-se da infeccao e adquire imu-
nidade a doenca através de anticorpos e nao podera mais contrai-la ou adquire imunidade

temporaria a infeccao;

e Imunidade Cruzada (C), é o novo compartimento que foi incluido para considerar doengas
que sofram mutacoes através do tempo. Nele ficam os individuos que ja foram infectados
e apds um tempo recuperados, com imunidade, passam a ser suscetiveis ndo a doenca

original, mas a uma mutacao dela;

Em forma de equagao, o modelo apresentado acima pode ser escrito da seguinte formas:

DIS(t) = p'(N(t) = S) = B°SWI(t) +1°C(t)

DII(t) = BOSWI(t)+ "B CHI(E) — (n° +a’)I(2)

DIR(t) = (1—0")B'CWOI(t)+a’I(t) — (1 + 0°)R(t)
(¢)

= "R(t) - B°C(O)I(t) — (n” ++")C(t),
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Com condigoes iniciais
S(0)=S5,>0,1(0)=1,>0,R(0) =Ry >0e C(0) =Cy > 0. (1.2.1)

onde DY é o operador de Caputo, que serd descrito de forma precisa no Capitulo 6.1.

Observacao 1.2.1. E importante salientar que o modelo SIRC proposto em [28] equivale ao
modelo (1.2.1), com 6; = 1. Neste caso, o sistema de equagoes (1.2.1) possui os pardmetros

e a dinamica que correspondem a dimensao (tempo)~?.

Ja o modelo (1.2.1), com o operador
diferencial fraciondrio de Caputo, opera em uma dimensdo (tempo)~0, e.g., [14, 7]. Para
manter as dimensoes temporais compativeis, algumas alteracoes tem que ser feitas nos modelos

fraciondrios, o que resulta nos parametros dimensionalizados elevados a poténcias 0;.

Recentemente, o calculo fracionério tem sido aplicado para modelar uma vastidao de fenomenos
fisicos e bioldgicos que vao desde difusao anomala [126, 111], finangas [127], viscoelasticidade
linear e osciladores harmonicos [101]. Como as derivadas fraciondrias sao operadores nao-locais
(veja Capitulo 6.1), esta tem se mostrado uma ferramenta interessante para modelar sistemas
fisicos e biolégicos que possuam propriedades de hereditariedade e meméria, e.g. [93, 134]. Em
particular, nosso sistema imunolégico possui a capacidade de se adaptar e reconhecer estimulos
anteriores, de forma a combaté-los e até barra-los inicialmente [93]. Neste trabalho, concentra-
mos nossa atencao na proposicao, analise e discussao sobre algumas generalizacao no modelo

compartimental SIRC.

1.3 Justificativa e Objetivos

Doengas infecciosas e seus surtos / epidemias / pandemias / endemias sdo recorrentes na
histéria da humanidade. O surgimento recente da COVID-19 [112], a prevaléncia da Dengue
[88] ¢ HIN1 [13], bem como o ressurgimento de algumas doengas infecciosas como a febre
amarela [113], sarampo [66], entre outras, mostram que se faz necessario o desenvolvimento
e a manutencao de mecanismos que possam descrever o comportamento destas doengas. Da
mesma forma, um trabalho constante na previsao de cenarios, bem como o estudo de métodos
eficazes de bloqueio da transmissao até determinacao de acoes preventivas, como as campanhas
de imunizacao, quando existentes.

Em adicao ao exposto acima, é importante salientar que o corpo humano possui um sistema
imunoldgico complexo, composto por barreiras formadas por milhoes de células de diferentes ti-
pos e funcoes, sendo responsaveis por reagir diariamente aos ataques de bactérias, virus e outros
micro-organismos. O sistema imunoldgico tem a imunidade dividida em adaptativa e inata[33].
Ambas possuem poder de reconhecimento, de meméria. A adaptativa, estabelece a memoria
imunolégica de uma pessoa durante sua vida, dependendo de sua exposicao a patégenos, va-
cinas ou outros estimulos imunoldgicos [136]. Desta forma, o sistema imunolégico adaptativo

se torna especifico a cada doenca. Enquanto que, a imunidade inata, mesmo que nao proteja
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totalmente a uma doencas, cria barreiras que dificultam seu espalhamento ou proporcionam
resposta imune parcial pré-existente e.g, [93, 134, 17].

Em uma pesquisa sobre o virus Influenza HIN1 de 1918, uma das pandemias mais graves
da era moderna [134], por exemplo, conseguiu-se perceber claramente que os sobreviventes
tinham anticorpos neutralizantes, que dificultam a infecgao por novas cepas quase 90 anos apds
a pandemia. Outra questao interessante sobre a memoria imunolégica é o fato de 30% da
populacao mundial abrigar a bactéria Mycobacterium tuberculosis da tuberculose e a maioria
dos individuos infectados (> 90%) desenvolverem uma infec¢ao assintomaética cronica [72]. Ou
ainda, um outro exemplo é o reconhecimento que nao é benéfico para saude que acontece com a
Dengue [73], quando os anticorpos gerados por uma exposi¢ao anterior por um dos 4 sorotipos
existentes, facilitarem a replicagao dentro do hospedeiro de uma segunda linhagem invasora
causando uma doenca mais grave. E até para o SARS-CoV-2, causador da COVID-19, por
ser um coronavirus, evidéncias sugerem que pela sua semelhanga com outros como o SARS-
CoV e MERS-CoV [67], apresentaram caracteristicas semelhantes a da memdria inata no seu
espalhamento [59].

Como as derivadas de ordem fracionaria possuem propriedades que podem ser interpretadas
como efeitos de memoria (veja Subsegao 6.6 para uma introdugao ao assunto), a incorporagao
de tais propriedades dinamicas na modelagem de doencas infecciosas podem descrever carac-
teristicas, como uma resposta imune pré-existente, nao capturadas pelas modelagens utilizadas
na literatura e, em particular, serem mais fidedignas aos dados reais. Alguns exemplos desta
abordagem podem ser consultadas no que segue para Influenza [49, 50, 42, 70|, para Dengue
[40, 94], para Tuberculose [120, 119, 31], para a COVID-19 [2, 6, 43] e outras doengas.

Outra questao que afeta a constituicao da memoria adaptativa dos individuos, mas muito
além disso, pode ser 1til para orientar medidas de controle e prevencao, como isolamento de
areas afetadas, campanhas de vacinagao direcionadas ou restri¢oes de viagem ¢ a implementacao
de vizinhangas em modelos compartimentais. Para doengas que podem ser transmitidas por
vetores, como a Maldria [104] ou a Dengue [86, 62], a consideragao das vizinhangas é crucial,
os vetores como mosquitos, podem se deslocar em uma area geografica limitada e, portanto,
a propagacao da doenca é fortemente influenciada pela proximidade espacial das populacoes
afetadas [132]. Em epidemias que se propagam por contato direto entre individuos, o beneficio
dessa modelagem nao é menor, para a gripe, a tuberculose ou a COVID-19 [74, 81, 31], a
proximidade fisica entre as pessoas desempenha um papel importante na transmissao da doenga.
Modelar as interacoes entre individuos em vizinhancas préximas permite capturar estes efeitos
de propagacao.

Ao considerar a estrutura espacial da populagao, podemos obter uma representacao mais
precisa da transmissao da doenca e avaliar o impacto de intervencoes especificas, identificando
areas com maior risco de propagacao da doenca, sendo possivel direcionar recursos, como equi-
pes médicas e suprimentos, para essas regioes, a fim de controlar a disseminagao e minimizar
os impactos.

Como ¢ sabido, quanto mais se conhece a respeito de uma doenca e o modo como ela se
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propaga, mais eficaz serd o método para impedir sua disseminacao e facilitar o seu controle.
Além disso, percebemos no ano de 2019/2020 com o novo coronavirus SARS-CoV-2 [117] que
nao estamos distantes da realidade do enfrentamento de uma nova pandemia, por isso, é certo
afirmar que doencas emergentes e reemergentes configuram hoje, um dos maiores problemas
em saude publica.

Da tese esbogada acima, justifica-se a necessidade de estudos e modelos que incorporem
dinamica espacial e memoria imunoldégica em sua dinamica. Para a incorporagao da memoria
uma das alternativas que se apresenta é a utilizacao de derivadas de ordem fraciondria [39], ja
para a implementagao da dinamica espacial, a proposta desse trabalho tera como base a teoria
de Redes de Mapas Acoplados [80], mas trabalharemos na distribui¢do da populagao em rede
bidimensional de um modelo continuo apds a sua discretizacao pelo método de Euler. Uma
vantagem de trabalhar com a populacao distribuida em uma rede para a implementacao da
dinamica espacial é a reducao dos recursos computacionais necessarios em comparagao com
sistemas que envolvem equacoes diferenciais parciais, por exemplo. Assim o espaco é dividido
em elementos discretos, como células ou nds, e para o nosso trabalho, nas simulagoes estaremos
sempre discretizando o nosso modelo, assim o tempo que era continuo também passa a ser

discreto.

Objetivo geral: Propor uma generalizacao para o modelo compartimental SIRC que consi-
dere dinamica espacial e diferentes ordens fracionarias para suas derivadas.

Propomos o Modelo Compartimental fracionério com populacoes espacialmente distribuidas,
que serd intitulado (MF)-SIRC-ED. Para este, faremos as simplifica¢oes necessérias e estuda-
remos os casos de interesse neste trabalho. Para as aplicacoes daremos énfase particular a

modelagem da Influenza e COVID-19, que sao doencas em foco no Brasil.

Objetivos especificos:

e Apresentar resultados de existéncia, unicidade e dependéncia continua para o modelo

SIRC generalizado e para alguns casos particulares;

e Apresentar resultados de estabilidade local e global para o modelo SIRC generalizado e

para alguns casos particulares;
e Apresentar resultados numéricos e simulagoes para o modelo com miiltiplas populagoes;

e Apresentar resultados numeéricos e simulagoes para o modelo com derivadas fracionérias

com diferentes ordens aplicado a Influenza para o modelo com pulso de vacinagao;

e Analisar um modelo com faixas etarias interagindo aplicado a COVID-19;

Como forma de auxilio ao leitor, faremos uma apresentacao geral do trabalho:

No Capitulo 2 apresentamos o modelo SIRC para populacoes espacialmente distribuidas em
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uma rede, onde a dinamica é dada por derivadas de ordens fracionarias distintas e as subpo-
pulagoes interagem, sem que haja migragao, o qual chamamos de (MF)-SIRC-ED. Na Segao 2.1
descrevemos de forma sucinta os resultados obtidos para este modelo geral e as publicagoes de-
correntes da analise de alguns casos que se tornam casos particulares do modelo proposto. Na
secao 2.2, mostramos resultados de existéncia, unicidade e dependéncia continua dos dados
iniciais, dos parametros do modelo e da ordem das derivadas, bem como resultados de per-
manéncia das solugbes no semi plano positivo ao longo do tempo (o que é importante para as
aplicagoes que temos em mente). Na Segao 2.3 apresentamos os resultados para a existéncia
de pontos de equilibrio para o modelo proposto, em termos da topologia da interacao entre
as distintas populacgoes. Na Secao 2.4 estudamos alguns resultados particulares com relacao a
estabilidade local e global dos pontos estacionarios. Em particular, na Subsecao 2.4.1 analisa-
mos a estabilidade para populagoes isoladas (quando nao hé interagao entre as subpopulagoes).
Nas subsecoes 2.4.2 e 2.4.3 estudamos a estabilidade local e global dos pontos de equilibrio do
modelo, quando as derivadas de ordem fracionaria sao todas identicamente 1. Na secao 2.5,
apresentamos alguns resultados numéricos preliminares da dinamica de propagacao da doenga,
seguindo o modelo proposto. Alguns resultados sobre esse modelo ja foram publicados em
(83, 84].

No Capitulo 3 estudamos um caso particular do modelo (MF)-SIRC-ED, quando hé uma s6
populacdo com um pulso de vacinacao. Além de apresentar os resultados tedricos gerais de boa
colocacao, estabilidade de pontos criticos, fazemos uma comparacao dos resultados simulados
com dados reais de Influenza. Através de estudo de alguns casos (para a ordem das derivadas
fraciondrias), mostramos que o modelo com derivadas de ordens distintas (MF)-SIRC aproxima
os dados reais de maneira mais fidedigna que o modelo SIRC com ordens inteiras. Alguns
resultados jé foram publicados pela autora e colaboradores e podem ser observados em [50, 36]
quando a ordem das derivadas fraciondrias sao consideradas as mesmas para todas as linhas do
sistema ou em [55, 52, 51, 53] onde as ordens fracionérias das derivadas de cada uma das linhas
do sistema sao consideradas distintas. E as discussoes sobre os efeitos da imunidade cruzada a
longo prazo e uma andlise de vérios cendrios foi aceito e aguarda publicagao em [57].

No Capitulo 4, propomos outra variante do modelo estudado nesta tese que corresponde a
inclusao de distanciamento social e reabertura das escolas durante a pandemia de Covid-19,
onde a estrutura espacial é considerada unidimensional, a qual caracteriza a estrutura das faixas
etdria da populagao, que por ébvio interagem (nesta caso o compartimento C' é chamado de D
para caracterizar o distanciamento). A boa colocagao para o modelo é construida na Secao 4.3
e a existéncia de pontos estacionarios para o modelo é estudada na Secao 4.4, para o caso em
que as derivadas possuem ordem 1. Diferentes cenarios numéricos sao explorados na se¢ao 4.5
explicitando o impacto da reabertura gradual das escolas durante a pandemia de Covid-19.

Trabalhos com a utilizagdo desse modelo foram publicado em [54, 56].

No Capitulo 5, fizemos uma retomada do exposto nesse trabalho, concluimos nossas dis-
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cussoes e deixamos algumas ideias para o futuro.

No apéndice 6.1, apresentamos um material complementar sobre o calculo de ordem fra-
ciondria que serve de base para esta tese. Cremos que esse material pode servir de apoio para o
leitor nao familiarizado com essa teoria e apresentar as referéncias necessarias a este trabalho,
bem como para deixar essa tese o mais auto-contida possivel.

Para finalizar no apéndice 6.9 apresentaremos um Script dos cédigos utilizados assim como,

descricoes das maquinas utilizadas e tempos de simulacao.
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2 MODELO COMPARTIMENTAL FRACIONARIO COM
POPULACOES DISTRIBUIDAS ESPACIALMENTE
- (MF)-SIRC-DE

Neste capitulo, apresentamos o modelo generalizado, assim como os resultados de boa co-
locacao. A partir destes resultados é que continuaremos a desenhar essa tese.

Nesta proposta de modelagem, apods a utilizagao do método de Euler para a discretizacao
do modelo, assumimos que existem n x m subpopulagoes, cada uma delas com N; ; individuos,
parai=1,--- ,;mej=1,---,n, distribuidos em uma rede. Assim, temos um modelo continuo
para uma populagdo espacialmente distribuida [34, 80], em cada regido da rede, os sitios (no-
menclatura associada a cada célula ou pixel) =(z;,z;) é representada por coordenadas inteiras
(com x; =is, x; = js, onde s é o tamanho do sitio).

A expectativa aqui ¢ de simular situagoes hipotéticas como fechamento de fronteiras e inicio
do surto em um determinado sitio; Contextos nos quais mostra-se a influéncia da interacao na
disseminacao de uma doenga, como por exemplo: a abertura de escolas e comércios em uma
pandemia e a interacao entre casas vizinhas, bairros, cidades, estados e paises.

Além disso, a dinamica estd sendo regida por derivadas fracionaria de Caputo [39] D%, com
ordens distintas 0 para cada uma das linhas do sistema.

Para a visualizacao de como funcionam as interacoes dos principais parametros e compre-
ensao de como se relacionam as diferentes populacoes, apresentamos o seguinte Diagrama do
modelo compartimental SIRC elaborado para 8 vizinhancas 2.1, em que mostramos como a

populacao central se relaciona com as populagoes vizinhas considerando o principal parametro

(B55),
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Figura 2.1: Diagrama Compartimental SIRC para 8 vizinhangas.

Os parametros J; ; > (0 representam as taxas de contato entre individuos suscetiveis do sitio
(¢,7) e individuos infectados I; ;(t) em uma vizinhanga V; ;.

Assumimos ainda que, em cada sitio, a populagao total N; ; ¢ subdividida, a cada instante de



24

tempo ¢, em compartimentos de Suscetivel (S, ;), Infectado ou Infeccioso (1; ;), Recuperado ou
Removido (R; ;) e a Imunidade Cruzada (C;;), conforme a dinamica do seguinte acoplamento

equagoes diferenciais:

Dfsi’j Sig(t) = g — pigSij(t) — Sij(t) (Bijlij(t) + T1(t)) +7:;Cs(t) — &ijpiiSij(t)

D 0) = 810 (Buglig )+ T10) + i Cig (DI 0) = (g + ais) i)
D, Rii(t) = (1 Uzg)ﬁm GO () + il j(t) — (g + 0i ) Rij () + &ijpijSii(t)
DI Cy(t) = GiyRig(t) — By Cig(BTig(t) — (ay +75)Cis (8),

os parametros no geral sdo os mesmos apresentados anteriormente (ver segdo 1.2). As varidveis
& €{0,1} e p;;, ainda ndo tinham sido mencionadas, elas implementam vacinagao por pulso
no modelo. Assim, &; ; € {0, 1} representa a existéncia de uma estratégia de vacinagao em pulso
(&,; = 1) ou nao (caso em que & ; = 0), com uma eficicia p; ; em curso na populacao do sitio
(i, 7). D)% ¢ o operador de Caputo de ordem 0, , €]0,1], para Z;; € {Si;, I;j, Rij, Ci;} e
1=1,--- mej=1,---,n.

Observe que o modelo SIRC original proposto em [28] é equivalente ao modelo (2.0.1) com
0z,

., =1, parai=j=1e¢; =0, ou seja, uma unica populagao. No caso em que 07, =1 e

& =0eC;;(t) =0, modelo (2.0.1) corresponde ao modelo SIR com multiplas populagoes que
interagem, estudados recentemente em [82, 74]. Quando nao temos imunidade cruzada, isto é,
quando o;; — 1 para todas as populagoes da rede, o modelo (2.0.1) equivale a um modelo do
tipo SIRS multi-fracionario e com multiplas populagoes que interagem.

Assim como para uma tunica ordem fraciondria (ver segao 1.2), para manter a dimensao
temporal compativel é necessario considerar que todos os parametros do modelo estejam eleva-
dos as respectivas poténcias 7, ., como por exemplo 3;; := Bf ?’j, o que faria a notacao ficar
extremamente carregada. Isso serd feito oportunamente nesta tese, principalmente quando o
modelo sera comparado com dados reais, ou quando os resultados obtidos dependerem de tais
parametros.

O termo

> Biili;(0). (2.0.2)

’2,36%7]‘

no modelo (MF)-SIRC-ED (2.0.2) representa a interacao entre individuos suscetiveis do sitio
(4,7) (Sij) e individuos infectados [;;(t) da vizinhanca V;;, conforme esquema da figura 2.1.
Desta forma, S; ;I representa a probabilidade de individuos suscetiveis do sitio (4, j) serem
infectados como resultado da interacao com individuos de sitios vizinhos, a qual depende da
topologia da vizinhanga V; ; e da respectiva taxa de contagio J; ; > 0.

Vale ressaltar que, no modelo (2.0.1) assumimos que a interagao ocorre por meio do contato
com individuos de diferentes localidades, mas sem migracao. Em outras palavras, em cada
sitio (7,7), a populacao total IV; ; permanece constante para todo tempo ¢ > 0. Sem perda de

generalidade, assumiremos que a populacao total em toda a rede satisfaca ., Z?Zl N; ;= 1.
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O modelo SIRC-MULTT (2.0.1) é considerado com as seguintes condigdes iniciais X (0),
formado pelo vetor de 4nm coordenadas, cujas entradas sao S;;(0) > 0,1;;(0) > 0, R; ;(0) >
0,C;;(0) > 0vparaiec{1,--- ,m},je{l,--- ,n}

2.1 Descricao dos resultados obtidos para o modelo (MF)-
SIRC-ED proposto nesta tese.

Nesta se¢ao, detalharemos os resultados que conseguimos provar para diferentes variantes

do modelo (2.0.1), conforme segue abaixo.

1. Neste Capitulo, estamos apresentando e estudando o modelo mais geral, chamado de

(MF)-SIRC-ED.

e Na Secao 2.2, serao construidos os resultados de boa colocagao para o modelo (MF)-

SIRC-ED, que seréd base para os demais modelos estudados nesta proposta.

e Na Secao 2.3, estudaremos a existéncia de pontos estacionarios X*, com coordenadas
(S5, I}, R; j, CF ), para o modelo (2.0.1).

e Na Secao 2.5 examinamos numericamente o efeito que a interagao entre multiplas

populacoes tem na dinamica da doenga.

2. No Capitulo 3 sera considerado uma subpopulacao isolada, chamaremos esse modelo de
(MF)-SIRC e tomaremos por base os resultados de boa coloca¢ao construidos na Segao

2.2 para o modelo (2.0.1), mas com i = j = 1 e quando [/(t) = 0.

e Na Secao 3.2, complementaremos os resultados tedricos para o modelo 3.1.1.

e Na Secao 3.3, analisaremos a estabilidade dos pontos de equilibrio para o modelo

(MF)-SIRC com Pulso de Vacinagao 3.1.1.

e Na Segao 3.4, apresentaremos algumas simulagoes interessantes do modelo (MF)-

SIRC com Pulso de Vacinacao para Influenza.

3. No Capitulo 4, estudaremos uma modificacao do modelo SIRC, feita para a modelagem
da COVID-19. O Modelo SIRD 4.2.1 com faixas etarias que interagem.

e Na Secao 4.3, complementaremos os resultados tedricos para o modelo 4.2.1.

e Na Secao 4.4, analisaremos a estabilidade para SIRD com faixas etarias interagindo
4.3.

e Na Secao 4.5, apresentaremos algumas simulagoes para a COVID-19 que analise
mais de uma faixa etdria interagindo em um estudo de caso local para o estado do
Rio Grande do Sul(RS). Nesse estado, durante a pandemia de COVID-19, o governo
implementou um modelo de distanciamento controlado e nosso modelo elucida uma

retomada a normalidade.
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O modelo apresentado neste capitulo vai embasar esse trabalho, traremos resultados sobre
ele que serao utilizados para os demais modelos, tendo em vista que se em todas as subpo-
pulagoes nos sitios (4, j) estiverem isoladas para cada uma das subpopulagdes (quando I1(t) =0

m (2.0.1)) temos o modelo SIRC com multiplas ordens fraciondrias apresentado pelos autores
no Capitulo 3 com resultados publicados em [55, 52]. Se nessa simplificagdo considerarmos
as ordens do operador derivada de Caputo 6, todos com o mesmo valor, temos os resultados

publicados em [50, 36]. Quando 0, = 1 temos que o modelo é o originalmente proposto por
[28].

2.2 Resultados de Boa Colocagao para o modelo (MF)-
SIRC-ED

Nesta segao, apresentaremos os resultados de existéncia de uma tnica solugao continua X (¥)
(um vetor com 4mn, cujas coordenadas correspondem a (S;;(t),1;;(t), R;;(t),C;;(t)), para
todo, i =1,-+- ,m,j=1--- n,) et € [0,+o0[. Mostraremos ainda que tal solugdo depende
continuamente dos dados iniciais, dos parametros do modelo e da ordem das derivadas Hzm S
10,1]. Ainda, provaremos a permanéncia da solu¢do no conjunto em que todas as coordenadas
sejam nao negativas, mostrando assim que o modelo proposto é uma generalizagao condizente
para o modelo SIRC proposto anteriormente pelos autores em [28].

Iniciaremos provando alguns resultados preliminares. Para tal, chamaremos de F (¢, X (t))

a fungao que representa o lado direito do modelo (2.0.1).

Lema 2.2.1. Considere o modelo (2.0.1) e F(t,U(t)) a funcdo que representa respectivo lado
direito do modelo. Entdo F(t,U(t)) € continua com relagdo at e Lipschitz continua com relagdo

a X(t), para qualquer t € [0,T], qualquer que seja T > 0 dado.

Demonstragao. A continuidade segue do fato que cada linha do modelo (2.0.1) é composto de

somas e produtos de fungoes continuas.

Note que, % = 61” +Mw = (Bi;Lij+11)— i se (%,j) = (i, 4) e 0 caso contrario, (89%; =
éUz 5o N 85, oI ’
_ﬁl,]S’L,] L = /87/7]57] +O—1/7j517] - (/’1/7/7j +a7’7]) se (/L’]) = (Z ])7 8[ d = _al_’z’; = - %JS’L,]
5o Si; _ . 8S;; _ 8Ly; _ ORi; ’ R
se (1,]) € Vi,j e grT = 0 caso contrério, o = R = 5. = 0, qualquer que seja (1,7),
85S;.; 3] . D OR: s
821; =7;; e aé” = 0;iBij1i; se (i,7) = (i,5) e 0 caso contraio, 82’; =(1—-0:;)5,;Ci;+ i
e (1,7) = (i,§) e 0 caso contrario, ggm = —(i; + 6i;) se (1,7) = (i,7) e 0 caso contrério,
o i A A i oY ..
ag—’J = (1—0,;)B:;1Lij se (1,7) = (i,7) e 0 caso contrério, al‘ —3:;Cijse (1,7) =(i,7) e 0
o1 L\ 0S; Ol
caso contrario, oL, L = B;:S; 40850 — (i +aiy) se (i,5) = (i, 5), T, d — — o7 L= —f3; S
se (1,7) € Vije g‘j# = 0 caso contrario, S}ifg = g;la] = ?f;” = 0, qualquer que seja (1, 7),
dS; ; d Sy
80;; =;; € 8é” = 0;,0i;1; se (1,7) = (i,5) e 0 caso contraio, 811%” =(1-0,;)B,;Cij+ a,
e (1,7) = (i,§) e 0 caso contrario, ggi’ = —(i; + 6i;) se (1,7) = (i,7) e 0 caso contrério,
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_3 2%} S ¢ ..
ag{; = (1—0,;)Bi;1Lij se (i,7) = (i,7) e 0 caso contrério, 61 —B:;Cy;se (1,7) = (i,7) e 0
caso contrario, gg” = 0;; se (z j) = (i,7) e 0 caso contrarlo, ggi* = —Biilij — (pij + iy se

(1,7) = (i,7) e 0 caso contrario.

Portanto, todas as entradas da matriz Jacobiana J(t, X (t)) de F'(¢, X (t)) sdo compostas por
fungoes continuas em [0, 7]. Portanto, uniformemente limitadas. Assim, existe uma constante
L >0, tal que | J(t, X(t))|| < L. Agora, o Teorema do Valor Intermedidrio implica a Lipschitz

continuidade de F'(t, X(t)), com relagao a segunda varidvel. O

Agora, podemos estabelecer a boa colocacao do problema no intervalo [0, T], qualquer que

seja T' > 0 dado.

Teorema 2.2.2. Assuma que as hipoteses do Lema 2.2.1 sejam satisfeitas. Entao existe uma
tnica solugao X (t) (um vetor com 4mn coordenadas correspondentes a S; ;(t), 1; j(t), R; ;(t), Ci ;(t)
para i € {1,--- ,m},j € {1,---,n}) continua em [0,T] e que depende continuamente das
condigoes iniciais X (0), dos parametros e da ordem das derivadas 0z, €]0,1], para o modelo

(2.0.1).

Demonstracao. Segue do Lema 2.2.1 que F(t, X (t)) satisfaz as hipéteses do Teorema 6.7.1 e

6.7.2. Assim, as afirmativas do teorema ficam provadas. O

Por fim, mostraremos a permanéncia da solugdo X (t) garantida no Teorema 2.2.2 no sub-
conjunto de fungoes que possuem todas as coordenadas nao negativas {2, desde que as condicoes
iniciais X (0) possuam todas as coordenadas nao negativas. A demonstracao segue argumentos

similares aos apresentados anteriormente em [110, 109].

Proposicao 2.2.3. Assuma as hipoteses do Teorema 2.2.2 satisfeitas. Entao a regiago 2, ¢é

um conjunto invariante para a solu¢io X (t) do modelo (2.0.1).

Demonstracao. Primeiramente, note que basta fazer a demonstracao para o caso em que ¢ =
j = 1. Para as demais coordenadas a demonstracao é analoga. Para facilitar a notacao,
usaremos Sy,1(t) = S(t), [1,1(t) = I(t), R11(t) = R(t),C11(t) = C(t), 0z,, = 0x e os respectivos
parametros usaremos sem indice.

Seja Hi := {(5(¢),0,0,0) : S(¢)0}, --- Hi := {(0,0,0,C(¢)) : C(¢)0}, subconjuntos de
Q..

Note que o campo de vetores do modelo (2.0.1) confinado a H_lH paral=1,--- 4 ¢é tal que

= (u" (1= 5(t)),0,0,0)

) = (0, —(u" + a™)I(¢),0,0)
(1)) = (0,0, —(u" + 6™)R(t),0)
Fa(S(), 1(1), R(t), C(t)) = (0,0,0,—(u" ++")C(1)),

=k
—
N
—~
~
N—
~
—
~
N—
oy
—
~
N—
Q
~—~
N—r
N—"

respectivamente.
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Usando as propriedades da transformada de Laplace aplicadas ao calculo fracionario e a

definigao da funcao de Mittag-Leffler, e.g., [39, 110, 109], obtemos que a solu¢ao X (¢), confinada

!
a H

é tal que

(5(1),0,0,0) = (t" Eg, g, 11 (=t )™ + Eg, 1 (=t)5(0),0,0,0) (2.2.1)
(0,1(1),0,0) = (0, Eg, 1 (—(u* + a)t*)1(0),0,0) (2.2.2)
(0,0, R(t),0) = (0,0, Eg, 1 (— (" + a%)t%)R(0), 0) (2.2.3)

) = ( 0) (2.2.4)

(0,0,0,C(2) 0,0,0, By, 1 (—(u’ + ")) C(0)),

e portanto permanece em M L sempre que as condicoes inicias pertencam a H i, para [ =

1---

, 4, respectivamente. Portanto, podemos concluir que H i sao conjuntos invariantes para

a solugao X (1).

Suponha por contradicao que a solucao X (t) = (S(t),1(t), R(t), C(t))T nao pertenca a .,

para algum ¢, € [0,7]. Como pelo Teorema 2.2.2 X (¢) é continua em [0, 7, entao deve existir

um pequeno intervalo em torno de t, tal que, pelo menos uma das coordenadas de X (¢) nao

esteja em ;. Note que ha quatro possibilidades:

i)

ii)

iii)

iv)

A solugao X (t) escapa de Q. por que S(t) < 0. Neste caso, como S(t) é continua (veja
Teorema 2.2.2), existe um ¢, > 0 tal que S(tp) = 0, enquanto R(tg) > 0, I(ty) > 0
e C(ty) > 0. Ainda, deve acontecer que S(t) < 0 para t suficientemente préximo de
to. Por outro lado, D% S(t)];=¢, = pf + v C(ty) > 0. Assim, segue to Teorema do Valor
Médio para derivadas fracionérias (veja [89]) que S(t) > S(to) > 0, para t suficientemente

proximo a ty. Um absurdo.

Se a X(t) escapar de €, por que I(t) < 0, entdo argumentando como no item i), deve
existir tg > 0, tal que I(ty) = 0 enquanto S(ty) > 0, R(tp) > 0 e C(ty) > 0. Ainda
I(t) < 0 para t suficientemente préximo de ty. Por outro lado, D®I(t)|;=, = 0. Agora,
o teorema do valor médio para derivadas fracionérias implica que I(t) = I(ty) = 0, para

t suficientemente préximo a ty. Outro absurdo.

Se a X (t) escapar de €2, por que R(t) < 0, entdo, argumentando como no item i) chegamos
a conclusao de que deve existir um ¢y > 0, para o qual R(ty) = 0 enquanto S(¢y) > 0,
I(ty) > 0 e C(tp) > 0. Ainda R(t) < 0 para ¢ suficientemente préximo a t;. Como
DB R(t) 1=, = (1 — 0)B38%C(tg)I(ty) + a®1(ty) > 0, o teorema do valor médio para
derivadas fraciondrias implica que R(t) > R(ty) > 0, para ¢ suficientemente préximo a t.

Um outro absurdo.

Resta verificar se X () escapa de 2, por que C(t) < 0. Novamente, argumentando como
no item i) chegamos a conclusao de que deve existir um to > 0, para o qual C'(ty) = 0
e S(ty) > 0, I(ty) > 0, R(tp) > 0. Aina, C(t) < 0 para t préximo a to. De maneira

andloga D?C/(t)]—s, = 6 R(ts) > 0. Isso conjuntamente com o teorema do valor médio
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para derivadas de ordem fraciondria nos leva a concluir que C(t) > C(to) > 0, para tais

t suficientemente préximos a tg. Absurdo.

Entao, nao resta alternativa a nao ser que X (t) € Q,, para todo t € [0, T]. ]

2.3 Existéncia de pontos estacionarios para o modelo
(MF)-SIRC-ED

Nesta secao, estudaremos a existéncia de pontos estacionarios X*, que é o vetor de dimensao
1 x 4mn cujas coordenadas sao dadas (S, I, R} ;,
& = 0, por simplicidade. Um caso particular, onde i = j =1, e §; # 0 é estudado de maneira
detalhada no Capitulo 3.

Segue da defini¢ao da derivada de ordem fraciondria de Caputo (veja Apéndice) que, qual-

C7;), para o modelo (2.0.1), no caso em que

quer que seja um tal ponto, este deve satisfazer
Os, 01, ; Or, | Oc, .
D, "’ S*i,j =D," ]*ivj =D," R*i,j =D, " O*@j =0

Portanto, resulta do modelo (2.0.1) que qualquer que seja o ponto estacionario deve satisfazer

o seguinte sistema de equacoes algébricas

Hij — MZJS* _S* 7] ’Lj + Z 6@] i +717]C* = 0 (231)
7]6‘/1,]
Sig | Bigli; + Z Bislis | +0i3BiiCiili; — (i + aig)ly; = 0 (2.3.2)
0,j€Vi,;
5i=jR7>lk ﬂZ]Cz*j]z*] (MZ]_’_’YZJ)C* = 07 (234)

No que segue apresentaremos alguns resultados auxiliares que nos ajudarao a determinar os

pontos de equilibrio do modelo (2.0.1).

Lema 2.3.1. Assuma as hipdteses gerais sobre o modelo (2.0.1). Entdo, qualquer que seja o
ponto de equilibrio X* para o modelo (2.0.1), este possui coordenadas que satisfazem
. i + %O

= (2.3.5)

IS
Z7j
:] z,]_'_ Z ﬁz] Z]—i_lul
1,9€EVi;
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e, = DuCiolis = ey + 25005 (2.3.6)

?’7.7 61/’]

com

= g lig0is (2.3.7)
’ Ui,jﬂi,j 5@] +Nzgﬂz] +M1] +M1371+51]M1j +5ZJ7ZJ

Por fim, IF; € obtido por qualquer que seja a raiz real e positiva do polindmio

(1ig +76.5C5;) (Biglsy + IT°) + 043 B:5CF 055 (Big Ly + 1T + pui ) (2.3.8)

4,70,

wu"’o‘u) (BU[* "’U*""WJ):O'

Em que II* € dado por base de (2.0.2).

Demonstragdo. Isolando R;; em (2.3.4), resulta em (2.3.6). Substituindo (2.3.6) em (2.3.3),

obtemos

? O: [’L* (2 + 7 O*
(1- Ui»f')ﬁm‘ci Ii; + alJ[* (i + 6:5) <6 A Y ;’u g+ %) )
(2]

0.(2.3.9)
Isolando C}; em (2.3.9), obtemos (2.3.7). Da mesma forma, isolando S} ; em (2.3.1), obtemos
(2.3.5).
Substituindo (2.3.5) em (2.3.2) obtemos

Mij—i‘%'jq*]
Bijli; + > Bisl

1,7€Vi

+M 61] T Z Bz]‘[l*] +0—Z]/BZ]C:<jI:] <M23+a1])l* _07
1,J

1,7 z] ’L]EVW

o que ¢é equivalente a (2.3.8).

]

Lema 2.3.2. Sob as mesmas hipdteses do Lema 2.3.1, I7; := I raiz do polinomio (2.3.8) é
equivalente ao sequinte polinomio de grau 3

A1[3 + AQI2 + Ag[ + A4 - O (2310)

onde 0s coeficientes sao
A= _Mi,jﬁij(ai,j + 5 + 04505 5)
A2 = blll* + bg,

onde
bi = —1;Bi,5(0ij00; + iy + i j)
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by = —pi 3B 5 ((pig + 6ij + vig) (i + cig) + (ij — Big) (i + 0 36ig) + (0ijvig + 1ij0ij0ij + i)
Ag = Cllf* + ¢

onde c1 = pj((tij + 0i30i)Bij — (g + pig) (1ij + Yig + 0ig) + 7i30i5)) €
o = 13 ;((Big — i) (g + Vij + 0ij +ijdij) + (i + vig)(—pij — 9i;))
e
Ay = pi 117 (M?,j + i jYig T+ M j0i; 5i,j%,j) .
Ainda, o sinal dos coeficientes € tal que
Z) A< 0,

i1) As <0, qualquer que seja o valor de IT* enquanto

(Rig £ 0ig + Yig) (g + ig) + (g + 0350i3) + (0i75 + Hig0i0is + i)
(i35 + pis)

Bij <

Caso tenhamos

(tig + i g+ vig) (i + uj) + (i + 036 5) + (8i vy + i 0ij0i s + Hij)
(0ij0ij + i)

Bij >

entdo Ay > 0 enquanto 0 < IT* < —by /by (que € positivo, haja visto que by < 0 e by > 0,
neste caso).
iii) As <0, qualquer que seja o valor de II* enquanto fB;; < o e

((avig 4 pig) (i + vig + 0i5) + 7ij0i5)
(i + 00 )

Bij <
(pois c1 <0 ¢y <0). A3 >0, enquanto I1* > —cy1/co, quando f;j < o j e

((cvig + pig)(pig + vig + 0ig) + Vi 0ij)
(Mz‘,j + Ui,j5i,j)

Bij >

(pois ¢1 >0 ¢y <0). Caso B;; > a,j e

((cvig + i g) (pig + Vi + 6ij) + Vi0ij)
(pij + 0i5055)

Bij <
, entdo Az > 0 enquanto 0 < II* < —cy/ce, € A3 < 0 caso contrdrio (pois ¢y <0 ca >0).

Por fim, As > 0, qualquer que seja o valor de I1*, caso B;; > «;j e

((ovig + i) (phig + Vi + 0i ) + 7ij0ij)
(pij + 0ij0i ;)

Bi; <
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(pois ¢c; >0 co > 0).
vi) Ay >0 sell*#0e Ay =0 se II* =0.

Demonstragao. O polindmio em (2.3.10) segue diretamente da substituigao de (2.3.7) em (2.3.8)
e rearranjando os termos.
Como todos os coeficientes sao nao negativos, segue A; < 0. Além disso, como IT* > 0,
segue que o sinal de Ay satisfaz as conclusoes do lema. Assim os itens i) e vi) sao satisfeitos.
Como A, e Aj sao uma fungao de primeiro grau em [7*, segue que o sinal de Ay e Aj

dependem dos sinais dos coeficientes, como enunciado nos itens ii) e iii), respectivamente.

Proposicao 2.3.3. Assuma as mesmas hipoteses do Lema 2.3.2 satisfeitas e que IT* = 0
(ndo hd vizinho infectado no ponto de equilibrio da populacdo (i,7)). Sejam Ay, Ay, As, Ay os
coeficientes Ay, Ay, Az, Ay definidos no Lema 2.3.2, para II* = 0. Entao o polinomio p(I) =
/L]?’ —1—14212 +A3]+A4 POSSuL raizes reats nao negativas que correspondem aos sequintes pontos
de equilibrio para o modelo (2.0.1):

i) Ponto de equilibrio livre de doenga Si; =11 =0, Ri, =0 eC};, =0, para qualquer

’ /[/hj

que sejami=1,--- mej=1--- n.

ii) A dnica raiz real positiva € a II* =0 caso by <0 e cy < 0.

—bo— 2_
iii) It = bo—/b2—4Acs

= ——54i— no caso em que by >0 e cg > 0 (vide itens i) e ii) no Lema 2.3.2.

—by—/b2—4Acs

w) I, = ——54——, no caso em que by <0 e cy > (vide itens i) e ii) no Lema 2.3.2.

—bo— 2__
U) ].;:]: bo—/b5—4Ac2

i , no caso em que by >0 e co < 0 (vide itens i) e ii) no Lema 2.3.2.

Demonstragao. Por simplicidade de notagao, vamos escrever [ = I7 ..

Segue do Lema 2.3.2 que se II* = 0, entdo A4 = 0. Neste caso o polinémio p(I) = Iq(1),
onde q(I) = (A I? + bol + c3).

Assim, I = I7; = 0 é uma das raizes, a qual é o ponto livre de doengas. Como I}, = 0
temos de (2.3.7) que C}; = 0, e assim, de (2.3.6), obtemos R, = 0. Juntando os resultados
acima combinados com (2.3.5), obtemos S}, = 1. Portanto o item i) esta provado.

Resta obter quais sao as raizes positivas do polinémio ¢(I), que é uma parabola voltada
para baixo, haja visto que A; < 0 (vide Lema 2.3.2). Como o vértice desta pardbola tem
primeira coordenada em —by/2A;, s6 pode existir uma raiz positiva caso by < 0 e até duas
raizes positivas caso by > 0, o que corresponde as restricoes em /3; ; enunciadas no Lema 2.3.2

item ii). Portanto:

e Se by < 0ecy <0 aparabola que é voltada a baixo tem coordenada do vértice negativa e
corta o eixo dos das ordenadas em um ponto negativo, assim nao ha raizes reais positivas,

concluindo o item ii).
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e Caso by > 0 e ¢y > 0, segue que b2 — 4A,c, > 0, haja visto que A; < 0, Portanto ¢(I)
tem duas raizes reais. Como a parabola corta o eixo das ordenadas em ¢y > 0 e é voltada
para baixo (A; < 0), resta que existe uma tnica rafz real positiva. Como b3 —4A;co > b3

(pois A; < 0 e ¢ > 0), segue que tal raiz positiva é dada em item iii).

e Caso by < 0 e cy > 0, segue que bg —4A ¢ > 0, haja visto que A; < 0, Portanto ¢(/) tem
duas raizes reais. Como, neste caso o vértice desta parabola tem primeira coordenada em
—by/2A; < 0 (pois A; < 0 e by < 0), segue que existe uma a tUnica raiz positiva, dada

como em 7v).

e Caso by > 0 e co < 0, podem acontecer dois casos distintos. Ou bg < 4A;c, neste caso
nao hd rafzes reais, ou b3 > 4A;cy, e neste caso ha duas raizes reais (distintas se nao 4

igualdade).

e Em fungao de 3, ;, temos que b3 > 4A;cy quando

i (g + 036 5) + 2005 j7%i 5 + Mij0ig + Hiy)
(1ij + 03405 5)

Bij <

+2(um + 0ij + Vi) (i + aig) + 40y + i + 0030 5) (i + vig + 0ij +70)
(Mi,j + Ui,j5i,j)2

]

Lema 2.3.4. Seja IT* > 0. Entao o polinomio p(I) = A I? + Axl? + A3l + A4, onde os

coeficientes Ay, Ag, As, Ay sao dados no Lema 2.3.2 possui uma raiz real positiva.

Demonstra¢ao. Como p(I) é um polinémio de grau 3, sabemos que existe pelo menos uma raiz
real. Como p(0) = A3z > 0 e lim; o, p(I) = —o0, pois A; < 0 (veja Lema 2.3.2), segue da

continuidade de p(7), que existe uma raiz real positiva. O

Teorema 2.3.5. Assuma as mesmas hipdteses do Lema 2.3.4. FEntdao o polinémio p(I) =
AP+ AI? + A3l + Ay, onde os coeficientes sio dados como no Lema 2.8.2 € tal que:

,A22
—3A;

i) Possui uma unica raiz real positiva, caso Az > 0 ou Az <

A3 <0, pois A; <0).

(note que neste caso

A2
i1) Caso T‘:Ql < Az <0, o polindmio pode ter até trés raizes reais positivas.
Demonstracao. A existéncia de uma raiz real positiva estd garantida pelo Lema 2.3.4.
Para demonstrar o item i), vamos mostrar que nao existe outra raiz real positiva.
Note que a derivada de p(I) é a seguinte fungio do segundo grau p'(I) = 3A; 12 +2A,1 + A

(cuja concavidade é voltada para baixo, pois A; < 0).

A2
a) Caso As < 34,

4(A3 — 3A,43) < 0. Assim, p/(I) < 0. Logo p(I) é decrescente para todo I.

segue que a equacao p'(I) = 0 possui descriminante dado por A :=
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b) Caso Az > 0, entao o discriminante A > 0, haja visto que A; < 0. Portanto, p/(I) possui

duas raizes reais dadas por

jl == (-2142 + \/Z>/6A1

I, = (=24, — VA) /6 A .

Como A; < 0e A > 442, segue que I <0el,>0, Assim, o sinal de p'(I) é tal que
P(I)<0sel<Iyoul>l,
e portanto p(I) é decrescente se I < I; ou I > I, e
P(I)>0se ), <I<I

e portanto p(I) é crescente se L <1< Assim, I e I, sao os pontos de minimo e o
méximo relativos de p(I). Logo 0 < p(0) = D < p(Iy). Segue que, p(I) ndo possui raizes

positivas entre no intervalo [0, I].

c¢) Caso As = 0, segue que p'(I) = I(3A,1 + 2A,). Portanto, as raizes de p/(I) sdo I, = 0 e
I = —24,/34,.

Caso Ay < 0, entdo I, < 0. Assim, seguindo os mesmos argumentos do item b), temos
que I; = 0 é o ponto de méximo relativo, com p(I;) = Ay > 0 e I, < 0 é o minimo

relativo. Neste caso, p(I) é decrescente para I > 0.

Caso Ay > 0, entdo I, > 0. Como p(Iy) = (A3/3)%(2/A1)* + Ay > Ay > 0. Segue que

p(I) é crescente no intervalo [0, I5] e decrescente para I > I,.

Em todos os casos dos itens a) até c), temos que p(I) s6 possui uma raiz real positiva, como
provado no Lema 2.3.4. Logo o item i) estd provado.

Caso Aj satisfaga as restri¢oes do item ii) entao o polinomio p’(I) possui as duas raizes reais
positivas, dadas respectivamente por I e jg, como no item b) acima. Ainda, vale observar que
I, < I,. Assim, como argumentado acima, p(I) decresce entre no intervalo [0, I;], cresce entre
[fl, jz] e decresce para I > L.

Note que, nos resta saber se p(I1) < 0 ou p(I;) > 0. Caso p(I;) > 0, ndo terd outra raiz real
positiva do polinémio. Caso p(I;) < 0 teremos mais 2 raizes rais positivas. Caso p(I;) = 0,

entao termos /; como a segunda raiz positiva.

]
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2.4 Resultados de estabilidade para o Modelo (MF)-SIRC-
ED

Nesta secao estudaremos a estabilidade dos pontos de equilibro do modelo (2.0.1) para
alguns casos, pois, até o momento nao conseguimos determinar a estabilidade para o caso

geral. Faremos isso em trabalhos futuros.

2.4.1 Estabilidade dos pontos de equilibro para populacoes isoladas

Iniciaremos estudando a estabilidade do modelo (2.0.1) quando as populagoes estao isoladas.
Esse é o caso particular em que 11 = 0, onde /] é dado por (2.0.2). Neste caso, o modelo (2.0.1)

fica

D*el’j Sii(t) = iy — pigSig(t) — Sij()Bi;1i;(t) +7i,3Ci;(t)

B;Ii’j Lij(t) = Sij(0)Bi;li;(t) +0i;8;C ;)1 ;) — (i + ig)li (1) (2.4.1)
DZ YRt = (1 Uzy)ﬁm GO Ti(8) + L i(t) — (g + 6i) Ri (1)

D5 Ci(t) = 61yRi(t) = BigCig () Lis(8) = (i +710) Cis(8),

cujas condigoes iniciais sdo dadas por X (0), como descrito na introdugao do Capitulo 2 se¢ao.
Vale relembrar que, como I1 = 0, a interagao acontece somente na populagao do sitio (3, j)
e independe dos demais sitios da rede.
Segue da Proposicao 2.3.3 que a existéncia do ponto de equilibrio livre de doenca dado por
P, ; =11,0,0,0], para qualquer subpopulacdo (7, j), uma vez que cada uma das populagoes

estao isoladas.

Lema 2.4.1. Assuma que II =0 (populagées estio isoladas). Os autovalores da matriz jaco-
biana do modelo (2.4.1) associados ao ponto de equilibrio livre de doengas P; j = [1,0,0,0] sdo

dados por
M= —pig, Ae = — (i + pig) + Bij, Aa = —(vig + i) € Aa=—(0i;+pig). (24.2)

Demonstracao. Lembre que a ideia da matriz jacobiana do sistema foi formalmente construida
no Lema 2.3.1. Como as populacoes estao isoladas sé nos interessa as entradas da matriz
composta pelas derivadas parciais que envolvem a mesma populacao.

Aplicando P, ; na matriz jacobiana do modelo SIRC fracionario com populacoes isola-

das (2.4.1), concluimos que
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—Hij —Bi 0 Vi

J(P;) = 0 Bij— (pij+ uy) 0 0
v 0 iy —(pig =+ 0iy) 0

0 0 —0i;  —(Hij + i)

Como a matriz J(F;;) é uma triangular superior, seque que os autovalores sao dados pelo

produto da diagonal principal diagonal principal, ou seja, sao as raizes da equagao

(pig + N ((=Bij + (g + cig) + X)) ((pag + 0ig) + M) (g +vig) + ) =0.

Isso corresponde ao afirmado no Lema. O

Observacao 2.4.1. Podemos entao encontrar a taxa de reprodutividade basal, Ry, sabendo
que P, ; € um ponto livre de doenga, logo tem que ser assintoticamente estdvel, assim todos os
autovalores A, Aa, Az, Ay € R™.

Disso:

—Q j + /62}j — M <0= (243)
Bi. < Wi+ 0y g N Bi.; 1=
Mig + Qg i+ Qg Wi+ Qg
R() = —5i’j < 1.
Wi +

Agora podemos provar o seguinte resultado de estabilidade assintética com relagao ao ponto

de equilibrio livre de doengas P, ; = [1,0, 0, 0].

Teorema 2.4.2. Assuma as hipoteses do Lema 2.4.1. Entao o ponto de equilibrio livre de

doengas P;; = [1,0,0,0] € assintoticamente estdvel qualquer que sejam as ordens das derivadas

Os, ;.01 ,,0r, ,;,0c,, € [0,1], sempre que v irjuu < 1, para qualquer que seja a populacdo do
sitio (1,7).
Bij

Demonstra¢ao. Com a hipétese de que

ot < 1, seque que todos os autovalores da matriz
jacobiana associados ao ponto de equilibro livre de doencas sao negativos (veja equacao (2.4.2)
no Lema 2.4.1). Caso todas as derivadas fracionarias tem ordem 1, isto é, g, , = 01, , = Og, , =
Oc,, = 1, segue da teoria classica de EDO’s [116] que P;; é assintoticamente estdvel.

Caso contrario, defina 0 = max{0s, .05, ,,0r,;,0c,,} € [0,1]. Segue do Teorema 7.20 e
da Observagao 7.21 em [39] que a estabilidade assintética dos pontos de equilibrio pode ser
melhorada reduzindo-se a ordem das derivadas. Assim o resultado esta provado.

]

Vale ressaltar que a influéncia da ordem das derivadas na estabilidade assintética aparece
ﬂi,j
0,5+,
poténcias das ordens das derivadas fracionéarias. Para fixar as ideias, consideraremos o caso em

no quociente < 1, haja visto que os parametros do modelo 2.0.1 estao elevados as
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que 6 = Os,, = 01,

., = Or,; = 0c,, €]0,1[. Ou seja, todas as ordens das derivadas sao iguais.

Segue da definicao dos coeficientes que

lim — P
01 Qij + fhig Qg+ i

onde - B +L — sao os coeficientes do modelo (2.0.1) quando todas as derivadas sdo de ordem 1.
2y 2,9

A estabilidade dos pontos de equilibrio para o caso geral ainda estd em andamento, haja

vista a quantidade enorme de parametros do modelo. Abaixo apresentaremos os resultados de
estabilidade de forma numérica, para os parametros que serao usados nas simulacoes ao final

deste capitulo na Segao 2.5.

Teorema 2.4.3 (Estabilidade numérica dos pontos de equilibrio). Considere que os parametros
sejam o j = 52,14, 0; ; = 0,75, p;; = 0,00001, v, ; = 0,35 e 0;;, = 0,12, e B; ; = 2,35 como os
utilizados nas simulagoes da Se¢ao 2.5. Entdo, o modelo (2.0.1) com populagdes isoladas (isto
é, com II = 0) possui um tnico ponto de equilibrio endémico que corresponde ao item ii) da

Proposicao 2.3.3.

Demonstracao. Substituindo os valores dos parametros do modelo nos pontos de equilibrio
encontramos by = —0,001459318068202 e ¢, = —6,81 x 1079, para os quais é facil verificar
que satisfazem o item ii) da Proposigao 2.3.3. Os autovalores associados para esse caso sao:
A = —10°,\y = —0,53365,\3 = —0,81792 ¢ A\, = —17,50558, como todos tém parte real

negativa podemos dizer que o equilibrio endémico é assintoticamente estavel. O]

2.4.2 Estabilidade do ponto de equilibrio no caso em que as deriva-

das sao de ordem inteira.

Nesta segao estudaremos a estabilidade do ponto de equilibrio endémico (.57 oI R, CF j),
no caso em que todas as derivadas de ordem fracionaria sao iguais a 1. O caso particular em
que m = n = 1 (somente uma populagao) foi estudada em [76]. No que segue apresentaremos
os resultados de estabilidade para o caso mais geral do modelo (2.0.1), com todas as derivadas
de ordem inteira.

A novidade aqui é que a estabilidade sera estudada em termos dos parametros do modelo e
de 11, dado por (2.0.2) (a topologia da vizinhanca).

No caso em que as derivadas sao todas de ordem 1, temos que N, ;(t) = S, ;(t) + I ;(t) +
R; ;(t) 4+ C; (t). Para tal, basta somar todas as equacoes em (2.0.1).

Assim, podemos escrever

Rij(t) = Nij(t) = (Si;(t) + Li;(t) + Ci (1)) - (2.4.4)
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Disto, segue que
Nig(t) = piz(1 = Nig(t)). (2.4.5)

De (2.4.4) e (2.4.5) substituido em (2.0.1), seque que

Nij(t) = pij(1—Nij(t))

Sig(t) = pig(L = Sig(6)) = Sig(8)(Biglis(t) + 11) +7i5Ci5(1) (2.4.6)
[za(t) = S5 (0)(Biliy (@) + 1) 4 038;;C; ()15 (1) — (pig + i) Li 5 (¢)

Cij(t) = 8ii(Nij(t) = Sij(t) — L ;(t) — Ci () = BiyCiy ()L (1) — (ptig + i) Cis(t) .

Temos de forma direta, que a matriz jacobiana do sistema (2.4.6) é dado por

NijsSige Lisgo
. 0 0 0
0 (ﬁ”]* + I7) —Bi iS55 Vi j
0 Bigliy+ 11 Bi;Si;+ 0iibi;CFy (Mm‘ + i) 0iiBisli;
0ij —0ij 0ij — BijCr; —0ij — Bijli; — (g +vij)
Lema 2.4.4. Sejam (N7;,S};, It ;, C7;) os pontos de equilibrio endémicos para o modelo (2.0.1),

onde todas as deriwadas sao de ordem 1, assim o polinomio caracteristico associado a ele é dado

por

Sy .
PA) = =(p+ N(=piy — (Bigli; + 1T) = ) (IJ - )‘) (=0i5 = Big Ly = (pag + %5 = A)
Z?]

— ;.
+ 9138750035115 — Vi (Big Loy + 11)(855 + Bi O3 )+5”%]( I?'ﬂ’] _)\) (247)
[2¥}
+ (—pij — (Big + 1) = Mo jBii 17 ;(0i + Bi;CF;)

+ (=05 = Big Ly — (g +vig — A) (Big I + 11)Bi ;571 -

Demonstragdo. Segue da terceira equacao de (2.4.6) que, no equilibrio endémico (I7; # 0),

temos que

ST

2.4.
I3 (248)

Bi,jSZj + Uz’,jﬁi,jci*,j — (i +0ij) =
Substituindo (2.4.8) e o ponto de equilibrio na matriz jacobiana, obtemos de forma direta

o polinémio caracteristico (2.4.7). O

Seque de (2.4.7) P(A) = — (i j—A)Q(A) e assim, um dos autovalores é A = —p; ; e, portanto,
negativo. Resta estudar o que acontece com os demais que estao relacionados com as raizes de
Q).

Como queremos que Q(\) = 0 para I7; > 0, segue que Q(\) == QAN =0 Q) =
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Multiplicando Q()) em (2.4.7) por [} e organizando os termos, chegamos a

Q) = (=L N + [(—pig — BigLy — 1T = 6ij — Bij Iy — (i +vig)) Iy — St 15510
(—piy — Bigli; — 1) (=06ij — BijLi; — (pig + vig)) + 0ijvig) i
i — Bigli; — IT = 8; 5 — Bigli; — (i + vig) — Bigli;)Si 11

-
(—
— (82,85, + 053813 (0i5+ Bi jCig) I (2.4.9)
[~
(—
[

++

(=i = Bigli; — 1D (=6ij — Bigli; — (Wi + vig)) + 0i5%i5) S5 ;11

0ij — Bijli; — (Wig +7%i3)BigSi; — Yig(9ig + BiyCiy)) L ;1]
(01055 — 0ij — Bigly; — (wig +7i3))BES5; — 738 (0ig + BiiCi )
— iy — Bigli; — T8 + BiyCipl 2

+
+
+

Lema 2.4.5. Sob as mesmas hipdteses do Lema 2.4.4 e ainda que o] ;57 ; > 1. Entao, todas as

raizes do polinomio Q(X) sao positivas.
Demonstracao. Note que
QN) = doX® + di\? + do\ + ds

onde

do = —1Ij;

dy = (—pij — Bigli; — I — 655 — Bigli; — (i + vig) iy — Siils;

dy = —((—pij — Bigli; — 1) (=61 — Bijli; — (ig +%ig)) + 0igvig) i+

(—pij — 62] 11—51“—513'[-*')

— (i + Yig) — Bigls;)Si AT — (8255, + 0438, (015 + BigCi) IS (2.4.10)
[=((=piy = Bigli; — 1) (=0i5 — Bigli; — (i + vig)) + 0igig)Si 11

+(=0i5 — Bigli; — (i +7i5)Bi3 55 — 7ig(8iy + BigCiy)) i ;1]

+ [

_|_

(UU ij = 0ij 5%3 (Mij"‘%j)) 1235’:3 ’Yi,jﬂi,j(@,j""ﬁi,j z*g)
— pig — Big Iy = T1(6; 5 + Bi ;O

Segue diretamente da andlise dos sinais nas expressoes em (2.4.10) que dy < 0, d; <
0, dy < 0eds<0.

Nosso préximo passo é mostrar que dyds — dods > 0. Para tanto, note que segue de (2.4.10)



que

didy — dods = [(—pij — BijIi; — 11 — 0i5 — Bijli; — (pag +vig) i — Si;1i5]
[—((=pig = Bijli; — II)(=6ij — Bigli; — (g + vig)) + 0ijvig) i
+ (—pig — Bigliy — 11 = 655 — Bijli; — (pig +vig) — Biglis)Si I
— (82,7 + 0i3Bij (055 + Bi CE) ;57

4,31,
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(2.4.11)

— L= ((=pig = Bigli; — 1) (=65 — BigIi; — (pig + i) + 0ajvig)SiI1

+ (=05 — Bigly; — (piy + %) BijSi; — 7 (0ig + BiyCi)) I 1]
+ (04,3015 — 015 — Bl — (i + %i3)) B ;S5 — YiiBis (01 + BiiCry)
— piig — Bigly; — 11(8;; + ﬁi,jcgjj)]fgfﬁ] .

Para analisarmos o sinal da expressao em (2.4.11), primeiramente definimos

e = —(pi; + Bl ; +11) <0

Assim, (2.4.11) pode ser dividida em seus termos positivos, dados por

—(e+ f)le-f + 7)1,

—(e+ N)Big Ly — e+ /)5S0
—(e+ )BS85,

—(e+ 1)048:(0i5 + Bi;Ci I3
+(e.f + 51‘,3’%,]‘)[;]'5’:]'[[

+(Bi I — (e + (S IT)? + 57,5711
05,8505 + BigCi) '3 ;5,11

4,51,J

e seus termos negativos, dados por

+(e-f + 0% ) 1550 1T

—(Yij (0 + BigCi ) — [Bi St 3,11
(053015 + [52,555 + (e = %iBi) (01 + BisCoNIT

Somando as expressoes em (2.4.16) com as em (2.4.19), obtemos zero.

2.4.12
24.13
2.4.14
2.4.15
2.4.16
2.4.17
2.4.18

~—~~ ~~ ~~ ~—~ ~—~ —~
~— ~— ~— ~— ~— ~—v ~—

(2.4.19)
(2.4.20)
(2.4.21)
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Vamos reescrever (2.4.13) e (2.4.20) como

—(e+ f)Bi;S;;17311 (2.4.22)
+(e+ f)°I;;S5 11 (2.4.23)
—(Vi(6ij + BigCy )31 (2.4.24)
+fBigSi )T AT (2.4.25)

Adicionando (2.4.22) com (2.4.25), ficamos com
—ef3; S5, 177 I (2.4.26)

Agora reescreveremos (2.4.24) e (2.4.12) da seguinte forma

—i,j0i %711 (2.4.27)
+6:,CF 1% 1T (2.4.28)
(—(e+ f) =TI+ 1I)(e.f + b7, = (2.4.29)
(=(e+f)—1I)(e f+5ZJ’YzJ)]*2 —|—ef]*?7jI]—|—5”%j[*2 L1 (2.4.30)

Adicionando (2.4.27) com (2.4.30), ficamos com:
2= (—(e+ f) = II)(ef + 6 7ig)I*7; +efI*} 11 (2.4.31)

Adicionado (2.4.26) a (2.4.28) e substituindo na segunda linha do sistema (2.4.6) a expressao
Vi,jﬁi,jC:j i ]57,] + 2% ]ﬁz ]S* + 63]S:JI:J + ﬁz ]S* 11
e para a expressao de e, temos que

(—eBigS;; — Vi BigCi) I, 11 =

(g + BigIi; + 11 BipSt, + wiBig — biyBii Sy — BESiIi — BigSi I3 1T =

I (i 3853 S5y + BE5 175575 + Big Sy I T+ piiBig — 1 Big Sty — B ySi A5 — BigSi;lI] =
I*? Il B35 > 0.

Agora reescreveremos (2.4.21) e (2.4.15) da seguinte forma:

(053015 + [B2;S5; = 723855 (0ig + BigCiN I (2.4.32)
+e(iy + B Ci)I35) (2.4.33)

—e0,iB3,(0i5 + BiyCi) I™35) (2.4.34)

—f0i,Bi,i(0i; + Bi;C} )1*3 ) (2.4.35)
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Note que (2.4.33)4(2.4.34)>0, sempre que o; ;5; ; > 1.

Portanto, nos resta estimar (2.4.32), para isso chamaremos

(f52,351*] Yi,i Big (6 ij T ﬁw ))I*B ). (2.4.36)

Note que z3 < 0.
Como I}; <1= I}, < I, = I'}, < I*} . E assim,

2" > 2l (2.4.37)
Utilizando a inequagao (2.4.37), em (2.4.11), conseguimos comparar os termos da ordem de,

Ii;, [*?J- e I*ij Como 1*2 < I7; e usando a expressao em (2.4.13) segue que

—(e+ N)B};Si1; = —(e+ f)B, 85177 (2.4.38)

4,307

Juntando o lado direito da desigualdade (2.4.38) e utilizando a inequagao 2.4.37 em (2.4.11),

obtemos uma comparagdo para a expressao em (2.4.32) dada por

—(6 + f) 'LQJS'L*jIz*J (Ulj(sl] + fﬁf; 1*] 7%]5@7]<5 i,J +ﬁl»] ))1*3 2
_(€+f) 22]51*]]*2 (f/B’LZj Z*j rleﬁ%](é ,J +/61a.7 ))I*Q =
—6/82 S* ]*2 ’Yzjﬂz]((s,]_{—ﬁzjc* )1*2 —

©,J~1,7
—€ ’L]S’L*jI*Q (77/]/827.757][1*]+717]/B’L2]Cl*]]’£*]) * Z
—eB2, ST = (ViBig0igli; + B Criliy) (2.4.39)

Pois, como ja discutimos I *o < 1.

Agora temos que nos preocupar com os temos —v; ;3 ;0; ;I ; ’y”ﬂ2 CiI7 5, em (2.4.39)
pois o outro termo sao positivos, ja que e < 0.

Note que o termo —v; ;8; ;0; ;17 ; ¢ absorvido pela expressao em (2.4.31).

E da ultima linha do sistema (2.4.6), temos que
=005 + BigCipliy + 0ig(Niy = (575 + Cig)) = (pay + %) Ciy = (2.4.40)

Multiplicando os dois lados da igualdade em (2.4.40) por —v;;3;;I; e reorganizando os

termos, chegamos a

—%i,iBij (6 ij T 51,]0* )]*2 = —%.,iBi30i, Nz*]jz*] + 'Ymﬁw<5* + C* ) ;+ 7354 (Nm + %,J)C:]Iz*]
(2.4.41)
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Lembrando que N;; =1, segue de (2.4.41) e das comparacoes feitas anteriormente que

%,jﬁz,] ,31*2 %,157,230* ]*2 > ’yl,jﬁl,](s,j]:] %,352 C*,J :] =
%Jﬁwéﬂlz*y +%Jﬁw(5* "’C* ) +%Jﬁu(ﬂw "’%J)Cz*]]:g (2.4.42)

Como anteriormente, notamos que o termo —v;;/3; ;0;;I7; em (2.4.42) é absorvido por
(2.4.31).

Isso conclui que didy — dods > 0.

Aplicando os critérios de Routh-Hurwitz (veja por exemplo [3]), podemos concluir que as

raizes de Q()\) sao positivas. O

Do que concluimos acima, podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 2.4.6. Assuma que todas as derivadas de ordem fraciondria do modelo (2.0.1) se-
C; ) sejam os pontos de equilibrio, correspondendo ao caso

S* C*) 5

3,57 137

jam tguais a 1 e que (S”, s R

endémico, ou seja, que I7; # 0 como dado pelo Teorema (2.3.5). Entdo (N,

localmente assintoticamente estdvel.

Demonstragao. Segue do Lema (2.4.5) e do Lema 2.4.4 que o polinémio caracteristico P(\)
possui todas as raizes negativas. Portanto, segue da teoria classica de EDO’s, e.g. [116] que o

ponto de equilibrio é localmente assintoticamente estavel. O

E interessante notar que se todas as derivadas fraciondrias sao ideénticas, digamos, com

ordem 6, entao o modelo (2.0.1) pode ser reescrito como

DNij(t) = pi;(1— Nij(t))

DSi(t) = pi;(1—=Si;(t) — Siy(t )(ﬁ‘9 () +1T) + 77,03 5(t) (2.4.43)
“Lij(t) = Siy(0)(B];Li;(t) + 1) + 0] ;87 ;Ci 5 (1)1 5(t) — (:ui,j +af )L 4(t)

DYCij(t) = O7;(Nij(t) — Sij(t) — I,-J»(t) — Cij(t)) = BLCi; () L j(8) — (il +725)Ci(1)

e os resultados apresentados acima podem ser adaptados de maneira analoga para o mo-
delo (2.4.43). Para o caso em que as derivadas sao distintas, a equacdo (2.4.5) fica funda-
mentalmente diferente. Por isso, a andlise apresentada acima nao funciona neste caso. Esse

caso serd estudado em contribuiges futuras utilizando a teoria de Liapunov [116].

2.4.3 Estabilidade global do ponto de equilibrio no caso em que as

derivadas sao de ordem inteira.

Continuando a analise da estabilidade do ponto de equilibrio endémico (S}, I}, R} ;, Cy;),
no caso em que todas as derivadas de ordem fraciondria sao iguais a 1, analisaremos a esta-
bilidade assintética global. Esta foi estudada para o modelo STRC no caso particular em que

m = n = 1 (somente uma populagao) em [76]. Em [76], os autores mostraram a estabilidade
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global utilizando o critério de Bendixson (veja [76] e referéncias), o qual serd adaptado para o
modelo (2.0.1) com derivadas de ordem inteira no que segue abaixo.
Para isso é importante definir a quantidade ¢» dada por
1 [t

G2 = tlg(r)lO P, v(B(s,xp))ds, (2.4.44)
onde B = P;P~' + PJBIP~! ¢ J2 ¢ chamada de matriz de segunda componente aditiva,
construida a partir da jacobiana do sistema como em [76]. A quantidade v(B), é chamada de
medida de Lozinski, esta tem sido usada para estimar autovalores de matrizes para analise de
estabilidade de sistemas de equacgoes diferenciais quando certas normas vetoriais de solugoes sao
usadas como funcao de Lyapunov. A medida de Lozinski, com respeito a uma norma vetorial
qualquer ||.||, é uma aplicacao v : R"™*™ — R, que associa a cada matriz com um nimero real

v(B) que é definido por

. |[I+hB|-1
v(B) = lim ——
( ) h—0+ h
Resumidamente, o critério de Bendixson garante que um ponto de equilibrio é globalmente
assintoticamente estavel quando ¢, < 0, veja [76] e referéncias.
No que segue, provaremos o teorema de estabilidade global para o modelo (2.0.1), onde

todas as derivadas tém ordem 1, utilizando o critério de Bendixson.

Teorema 2.4.7. Assuma que todas as derivadas de ordem fraciondria do modelo (2.0.1) sejam

iguais a 1. Seja P7; := (Sf;, I7;, R ;,

endémico, ou seja, que I; # 0 como dado pelo Teorema (2.3.5).

Cr ) os pontos de equilibrio, correspondendo ao caso

Demonstragao. Segue que do sistema (2.4.6), que lim;_,o N; ;(f) = 1. Assim, o sistema (2.4.6)

se reduz a

Si,j(t) = Mm‘(l — 5i,i(t) = Sii(O)(Bijlij(t) + IT) +7i;Ci ()
I (1) = Sij(®)(Bijli;(t) + H) + 013 Bi;Ci (1)1 j(t) — (pij + i) i j(t) (2.4.45)
Cij(t) = 5m‘(1 = Sii(t) = Lij(t) — Cij(1)) = By Ciy () Li5(t) — (pij + viy)Ci(t) -

Temos de forma direta, que a matriz jacobiana do sistema (2.4.45) é dado por

(57 175, CF) =
—pij — (Bigli; + 1) —Bi iS5 Vi
Bii I ij T 1T B JS* +038i5C; — (i + O‘m) 0 iBij 1 i,j
—0ij —0ig — BigCyy =0y — Bigli; — iy + %ig)

A matriz de segunda componente aditiva formada a partir de J(S; Ci)=1J 2 ¢ dada

1,57 z]’
por
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gun 0Bl —Vi,j
Ji2 = —6i5 — Bi;C;; goo  —PijSi;
—0ij PBigli; +11

gs3,
onde

g1 = _,ui,] Bm i,j II + Bz,gS* + O-Z,]/Bi,j

922 = —ij — Bz,g i, — 11— 5ij ﬁz,] i
g33 = 62J + ) jﬁl,j

— (pij + i)
— (i + ig) = 6ij — Bigli; — (pig + i) -
Agora definimos,

S* SZ*J SZ*J
P = diag I* T e

i, 2

Sro IF Sr. IF Sr IF
PPl — di ij _ tig Pig tig Pig o tig
! " (Sz'*,j IS5 IS, >

Assim, consideraremos

B B
B= PPt 4 pJRpt S (2.4.46)
By Ba
onde

By =g+ 57 S* [* I By = 0:iB:iC5 5 Vi (2.4.47)

922 + s_] - ] 5557
By = (_ /817] i,j° ) aB22 = T S;‘ I:J (2448)

Bij 2]+U gs3 + 3¢ — 7

Seja (u, v, w) um vetor em R®, consideremos a seguinte norma, |(u,v,w)| = max{|ul, [v] +
|w|}. Seja v medida de Lozinski [76] com respeito essa norma e v4(B) < sup{gi, g2}, onde
g1 = v1(B11) 4 |B12|, g2 = v1(B22) + |Bal| e | B12|, | Bs21| sdo normas de matriz com relagao a
norma do vetor L! e v, denota a medida Lozinski com relacao & norma L'

Da segunda equacao em (2.4.45), temos que

*

]* szS* + O-Z,j/Bi,j

C*] _ (/Lzﬁj + OZ,;’j) + l]J* . (2449)
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Portanto
Sr.o I Sr S* T
v1(Bi1) = g1 + Z*’] — % = Z*’] — i — Bijlf - %
St I S J Iy,

BIQ —_— m(lZL'{O'Z ‘]/627‘7 Z,]’ ’YZ,]}
Bay = (=0i; — Bi;C 5, 0i)" -

Ainda, seque de (2.4.49) que

* * *

Sy I S
v(Bas) = max{gas + =+ S* - Pﬁj + Bigli; + 11, g3 + S* - [* L+ BiSi,}
5*7 — /fLi,j — I* —|— ma:v{ (Sl] 5%J i 51'7]‘51-7]4 — Ui,jﬁi,jCiJ (2450)
1'7]
+ a4, 51’,;‘5;]- — Biil; ij — Mig — Yii}-
Portanto,
1 = i ;(Bi1) + | Bia|
- S*ﬂ = Mg — Bz,] ij - Z[—* + max{al ]ﬁz,g i, %g}
S Sl
=g~ tig — I = ==t max{(oi; = DB I 75 — Bislish
i,j i,j
S o Sutl
< =5 My — 1L — i
S;:J N a.] I* ’y a.]
e
g2 = o — M — I* —|— mam{ 01 j Bz,j i, — Vi — ﬁi’jSi’j - 0i7jﬂi,j0i7j (2451)
Z?]

+ Oéi,j, BijSi; — 01, J — Bigli; — i — vij}

[
< S* Mz,j + 5Z .7 P)/i,j - [* + max{ﬂz ]C + al,j? /Bl,] + Bz,] } .

Como S7; + I, + Ry ; + C7; = N, = 1 e todos sdo maiores nao negativos, temos que para
a; j + Bi;CF <1e5”(5* +C’*)

maz{a;; + Bi;CF;, B (S, + CFp) Y <max{ai; + Bij, Bij} = cij + Bij
Portanto,

*

o St
g2 < S* — pij+ 00,5 — g+ (quy + Biy) — —2—.

*
Z7j
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Assim,

1 (B) = max{gi, g2}

{S;jj . b SIS s +(an + B S;jjn}
= max v Mg T g — 4L s o T Mg T 0ig — i T (G i) T T
Si,j ]z',j Si,j Ii,j

s, s
= gi ~Hig — o tmaslyiy + 11,0 — vy +aig + Bist
2y 2y

St Siil1

) »J
= ﬂz J
* P *
S 1,7 [i,j

+ max{%j, 5i,j + Oéiyj + ﬁi,j} .

Defina w := max{v;, d;; + o;; + B;;}. Portanto,
1 /t 1 [t (S SEII
o= — u(B)dsS—/ - — = — (p—w)|ds
t Jo tho [\S;, I
1 1Sy 1 [tS: Il 1/t
§—/ ’]ds——/ N ds——/(u—w)ds
t Jo Si; tJo 1} tJo
1. [S:(t) 1
<-In[5 ) —-(p—w)-t<0.
=1 (S;jj(o)> (n=w)y

Segue do critério de Bendixson (veja [76] e referéncias) que o ponto de equilibrio é assinto-
ticamente estavel. O

Nao sabemos se o critério de Bendixson (veja [76] e referéncias) se estende para proble-
mas com derivadas de ordem fracionaria. Portanto, a generalizacao do teorema acima para o

modelo (2.0.1) geral ainda estd em aberto e sera fruto de nossa investigagao futura.
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2.5 Resultados numéricos para o modelo (MF)-SIRC-
ED

Nesta secao, examinamos numericamente o efeito que a interacao entre populacoes dis-
tribuidas espacialmente tem na dindmica da doenga seguindo o modelo (2.0.1) com ordens
inteiras para as derivadas. Os resultados apresentados aqui foram publicados no seguinte ar-
tigo [83] da autora e colaboradores. As simulagoes para o caso geral serdo elaboradas em
trabalhos futuros. Simula¢oes numéricas para alguns casos particulares do modelo (2.0.1) sao
apresentadas no Capitulo 3 na Segao 3.4 para m = n = 1 (somente uma populacao) e as deri-
vadas sao de ordem fracionaria e distintas, ja na Secao 4.5 do Capitulo 4 onde se discute uma
pequena variacao do modelo SIRC, em que ha 6 populagoes distribuidas em uma rede (caso em
que m =6 en = 1) e as derivadas sdo de ordem inteira.

Em todos os cendrios simulados que apresentaremos nesta sec¢ao, a solugao X (¢) do modelo
SIRC-MULTT (2.0.1) ¢é obtida numericamente pelo método de Euler com um passo de tamanho
h = 1073 para evitar os efeitos do tipo stiff (veja [114]). A rede tem 17 x 17 sitios, significando
quen = k = 17. A vizinhanca V; ; é considerada do tipo Neumann como em [80]. Os parametros
utilizados em todos os cendrios simulados sao dados por «;; = 52,14, 9;,; = 0,75, p;; =
0,00001, v; ; = 0,35 e 0;; = 0,12 obtidos de [28] com algumas modificacoes. Ou seja, o tempo
gasto pelos individuos em cada um dos compartimentos I; ;, R; ; e C; j, a probabilidade média
de reinfeccao de um individuo o; ;, e as taxas de natalidade e mortalidade y; ; sao consideradas
as mesmas em qualquer subpopulacao da rede. A taxa de infeccao da doenca devido a interacao
populacional j; 5 na vizinhanga V; ;, assumimos ser dada por f3;; = Bi /150 em V; ; e ;5 =0,

caso contrario.

Cenario 1: O modelo sem um segundo surto

Nesta subsec¢ao, consideramos o seguinte cendario hipotético: Cada sitio da rede representa
uma populagao e/ou cidade para a qual a taxa de infecciosidade da doenga é maior em locais

de baixa densidade populacional, satisfazendo a seguinte relacao

2

Bij =50%2.35/(1+ (\/(i —i0)> + (j — jo)?)",

onde (g, jo) ¢ o sitio central na rede. Portanto, o valor de 3; ; s@o tais que 8;; < 1 ou f3;; > 1,
depende da localizacao na rede, conforme Fig. 2.2.

Os valores de 3;; e as correspondentes densidades [V; ; na rede sao apresentados na Fig.
2.2. Além disso, o cenario correspondente pode ser interpretado como o caso de cidades com
maior populacao tendo interagdo mais intensa entre seus individuos, em contraste com locais
de menor densidade que possuem menor interacao entre seus individuos.

As condigoes iniciais para o cenario simulado correspondem a:

100
1+4/(i—i0)2+(j—jo)?’

1) A densidade é varidvel e dada pela seguinte relacao N; ; = onde (io, jo) =
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(a) Valores do parametro f; (b) Densidade da populagao N; ;

Figura 2.2: Valores de 3; ; e as correspondentes densidades N; ; na rede

(9,9) e o sitio central;

2) A infec¢do comega em dois sitios em ¢ = 0, correspondente as posigoes (5,13) e (12,5)

como retratado em Fig. 2.3. Em tais sitios, o total de individuos infectados é I513(0) =

[1275 (O) = 20,
ctada o025

Figura 2.3: A distribuigao espacial de pessoas infectadas na rede no momento ¢ = 0.

Fracdo da populacéo infex

15
10
8
2
5

H 10
sitios

3) No sitio (5, 13) e (12, 5), Sl’](()) = Ni,j — [,L’J(O)
4) Se (Z,j) 7A (5, ].3) (S (Z,]) 7& (12,5), entao SZ’](O) = Ni,j (S IZ,J(O> = O,
5) Em todos os sitios R; ;(0) = C;;(0) = 0.

O numero total de pessoas infectadas e com imunidade cruzada na rede é mostrado na
Fig. 2.4. Vale a pena notar que a proporcao total de infectados da populagao diminui rapida-
mente no inicio da doencga e que um pico epidéemico aparece em torno de ¢ = 7 meses. Esse
tempo corresponde ao necessario para que a doenca se espalhe desde os sitios iniciais infectados
até os locais mais densamente povoados do centro. Por outro lado, a curva da populacao que
tem imunidade cruzada apresenta crescimento aproximadamente linear, com uma pequena per-
turbacao apds o pico, e depois tende a se estabilizar. Isso se deve a interacao entre as populagoes
que resulta na disseminacao da doenca na rede. Este fendmeno foi observado anteriormente em

82, 81, 74].
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Figura 2.4: O comportamento da populagao infectada e que tem imunidade cruzada ao longo
do tempo na rede.

Um efeito interessante do cenario simulado é que a populagao de individuos infectados
comega a crescer no centro (local de maior densidade) da rede préximo ao tempo ¢t = 7 meses
como mostrado na Fig. 2.5. Como consequéncia, a partir dai, a epidemia ganha forga, pois
nessas localidades existe uma maior populagao suscetivel, tendo assim um maior indice de

contagio, resultando no pico epidémico pouco tempo depois.

Fracao da populacao infectada

0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

5 10 15

Figura 2.5: Populacoes infectadas em ¢ = 7 meses. A concentragao maior estd no sitio central
da rede.

A dinamica de infeccao e imunidade cruzada em sitios especificos da rede é descrita na

Fig. 2.6. A Fig. 2.6 (a) mostra que, no sitio central, o pico de infec¢ao ocorre por volta de t =7
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(c)

Figura 2.6: A relacao entre as curvas infectadas e de imunidade cruzada em alguns trechos da
rede.

meses. Enquanto isso, no local (13,13), o pico de infecgdo ocorre em t = 9 meses e é menos
intenso, ver Fig. 2.6 (b). A dinamica da imunidade cruzada nos locais mencionados acima
mostra um comportamento completamente distinto. Enquanto no sitio central a populacao
de imunidade cruzada se estabiliza, nos demais locais da rede ela continua aumentando. O
comportamento da dinamica da populacao infectada e a imunidade cruzada é representado na

Fig. 2.6 (c), como era de se esperar biologicamente.

Cenario 2: Modelo com um segundo surto

No segundo cendrio, consideramos uma situacao hipotética em que haverd uma segunda
infeccao. Todas as populagoes sao consideradas vulneraveis, como se fosse uma segunda cepa
(sabemos que para isso ser mais fidedigno novos parametros deveriam ser incorporados, mas por
nao haver parametros confidveis optamos por manter os mesmos). Neste cendrio simulado, as
condicoes iniciais correspondem ao caso onde a populacao infectada em t = T™ esta localizada
apenas no centro da rede, onde T™ é o tempo para o aparecimento de um sitio com nova infecgao

por uma mutagao. Observe que faz sentido considerar o surgimento de uma nova cepa no centro
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da rede, pois é onde a populacao tem maior densidade e, consequentemente, maiores interacoes,

possibilitando reinfecgoes.

Assumimos que 7% = 5 meses. Portanto, a condicao inicial para este cenario em t = T* é

dada por

1)

3)

No sitio central, nés temos que S, jo(5) = S9.9(5) = N(9,9) — Iy 9(5) — Ro9(4) + So9(4).
Ou seja, a populacao suscetivel no més T* = 5 corresponde a populacao total deste local
menos aqueles que ja foram infectados pela doenca e possuem a infeccao ou imunidade
temporaria. Aqui, assumimos que I, jo(5) = Ig9(5) = 0,05 + Ig9(4). Portanto, a po-
pulagao infectada no meés T = 5, é a populacao infectada no més t = 4 mais um aumento
na populacao infectada causado por uma nova cepa. No contexto de uma doenca, esse au-
mento de 0.05 na simulacao pode ser interpretado como se a cada 100 pessoas suscetiveis
5 se tornassem infectadas por essa nova cepa; a condicao da populacao recuperada e com
imunidade cruzada é tal que R, jo(5) = Ro9(5) = Ro9(4), € Cisjo(5) = Co9(5) = Co9(4),

respectivamente. Em outras palavras, mantém a populacao recuperada do mes t = 4.

Nos demais sitios da rede, assumimos que S; ;(5) = N(4,5) — 1 ;(5) — R; ;(4) + 5, j(4), por
exemplo, em cada sitio, os suscetiveis no meés T* = 5 corresponde a populacao total da
populagao suscetivel do més anterior menos aqueles que ja foram infectados pela doenca e
tém a infecgao ou imunidade temporaria do més anterior; Pela condigao sobre a populacao

infectada, recuperada e com imunidade cruzada em 7™ = 5 permanece a do més anterior
t =4, que corresponde a I, ;(5) = I, ;(4), R;;(5) = R; ;(4), e C;;(5) = C; ;(4).

Os parametros do modelo permaneceram como definidos anteriormente.

Pode ser visto na Fig. 2.7 e na Fig. 6(e) que a dinamica da doenca apés a reinfecgao em

T* =5 se espalhou pela rede afetando principalmente os quatro sitios vizinhos mais préximos,

e o contégio por interagao f; ; diminui conforme aumenta a distancia do centro (ver Fig. 2.2).

Como consequéncia, o pico de infectados ocorre logo apds o inicio da reinfec¢ao (veja a curva

vermelha tracejada em Fig. 2.8).

A populacao com imunidade cruzada apresenta valores mais elevados nos dois locais onde a

infeccao comecou ¢ < 5. Para os tempos ¢t > T* o padrao espacial é semelhante ao da populacao

infectada (ver Fig. 6(b), 6(d) e 6(f)).
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(e) O comportamento da populagao infectada em

t =T* = 15 meses.

Figura 2.7: Disseminacao da doenca em populagoes infectadas e com imunidade cruzada.

Cross-Immunes

——— 0.002

0.0015

5

0.001

sitios,

0.0005

5 10 15
sitios

53

(b) O comportamento da populacao com imunidade

cruzada em t = T™ = 5 meses.
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(d) O comportamento da populagdo com imunidade

cruzada em t = T = 10 meses.
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(f) O comportamento da populagido com imunidade

cruzada em t = T = 15 meses.

Na Fig.2.8, mostramos a dinamica dos dois cendrios discutidos anteriormente (cendrios 1 e

2) e comparamos suas solugdes numéricas. Observe que a principal diferenga é a porcentagem

da populacao que ¢ infectada pela doenca devido a introducao da nova cepa. Os picos ocorrem

em momentos diferentes enfatizando o efeito da interagao entre as populagdes (curva vermelha

Fig. 2.8).
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Figura 2.8: Dinamica de Infectados e Imunidade Cruzada dada pelo modelo SIRC-MULTT no
cenario com e sem reinfeccao.

Analisamos cenarios simulados com e sem reinfeccao por cepas mutantes, assumindo que
uma proporgao da populagao em cada um dos sitios (localizagoes) da rede ganha apenas imu-
nidade parcial (imunidade cruzada). O efeito da interagao entre as diferentes populagées pode
ser observado em ambos os cenarios, onde observamos que o pico de infectados ocorre em torno
de 5 meses apds o surgimento dos primeiros casos (cendrio sem reinfecgao) e se intensifica em
caso de reinfeccao. A populacao com imunidade cruzada em toda a rede apresenta o maior
crescimento, como esperado, no caso de reinfec¢ao, que corresponde a individuos que adqui-
riram imunidade & nova cepa introduzida. Além disso, a interacao promove o crescimento da
imunidade cruzada (ver linha pontilhada verde na Fig. 2.8 ) devido ao contato com outras

populacoes, possibilitando o surgimento continuo de novas cepas com esse aumento.
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3 MODELO COMPARTIMENTAL FRACIONARIO APLI-
CADO A INFLUENZA

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados relacionados ao modelo (2.0.1) onde hé
somente uma populagao. Isso corresponde ao caso em que /1(¢) = 0 no modelo (2.0.1). Alguns
resultados j& foram publicados pela autora e colaboradores e podem ser observados em [50, 36]
quando a ordem das derivadas fraciondrias sao consideradas as mesmas para todas as linhas do
sistema ou em [55, 52], mas com ordens fracionarias das derivadas distintas.

Os principais resultados deste capitulo podem ser resumidos da seguinte forma: O modelo
que estudaremos é um caso particular do modelo (2.0.1), o qual serd chamado de (MF)-SIRC.
Mesmo sabendo que alguns resultados tedricos que serao apresentados neste capitulo sao casos
particulares dos apresentados no Capitulo 2, repetiremos aqui alguns dos argumentos, pois
cremos que no modelo simplificado, alguns dos resultados ficarao mais claros. Esse é o caso dos
resultados de boa-colocacao apresentados na Secao 3.2, quando comparados com os resultados
para o modelo mais geral apresentados na Se¢ao 2.2. Alguns resultados que serdo apresentados
de forma mais clara para o modelo simplificado (MF)-SIRC sao os resultados de estabilidade
em termos das ordens das derivadas além de incluirem ainda uma estratégia de vacinacao, as
quais nao foram consideradas no Capitulo 2.

Do ponto de vista numérico, apresentamos uma escolha particular para os parametros do
modelo (e derivadas fraciondrias) que mostram, uma melhor concordancia do (MF)-SIRC em
comparagao com (F)-SIRC (modelo onde todas as ordens das derivadas sdo as mesmas) e SIRC
(quando todas as ordens das derivadas sao 1) quando comparados com dados reais de Influenza.
Além disso, os achados numéricos sugerem que a memoria imunolégica pré-existente (dada, por
exemplo, pela vacinagdo e modelada pelo (MF)-SIRC) ajuda a diminuir a suscetibilidade a

novas cepas ao diminuir a imunidade cruzada apds algum tempo.

3.1 Uma breve contextualizacao a respeito da influenza

Influenza é uma sindrome gripal ou uma doenca respiratéria infecciosa de origem viral sazo-
nal com sintomas dos mais variados, que podem ser leves ou moderados. No entanto, em alguns
casos o seu agravamento pode levar ao 6bito, especialmente nos individuos que apresentam fa-
tores ou condigoes de risco para as complicagoes da infeccao, que incluem gestantes, idosos,
imunossuprimidos e pessoas portadoras de doengas respiratorias, cardiacas, renais, hepaticas
e neuroldgicas cronicas [44]. A influenza é de fécil transmissao, que se dé principalmente por
pequenas particulas produzidas por pessoas infectadas, disseminadas no ambiente pela tosse, es-
pirro ou durante a fala, além do contato das maos com superficies contaminadas. Pela facilidade
de propagacao, a influenza se destaca como uma importante causa de morbidade, frequente-
mente necessitando de hospitalizacao, bem como uma das principais causas de mortalidade
[45].
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O agente etiologico das sindromes gripais é o Myzovirus influenzae, o qual chamaremos
por influenza, por simplicidade. Este agente esta subdividido nos tipos A, B e C, sendo que,
apenas os do tipo A e B apresentam relevancia clinica em humanos [44]. O virus influenza
apresenta altas taxas de mutacdo [13], o que resulta, frequentemente, na inser¢do de novas
variantes virais na comunidade, para as quais a populacao apresenta imunidade parcial. Essas
variacoes antigénicas maiores sao responsaveis pelas grandes pandemias de influenza da historia,
que por sua vez contabilizaram milhoes de mortes. Se enquadram neste cenario os episédio da
Gripe Espanhola (1918-1919) pertencente a variedade antigénica do subtipo A HIN1 [95], a
Gripe Asidtica (1957) [13], com o surgimento do subtipo A H2N2 e a Gripe de Hong Kong
(1968) [97] em que apareceu o subtipo A H3N2 provocando uma pandemia moderadamente
grave. Em 1977, ressurgiu um subtipo A HIN1, causando a pandemia da Gripe Russa [97].
Neste caso, nao era uma variagao antigénica e assim, afetou uma faixa etaria sem imunidade.
Mais recentemente, em 2009, ocorreu uma nova pandemia do virus A HIN1 anti-geneticamente
distinto do virus sazonal A com maior replicagao e agressividade nos casos fatais [75].

Por se sazonal e ter caudado varias pandemias na histéria, a influenza é uma das doencas
acompanhadas de perto pela vigilancia epidemiolégica. Em particular, a Sindrome Gripal (SG)
conta com a vigilancia sentinela, que se constitui de uma rede de unidades distribuidas em
todas as regioes do pais [99]. O principal objetivo desta rede é identificar os virus respiratdrios
circulantes, permitindo um monitoramento das taxas de hospitalizacao e ébitos. Desta forma,
orientar na tomada de decisao em situacgoes que requeiram novos posicionamentos do Ministério
da Saude e Secretarias de Saude Estaduais e Municipais.

O modelo (MF)-SIRC que estudaremos nesse capitulo é dado pela seguinte dinamica
DIU(t) = F(t,U(t)) + EV (U (), (3.1.1)

onde U(t) = (S11(t), [11(t), R1.1(t), C1,1(t)) correspondem aos compartimentos do modelo (2.0.1)
e F'(t,U(t)) corresponde a fungao do lado direito de (2.0.1), param =n =1e [I(t) =0 (e por
isso o subscrito serd desconsiderado no que segue). A ordem das derivadas 6 € [0, 1] é distinta
para cada um dos compartimentos, com k =1,--- 4.

Além disso,

—pS(t)
V(U()) = +pg(t) , (3.1.2)

0

é o pulso de vacinagao e £ = 1 ou £ = 0, controla a existéncia da campanha.
As condigoes o iniciais e os parametros seguem as mesmas ja apresentadas no Capitulo 2.

Diante do exposto acima, ainda assumiremos a seguinte hipdtese:

H1) A fungao U(t) € C([0,T]; R*), qualquer que seja T > 0.
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Integrando cada linha do modelo (3.1.1) com ordem 6y para k =1,--- ,4, o modelo (3.1.1)

resulta em um sistema de equacoes de Volterra do tipo

4

1 t
wi(t) = Zuj(m% + ﬁ/{) (£ = )0 f (s, u1(5), o ua(s))ds. (3.1.3)

=1 J

onde f; e u;(t) representa j-coordenada de F'(t, U(t)), correspondente ao lado direito de (3.1.1).

Tomando 6 := ming_; ... 40) entdo a equagao (3.1.3) pode ser reescrita como

w(t) = lz;uj(o% + r(lej) /0 (t =) T (s, us(s), ., ua(s))ds. (3.1.4)

para j = 1,---,4, onde, f;(s,u1,...,uq) = IF((:J_)) (t—8)%70f;(s,u1, -+ ,uq).

3.1.1 Um breve apanhado sobre a memoria advinda das derivadas

de ordem fracionaria

De acordo com (6.7.6), qualquer uma das coordenadas u;(t) da solucdo do modelo U(t) é

tal que, para algum tempo t; < to,

wi(ts) — s (1) = %9])/0 Uty —5) = (1 — )" T, ua(s), oo ua(s))ds  (3.15)

1 ta — ) (s (s wn () ds
+r(9j)/tl (ta = 8)" " fi(s,ua(8), s ua(s))ds .

Note que, se 6, = 1, para todo k = 1,---4, o termo entre parénteses em (3.1.5) é zero, e
a primeira integral em (3.1.5) desaparece. Assim, para calcular a solugao U(t) em to, depende
somente do valor em U(t;) e a fungdo f; correspondente ao lado direito de (3.1.1). No entanto,
se acontecer de 0 # 1, entao a primeira integral geralmente nao desaparece. Como resultado, a
histéria da dinamica de 0 até t deve ser considerada para a construcao da solugao final, U(ts).

Esse fendmeno nds chamamos de "memoria”.

3.2 Resultados tedricos para o modelo (MF)-SIRC com

pulso de vacinacao

Nesta subsegao, estudaremos alguns resultados acerca da boa colocagao do PVI (3.1.1). O
primeiro resultado neste sentido ¢ o Lema auxiliar a seguir, que diz respeito a matriz Jacobiana
do sistema (3.1.1).

Lema 3.2.1. Assuma que a hipdtese H1) satisfeita. Seja f(t) := F(U(t)) + ¢V (U(t)) o lado
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direito do sistema (3.1.1). Entao, a matriz Jacobiana associada € dada por

J(f)(t)=A+ B (3.2.1)
onde
—puf = pI(t) — Ep™ —p%S(t) 0 0
e BRI B2S(E) + 0320 — (1" +a®) 0 0
EpPs (1—0%)B%C({t)+a% 0 0
0 —p%C(t) 0 0
0 A

0 o%2p3%I(t)
(1 —o%)p%I(t)
—pUI(t) = (u™ +4™)

o O O O
o o o O

Além disso, existe uma constante M, independente de S, 1, R,C tal que ||J(f)(t)| < M,
para qualquer t € [0,T].

Demonstracao. O célculo de J(f) segue diretamente das derivadas parciais de cada coordenada
de f com relacao a S,I,R,C, respectivamente. Segue da hipétese H1) e do fato de cada
coordenada de J(f) é formada por fungoes continuas, definidas em um compacto [0,7] e do
Teorema de Weierstrass [116], que existe M independente de S, I, R, C tal que ||J(f)|| < M. O

Definicao 3.2.1. Definimos um conjunto G* da sequinte forma:
G ={(t.U@®) eRxRY|U(t) = Uo |< 7|t —to|< o5m,0> 0},
ondety >0, r:=r(T,M) eo<T, paraT >0 e M a constante dada pelo Lema 3.2.1.
Lema 3.2.2. O conjunto G* apresentado na Definicao 3.2.1, € um subconjunto compacto de
R4,
Demonstragao. Segue diretamente da Defini¢ao 3.2.1. O

Proposigao 3.2.3. Assuma a hipdtese H1) satisfeita. Entao a funcao f(t,U(t)) = F(¢,U(t))+

EV(U(t)), € continua e Lipschitz continua no conjunto G* apresentado na Defini¢do 3.2.1.

Demonstragao. A continuidade segue do fato que todas as coordenadas de f(¢,U(t)) sdo somas
e produtos de fungoes, que sdo continuas pela hipétese H1). Por fim, segue do Lema 3.2.1 e do
Teorema do Valor Médio que f(t,U(t)) é Lipschitz continua.

]
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Os resultados auxiliares acima sao preliminares para a demonstracao de boa colocagao do
modelo (3.1.1).

E importante notar, para o caso em que ¢, = 6, = 63 = 6,, a boa colocacao ja foi discutida
pela autora em [49, 50]. Portanto, dedicaremos o préximo resultado para demonstrar a boa
colocagao do modelo (3.1.1) para 0 < 6; < 1 para j = 1,--- ,4 de forma mais detalhada do que

o apresentado no Capitulo 2.0.1.

Teorema 3.2.4. Seja a Hipdtese H1) satisfeita. Entao existe uma tinica solugao U € C([0, h], R*)
do problema de valor inicial, que depende continuamente dos parametros e da ordem das deri-

vadas fraciondrias 0y €)0,1], para k =1,--- .

Demonstracao. Primeiramente, defina 6 = ming_ ... 4 0x. Entao, qualquer solugao de (3.1.1)-
(1.2.1) satisfaz a seguinte equagao de Volterra na forma vetorial

max;[0;]—1 tl 1 t
_ 1Y _ \0-17F
uy= Y. U TG /0 (t — )" f;(s,U(s))ds. (3.2.2)

1=0
onde

Fs.U(s) = g

(t— s)ej_efj(s, U(s)) (3.2.3)

e fi(t,U(t)) representa cada uma das j € {1,-,4} coordenadas da funcao f(¢,U(t)) definida
em (3.1.1).

Como pela Proposicao 3.2.3, temos que f(t,U(t)) é continua e Lipschitz continua em G*;
Portanto, cada coordenada ]/c;'(t, U(t)) também sao continuas e Lipschitz continuas.

Assim, todas as hipdteses necessdrias para a os resultados de existéncia e unicidade de uma
solucdo apresentadas na Segao 6.4 sdo satisfeitas para o modelo (3.1.1). Portanto, parte da
afirmacao deste teorema esta provado.

A demonstracao de dependéncia continua dos dados inicias, dos parametros e da ordem das

derivadas segue os passos do Teorema 6.7.2. O]

Teorema 3.2.5. Assuma as hipéteses do Teorema 3.2.4 e & = 0. FEntao, a regiao 0y é um

conjunto positivo invariante para a solug¢ao do sistema (3.1.1).

Demonstracao. A demonstracao é exatamente a feita no Capitulo 2.

3.3 Estabilidade dos pontos de equilibrio para o modelo
(MF)-SIRC com pulso de vacinagao

Nesta secdo, estudaremos a estabilidade dos pontos de equilibrio (S*, I*, R*,C*) do mo-

delo (3.1.1) linearizado. Como a derivada de ordem fraciondria utilizada é a segundo Caputo
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(veja Capitulo 6.1 para detalhes), segue que, a existéncia de pontos de equilibrio devem satis-

fazer
Dy (S(t)) = D2(I(t)) = D (R(t)) = D#(C(t) =0,
o que resulta em obter as solugoes do sistema de equacgoes algébricas
0 = p"(N—=8%)—p"S I +~"C* —¢ph s (3.3.1)
0 = B2SI"+0"p%C 1" — (u +o™)I" (3.3.2)
0 = (1—0%)p%C I+ a%1* — (u¥ + 6%)R* + £pP 5 (3.3.3)
0 = &"R* — BRCHT — (4% +~")C* . ( )

Da equagao (3.3.2), segue que
(%28 4+ 0%p%C* — (u” +a™)) =0 (3.3.5)

Da equagao (3.3.5), temos que I* = 0 ou I* # 0.
Quando I* = 0, temos o que chamamos de ponto de equilibrio livre de doenca, o qual
denotaremos por Py = (55,0, Ry, Cff).

Lema 3.3.1. O ponto de equilibrio livre de doenga Py = (S§,0, R, Cy) € dado por

— N (% 4 %) (' + 6%)

Sy = 3.3.6
U (- EpP ) (O 04) (0 - 8%) g0l (835)
L R (R D Ee >
e
Cr = —pINOREp” (3.3.8)
O (0 EpP) (P ) (02 - 3%) 0150 pla -
Demonstragao. Das equagoes (3.3.1)-(3.3.4), temos que P, deve satisfazer
UN = (1 +Ep™M)S;+A1CE = 0 (3.3.9)
Il po + &™) S5 + 4" Cy 3.
—(p% 4 6%)Ry + €p%S; = 0 (3.3.10)

MRy — (U +4"MCE = 0 (3.3.11)
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Da equagao (3.3.10), concluimos que

93 03 * 03 * * £p93SS
Substituindo a equagao (3.3.12) na equagao (3.3.11), obtemos que
694R* 594 935*
Cp=——0 — fp . (3.3.13)
por A0 (p 4 A0%) (u% 4 0%)
Da substituigao de equagao (3.3.13) na equagao (3.3.9) obtemos que
594 938*

WON — (i + €S + " A S (3.3.14)

(04 4= ~0a) (s - 6%)

de onde ¢é possivel concluir que Sj satisfaz (3.3.6). Assim, a afirmativa do lema segue ao
substituirmos (3.3.6) em (3.3.12) e (3.3.13), respectivamente. O

A seguir, estabeleceremos a estabilidade para o ponto de equilibrio livre de doenca P,
calculado no Lema 3.3.1. Antes de estabelecermos o resultado principal, enunciaremos mais

um Lema auxiliar.

Lema 3.3.2. Considere o equilibrio livre de doenca Fy, calculado no Lema 3.3.1. Entao, os
autovalores da matriz Jacobiana do modelo (3.1.1), calculada no Lema 3.2.1, aplicado ao ponto

Py, sao reais e dados por

Moo= -t =
Ay = —Af— (3.3.15)
Ny = o0 — s

Moo= (a” 4 u”) {,ﬁl g=N ( (6% + u%) (3" + p®) — Ep*% o ) - }
( .

(@2 + pf2) \ (8% + o) (7% + pf) (ufr + £pP") — EpPadfiy™

Demonstracao. Segue diretamente do célculo do determinante da Jacobiana aplicado ao ponto

Py que a equagao caracteristica associada é dada pela expressao

(=" = 60" = X)(B%5; + "7 Cl = (" + a) = ) (=(u" + 6%) = N)(~(u" + ) = 1)) = 0.

(3.3.16)

Agora o resultado segue da obtencao das raizes da equagao caracteristica (3.3.16). O

Nosso proximo passo é estudar a estabilidade dos pontos de equilibrio. Para tal, vamos

introduzir a taxa de reprodutividade basal para o modelo (3.1.1) sem vacinagao, isto é, quando
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& = 0. Neste caso, temos que

02
(e=0) B2 N
B = (3.3.17)

Do exposto acima segue que:

Teorema 3.3.3. Assuma o modelo (3.1.1) sem uma estratégia de vacinagdo, isto €, & = 0.
Considere o equilibrio livre de doenga Py para o modelo (3.1.1) como calculado no Lema 3.3.1,

~ . . . . =0 . . oo
neste caso. Entao Py é assintoticamente estavel se Rég J<1e instavel, caso contrdrio.

Demonstracao. O unico autovalor para o qual temos que tomar as devidas precaucoes no estudo
da estabilidade é dado por A4, no Lema 3.3.2. Observe que, quando £ = 0, entao

>\4=(092+u92)( poN )—1):(092+M92)(R§°>_1>.

Assim, a afirmativa segue do fato de ser o unico autovalor que pode ser nao negativo [131].

Uma vez que o ponto de equilibrio livre de doenca F, dado no Lema 3.3.2 pode nao ser
assintético estdvel, a questao que resta é: Existe uma estratégia de vacinagao (£ = 1) de forma
que a doenca esteja controlada? Se sim, qual serd a proporcao da populacao a ser vacinada
(estratégia para escolher p) 7

Observe que, diferentemente do caso em que as derivadas fraciondrias sdo iguais (6, = 1
para k = 1,--- ,4), conforme ja discutido em [36, 50|, a proporcao critica da populacao a ser
vacinada deve satisfazer p > 1 — ? Tal escolha nao parece atender ao resultado desejado de
manter Ay < 0 no Lema 3.3.2.

Por outro lado, desde

( (6% + p*) (% + p™) — £p* %o ) - ( (6% + ™) (7" + ) )
(6% + pf) (7% 4 pf4) (ufr + €p?") — Epfadfin™ (6% + pf) (% 4 pf4) (ufr + €p7") — Epfodfiy™

segue-se que a seguinte estratégia nao linear para escolher p

,093504’791
o (0% + pfs) (v +

=0 0
RS + 7 < 1+ (p/p)", (3.3.18)
é o suficiente para manter F, assintoticamente estavel. Em particular, para as escolhas de
parametros nas simulagdes numéricas na Tabela 3.2, para que p satisfaga (3.3.18) é necessério

ser maior que 20%, enquanto, no caso padrao onde 0, = 1 para k = 1,--- ,4, teria necessidade
de p > 30%. O]

Lema 3.3.4. O ponto de equilibrio endémico € dado por P, = (S§, I}, R}, CY), em que

,U/GZ + 0692 B 092 ﬁ91 /862M62[ik + a@gﬁel [ik + a62,U/61 + 56’2“91#92 _ ,u91 /662N + ﬁ62£p61092

T T P+ B Lo 1 o) |
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691 /802M02 [ik + &92 591 Iik + aeguel + ﬁ@gluel Iueg _ Iuel /BQQN + ﬁ02£p01 0.92
B+ B Tio% + o)

i =

(% + B%IF + p®) (@™ (BN I} + p™ + &p™) + B2 (BN Iiu™ + ™ p® — p™ N + p”Ep™)))

Ry =
1 (B%3% (47 + (B I + ¥ + €p™)o™)

e I € dado pela raiz positiva do sequinte polinomio de sequndo grau
a(I7)* + bl + ¢, (3.3.19)

onde

a = (=B (B%2(8% u? (6% + p) + 8% (—a®0% + pP%uP(—1 + 0%)))
+af2(B%(5% + ) + %8% (—1 + 0™)))
b= (a%B"5" (" + (")) — @ (B (5" + p") (" + i)
(U 4 €M) (867 + %) + P60 (1 4 o™)))
B0 (B (2 4 0 1 6% 0 (7P ) — 6% P %)
(0 (1 = N) + M) (B4(6% + %) + 0 (<1 + 0™))))
¢ = —a”(6% + p”) (V" + p) (u™ + ™)
= B (O " — P N 0 0 e p" e (" ) (" (% — N + ™)
s (U0 — BN 4 e pf) — §PE P — 0P gt §0ig g s gtey

se for real e positiva.

Demonstragao. De If # 0 e (3.3.2) obtemos

02 | 02
Sr o= g~ o3 (3.3.20)
Substituindo (3.3.20) em (3.3.2), segue que (3.3.19) ¢é satisfeita. Consequentemente, substi-
tuindo (3.3.19) em (3.3.20), concluimos que ¢ satisfeita.
Agora, (3.3.19) segue da substituigao da equagao (3.3.19) na equagao (3.3.4).
Substituindo (3.3.19), (3.3) € (3.3.19) em (3.3.3) encontramos que I} é dado pela raiz positiva

da equagcao (3.3.19). O

Dado o numero de parametros, a analise da existéncia de uma raiz positiva para o po-
linémio (3.3.19) e assim do ponto de equilibrio endémico I* # 0, bem como a andlise de

estabilidade serd feita numericamente, utilizando os parametros numéricos da Tabela 3.2.
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As opgoes de parametros propostas em [28] foram ajustados de acordo com os valores dados
na Tabela 3.2 para representar os dados observados, vale ressaltar que nao foram dedicados

esforgos para obter os valores 6timos para esse ajuste.

Tabela 3.1: Lista de parametros para estudo de caso

Parametros | Valore
W 0,02
« 5,14
1) 0,75
~y 0,35
o 0,12
8 1,355

Teorema 3.3.5 (Estabilidade numérica para o ponto de equilibrio endémico). Assuma as
hipoteses do Lema 3.3.4 com p = 0,4 e £ = 1. Em sequida, analisamos trés casos numéricos:
i) O modelo SIRC com O, = 1, para j = 1,--- ,4; ii) 0o modelo (F)-SIRC com 6, = 0,9, para
j=1,---,4 eiit) o modelo (MF)-SIRC com 6; = 0,95, 6 = 0,75, 5 = 0,7 e 6, = 0,6.
Em todos os trés casos temos a existéncia de um unico ponto de equilibrio positivo como no

Lema 3.3.4 dado por

i) Modelo SIRC - nds temos a = —0,194217, b = 1,16642 e ¢ = 0,155526, implicando
em P, = (0,980805; 6, 13627; 275, 694; 23,5609)".  Os autovalores da matriz jacobiana
associados ao ponto de equilibrio sao Ay = —9,56518 — 5,313047, Ay = —9,56518 +
5,313047, A3 = —1,81193 e A\, = 2,793.

ii) Modelo (F)-SIRC - nds temos a = —0,231198, b = 1,00734 e ¢ = 0,210719, implicando
em P, = (1,00471;4,55706; 133, 164; 15, 7586)T. Os autovalores associados sao \; =
—7,20051 — 4,42999i, Ao = —7,20051 4 4,42999i, \3 = —1,61275, e Ay = 2,40509.

iii) Modelo (MF)-SIRC - nés temos a = —0,274299, b = 0,144672 e ¢ = 0,280341 im-
plicando em P, = (1,37268;1,3085; 19, 3361;6,80666). Os autovalores associados sdo
A = —2,734 — 2,48699i, Ay = —2, 734 + 2,48699i, A3 = —1, 11869, e A, = 1,40562.

Portanto, para os parametros numéricos analisados, o ponto de equilibrio endémico Py € instdvel

em todos 0s cendrios numeéricos.

Demonstracao. Segue diretamente dos calculos. O]

3.4 Resultados numéricos para o modelo (MF)-SIRC

O modelo (MF)-SIRC tem destaque nessa proposta, pois desde suas primeiras simulagoes
aplicadas a influenza tem se mostrado uma boa ferramenta comparado aos dados reais. Con-

forme veremos nas simulagoes numéricas a seguir, o modelo gera uma previsao mais proxima aos
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dados, coletados pelo DATASUS, quando utilizado ordens diferentes para cada um dos compar-
timentos. Neste caso, podemos inferir que ha forcas diferentes para a resposta imunolégica em
cada compartimento. Isto é justificado pelos resultados numéricos observados na Figuras 3.1a-
3.1b-3.1c. Em todos os casos, mantivemos todos os parametros do modelo SIRC constantes e
mudamos as ordens das derivadas fracionarias. As simulagoes apresentadas na Figura 3.1a sao
para 01 = 0y = 03 = 0, = 1 e neste caso "nao ha memoria imunoldgica”. Na Figura 3.1b con-
sideramos 0, = 0y = 03 = 0, = 0,7 e, neste caso, todos os compartimentos possuem a ”mesma
memoria imunoldgica”. Finalmente, na Figura 3.1c¢ consideramos 6; = 0,9,6, =0,8,03 = 0,75

e 6, = 0,7 para o qual, a "memoria imunoldgica” de cada compartimento ¢é distinta.

Caso 1 Caso 2
80 T T T T T

S(t)

S()
0 [ 70 oy
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(a) Caso 1: 01 =02 =03 =0,=1 (b) Caso 2: 61 =0, =05=0,=0,7

Caso 3
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0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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(c) Caso 3: 6, = 0,9 60 = 0,8 65 =
0,75 64=0,7

Figura 3.1: Simulagoes analisando diferentes esquemas para as ordens das derivadas.

Biologicamente, o fato do uso de multiplas memorias implicar em uma descricao dos dados
de maneira mais fidedigna, como conseguimos ver na Figura 3.1c (onde #; = 0,9,60, = 0,8, 05 =
0,75 e 8, = 0,7), pode ser justificado como uma consequéncia de uma pequena parcela de
memoria imunolégica mesmo dos individuos no compartimento dos suscetiveis. Na literatura,
ha relatos de uma longa duracao de tal memoria, como a reportada considerando-se os so-
breviventes da influenza HIN1 de 1918 [134]. Assim como, é plausivel supor que individuos
que passaram recentemente por algum tipo de influenza apresentam uma memdria imunoldgica
ativa.

Como dito, o virus influenza esta em constante mutacao, o que torna a gripe uma doenca

de dificil controle [137]. Sendo assim, a melhor estratégia para retardar seu espalhamento é
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a imunizagao [121]. A imunizagao pode ocorrer de forma passiva, em que sdo administrados
diretamente os anticorpos na pessoa, o que proporciona protecao, apenas até que o corpo elimine
os anticorpos injetados[85]. E no caso da Gripe, a imunizagao ocorre de forma ativa[107], onde
sao desenvolvidas vacinas com tecnologias diferenciadas, que fazem com que o corpo produza
automaticamente esses anticorpos e outras substancias para prevenir ou atenuar a doencga, s6
que dessa forma, as células da memoria adaptativa sao ativadas[136, 129], logo a imunidade é
persistente.

Em todas as simulacoes, usamos um método do tipo trapezoidal para o operador de con-
volugdo (ver equagao (3.1.3)), inspirado nas ideias de [47], com tamanho de malha h = 107*,
para calcular a solu¢do numérica do modelo (MF)-SIRC.

Os parametros utilizados nos cendarios simulados sao apresentados na Tabela 3.2.

Tabela 3.2: Parametros do modelo

Parametros Descrigao Valor
u Taxa de natalidade e mortalidade 0,02
« Taxa de recuperacao dos infectados 7,8
1) O tempo médio de aparecimento de uma nova cepa dominante | 0,55
0% Periodo de Imunidade cruzada 0,85
o A probabilidade média de reinfecgao de C(t) 0,12
B Taxa de contato (transmissao) de susceptiveis serem infectados | 1,355

O objetivo aqui é demonstrar o efeito dos diferentes valores para as escolhas de 6, apre-
sentados na Tabela 3.3 sobre a dinamica populacional, usando simulagoes do modelo (MF)-
SIRC (3.1.1). Para as proximas simulagoes nao foi considerado o pulso de vacinagao, logo
p=0.

A interpretacao dos cenarios pode ser a seguinte: Cenario 1 significa que a populagao nao
possui memoria imunoldgica. Apenas o individuo em C(t) desenvolve memdria imunolégica no
Cenario 2 e Cenario 3, sendo a intensidade maior no Cenario 3; No Cenario 4, Cenario
4% e Cenario 4 x x, a propor¢ao da populacao que se recuperou das doencgas possui memoria
imunolodgica, com os menores valores de memoria no Cendario 4x e o maior no Cenario 4**;
No Cenario 5 a populagao tem a mesma memoria imunologica; No Cenario 6 cada proporcao

da populagao tem uma memoaria imunoldgica distinta.

Tabela 3.3: Cenérios simulados 0, 0 05 0,
Cenario 1: 1 1 1 1
Cenario 2: 1 1 1 0,9
Cenario 3: 1 1 1 0,8
Cenario 4: 1 1 0,8 0,8
Cenario 4*: 1 1 0,9 0,9
Cenario 4**: 1 1 0,7 0,7
Cenario 5: 0,8 0,8 0,8 0,8
Cenario 6: 0,9 0,85 0,8 0,75
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Na Fig. 3.2, apresentamos os Cenarios simulados da Tabela 3.3 e o impacto da imunidade
cruzada C(t).

Populacédo

5 - ’ -4

— Scenario 1
Scenario 2
— Scenario 3
Scenario 4
Scenario 5
— Scenario 6

0 1 2 3 1 5 6 7 8 9 10

Tempo em meses

Figura 3.2: Efeitos de meméria na imunidade cruzada C(¢) na populacdo simulada com o
(MF)-SIRC para escolhas das ordens de derivada apresentados na Tabela 3.3

Pode-se observar que o Cendario 4 é o que apresenta os menores valores de imunidade
cruzada, indicando que em uma populagao sem contato prévio com nenhum subtipo da doenga,
levara mais tempo para uma reinfeccao. As simulagoes de longa duragao, incluindo Cenarios
4% e 4 x %, sao representadas na Fig. 3.3. As simulacoes mostram que os melhores cenarios
(que apresentam menor imunidade cruzada) sdo aqueles com memodria apenas na proporgao
da populagao jé recuperada (nos compartimentos R(t) e C(t)) e sao mondtonas com a ordem

fraciondria - verifica-se a dependéncia continua da solucao com relagao as derivadas fraciondrias

apresentadas no Teorema 3.2.4.
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Figura 3.3: Efeitos de meméria na imunidade cruzada C'(t) de longo prazo em uma po-
pulagdo simulada com o (MF)-SIRC para as ordens de derivada listadas na Tabela 3.3

Enquanto isso, o Cendrio 5 ¢ Cendrio 6 sdo comparaveis no curto prazo (veja Fig. 3.2),
e Cenario 5 apresenta um comportamento monotonicamente crescente no longo prazo da
simulac¢ao (veja Fig. 3.3). Em particular, Cendrios 5, 6 apresenta uma grande imunidade
cruzada ao longo dos 5 primeiros meses (veja Fig. 3.2) - ainda maior que o Cendrio 1 -
mas o Cendrio 6 atinge a estabilidade da imunidade cruzada apds 1 ano (veja Fig. 3.3).
Cenarios 1,2,3 mostram um pico na imunidade cruzada em torno de 12 meses e, em seguida,
comportamento oscilante por um periodo de tempo mais longo (see Fig. 3.3).

Em todas as simulagdes em que apresentamos os cendrios simulados comparados com os
dados reportados para Influenza HIN1 (plotados como o), estaremos nos referindo aos dados

reais do Datasus ja citados.
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Figura 3.4: Simulag¢oes do comportamento da populagao infectada do (MF)-SIRC para as

ordens de derivada listadas na Tabela 3.3 em comparacao aos dados reais.

Os resultados simulados mostram que o comportamento das doencas Influenza HIN1 é mais

compativel com os Cendrios onde todas as sub-populagoes tém alguma meméria ( Cendrios

5, 6) ou ndo hd memdria imunoldgica (Cendrio 1 ). A seguir, investigamos as escolhas para

#,. com mais detalhes.

A Fig. 3.5 compara dados relatados de Influenza HIN1 com Cenérios simulados do modelo

(MF)-SIRC com 6}, conforme mostrado na Tabela 3.4, agora trazendo varia¢oes para as ordens

da derivada.

Tabela 3.4: Cenarios simulados 6, 6 03 n
Cenario T7: 0,95 0,83 0,8 0,7
Cenario 8: 0,95 0,85 0,8 0,7
Cenario 9: 0,8 0,83 0,85 0,7
Cenario 10: 0,95 0,83 0,85 0,6




70

40 T T T - T - T T T T T
— Scenario 1
35 F — Scenario7 | 4
————— Scenario 8
Scenario 9
301 Scenario 10 | 7

Populacéo

Tempo em meses

Figura 3.5: Simulag¢oes do comportamento da populagao infectada do (MF)-SIRC para as
ordens de derivada listadas na Tabela 3.4 em comparacao aos dados reais.

Os resultados mostrados na Fig. 3.5 indicam que o modelo (MF)-SIRC tem melhor con-
cordancia com os casos reportados de infectados de Influenza HIN1 semanalmente para valores
0, usados em Cenario 7 e Cenario 10.

Sobre a dinamica de imunidade cruzada apresentada na Fig. 3.6-3.7, podemos concluir que
uma populacao com memoria em todos os seus compartimentos, conforme Tabela 3.4, é mais
suscetivel a novas cepas em um curto periodo de tempo (primeiros seis meses - ver Fig. 3.6) e
depois se estabiliza em niveis mais baixos em comparacao com uma populagao sem memoria

(Cendrio 1), como apresentado na Fig. 3.7.
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Figura 3.6: Efeitos de imunidade cruzada na populagao simulada com o (MF)-SIRC ordens
de derivada apresentadas na Tabela 3.4.
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Figura 3.7: Efeitos de imunidade cruzada de longo prazo em uma populacao simulada com o
(MF)-SIRC para ordens de derivada listadas na Tabela 3.4

A fig. figuraC2-long indica que a estratégia de imunizacao deve ser dada o mais precoce-
mente possivel para que a populacao ganhe memoria imunoldgica antes que a cepa seja capaz

de sofrer mutagdes. E senso comum entre os especialistas mostrar que o modelo (MF)-SIRC

proposto é capaz de capturar caracteristicas importantes das doencas.
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3.5 Consideracoes Finais do Capitulo

Aqui nesse capitulo apresentamos e discutimos em especial o modelo (MF)-SIRC com pulso
de vacinagao, ja que este pode ter seus resultados simplificados para alguns outros modelos de
interesse. Nés mostramos a sua formulacao, boa-colocagao e exaltamos a sua relagao com a
Influenza.

Superamos limitacoes previamente encontradas, como por exemplo, saber se a solugao do
sistema se manteria dentro de uma regiao delimitada. Discutimos a estabilidade dos pontos
de equilibrio para o modelo (MF)-SIRC com Pulso de Vacinagao. Exibimos os dois pontos de
equilibrio. Para o ponto livre de doenga ¢ interessante salientar que mostramos uma estratégia
nao linear para escolher p de forma a manter F assintoticamente estavel. E que existe diferenga
na proporcao de vacinagao se considerarmos o caso padrao 6, = 1 para 7 =1,--- ,4 ou os que
estamos discutindo aqui nesse trabalho. Para o ponto de equilibrio endémico, devido a grande
quantidade de parametros a anélise foi feita de forma numérica, em que P; é instavel em todos
0S cenarios.

Para as simula¢oes numéricas utilizamos o (MF)-SIRC sem pulso de vacinagao para simular
os efeitos da memoria imunoldgica na populagao frente a mutacao de cepas de uma doenca. Os
Cenarios simulados apresentados sao baseados em dados semanais de infectados por Influenza
HINT1 no estado do Rio Grande do Sul, em 2010.

Os cenarios simulados mostram que para uma doenca onde a populacao nao tem contato
prévio (sem memoria imunoldgica), os melhores cenarios para se proteger da mutagao da doenga
sao aqueles em que a populagdo adquire meméria antes da infecgdo (simulados Cendrios 4,
4%, 4**). Por outro lado, tais Cendrios nao se enquadram nos dados do Influenza HIN1.

Os cendrios simulados onde a populagdo nao ganha memoria imunolégica (Cendrio 1 ou
ganha memdria apenas antes de se recuperar Cendrios 2, 3) apresentam um comportamento
oscilatério e maior imunidade cruzada no longo prazo (ver Fig. 3.3) o que nao ¢é interessante.

Os cenédrios simulados com muiltiplas ordens para as derivadas (que corresponde & situagao
em que todos os compartimentos tém niveis distintos de memoéria imunoldgica) mostram o
melhor ajuste para os dados relatados do Influenza HIN1 (ver Cenario 7, 10 na Fig. 3.5) com
menor imunidade cruzada de longa duragao (ver Cendrio 7 na Fig. 3.7), embora apresente
maior probabilidade de reinfec¢do por mutagao apds 6 meses (ver Fig. . 3.6).

Este estudo sugere que o melhor cenario que tem uma prevencao a longo prazo da reinfeccao
por cepas mutantes de uma doenca circulante é aquele em que a populagao do compartimento
tem um nivel distinto de memoria imunoldgica. Indica que a estratégia de imunizacao deve ser
dada o mais precocemente possivel para que a populacao ganhe meméria imunoldgica antes que

a cepa seja capaz de sofrer mutagoes.
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4 MODELO SIRD COM FAIXAS ETARIAS DIFEREN-
TES QUE INTERAGEM: APLICACAO A COVID-
19

Com a pandemia de COVID-19, vivemos uma verdadeira explosao de modelos matematicos
para simular a dinamica evolutiva da pandemia. Nesta secao, contribuiremos nesta empreitada,
modelando a dinamica de distanciamento social em um cenario de populagoes etarias que
interagem. Para tal, utilizaremos um modelo compartimental tipo SIR [69] com distintas
populagoes que interagem de acordo com uma topologia. O modelo apresentado neste capitulo
¢ um caso especial do modelo (2.0.1).

Gostarfamos de observar que a utilizacao do um modelo do tipo SIRC, como exposto nas
segoOes anteriores, implicaria na hipotese de altas taxas de reinfeccao pelo SARS-CoV-2, o que,
pelo que se sabe, nao é o caso [5]. Outra possibilidade seria a imunidade cruzada adquirida de
outros virus do tipo SARS-CoV, [133, 9]. No entanto, estes estudos ainda sdo muito prelimina-
res e necessitam de maior experimentacao. Por fim, a modelagem da COVID-19 com derivadas
fraciondrias pode ser encontrada em [118, 2, 6, 43]. Os resultados que seguem foram publica-
dos pela autora e colaboradores no trabalho [56]. Os resultados apresentados aqui utilizando
derivadas de ordem fraciondria serao frutos de investigagoes futuras.

Antes de seguirmos com a modelagem, faremos uma breve contextualizacao do leitor com
relacao ao que conhecemos da COVID-19, sua dinamica e as suas implicagoes no nosso cotidiano.

Tal contextualizagao serve de motivagao para a escolha da modelagem.

4.1 Uma breve contextualizacao a respeito da COVID-
19:

Os Coronavirus (CoVs) sdo um grupo diversificado de virus que afetam muitos animais [48],
tendo seu nome derivado da sua morfologia distinta em forma de ”coroa”[21]. Sao conhecidos
por causar grandes perdas economicas, muitas vezes associadas a mortalidade em neonatos de
algumas espécies como galinhas e porcos por exemplo [30].

Existem muitos coronavirus, e esses estao agrupados em quatro categorias denominadas
pelas letras gregas:a, 3, v e § [79]. Os virus alfa-coronavirus e beta-coronavirus infectam
principalmente mamiferos, incluindo humanos, enquanto gama-coronavirus e delta-coronavirus
infectam aves [128].

Sendo descoberto na década de 60, com a primeira evidéncia em humanos na Inglaterra em
1962 [68], os coronavirus atraiam pouco interesse, mesmo que ja fossem relatados sintomas que
variam de um resfriado a uma infec¢ao grave do trato respiratério inferior [79]. Isso mudou
drasticamente depois dos episédios em 2002 e 2012, respectivamente. Nestes, dois coronavirus

altamente patogénicos de origem zoondtica, o da sindrome respiratéria aguda grave (SARS-
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CoV) e o da sindrome respiratéria do oriente médio (MERS-CoV), surgiram em humanos e
causaram doenga respiratéria fatal, tornando os coronavirus um problema de saude ptublica no
século XXI [65]. A infecgao por SARS-CoV surgiu na China, durante o periodo de novembro de
2002 a julho de 2003 e se espalhou para 29 paises, com uma taxa de letalidade 9,6%. Ja o MERS-
CoV, desconhecido até entao, foi identificado pela primeira vez na Arabia Saudita, em 2012.
Este virus espalhou-se para 27 paises, cuja taxa de letalidade é estimada em 34,4% [79]. Para
ambos os (-coronavirus SARS-CoV e MERS, os morcegos sao os hospedeiros naturais [78, 60].
No entanto, constatou-se que o SARS possui os civetas e o MERS possui os dromedarios com
hospedeiros intermedidrios [32].

Com o surgimento do novo coronavirus SARS-CoV-2 causador da COVID-19, todas as
atengdes se voltaram para este patégeno. Iniciou em Wuhan (Hubei, China), ainda no ano de
2019 espalhou-se rapidamente tornado-se uma pandemia global [125]. Esta situagao sem pre-
cedente na histéria recente da humanidade, fez com que grande parte da comunidade cientifica
tenha voltado seus esforcos para coletar informacgoes, gerar e testar evidéncias que nos permi-
tam planejar e executar estratégias de prevencao, controle e tratamento para o virus, devido
aos efeitos econdmicos e sociais da pandemia [71].

A COVID-19 tem seus sintomas majoritariamente envolvendo o sistema respiratério. No
entanto, pelo que se sabe até agora, os sintomas variam muito, podendo levar de uma infeccao
assintoméatica até uma pneumonia grave, causando insuficiéncia respiratéria aguda e levando
o paciente a internacao hospitalar e até morte. E uma doenca sistémica, que vai muito além,
afetando varios o6rgaos incluindo os vasos sanguineos, trato gastrointestinal, coracao, figado,
rim, musculos, sistema nervoso e bago [79].

A Figura 4.1 apresenta um levantamento dos fatos ocorridos envolvendo a COVID-19 desde

dezembro de 2019 até o momento.
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8 dezembro 2019: inicio do primeiro 11 fevereiro 2020: comité internacional de 11 de margo 2020: OMS 22 Eiro 2020:
caso reportado em Wuhan; taxonomia de virus nomeou SARS-CoV-2 e definiu a COVID-19 como Hovenen e Do

55.600.000 de casos e mais de

31 dezembro 2019: primeiro S oo s L eVIRETS, e pancEin e 1.300.000 mortes nc mundo;
relatério com 27 casos de 28 fevereiro 2020: A avaliagdo de risco da .
pneumonia com causa OMS aumentou para "muito alto" em nivel 22 novembro 2020: mais de
desconhecida em Wuhan, China. global. 6.000.000 de casos e mais de

160.000 mortes no Brasil.

9 janeiro 2020: China anunciou a identificagdo de um novo coronavirus agente causador de uma epidemia de Pneumonia;
13 janeiro 2020: caso de viajante de Wuhan tem confirmagdo na Tallandia;

20 janeiro 2020: transmissdo homem-a-homem & confirmada;

23 janeiro 2020: Wuhan entra em locked down;

29 janeiro 2020: o coronavirus se espalha por todas as 34 provincias da China;

30 janeiro 2020: OMS declara emergéncia de satde publica internacional .

Figura 4.1: Linha do tempo sobre a COVID-19(65].

Note que em um curto periodo de tempo, o avanco da Covid-19 tem se mostrado alarmante.

Nesta proposta, temos a intencao de contribuir para o estudo de um dos fatores que envolvem
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a COVID-19, com a modelagem que segue.

4.2 Modelo SIRD proposto

Nesta proposta, estudaremos uma variacao do modelo compartimental SIR!, com a inclusao
de um compartimento para o distanciamento social controlado (D). Além disso, o modelo é
proposto de forma que as populagoes em cada compartimento interajam. Em outras palavras,
estamos propondo um modelo estruturado como se fosse uma rede unidimensional. Nosso
intensao é analisar a dinamica da doenca considerando a estrutura de interacao como distintas
faixas etarias, haja vista que a COVID-19 possui comportamentos adversos distintos em faixas
etdrias distintas [35].

Nesta contribuicao, partiremos da hipotese que a populagao total Np, estd dividida em n
subpopulagoes etérias, de forma que Ny = "7 | N;, em que N; é o nimero de individuos da
populacao com faixa etaria 7.

Consideraremos que a dinamica de interagao entre as distintas faixas etarias é regida pelo

(PVI),
DViX(t) = F(t, X;(t)), para i=1,..,m. (4.2.1)

onde D% é o operador de Caputo de ordem 6; = 1, para todo i = 1---,n, como definido
no Capitulo 6.1. Portanto, nao estamos considerando um modelo com derivadas de ordem

fraciondaria ( aqui a ordem ¢é 1). Além disso,

Si(t)
L;(t
X;(t) = (1)
R;(t)
D;(t)
e
pilNi — piSi(t) — Si(t) 3252, Biid;(t) — %iSi(t)
F(t,Xl(t)): ()Z]_lﬁj ]() (M+a) ()
a;l;(t) — piRi(t)
YiSi(t) — e Di(t),
com condigoes iniciais
(4.2.2)
para i € {1,---,n}. Os parametros o; > 0 e 7; > 0 sdo respectivamente o inverso do tempo em

que os individuos ficam no compartimento [;, ou seja taxa de recuperacao, e a taxa de passagem

para o distanciamento social. 3;; > 0, é a taxa de contato entre individuos dos compartimentos

Proposto em [69]
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S; e I, para todas as populacoes j € {1,---,m}. Ja, u; > 0 representa a taxa de mortalidade
e natalidade (iguais), mantendo assim cada populagdo V; constante, sempre que §; = 1 para
todoj=1,---.,m

4.3 Boa colocacao e algumas consideracoes sobre modelo

proposto

Nesta subsecao abordaremos alguns resultados tedricos interessantes a respeito do modelo

proposto.

Teorema 4.3.1. [Boa colocacao e consisténcia] Assuma que o sistema (4.2.1) € tal que as

condigoes iniciais estao em Ri, para todo i € {1,--- ,n}. Entdo, este possui uma unica solugao
C'(]0,00], RY), para todo i € {1,--- ,n}, que depende continuamente dos dados iniciais e dos
parametros.

Demonstracao. A demonstracao segue as linhas gerais da teoria classica de sistemas de EDQO’s,
e.g., [116]. Outra forma de ver este resultado é considerar os resultados de boa colocacao para

o modelo (2.0.1) apresentados no Capitulo 2, com todas as ordens das derivadas iguais a 1 e
C(t) = D(t). m

Nos préximos paragrafos, assumiremos que p; = 0 por facilidade. Segue do Teorema 4.3.1
que S;(t) e I;(t), solugdes de (4.2.1), sdo nao-negativas, para todo ¢ € {1,---,n}. Segue da
primeira equagao em (4.2.1) que S;(t) é decrescente. Somando as duas primeiras equagoes

m (4.2.1), obtemos a seguinte lei de contragao

Da hipétese de termos somente parametros positivos, segue da equagao (4.3.1), que I;(t) <
00, e [° I;(t)dt < oo, para todo t > 0. Ainda, de S;(t) decrescente, (4.3.1) implica ainda que
S = tlirgo Si(t) > 0. Finalmente, (4.3.1) também implica em tlg(r)lo Li(t) = 0.

Como S;(t) decresce, resta que I;(t) comega crescendo e depois de um certo tempo, passa a
decrescer. Dada a suavidade da solugdo do modelo (4.2.1), concluimos que exite um ponto t;
em que I;(t) atinge o seu maximo. Assuma que neste ponto de maximo ]i(t;) # 0 para todo

i€{l,---,n}. Segue da segunda equacao em (4.2.1) que l;i(t;) = 0. Portanto,

(it i) 1

Bii BigL; () ’
1+ Z BT (1)

forie {1,---,n}. (4.3.2)

Da equagao (4.3.2) tiramos algumas licoes que valem a pena serem exploradas:
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i) Se nao hé contato cruzado entre as distintas faixas etdrias, isto é, se fij = 0 para todo

j # 1, entao temos que o niimero de suscetiveis no momento t; ¢ dado por S,-(t;')) = (“’;—al) .
11

ii) Na medida em que temos §;; # 0 para j # 1, S,-(t;) diminui (j4 que o denominador

em (4.3.2) aumenta) e, portanto, o nimero de infectados I(t}) aumenta.

iii) Segue de i) e ii) que a tnica maneira de manter S;(t}) no seu maior valor possivel é que
nao exista interacao entre populagoes de faixas etarias diferentes. Portanto, qualquer
que seja a reabertura economica, onde haja interacao entre as populagoes, implicarda no

aumento do numero de casos infectados.

iv) Assuma que a retomada das aulas seja dada de maneira escalonada, isto é, alguns dias por
semana, uma proporc¢ao dos alunos retornem as salas de aula e fique em casa nos demais
dias da semana. Nesta situacdao, podemos esperar que o (3; da populacao especifica
aumente (haja vista a maior probabilidade de contato com algum infectado). Por outro
lado, o fato de permanecer em casa alguns dias da semana, faz com que a interacao com
familiares (em geral mais idosos) também aumente, de forma proporcional, Desta forma,
o termo no denominador de (4.3.2) é maior que 1. Como consequéncia, o numero de

infectados aumenta.

V) E razoével estabelecer que o numero de pessoas que permanecem em distanciamento social
durante a evolucao da epidemia tenha diminuido com o tempo. Segue da ultima equacao
em (4.2.1) que D;(t) < 2:5;(t). De (4.3.2) temos que D;(t}) também diminui com relagao

ao numero de iteragdes com outras populagoes j # @ (isto é, com f;; # 0).

4.4 Existéncia de pontos de equilibrio para SIRD com

faixas etarias interagindo.

Nesta subsecao, faremos um breve apanhado a respeito da existéncia de pontos de equilibrio
para o modelo (4.2.1). Primeiramente, note que das duas tltimas equagoes em (4.2.1) temos
que

Ri(t) = Ri(0)+q, [)e" DI (s)ds

Di(t) = Di(0) + fot et 5D S, (s)ds. (4.4.1)

Portanto, basta analisar os pontos de equilibrio (S}, I) do modelo reduzido.

Desta forma, vamos considerar S; = 0 = I; nas duas primeiras equacdes de (1.2.1). Da

primeira equacao em (4.2.1) obtemos

i N

Sh= = <.
(s + i) + Zj:l Bii I

(4.4.2)
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Substituindo na segunda equagao de (4.2.1), obtemos que [} é dado pelas raizes do polindémio

de segundo grau

(I)* + (Mi;%)—( + 7t Z /8”1 L + Z 5”1*_0 (4.4.3)
R n al M’L ] 17‘7#7’ | al l’[’l ] 17]7£2
b b

Haja vista que, para a aplicacao de interesse nao pode existir quantidades negativas, os
pontos de equilibrio de interesse sdo as possiveis raizes positivas de (4.4.3). Neste sentido

temos,

Teorema 4.4.1. Ezistem eratamente quatro possiveis raizes positivas para (4.4.3). Sao elas:

i) Pontos livre de doengas IF =0, para todo i € {1,--- ,n}.

e o wilNg  (vaite)
ZZ) I = (cvi+ps) Bii

, no caso em que 3;; =0 para j #1i eb > 0.
iii) Caso c # 0. Temos que [} = == V;’L‘lc com b > 0.
w) Caso c # 0. Temos que I} = = v=ie V21’2_4“ com b < 0.

Demonstracao. Como ¢ < 0, segue que b> —4¢ > 0. Implicando a existéncia de raizes positivas
para (4.4.3).
Assuma que f3;; = 0 para todo j # i, isto é, ¢ = 0. De (4.4.3) segue que I; = 0 e a afirmacao

i) estd provada, ou I} = (;’i\z,) - (%;f”), e a afirmagdo ii) segue.
Os casos iii) e iv) seguem diretamente de ¢ # 0 e o sinal de b. ]

Observacgao: Note que, pela afirmagao iii) e iv) do teorema 4.4.1 a quantidade de populagoes

sendo consideradas no modelo (4.2.1), influencia no ponto de equilibrio que deve ser considerado.

4.5 Resultados numéricos: casos simulados

Para fazer simulacgoes para a COVID-19 que considere mais de uma faixa etaria, conside-
ramos fazer um estudo de caso local para o estado do Rio Grande do Sul(RS). Nesse estado o
governo implementou no ao de 2020 um modelo de distanciamento controlado, onde o mesmo
fica dividido em macrorregioes categorizadas por bandeiras nas cores amarela, laranja, verme-
lha ou preta, sendo a amarela o melhor cenario e a preta o pior. O monitoramento da evolucao
da epidemia é feito com base na avaliacao de alguns indicadores destinados a mensurar a pro-
pagacao da COVID-19 e a capacidade de atendimento do sistema de satide, sendo alguns deles:
a capacidade de atendimento, casos ativos, casos recuperados, populacgao idosa, leitos de UTI,
numero de 6bitos entre outros.

Nosso estudo de caso elucida a trajetéria da possivel abertura das escolas no estado. Um

processo que ja iniciou no més de setembro de 2020, com a publicacao do decreto n® 55.465, que
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autorizou a retomada do ensino presencial. Pelas normativas estaduais a reabertura das escolas
estavam autorizadas desde que, o municipio nao fizesse oposicao e que houvesse a observancia
de algumas medidas como o estabelecimento de um plano de contingéncia para prevencao,
monitoramento e controle, a indicacao do servico de satide de referéncia, centro de operacoes de
emergencia local, medidas sanitarias permanentes, limite de cinquenta por cento da capacidade
de alunos entre outros.

Para descrever os cenarios de retomada, tendo em vista que serd uma retomada gradual,
dividimos as populagoes em faixas etarias de forma a representar as etapas da educagao basica e
as outras populagoes (adultos e idosos). Para representar nas simulagoes e parametros usamos
os seguintes indices: educacao infantil (1) de 0 a 5 anos , ensino fundamental I(2) de 6 a 10 anos
e ensino fundamental I1(3) de 11 a 14 anos e ensino médio(4) de 15 a 17 anos. Fora da idade
regular da educagao bésica temos populacao em idade ativa (5) dos 18 aos 64 anos e idosos (6)
dos 65 anos em diante.

Para iniciarmos as discussoes, apresentamos na tabela 4.5 a seguir, os valores dos parametros

que foram utilizados nas simulacoes.

Parametro Valor Referéncia
N; Ny =0,04, N, =0,04, N3 =0,06, Ny =0,2, Ns =0,48 ¢ Ng = 0,18 IBGE
L w1 = 0,012, uo = 0,0135 pu3 = 0,014, g = 0,015 ps = 0,016, e pug = 0,06 IBGE
5 a1:a2:a3:a4:a5:a6:0,007 [79]
Yi v =0,1,7%2=0,1,v3=0,1,74 = 0,1, 75 = 0,001 e 75 = 0, 1. Estimado
B Bi1 = 0,2542, Bap = 0,2573, B33 = 0,2604, B44 = 0,2635, B55 = 0,2666 | Calculado [117]

As taxas de contato sao diferentes para cada relacao entre as faixas etarias, as que nao estao
explicitamente expostas na Tabela 4.5 sao encontradas através da média aritmética entre os 3;;
das faixas etarias envolvidas.

Para as condigoes iniciais assumimos como simplificacao que a faixa etaria que tém uma
maior populagao suscetivel é a populacao em idade ativa, e por ser a que trabalha e menos
cumpre o distanciamento social é a que possui infectados, as outras populagoes por estarem
reclusas sao totalmente suscetiveis, como apresentado em (4.5.1) e nao iniciamos com populagoes

no compartimento recuperado nem no distanciamento social controlado.

(S1(0), S2(0), S3(0), S4(0), S5(0), S6(0))” = (0.15,0.15,0.15,0.15,0.249,0.15)"

(11(0). 12(0). 73(0). Lu(0), I5(0). I6(0))” = (0.0.0,0,0.001,0)" (45.)
(R1(0), R2(0), R5(0), Ra(0), R5(0), Rs(0))" = (0,0,0,0,0,0)"
(D1(0), D2(0), D3(0), D4(0), D5(0), Dg(0))T = (0,0,0,0,0,0)T

Na Figura 4.2 vemos a comparacao da dinamica com quarentena (vq, 72, 73,74 = 0.1) de todas
as faixas etdrias, na Figura 4.2(a) com os dados reais dos infectados no RS antes da retomada
das aulas, e na Figura 4.2(b) com a dinamica de todas as faixas etarias com quarentena ao fim
do processo de volta as aulas (71, 72,73, 71 = 0).

Podemos perceber que na figura 4.2(a), o inicio da dinamica é bem fitado pelos dados, ja no

fim, esta em um intervalo esperado, mas nao sobre os dados. Isso é um fenémeno esperado, ja
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Figura 4.2:

(a) Todas as faixas etdrias antes da retomada das aulas, comparada com dados reais em
rosa.. (b) Todas as faixas etarias apds a retomada das aulas.
Fonte: do autor.

que temos somente seis faixas etarias, para melhorar terfamos de aumentar as subpopulagoes.
E f4cil identificar as diferencas na dinamica em todos os compartimentos, mesmo que o Unico
parametro modificado de uma simulagao para outra tenha sido o do distanciamento social, e
nem tenha sido em todas as populagoes. Queremos destacar que na Fig. 4.2(a) que a queda da
reclusao com o passar do tempo é um processo que estamos percebendo no nosso cotidiano e na
Fig. 4.2(b) o aumento que ocorreu no numero de infectados. Para observamos o crescimento
gradativo dos infectados no processo de retomada das aulas presenciais apresentamos a Figura

4.3 em que temos somente as curvas ;(t) que é a soma de todas as faixas etarias em cada caso.

Todos em Quarentena

Retorno da Educago Infantil

/ \ Retorno da Educagéo Infantil e Ensino Fundamental |

025 / \

Retorno da Educagao Infantil e Ensino Fundamental I e Il

Escolas Abertas

o
==

Populagao

°
o
T
L

.
0 50 100 150 200
Tempo

Figura 4.3:
Compartimento de infectado I;(t) em cada caso de retomada das aulas.
Fonte: do autor.
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Podemos ver, como esperado, o quanto essa retomada aumenta o nimero de infectados.
Conforme as aulas sao reestabelecidas, maior é o pico de infectados.

Agora, para entendermos esse retorno dentro do ambiente escolar, temos a seguinte sequéncia
de simulacoes: na Figura 4.4, mostramos as faixas etarias pertencentes aos niveis da educacao
basica antes de qualquer retomada; na Figura 4.5, mostramos as faixas etdrias pertencentes aos
niveis da educacao bésica com a retomada da educacao infantil; e um momento mais futuro,
Figura 4.6, mostramos a retomada das aulas de todas as faixas etérias pertencentes aos niveis

da educagao bésica.
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——s.0 ——s,0
Lo L0
01 R0 01 R0
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Populagéo
Populagéo
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Figura 4.4:
Faixas etarias pertencentes aos niveis da educacgao bésica cumprindo o distanciamento social.
Fonte: do autor.

Para todas as simulagoes, a cada vez que a quarentena é retirada, é perceptivel um cresci-
mento protuberante no compartimento dos infectados. E interessante salientar na Figura 4.5,
que mesmo sem haver nenhuma modificagao nos parametros da populagao "De 15 a 17 anos”,
h& um aumento visivel nos infectados, indicando a relacao entre as populacoes. Para chamar
mais a atenc¢ao para esse quesito optamos por exibir, na Figura (4.7) o efeito causado na po-
pulacao idosa, a mais distante de idade das faixas etarias que frequentam a escola. Na Figura
4.7(a) temos a populacgao idosa antes da retomada das aulas comparada com a Figura 4.7(b)
que é a populacao idosa apos a retomada das aulas. Podemos ver um aumento consideravel nos
casos de infecgao pela COVID-19, mesmo nessa faixa etdaria em que nao houve interferéncia nos
parametros. O efeito que vemos na simulacao, ocorre devido a retomada das aulas presenciais
o que aumenta a circulagao do virus. Todo esse cenario é condizente com os resultados tedricos

discutidos anteriormente.
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Retorno do ensino presencial.

Fonte: do autor.

4.6 Consideracoes Finais do Capitulo

Neste estudo de caso conseguimos discutir as consequéncias da reabertura das escolas na
disseminacao da COVID-19 com dados do estado do RS, mas o modelo (4.2.1) proposto é

importante para muitas outras andlises. Nossos achados mostram que uma importante inter-

vencao nao farmacéutica, como o fechamento de escolas, em momentos de crise, pode aumentar
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(a) Populagao idosa antes da retomada das aulas. (b) Populagao idosa apds a retomada das
aulas.

Fonte: do autor.

consideravelmente o niimero proporcional de pessoas infectadas.

Também mostra que uma estratégia de distanciamento social vertical defendida por algu-
mas autoridades governamentais pode ter um impacto devastador nos grupos de risco, dada a
interacao social entre idades, que ocorre principalmente nas familias socialmente vulneraveis.

Além disso, os cendrios simulados mostram que, em um pais como o Brasil, onde as relacoes
intergeracionais é muito grande, mesmo a liberagao da faixa etaria mais distante dos idosos
acarreta em um aumento na curva de infeccao dos idosos. Uma vez que os idosos sao, neste
momento, os mais vulneraveis em relacao aos efeitos que o COVID-19 tem, esse retorno escolar

pode implicar em um aumento da taxa de mortalidade entre eles. Portanto, a reabertura das

escolas deve ser considerada com cuidado.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Esta tese traz contribuigoes na modelagem da propagacao de doencas infecciosas em po-
pulagoes que interagem, sob o efeito de memoria e sem migragao, para as quais, cada sub-
populagao segue uma dinamica do tipo SIRC.

Do ponto de vista tedrico, esta tese apresenta resultados de existéncia, unicidade e de-
pendéncia continuas dos dados iniciais, dos parametros do modelo e das ordens das derivadas
para a solucao do sistema de equagoes diferenciais multi-fracionarias, que modela o problema
em sua forma geral. Também estabelecemos a existéncia de pontos estacionarios em termos
da topologia de interacao entre as populagoes e os parametros do modelo. A estabilidade local
(global) é obtida para alguns casos particulares para a escolha das ordens das derivadas.

Modificacoes do modelo proposto sao estudadas, contemplando algumas aplicagoes a influ-
enza, ao distanciamento social e reabertura gradual de escolas durante a pandemia de Covid-19,
conjuntamente com simulagoes numéricas.

Resultados em andamento: Ainda nao temos um resultado conclusivo a respeito da esta-
bilidade local dos pontos de equilibrio para o modelo geral apresentado nesta tese. Ou seja,
o modelo que envolve a topologia de interacao entre as distintas populagoes e as derivadas de
ordem distintas. Por se tratar de um modelo com muitas equagoes, a estabilidade local lineari-
zada (através da andlise dos autovalores) se torna praticamente impossivel. Estamos estudando
como aplicar métodos tipo Lyapunov para derivadas fracionarias para a estabilidade local.

Ainda ha varios cenarios numéricos a serem explorados que nao apareceram nesta tese.

Interesses futuros:

e Adaptar o modelo SIRC para Tuberculose, por ser uma doenca emergente na cidade de
Rio Grande. Para tanto, é preciso encontrar uma funcao V(U(t)) no modelo (3.1.1) que
descreva o abandono do tratamento, este que pode ser observado nos dados reais. Além
disso em parceria com o Hospital Universidade Dr. Miguel Riet Corréa Jr. analisar a

implementagao de novas estratégias de controle.

e Adaptar o modelo SIRC para Dengue, por ser uma doenga emergente no Brasil e em
especial ter apresentado um numero expressivo de focos no estado do Rio Grande do
Sul. A relacao interessante que a Dengue tem entre seus subtipos, nos faz imaginar que
o modelo SIRC seja um bom candidato para a sua modelagem. E também analisar os
efeitos que a vacinacao tem para o controle do alto niimero de surtos de Dengue, afim de

estimular que ela entre para o calendario nacional de vacinacao.
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6 APENDICES

6.1 Aporte tedrico do Calculo Fracionario

A histéria do Célculo de Ordem Arbitraria, popularmente conhecido como Calculo Fra-
ciondrio, se funde com a histéria do Céalculo Diferencial e Integral classico. Segundo [25, 102],
sua primeira aparicao ¢ em uma carta escrita por L’Hospital ao seu amigo Leibniz, em 1695,
na qual o significado de uma derivada de ordem % é proposto e discutido. Anos depois da
resposta de Leibniz, alguns mateméticos como Euler, Laplace, Lacroix e Fourier [105], inicia-
ram as primeiras discussoes tedricas sobre o Célculo Fracionéario. Contudo, como a maioria das
construcoes matematicas, seus desenvolvimentos iniciais limitavam-se ao campo da matematica
pura, sem grandes aplicagoes em outras areas [24]. S6 em 1823 Niels Henri Abel [1] fez a pri-
meira aplicagao utilizando o Calculo Fracionario a solugao de uma equagao integral advinda
do problema da tautécrona. Posteriormente, Joseph Liuville [77], provavelmente atraido pelos
estudos de Abel, propos uma das primeiras definigdes de uma derivada de ordem arbitraria [77].
Além disso, Liuville foi uma das primeiras pessoas a tentar resolver equagoes diferenciais por
meio da operacao fracionarias, mas sua definicao tinha limitacoes para tanto.

A partir daf os avangos passaram a ser significativos. Destaca-se a unificacao da defini¢ao de
derivadas fraciondrias abordadas por Riemann e Liouville, por Griinwald, no ano de 1867 [104], e
que podem ser consideradas como uma generalizagao do calculo classico as quais serao discutidas
em mais detalhes na Secao 6.2. Em 1969, Michele Caputo propos uma nova definicao para
derivada de ordem arbitraria, a fim de resolver um problema de viscoelasticidade, e.g., [122],
veremos em detalhes na Secao 6.3. Posteriormente, em 1992, Caputo fez outras contribuigoes
relevantes com relacao a solugoes de equagoes diferenciais fraciondrias com condigoes iniciais
aplicadas a problemas de sismologia [26].

Existem muitas definicoes de operadores fracionérios na literatura. Podemos citar: Riemann-
Liouville, Caputo, Griinwald-Letnikov, Hilfer, Weyl, Hadamard, Caputo-Hadamard e Caputo-
Fabrizio entre outras[122], porém nem todas serdo enunciadas nessa proposta. Abordamos mais
profundamente neste trabalho as derivadas fracionarias no sentido de Riemann-Liouville. Esta
que por uma questao histérica, é a mais difundida na literatura. E abordaremos a definicao no
sentido de Caputo, haja vista que essa abordagem é mais conveniente para um problema fisico
contendo condigoes iniciais e/ou de contorno, ambas definidas em termos da integral fracionéria.

Mesmo no célculo classico, temos uma relacao muito estreita entre o operador diferencial e o
operador integral. E um dos ob jetivos do céalculo fracionario manter essa relagao em um sentido
adequadamente generalizado. Inicialmente sera feito a formalizacao da integral fraciondria
segundo Riemann-Liouville. Em seguida, a definicao de derivada fracionaria sera feita a partir

das ideias de Riemann-Liouville e também de Caputo.

Definicao 6.1.1. Denotamos por D o operador que mapeia uma funcgao diferencidvel em sua

deriwada, de forma que
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DI(t) = 1'(0).
Definiremos o operador J, para funcgoes integraveis definidas em conjuntos compactos e sua

primitiva centrada em a, de forma que

= fat f(s)ds
para a <t <b. Para§ € N, usaremos o simbolo D? e J° para denotar a 6-ésima iterada de D
e J,, respectivamente. Assim, D :== DD?"1 com D' =D e J’ = J,JO7t, com J! = J,.

Alguns resultados que seguem diretamente da definicao do operador de derivacao e de

integracao, por isso nao sera demostrado, sao os seguintes:

Lema 6.1.1. Seja f uma fun¢ao integrdavel em [a,b]. Entdo, para qualquer a <t <b temos

JOF() = (eil)!/a(t—s)e‘lf(s)ds. (6.1.1)

Sejam n > 0, comn,0 € N. Para qualquer funcao f que possui -ésima derivadas continua em

[a, b] vale
Dlf=Dnjrtf. (6.1.2)

O calculo de ordem fracionéria busca a generaliza¢ao do resultado acima, para # ¢ N. Para
isso, partiremos do Lema 6.1.1, notando a necessidade de generalizar a nogao de fatorial. Isso

é feito com a fungao Gamma de Euler definida como a seguir:

Defini¢ao 6.1.2. A fung¢ao I' : (0,00) — R, conhecida como fungio Gamma de Euler, é
definida por:

[(t) = / s e 5ds. (6.1.3)
0
Maiores resultados e discussoes sobre a fungao Gamma de Euler podem ser encontrados em
[25, 39, 100].

Definig¢ao 6.1.3 (Fungao de Mittag-Leffler ). Considere a defini¢ao da fun¢ao Gamma de Euler
definida em 6.1.2. Entao, a fungdo

= F(T(j0+1))" (6.1.4)

Jj=0

¢ conhecida como a funcao de Mittag-Leffler de ordem 6.

Seja 01,0, > 0, a fungao Ey, g, definida por

E91792 ZZJ ]91 +92)) (615)



98

¢ conhecida como a funcao de Mittag-Leffler de dois parametros pode ser escrita

E a chamada funcgao de Mittag-Leffler com multi parametros

(D(j01n + 020)) " (6.1.6)

k
=1

o

- E J

E(911,9127~--791k)7(921,922,---,9%)(Z) = <
Jj=0

n

Uma propriedade importante da fungao de Mittag-Leffler Fy(z) é o seu comportamento

assintotico, discutido no lema a seguir.

Lema 6.1.2. /39, Teorema 4.4] Seja @ € R.. Entao, a fun¢ao de Mittag-Leffler (6.1.4) satisfaz:
e i) A fungio Ey(re'®) = 0 parar = oo se |¢p| > &;
e ii) A funcao Ey(re®) permanece limitada para r = oo, if |¢| = %’T;
e iii) A fungio |Eg(re')| = oo para r = oo if |¢| < &.

Com o passar dos anos muitas definicoes de operadores de derivada de ordem arbitraria
surgiram, assim, os pesquisadores da area decidiram que estes deveriam cumprir alguns critérios.
O primeiro a formular foi Ross, em 1975 [103], definindo cinco itens os quais um operador de
derivada deveria cumprir e quarenta anos depois, em 2015, [91] propuseram uma reformulagao

desse critério, também, composto por cinco itens:
1) A derivada de uma fungao analitica é analitica;

2) Quando a ordem é inteira, a derivada fraciondria (D) dd o mesmo resultado que a derivada

comum.
3) A derivada de ordem zero de uma fungao retorna a prépria funcao.
4) O operador deve ser linear.

5) A lei do indice é valida (onde « e § sao a ordem da derivada), ou seja,

DD f(t) = D2 f(t) para 6, >0 e 6y >0. (6.1.7)

Nas proximas secoes 6.2 e 6.3 respectivamente, definiremos as derivadas de ordem fracionaria

segundo Riemann-Liouville e Caputo.

6.2 Derivadas Fracionarias Segundo Riemann-Liouville

A definicao, segundo Riemann-Liouville, para derivadas de ordem fracionaria é usada na
resolucao de diversos problemas fisicos [39], como os apresentados em [100]. Porém a defini¢ao
permeia a ideia da primitizacao, ou seja, no fato que a derivada é a operacao inversa da integral,

como sugere o Teorema Fundamental do Célculo [61]. Em resumo, podemos considerar que a
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derivada de ordem fracionéaria segundo Rimann-Liouville, nada mais é que a derivada de ordem
inteira de uma determinada integral de ordem fracionéria [39]. Primeiramente apresentaremos

a definicao de fungoes integraveis segundo Lebesgue, interessantes para essa proposta.

Definicao 6.2.1. Seja 1 < g < co. Denotaremos por Ly[a,b] o espag:o das funcoes q integraveis
sequndo Lebesgue: Lya,b] :={f : [a,b] = R ; f é mensurdvel em [a,b] f |f(s)|%ds < oo}.

Passaremos a motivacao da definicao da integral fracionaria, que surgiu através do seguinte
conceito: Seja f: I — R uma fungdo continua por partes no intervalo [ := [0, 00) e integravel

em I. Denotamos por Jf(t) o seguinte operador integral.

= /Ot f(s)ds, (6.2.1)

JEf() = J(TF(),

a composicao do operador J, k vezes, para k € N.

st = 2ast0 = [ ss= [ [ s

Pelo Teorema de Fubini [109], temos:

J2f:/0t/osf(v)dvds:/0t (/vtf(v)ds) dv:/otf(v)(t—v)dv

Analogamente,

rr= [ [ somts = myimas = [ [ somts = myasam= [ )=

Usando esse procedimento sucessivamente, obtemos a seguinte expressao para integral com o

e por

Observamos que:

operador Jf:

Jf = /te__sfl f(s)ds. (6.2.2)

Agora, utilizando a defini¢ao da fungao I'(f) e suas propriedades, podemos escrever a integral
(6.2.2) como:

i — )01 t
Jef:/o %f(s)ds:ﬁ/o (t— )01 f(s)ds. (6.2.3)

Sabendo que (6.2.3) é continua e estd bem definida para # € R,. Assim, surgiu a integral

fracionaria segundo Riemann-Liouville.
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Defini¢ao 6.2.2. (Integral de ordem fraciondria sequndo Riemann- Liouville) Dado 6 € Ry e
f(t) € Li[a,b], o operador da integral fraciondria sequndo Riemann-Liouville, denotado por J?,

¢ dado por,

JOf(t) = ﬁ/ (t — )0V f(s)ds (6.2.4)

onde a <t <b.

Definindo a funcao &y = tre(—;;, para t > 0 e fazendo o produto de convolucao entre as fungoes
f e ¢, temos:
t t — 6—1
(o * f)(t / Go(t —s)f ds—/ ﬁf(s)ds: JOf(t). (6.2.5)
o T(0)

Portanto, a definicao da integral pode ser interpretada como o produto de convolucao entre

as fungoes ¢y e f.

Teorema 6.2.1. Sejam 6,1 > 0, entdo temos que J°J" = JO  Em particular vale proprie-
dade comutativa J°J" = Jn.J°.

Demonstragao. Seja f uma fungao suficientemente suave. Pela relagao (6.2.5) temos:

(J°F) (t) = do(t) % f(1). (6.2.6)

Vamos verificar que:

Po(t) * Oy(t) = Poiy(t).
De fato,

B R e e N A Gl (Rl ) M i
CCRCR e o Al M s LG

Seja u = ¥, temos:

0—1 1
bolt) * 6(1) = m /0 (1= )= (ut) " el
— te_l ° - 0—1un—1 Ndu
- F(9)F(77)/1 (L—w)f = urtnd

— te+—n—1 ' — )y
- r<e>r<n>/o“ )T du

Fazendo a mudanca de variavel f = 1 — u, obtemos:

0+n—1
0(t) % 6,(1) t /f“ Fdr.
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Multiplicando e dividindo por I'(# + 77), obtemos:

t0+n— 10 +n)
L@ +n)(O)(n)

Do(t) * G t) = / FOD - pytar. (6.2.8)

Considerando a fungao f definida como 5(6,7n) = Fr(?e)ign fo O (1— f)"~1df e relacionando

as fungoes f e I', substituindo em(6.2.8)(Para as relacgoes entre § e I' consulte[24]), temos:

$(0+n—1) 0 $(0+n—1)
T(0+n)3(0, n)ﬁ< )= T(0+n)

Portanto, juntando (6.2.6) e (6.2.9), obtemos:

Go(t) * oy (1) = = Go1n(t) (6.2.9)

(JOTF)(E) = po(t) = JTF(t) = Pa(t) + dy(t) # [ (1) = dpu(t) % [ (1) = (J*F7) f(2).

]

Apo6s mostrarmos como se comporta o operador integral de ordem fracionaria, passaremos
a definicao da derivada de ordem fracionaria segundo Riemann-Liouville. Como veremos, ha
uma grande diferenca para o caso cléssico, onde tanto n como 6 sao inteiros. A principal delas
é que agora o operador integral fracionério, definido em (6.1.1) depende da escolha do ponto
a, € por conseguinte, a derivada também dependera desse ponto. Nos, portanto, chegamos a

seguinte definigao se escolhermos o valor de n = [6], notagdo do menor inteiro maior que 6.

Definigao 6.2.3. Seja 0 € Ry, f € C'la,b] e n = [0]. Definimos o operador derivada fra-

ciondria sequndo Riemann-Liowville de ordem 6 € R, denotado por D?, como

DYf(t) = D"JT0£(t). (6.2.10)

O proximo resultado garante sob quais condi¢oes a derivada de ordem fracionaria segundo

Riemann-Liouville estd bem definida.

Lema 6.2.2. Seja f € C'a,b] e 0 < 0 < 1, entdo Df existe em quase toda parte em [a,b).
Além disso DSf € Lyla,b] paral < g <3 e

DL = 7= ( / 7'(s edt)

Demonstracao. Usando a definigao da derivada fracionéaria segundo Riemann- Liouville e f €
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C' temos

DU = Fr=grg [ e —0ds

- g [ (1@ ) -0
= ﬁ% fla) /:%+/s/sf'(u)(u—t)_9dudt>
=m0,

Utilizando o teorema de Fubini [109] chegamos no seguinte resultado

D20 = g (L + 4 [ )

S

]

A declaracao de integrabilidade é uma consequéncia imediata dessa representacao utilizando

os resultados cldssicos da teoria da integragao de Lebesgue [108].

Teorema 6.2.3. Sejam 01,0, > 0, € Lila,b] e f = JO"T%¢p. Entdo, temos
D D% f = Dirto: f, (6.2.11)
Demonstracao. Primeiramente,
D D% f = i Dl j1+92, — plo] jI611=01 pl62] jl621=62 jO1402 ),
Considerando as propriedades do operador integral, obtidas no Teorema 6.2.1, temos que
DO D2 f = DIol JIo11=61 ploa] jlba1+61, — plor] j611=61 pl6a] jlb2]=62 yo1
Segundo [39] esse resultado é equivalente a:
Dy Dg2 f = DI o = DI g
Utilizando as propriedades do operador integral, temos
Dy Dgf = o,

o que implica na demonstragao de que D%+ f = . O

O proximo resultado mostra que a derivada de ordem fracionaria é o operador inverso a

esquerda do operador integral de ordem fracionaria.
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Teorema 6.2.4. Seja @ > 0. Para cada f € Ly]a,b], temos
DyJif = f.
Demonstracao. Usando propriedades de integracao e o Teorema 6.2.1, temos:
DgJq f(t) = D" I3 f(t) = DI f () = f(2).

]

Apesar da complexidade da definicao, o operador de ordem fracionaria compartilha de

algumas propriedades importantes dos operadores de derivacao de ordem inteira.

Teorema 6.2.5. O operador de diferenciacao fraciondria € linear. Em outras palavras, sejam

f1 e fa fungoes em Cla,b] e ¢, co € R entao

Di(c1fi 4 cafa) = (1D f1 + 2D fo).

Demonstragdo. Segue imediata consequéncia da definigao de DY. O

Exemplo 6.2.6. Seja h(t)

= 1 (funcdo constante), entao a deriwada fraciondria sequndo
Riemann-Liouville de ordem % é:

Ltz ¢tz 1

B T S LV V. v

£0.

Observacgao 6.2.1. Podemos observar que a derivada de ordem fraciondria sequndo Rimann-
Liouville de uma constante nao € nula, 1sso implica que essa derivada nao pode ser considerada

como uma taxa de variacao, no sentido usual.

6.3 Derivadas Fracionarias Segundo Caputo

Na secao anterior, apresentamos a definicao da derivada de ordem fracionaria segundo
Rimann-Liouville, que como ja salientado, podemos considerar que nada mais é que, a de-
rivada de ordem inteira de uma integral de ordem fracionaria. Nesta secao apresentaremos
a definicao da derivada de ordem fracionaria segundo Caputo. Esta é similar a de Rimann-
Liouville, porém invertendo a ordem de integracao e derivacao, como sera mostrado a seguir,

em uma defini¢ao preliminar:
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Definicio 6.3.1. Seja 0 € Ry, f € C'[a,b] en = [0]. O operador D?, ¢ definido por
Dif =gn9pnf, (6.3.1)

para qualquer D"f € Ly|a, b

Os préximos resultados garantem sob quais condigoes o operador fracionério segundo Caputo

estd bem definido.

Teorema 6.3.1. Sejam 0 >0, n=[0]| e f € C"[b,c|. Entao
Dof = D(f = Tyl fra)),

onde T,,_1[f; a] € o polinomio de Taylor de grau (n — 1) para f.

Observe que a expressdo no lado direito da equacao existe se, D? f existe e f possui n — 1

derivadas em a, esta ultima condicao assegura que o polindmio de Taylor existe.

Definigao 6.3.2. (Operador Diferencial de Caputo de Ordem Fraciondria) Sejam 0 > 0 e f
seja tal que DY(f —T,_1[f;a]) exista, onde e n = [0] . Entao,

DI, f = DU(J — Tyl f a)). (6.3.2)

O operador D°, é chamado de operador diferencial de Caputo de ordem 6.

Demonstracao. Observe que, para o caso de # € N a afirmacao é trivial. Logo temos que
analisar o caso # ¢ N. Neste caso, consideramos 77 como o primeiro inteiro tal que n > 6.

Assim, temos

Dy(f = Tyalfsal) = DVI(f = Tyealfsa))(t)

dm[*(s—t)10t .
s /. w(f(t) —Tyaf;a](t)) dt.

Primeiramente, faremos a integracao, a qual resulta em

/a F(; (f(5) = Tyalfsal(s)) (t — 5)"""1ds

n—10)
= —ﬁ [(F(s) = Ty-alf;al(s)) (t— S)n—e]:Z 633)
+f@f%?B/VDU@D—DG%ﬂﬁ@@»@—@nw&

Note que o termo fora da integral é zero (o primeiro fator desaparece no limite inferior, o

segundo desaparece no limite superior). Portanto, Equacao 6.3.3 é zero. Assim,

Jgie (f - Tnfl[f; CL]) = JgieJrlD(f - Tnfl[f; a])
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Repetindo este processo um niimero total de n vezes resulta em
J:]_@ (f = Tyalf;a]) = an—GDn (f = Tyalf;a]) = JZZJZZ_QDW (f = Tyalf;al)
Observe que D"T),_1[f;a] = 0 porque T;,_1[f; a] é um polinémio de grau n — 1. Logo
JIO(f = Tyalfia]) = J1J7° D f.
Segue do Teorema 6.3.1 que
Dg (f = Tyalfsal) = DVLITDf = JI°Df = Dif.

]

Os proximos resultados estabelecem relacoes entre as derivadas de ordem fracionaria de

Riemann-Liouville e Caputo.

Lema 6.3.2. Sejam 0 > 0 e n = [0]. Supondo que [ seja uma fungdo de tal modo que ambos
DY f e DVf existam. Entao,

n—1 k
D¥f(a) _
DY f(t)=D'f — ——— __(t—a)"".
k=0
Demonstracao.
n—1 g
D" f(a)
Dl = i = 3 P H D (0 ()
k=0
n—1 k
D
=Dl =2 vy {ff?_ )0
k=0
O
Lema 6.3.3. Assumindo as mesmas hipdteses do lema anterior, temos:
Dif = DI.f
se e somente se f possui n derivadas nulas em um dado ponto a e D¥f(a) = f(0) se k =
0,1,....m—1.
Demonstracao. Segue de uma adaptacao simples das contas feitas no Lema 6.3.2. O]

O préximo resultado mostra que o operador derivada de ordem fracionaria de Caputo é a

inversa a esquerda do operador de integragao de ordem fracionéria.
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Teorema 6.3.4. Se f for continua em 6 > 0, entdo

DY Jlf =+t

*a~a

Demonstragdo. Assumindo que ¢ = JY f e utilizando o Teorema 6.2.1, temos D*¢(a) = 0 para

k=0,1,...,n — 1. Considerando agora o lema anterior e o Teorema 6.2.3, temos que,

D!, Jof = Dlyp = Dlo = DLIVf = f.

*a~ a

O

Lema 6.3.5. Seja f € C*la,b], a<b ek € N. Sejam 0,¢ > 0 tal que existe | € N com | < k
ef,0+¢ce€l[l—1,1, entio
D;,Di,f =Dl f.

Demonstragao. Para detalhes da demonstragao veja [37, Lema 3.13, pag 57]. O]

A seguir provaremos que, como a derivada de ordem fraciondria de Riemann-Liouville, a

derivada de ordem fracionaria segundo Caputo é um operador linear.

Teorema 6.3.6. Sejam as funcoes fi, fo : [a,b] — R, onde DY fi e DY f, evistem em quase

toda parte e c1,co € R, entao

DY, (crfi + eaf2) = a1 DYy fi + 2Dl o

Demonstracao. Tal propriedade e a linearidade do operador diferencial fracionario sao con-

sequéncias imediatas da defini¢io de D?,. O

Apresentaremos a seguir um exemplo de como calcular derivadas de ordem fracionéria se-

gundo Caputo.

Exemplo 6.3.7. Seja h(t) = 1 (fungdo constante), entdo a derivada fraciondria sequndo Ca-

puto de ordem % é:
1 1 1
DZz(1) = J2(D'(1)) = J2(0) = 0.

Observagao 6.3.1. A derivada de ordem fraciondria sequndo Caputo de uma constante € nula.

6.4 Boa Colocacao para PVI’s com Derivadas de Ordem

Fracionaria

Agora apresentaremos as condigOes necesséarias e suficientes para obter resultados de boa
colocagao para sistemas de equagoes com derivadas de ordem fracionérias segundo Caputo. Ou
seja, mostrar existéncia, unicidade e dependéncia continua da solu¢ao do Problema de Valor
Inicial (PVI) (6.4.1).
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6.4.1 Existéncia

Definicao 6.4.1. O PVI com derivadas de ordem fraciondria sequndo Caputo é escrito da

sequinte maneira:

Digu(t) = f(t,u(t)), (6.4.1)
D*u(0) = o, k=0,1,..,n—1

como condigdes iniciais, onde operador diferencial de ordem fraciondria sequndo Caputo é DY,
como definido na Se¢ao 6.5.1.

Teorema 6.4.1. Sejam 0 < 6 en = [0], (u8,...,u871) eR" kK >0eh* > 0. Sea
G = {(t,u):te [O,h*],‘u—zz;éi—qflg < k’} a funcao f = G — R ¢ continua, M :=
Sup(t—z)eG |f(t7 Z)| €

h* , se M =0,

h = i {h* (kT(0+1)) (6.4.2)

=

iV }, caso contrdrio

Entao, existe uma fungdo u € C|0, h] solu¢ao do problema de valor inicial definido em (6.4.1).

Demonstragao. No caso em que M = 0, temos que f(t,u) = 0 para todos (t,u) € G. Portanto,

(*)
a fungdo u : [0, h] — R definida por u(t) = Y27~ % ,jk) é solucao do PVI (6.4.1).

Assim, apresentamos o polinomio T que satisfaz as condigoes iniciais, tal que

T =S —ul, (6.4.3)

e o conjunto U := {u € C[0,h] : |u — T||s < K}. E evidente que U é um subconjunto fechado
e convexo do espaco de Banach de todas as fungdes continuas em [0, k], com a norma de
Chebyshev. Portanto, U também é um espago de Banach [39]. Como o polinémio T é um
elemento de U, vemos também que U é nao vazio. Sobre este conjunto U, definimos o operador
A por

(Au)(t) :=T(t) + 1 /0 (t — )" f(s,u(s))ds (6.4.4)

I'(0)
Usando esse operador, a equacao cuja solvabilidade precisamos provar pode ser reescrita como
u = Au. E assim, a fim de provar o nosso resultado desejado de existéncia, temos de mostrar
que o operador A possui um ponto fixo. Portanto, o proximo passo é investigar as propriedades

do operador A mais de perto.



108
Afirmacao 1: Au € U para qualquer u € U. De fato, seja 0 < t; <ty < u, entao:

|Au(ty) — Au(tz)| =

AYn—@*%@wwm&—l?w—@“vuu@Ms

ARm—@*h%w—ﬁ“v@u@Ms

I
n /7h—ﬁ*%@u®ws

t1

< fy (1= s s [ eas)

(ta—t1)?
T

Note que a segunda integral no lado direito da equacao acima tem o valor Para a
primeira integral, olhamos para o os trés casos § = 1, § < 1 e § > 1, separadamente. Para
0 = 1, o integrando ¢é identicamente nulo, e, portanto, a integral tem o valor zero. Para 6 < 1,

temos 6 — 1 < 0 e, portanto, (t; — )71 > (t5 — 5)?"1. Assim,

J R e e e (R e CER AL

= (0 =1+ (ta—1,)?)

IA
—_ o =

—(ty —t1)°.

>

Finalmente, se 6 > 1 entao (t; — s)?~! < (ty — s)?~! e, portanto,

t1

Ll =t = as = [ = = )

S~

1
= St (B -n))
1
< g(tg — 7).
Da combinacao destes resultados, obtemos:
ot (t2 — 1)’ se 0<1,

| Au(t;) — Au(ts)] < { o+ (6.4.5)

m((tz—t1)9+t§—t‘f), se 60>1.

Em ambos os casos, a expressao do lado direito da equagao (6.4.5) converge para 0 quando

ty — t1. Isso é suficiente para provar que Au é uma funcao continua, Além disso, para u € U e
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t € [0, h] vale que

(Au)(t) — T(5)] = ﬁ / (= )" f(s,u(s))ds

1

= r(e+1)Mt9
1

= r(e+1)Mh9

_ 1 KD(6 4 1)

= T(0+1) M

= K.

Assim, acabamos de mostrar que Au € U para todo u € U.

A principal intengao é aplicar o teorema do ponto fixo de Schauder, [49], o que resta agora
¢ mostrar que A(U) := {Au : u € U} é um conjunto relativamente compacto. Isto pode ser
feito por meio do Teorema de Arzela-Ascoli [8]. Agora vamos a demonstragao deste fato. Para

cada z € A(U), descobrimos que, para todos t € [0, k],

2(0)] = [(Au)(?)]

I _

< Tt 57 [ (0= 9SG o)l
1

< ||T —M#n’

< |7 + K,

desta forma esta provado a limitagao do conjunto A(U).

Para provar a equicontinuidade do conjunto A(U), vamos considerar novamente os trés
casos. Claro que para 6 € N, o resultado segue diretamente pelo Teorema de Existéncia para
EDO’s classico [116].

Especificando, 0 < t; <ty < h, encontramos, para o caso 6 < 1 que

(Au)(t) = (Au)(12)] < g5 (2 = 1)
Assim, para |ty —t1| < A, temos
(Au)(t) = (Au)(1)] < 2 A

Observando que a expressao sobre o lado direito é independente de u,t; e ty, vemos que o
conjunto A(U) é equicontinuo.

Para o caso em que # > 1, podemos usar o teorema do valor médio expandido [61], para
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obter que
(Au)(t) — (Au)(ts)] < %((@—tl)eﬂg—tf)
_ % ((t2 — 02)? + O(ts — 11)E)
_ % ((t2 — t1)° + O(to — t1) AP,

para algum & € [t1, 3] C [0, h]. Portanto, mais uma vez, se [ts — t1| < A, entao

|(Aw)(t1) = (Au)(tz)] <

< m(ﬁ + 0577, (6.4.6)

Novamente, o lado direto é independente de u, t1 e t5, provando assim a equicontinuidade do
conjunto A(U). Usando o Teorema de Ascoli-Arzeld [8], em qualquer um dos casos, concluimos
que A(U) é relativamente compacto. Portanto, pelo Teorema de Ponto Fixo de Schauder [39],
obtemos que o operador A tem um ponto fixo. Por construcao, um ponto fixo de A é uma

solugao de nosso problema do valor inicial (6.4.1). O

Definicao 6.4.2. Qualquer funcao u para a qual estd bem definida a derivada de ordem fra-
ciondria D%, isto é, que satisfaz as hipdteses do Teorema 6.4.1 e também satisfaz o PVI (6.4.1)

¢ dita uma solugao do PVI.

Lema 6.4.2. Nas mesmas hipdteses do Teorema 6.4.1, u € C|0, h] € uma solu¢ao do problema
de valor inicial equagdo (6.4.1) se, e somente se, € uma solugdo da equagdo integral de Volterra

nao linear do sequndo tipo

-l ok t
N B w1 61
u(t) = kZ:O 7o + W i (t— )" f(s,u(s))ds (6.4.7)
onde n = [0].
Demonstragao. Primeiramente definimos z(t) := f(¢,u(t)). Notamos que dadas as hipGteses

sobre u e f temos que z € C[0, h]. Em seguida, usamos a defini¢do do operador diferencial do

Caputo para reescrever a equagao (6.4.1) da seguinte forma:

At) = [ftu(t)) = Diu(t) = Df (u — T [u; 0]) (2)
= D" (u — T, [u; 0))(¢).

Uma vez que estamos trabalhando com funges continuas, podemos aplicar o operador Jj em

ambos os lados e encontrar

Joz(t) = I3~ (u— Ty u; 0]) (¢) + a(t)
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com ¢ um polindémio de grau nao superior a (n — 1). Como z é continua, a fungao Jz no
lado esquerdo da equagao acima tem um zero de ordem, pelo menos, 7 na origem. Além
disso, a diferenga u — 7},_[u; 0] tem a mesma propriedade por construcéo e, portanto, a fungao
JI7? (u — T,_1[u, 0]) no lado direito da nossa equagiio tem a mesma ordem 7 na origem. Assim,
resta que o polindomio ¢ tem a mesma propriedade e pode-se entao deduzir imediatamente (desde

que seu grau nao seja superior n — 1) que:
-0
Joz(t) = Jo " (u— Ty [us 0]) (2)
Agora aplicando o operador de Riemann-Liouville Dg‘9 para esta equagao observa-se que

ult) = Tya[us 0)(t) = Dy~ Jg=(t)
= DY) (6.4.8)
= DJ;2(t) = JY2(1).

Recordando as definigdes em que 7,1 é o polinomio de Taylor em [u;0], obtemos que é uma
condigao necesséria para u solu¢ao do problema (6.4.1) satisfazer a equagao integral de Volterra.
O

6.4.2 Unicidade

Agora com o proximo resultado garantiremos unicidade de solugao para PVI (6.4.1). A

demonstracao é muito parecida com a demonstracao do caso de derivadas de ordem inteiras.

Teorema 6.4.3. (Unicidade) Seja 0 < 6 en = [0], uéo),...,ug”_l) eR" k>0¢eh" >
0. Definido G como no Teorema 6.4.1 e a funcao f : G — R satisfazendo a condi¢ao de
Lipschitz em relagao a sequnda varidvel, ou seja, existe uma constante L > 0 tal que, para todo
(t,w), (t,u2) € G, temos

[f (& un(8)) — St ua(t))] < Llua(t) — ua(t)]. (6.4.9)

com a constante L > 0 independente de t,u; e uy. Para u como no Teorema 6.4.1, existe uma

unica fungao u € C0, h] solugdo do problema de valor inicial (6.4.1).

Demonstrag¢ao. Considere o polinémio T definido na equagao (6.4.3) e o operador A definido
em (6.4.4). Ainda, recordamos que o conjunto U = {u € C[0,h] : ||u — T'||s < K} é ndo vazio,
convexo e fechado. Agora temos que provar que A tem um unico ponto fixo. A fim de fazermos
isso, primeiramente provaremos que para cada j € Ny, para todo ¢t € [0, h] e para todo u, @ € U,

vale que

(Lt)?

Ay — Alg <
| A7u | Lo < NCENT)

lu — @l Loy j0.- (6.4.10)
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Agora usaremos o método de inducao para obter o resultado. No caso j = 0, a afirmacao é

trivialmente verdadeira. Se utilizarmos esse método para (j — 1) — j, obtemos

A% — ATt oy = A 0) — A(A )| Loy
1 * 0—1 —1 =1y
— _— - A] - AJ ’
L () ozt / (w = 8)"7" [F(s, A7 u(s)) = f(t, A7 Va(s))] ds

Usando agora que f é Lipschitz continua com relacao a segunda variavel e a hipétese de

indugao, temos

| AT — Al oy < L sup / (w—s)""" AT u(s) — A a(s) | ds
’ [(0) o<w<t Jo
¢

< %/{) (t—s)71 021};8 | AT u(w) — A Ma(w)| ds.

< L , /t(t —5)7 %0 sup ||u(w) — @(w)]| ds.

- DO +60G—-1)) Jo 0<w<s

J s A
< L sup |u(w) — &(w)|/ (t — 3)6_159<]_1)d3
0

COT(1+0( — 1)) o<wst
L N LOTA+0( — 1))

= Torareg =iy Meoa—p 05 ]

Como t € [0, h], podemos reformular a estimativa acima em todo o intervalo [0, h], obtendo

| . (Lh?) )
Alu— Al < ————||lu — /0.
H I < gl =l
(Lh%)7
T'(1+67)
da fungao de Mittag-Leffler Ey(LhY) (ver o Apéndice ?? para maiores detalhes). Portanto,

. Yo o 7 ~ s ~ .
Definindo ¢; = temos que a série » j—0Sj € a representacao em série de poténcias

converge uniformemente. Assim, o operador A satisfaz as hipoteses do Teorema de Ponto Fixo

de Weissingr’s [64] com ; definido acima. Logo, existe uma tnica solugdo do PVI (6.4.1). O

6.4.3 Dependéncia Continua dos PVI’s com Derivadas de Ordem

Fracionaria

Apresentaremos a seguir o estudo da dependéncia continua dos dados iniciais para o PVI
com derivadas de ordem fracionaria. Para tal, assumiremos durante toda esta secao que u é a
Unica solucao do PVI 6.4.1.

Lema 6.4.4. Sejam 0,T,c1,e9 € Ry e A : [0,T] — R uma fun¢do continua que satisfaz a

sequinte desigualdade

)

AD] < et 1

/0 (t — 5 |A(s)|ds,
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para todo t € [0,T]. Entao
[A)] < e1Bp(eat”),

parat € [0,T]. Onde, Ey denotada como a fungao Mittag-Leffler de ordem 0 (ver o Apéndice 77
na defini¢ao).

Demonstracio. Sejam ¢ > 0 e a fungao ®(t) := (g, + £3) Eg(e2t?), obtida aplicando o Teorema
(Apéndice ??) e usando a linearidade do problema de valor inicial considerando a funcao ® a

solucao do problema de valor inicial
DYy(t) = ex (1),

onde ®(0) = &; + &3 e D*¥®(0) = 0 para k = 1,2,...,[0] — 1. Considerando o Lema 6.4.2

podemos deduzir que ® satisfaz a equacgao

¢
O(t) =e1 +e3+ % /0 (t — )" d(s)ds.
Pela suposicao sobre a fungao A, descobrimos que |A(0)] < & < &1 + 3 = ©(0).
Pela continuidade das fungdes envolvidas podemos deduzir que |A(t)] < ®(¢) para todo
t € ]0,0] com © > 0. Para provar que a desigualdade se mantém ao longo de todo o intervalo
[0, 7], denotamos t, como o menor nimero positivo com a propriedade que |A(ty)| = ().
Entao, para 0 <t < ¢, temos |A(t)] < ®(¢) e portanto,

€9

Alw)] < e+ g / (to — 5)P A (s)ds

Note que a igualdade nao pode ser verdade, tendo em conta a escolha de ty. Assim, a

suposicao deve ser falsa. Portanto, descobrimos que na verdade
A()] < B(t) = (21 + 25) Eyleat”),

para t € [0,T] e e3 > 0, 0 que chega no resultado desejado. O

Mostramos agora o resultado que garante a dependéncia continua em relacao as condigoes

niciais.
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Teorema 6.4.5. Seja u a solugio do PVI (6.4.1) e z a solugdo do sequinte PVI,
Dielt) = f(t,=(1)), (6.4.11)
DF2(0) = 2, k=0,1,..,n—1
(k) (k)

Se € 1= maxXy—o,1,. n-1 ‘uo — 2y ‘ € suficientemente pequeno, entao existe algum h > 0 tal que

tanto as funcgdées u e z estao bem definidas no intervalo [0, h], e

sup |u(t) — z(t)| = O ( max uék) — z(()k)D . (6.4.12)

0<t<h {k=0,1,....n—1}

Demonstragao. Definindo A(t) := u(t) — 2(t), deduzimos que A é a solu¢ao do problema de

valor inicial

DA(t) = f(t,ult)) — f(t, (1)), (6.4.13)
DFA(0) = ulP — 2P, k=0,1,..,n—1. o

pois o PVI acima satisfaz as hipéteses do Teorema 6.4.1.

Considerando o Lema 6.4.2, o problema de valor inicial é equivalente a equacao

A0 = Y () =) + s [ =9 (o) = flsuzte) s

k=0

Usando desigualdade de Holder e a condigao de Lipchitz de f, encontramos que:

o bt L ' 0—1
A(t) < — = t—s)" " |A(s)|d
O3 g (Al
onde L é a constante de Lipschitz. Pelo Lema 6.4.4, obtemos:
|A(t)] < O(e) Eg(LR°) = O(e)

como o desejado. O

Agora, mostraremos o teorema que garante dependéncia continua em relagao aos parametros

do modelo estudado.

Teorema 6.4.6. Seja u a solugao do PVI (6.4.1) e z a solug¢ao do sequinte PVI

Diyz(t) = f(t,2(t)), (6.4.14)
DF2(0) = 2P, k=0,1,..,n—1
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onde f deve satisfazer as mesmas hipoteses de f e

= t.to) — F(tt
€ (tfig}éc)f(l’ 2) f(,2)

Se € € suficientemente pequeno, entao existe h > 0 tal que tanto as funcoes u e z estao bem

definidas em [0, h] e

sup [u(t) — ()| = o( max ‘f(tl,tz) —f<t1,t2)D . (6.4.15)

0<t<h (t1,t2)€C

Demonstragao. Definindo primeiramente A(t) := u(t) — z(t), onde A é a solugao do problema

de valor inicial

{ DIA(®) = f(tu(t)) = f(t,2(0), (6.4.16)
D*A(0) = 0, k=01,....n—1.
Isso é equivalente & equacio
A0 = i [ 6= 9 (Flssat) = Flsuz(oD) s
Usando a hipétese de Lipschitz continuidade de f e f, podemos deduzir que
ae < | t % (15, u(5) = 15, 2(5))| £ 5, 2(5) = F(s,2(5))) ds
< ﬁ /Ot(t )1 A(s)] ds + aﬁ /Ot@ )" ds
< % /Ot(t _ )L A(s)| ds “r(eh—im'
Podemos agora aplicar o Lema 6.4.4 para encontrarmos novamente
IA()] < O()Eg(LEY) = O(e).
]

Os outros resultados para dependéncia continua, sao parecidos com os resultados de ordem
inteira, para maiores informagoes consulte [116]. Porém para trabalhar com operadores fra-
cionarios é necessario um resultado que garanta a dependéncia continua em relacao a ordem

das derivadas, que apresentaremos a seguir.

Teorema 6.4.7. Seja u a solu¢ao do PVI (6.4.1) e z a solug¢ao do sequinte PV,

Dipz(t) = f(t,2(t)), (6.4.17)
DF2(0) = u, k=01,.,7—-1
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onde 6 > 0,7 :=[0],e :=0—0 e

5* L 07 s€ N = ﬁa
"] max {‘ulg‘ n<k<n-— 1} caso contrario.

Se € e " sao suficientemente pequenos, entdo existe h > 0 tal que, tanto z como u sao

fungoes definidas em [0, h] e
supo<i<n|u(t) — z(t)] = O(6 — 6) + O {maX [O,max (‘ué’c)‘ n<k<ng-— 1)] } . (6.4.18)
Demonstracao. Seja

A(t) = u(t) — 2(t)

::_§%+£§4W*VWW$WS
— % i (t — s)é’lf(s,z(s))ds
. Z B+ gy €97 ) ~ ozt as

(t—s)t  (t—s)
+ /O( OB >f(8,Z(S))d8'

n—1 hk L t )
|A(t)] < o T m/ (t —5)" 71 A(s)|ds (6.4.19)
k=n 0
t 6—1 6-1
~ (t —s) (t—s)
1 tity) — Fti,t - ) |4q
(tff}f)}éc‘f( 1,t2) = f(t1,t2) /0 T(0) () S
Obviamente a soma é O(g*). Logo,
/t (t _ 8)9—1 B (t N s)é—l b /t 001 - Uﬁ—~1 "
o | T(0) IN() o [I(0) T(8)
W01 i1

h
. /o OGS
= O(e).

Podemos calcular a integral explicitamente, entretanto, primeiro temos que achar o zero da
L
integracao que esta localizado em (%) *~’ (uma quantidade que converge para exp(1(f)) e

0 — 6 onde ¥ = %) Se h é menor do que esse valor, entao o integrando nao tem nenhuma
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mudanga de sinal. Caso contrario devemos dividir o intervalo de integragao neste ponto. Em

qualquer caso, podemos dizer que a expressao resultante é delimitada por 0(0~ —0) = O(e).

Entao
L t
AW < 0() + 06 + o [ (=5 al)ds,
I'(9) Jo
se utilizarmos o Lema 6.4.4 produzindo o resultado desejado. O]

Corolario 6.4.8. Assumindo as hipdteses do Teorema 6.4.7 e 11 =1, entdo

supo<i<n|u(t) — 2(t)] = O(0 - 0)

Corolario 6.4.9. Assumindo as hipoteses do Teorema 6.4.7 e sejam 11 > 1 e uék) = 0 para

k=mn,n+1,...n—1 entao

supoi<n|u(t) — z(t)] = O] —n).

6.5 Uma Comparacao entre Riemann-Liouville e Caputo

Aqui verificaremos qual definicao de derivada de ordem fracionaria melhor se aplica no
nosso sistema, através da analise do problema de valor inicial com derivadas arbitrarias segundo
Rimann-Liouvile e Caputo. Nesta secao nao apresentaremos as demonstracoes dos resultados
segundo Rimann-Liouvile que podem ser encontrados em [39], porém os resultados segundo
Caputo ja foram mostrados na Segao 6.4, tendo em vista que usaremos essa definicao nesta

proposta. Tal analise se inicia com os seguintes resultados:

Teorema 6.5.1. Sejam 0 > 0,0 ¢ N,n = [0],k>0,h* >0ecy,...,cy € R FE

GIZ{(t,u)eRs“:OStSh*,uERs, t=0 e |t" ‘)u—

Supondo que a funcao f : G — R € continua, limitada e Lipschitziana em relagao a sequnda

variavel, satisfazendo a desigualdade 6.4.9. Entdo a equacdo diferencial
Diult) = f(t,u(t)), (6.5.1)
com condi¢oes 1niciais

DiFu(0) =cp (k=1,2,...,n—1), lim JJ %u(z) = ¢, (6.5.2)

Z—>0+
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possui uma unica solu¢do f que € uma funcdo continua definida em (0,h] com

s (TO+ )R
h.—mm{h,h,( i ) },

onde M = sup, e |f(t,2)| e h € um nimero positivo arbitrdrio que satisfaz a seguinte res-

tricao

- (T(20-n+1)\7
h < (m) . (6.5.3)

A prova desse teorema é similar a demonstracao para EDO’s de ordem inteira. Para detalhes
veja ([39], Capitulo 5). Tal demonstracdo passa por transformar problema (6.5.1)-(6.5.2) na
forma integral, assim como acontece no caso classico, e usar o teorema de ponto fixo de Banach
para estabelecer o resultado. A equagao integral equivalente serd enunciado no lema (6.5.2),

cujos detalhes da demonstracdo podem ser obtidos em [39].

Lema 6.5.2. Suponha h > 0 e as hipdteses enunciadas no Teorema 6.5.1. Entao u € C(0, h]
¢ uma solugdao das equagoes diferenciais (6.5.1) e (6.5.2) se, e somente se, € uma solu¢ao da

equacao integral de Volterra

u(t) = Z F(Gcitk—i— 1 + F(lﬁ) /0 (t — )" f(s,u(s))ds. (6.5.4)

Observacgao 6.5.1. De fato, ao observar a equagao integral (6.5.4) percebemos porque a solugao
u € continua no intervalo semi-aberto (0, h] e ndo no intervalo fechado [0, h|. Se u fosse continuo
ao longo de [0, h], entao, como f € continuo, o lado direito da equagao (6.5.4) também deveria
ser continuo em [0, h]. Tendo em consideracio a defini¢cao de n, podemos facilmente ver que
as somas sao de fato continuas em [0, h] para k =1,2,....m — 1. No entanto, o termo (k =)

¢ limitado quando f — 0, haja vista que n > 6, com § ¢ N a menos que c, = 0.

Na segao 6.4 apresentamos uma adaptagao do cldssico Teorema de Peano [29] para sistemas
de EDO’s de ordem fraciondria. Seguimos os passos apresentados em [39, Teorema 6.1 pég.86]
e mostramos que existe uma fungao u € C[0, h] que resolve o problema de valor inicial definido
no PVI (6.4.1).

O Lema (6.4.2), ja4 demonstrado na se¢ao 6.4 garante que se existe uma solugao para o PVI
(6.4.1), entao esta mesma solugdo deve satisfazer uma equacao integral, a qual é base para
alguns dos métodos numéricos para resolver PVI’s fracionarios.

Através da observacao a seguir, faremos uma comparacao do problema de valor inicial com

derivadas arbitrarias segundo Rimann-Liouvile e Caputo.

Observagao 6.5.2. Usando a observagao (6.5.1) e usando os Lemas (6.5.2) e (6.4.2), podemos
comparar o comportamento das solugoes de equacao diferenciais fraciondrias seqgundo Caputo

com as de Rimann-Liouville. Ao fazer isso descobrimos que o problema de continuidade na



119

origem encontrado para Riemann-Liouville nao ocorre para Caputo. Pelo contrdrio, verificamos
que a continuidade da funcao f implica na continuidade da solugcao w durante todo intervalo

fechado [0, h].

Quando analisamos o problema de valor inicial com derivadas de ordem fracionaria percebe-
se que o método de Caputo é mais adequado para aplicagao em sistemas bioldgicos que o método
de Riemann-Liouville, visto que para o primeiro a derivada de uma constante é nula. Além
disso, as condicgoes iniciais em sistemas de EDQ’s fraciondrias segundo Caputo dependem de
condigoes que sao fisicamente interpretaveis. Mesmo que o PVI definido em (6.5.1), usando
derivadas de ordem fracionaria segundo Riemann-Liouville, seja um problema bem posto, a sua
dependéncia das condigoes iniciais, nao necessariamente possuem uma interpretacao do ponto de
vista biol6gico [39]. Portanto, para a modelagem que apresentaremos neste trabalho, usaremos
derivadas de ordem fracionaria segundo Caputo com o objetivo de obter uma modelagem fiel

a0 nosso objetivo.

6.6 Uma Breve Consideracao sobre o Efeito de Memoéria

Na proxima observagao, mostraremos de que maneira as derivadas de ordem fracionaria

introduzem naturalmente o efeito de memoria em um problema de valor inicial.

Observagao 6.6.1. Olhando para a equagao (6.4.7) para algum 0 € (0,1] e para dois valores
diferentes de t, digamos t; e to com t; < to, se subtrairmos a sequnda destas equacgoes pela

primeira, obtemos que:

) =ult) = 7o / (b — 5" (s, uls))ds

to
+ F(Q)/ (ty — 5)"7  f(s,u(s))ds. (6.6.1)
Considerando primeiramente o caso (nao fraciondrio), isto é 6 = 1. Analisando o lado direito
da equagao (6.6.1) vemos que a primeira integral € nula. Entao esta equagdo implica que u(t)
¢ a solugdo do problema de valor inicial dado equagao (6.4.1) no ponto u(ty) e, em sequida,
pode-se calcular a solu¢dao em ty com ty > t1, exclusivamente com base em u(ty) e a fungdo f.
Nao serd preciso usar qualquer informagdao em u(t) para t € [0,t1). Esta observacao é apenas
outra maneira de expressar a localidade do operador diferencial de ordem inteira. Fsta é a base
de quase todos os métodos numéricos classicos da solugcao de equagoes diferenciais de primeira

ordem. Também € fundamental para a modelagem matemdtica de muitos sistemas da fisica,
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engenharia e outras ciéncias [39], porque ele afirma que isso € suficiente para analisar o estado
de um sistema em um ponto arbitrdrio na hora de calcular o seu comportamento no futuro.
Quando for analisado o caso fraciondrio 0 < 6 < 1 a situacdo é fundamentalmente dife-
rente. Nesse caso, a primeira integral do lado direito da equacao (6.6.1) nao desaparece. Logo,
sempre que se quer calcular a solugdo u(ty), em algum momento ty, € necessario considerar o
que acontece no ponto inicial 0 e levar em conta toda a informagdo até o ponto de interesse
to. Isso reflete a nao localidade dos operadores diferenciais sequndo Caputo. Obviamente, essa
observacao tem uma influéncia substancial sobre a construgcao de métodos numéricos para tais
equacoes. Além disso, para a modelagem de fenomenos reais com um sistema de ordem fra-
ciondria, podemos interpretar o termo que nao se anula como um termo que descreve sistemas

com memoria.

Observagao 6.6.2. Como foi afirmado na observagao anterior, a equagao (6.6.1) tem grande
impacto sobre a base teorica dos métodos numéricos para equacgoes diferenciais fraciondrias.
O método padrao geralmente funciona corretamente mas, muitas vezes, nao faz uso de todo o
poder desta equagao, pois o mesmo termo entre parénteses no lado direito da equagao (6.6.1)
nao € nulo, ele vai ser muito pequeno em magnitude para determinadas situagoes, por exemplo,

se ty ety sao suficientemente grandes em comparagdo com (ta — ty).

6.7 Boa Colocacao para PVI’s com maultiplas Derivadas

de Ordem Fracionaria

Ao modelarmos problemas bioldgicos, surgiu outra hipétese importante a ser considerada.
Como seria o sistema se pudéssemos usar para cada equacao do sistema uma ordem distinta
da derivada. Porém para que se possa considerar essa hipdtese, é necessario olhar para boa
colocacao de um sistema desse tipo.

Usaremos um sistema de equacoes diferenciais fracionarias onde, 6;,(j = 1,2,...k) podem

ou nao coincidir. Para coloca-lo de forma mais formal, isso leva a um modelo do tipo

D (ur(t)) = fult,ualt), ()

: (6.7.1)

DY (wi(t)) = fultswa(t), ooy up(t))
U](()) = Uj70(j:1,2,...k')

Para atingirmos nossos objetivos, basta assumirmos que 0 < 6; < 1 para todos j.

Teorema 6.7.1. Considere 8; > 0 para j = 1,2,...,k e considere o problema do valor inicial
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dado pelo sistema diferencial fraciondrio multi-ordem, que € equivalente a (6.7.1).

DY (u;(1)) = fitt,us(®),..,un(), (G =1,2, ..., k), (6.7.2)
u'(0) = uj'(l=0,1,..,[0;] = 1)(j =1,2,..k))

Suponha que as fungoes f; : [0,T] x R* = R,j = 1,2,..k, sejam continuas e satisfacam
as condi¢oes de Lipschitz em relagao a todos os seus argumentos, exceto o primeiro. Entao, o
problema do valor inicial tem uma solugao unica que é continuamente dependente das condicoes

maciais, dos parametros e da ordem da derivada.
Demonstragao. O problema de valor inicial (6.7.2), é equivalente ao sistema de equagoes de
Volterra

[0;]-1

u;(t) = Z ujl% + %9])/0 (t — )57 (s, u1(8), .., up(s))ds. (6.7.3)

=0

i=1,2, ..k

Em seguida, definimos § = min;0; e reescrevemos (6.7.3) na forma

[0;]-1

u;(t) = ; ujl% F(léj) /0 (t — s)aflfj(s,ul(s),...,uk(s))ds. (6.7.4)

para j = 1,2, ..., k, onde,

" T(0)

fi(s,un, . uy) = 0 )(t —8)5 70 s, un, oy up) (6.7.5)

J

Apresentando a notagao vetorial U := (uy,...,ux)T, F := (f1,..., fx)T e uma expressio corres-
pondente para os valores iniciais, podemos combinar essas k equacoes escalares em uma equacao

vetorial, da forma

! ¢ R
U(t) = Z; Uol%+%€) /0 (t— )P Fy(s, U (s))ds. (6.7.6)

Como f; : [0,T] x R* = R,j = 1,2,..k e o fato de que 6; > 0 para todos j, concluimos que
todas as fungoes f] sao continuas e satisfazem as condigoes de Lipschitz com respeito a uq, ..., ug.

Assim, F} é continua e satisfaz uma condi¢ao de Lipschitz em relagao a U = (uq, ..., ux)’. O

Apresentaremos a seguir o estudo da dependéncia continua para o PVI com multiplas ordens
6.7.2, A dependéncia continua quanto aos dados iniciais e aos parametros ainda é garantida
pelos resultados apresentados na Sec¢ao 6.4. Agora garantiremos os resultados de dependéncia

continua em relagao as multiplas ordens das derivadas.
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Teorema 6.7.2. Seja u a solugao do PVI (6.7.2) e z a solugao do sequinte PVI, com 9} > 0;

0;

D7 zi(t) = fi(t,z1(t), .., z(t), (G =1,2,.... k), (6.7.7)
210) = z(1=0,1,..,[6;] - 1) =1,2,..k))

onde 0; > 0,7 = [0],¢; =0, — 0, e

. { 0, se m=1,

J max {‘ulg‘ n<k<n-— 1} caso contrario.

Secje 8}‘- sao suficientemente pequenos, entdo existe h > 0 tal que, tanto z como u sao
fungoes definidas em [0, h], 0 = min{ﬁj,éj} e

supo<i<nlu(t) — z(t)] = OO — ) + O {max [O,max <‘uék)‘ n<k<n-— 1)] } . (6.7.8)

Demonstragao. Segue os passos da demonstracao do Teorema 6.4.7. O

6.8 Conceitos de Estabilidade para Sistemas de Ordem

Fracionaria

A esséncia da nocao de estabilidade é a extensao da ideia de dependéncia continua, a solugao
de uma equacao diferencial fracionaria nao muda muito sobre um intervalo finito se perturbar-
mos os valores iniciais por uma pequena magnitude.

Para intervalos nao limitados a solucao trivial é estavel se uma pequena alteracao no valor
inicial conduzir a uma pequena mudanca na solucao ao longo do sistema. Obviamente, isso
¢ muito mais forte do que a dependéncia. A estabilidade assintética é ainda mais forte, pois
exige a solucao do problema perturbado nao sé para permanecer perto da solugao original, mas

convirja para o ponto anterior.

Teorema 6.8.1. Considere um sistema de equagoes diferenciais fraciondrias n-dimensional
DY (u(t)) = Au(t) (6.8.1)

onde A € uma matriz n X n constante arbitrdria.

e [) A solugcio u(t) = 0 do sistema é assintoticamente estdvel se, e somente se, todos

autovalores \; com (j =1,2,...,n) de A satisfaz em |arg();)| > .

o [I) A solugdao u(t) = 0 do sistema € estdvel se, e somente se, os autovalores satisfize-

% ¢ todos os autovalores com |arg(\;)| = & tém uma multiplicidade

geométrica que coincide com a sua multiplicidade algébrica (ou seja, os autovalores com

rem |arg(A;)| >

[-duplas raizes do polinomio caracteristico, tém l autovetores linearmente independentes).
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Demonstracdo. Primeiramente olharemos para as informagoes sobre a forma precisa de todas
as solucoes da equacao diferencial em consideracao.
Sejam Ay, ...A; os autovalores de A e yW ..., yU) seus autovetores correspondentes. Entéo, a
solugao geral da equagao diferencial (6.8.1) tem a forma
J

u(t) = ay Eg(\t?) (6.8.2)

=1

com certas constantes ¢; € C. A tnica solucao de (6.8.2) sujeita a condigao inicial u(0) = ug é

caracterizada pelo sistema linear

up = (u®, .., u) (e, ..., )T

Para obter ¢; da solugao do problema do valor inicial é preciso fazer ¢ = 0 na solucao geral. O
fato de o sistema linear ter uma solugao tnica segue por causa da independéncia linear acima
mencionada dos autovetores que formam a matriz de coeficientes deste sistema.

Agora, para cada k — duplo autovalor da matriz A, temos k solugoes linearmente da equacao

diferencial linear homogénea (6.8.1) que pode ser representado na forma

w(t) = TO(#), coml = 1,2, ...k,

@

onde o I () sdo vetores n-dimensionais cujos componentes das funcdes 7,7 =1,2,...,n,sa0

da forma
l_

10ty =N P10 pr g (1)
p

—_

I
o

A combinacao dessas solugoes para todos os autovalores leva a n solugoes linearmente inde-
pendentes do sistema (6.8.1), isto é, a base do espaco de todas as solugoes deste sistema.
Explicitando as possiveis formas para a solugao de (6.8.1), e usando os resultados do Teorema

6.1.2, que analisa o comportamento da funcao de Mittag-Leffler, o resultado fica provado. [

Observacgao 6.8.1. FEsses resultados podem ser utilizados para sistemas de equagoes diferen-
ciais fraciondrias como os dessa proposta, basta que se trabalhe com a linearizagao destes, ou

seja, que as consideragoes acima, sejam feitas sobre a matriz jacobiana do modelo em estudo.

6.9 Consideracoes sobre os Métodos Numéricos

Utilizou-se dois computadores pessoais para gerar as simulacoes representadas nesse traba-

lho. Que serao descritos abaixo:

e Processador Intel core i5 de 220 MHz, 8 Megabytes de meméria RAM, disco rigido com
capacidade de armazenamento de 200 Gigabytes e sistema operacional Microsoft Windows

7 ultimate.
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e Processador Intel core i7 de 270 MHz, 7,6 Megabytes de meméria RAM, disco rigido com

capacidade de armazenamento de 2,0 Terabytes e sistema operacional Ubuntu 20.04.1

LTS.

Em principio, qualquer simulacao pode ser replicada em qualquer computador, pois nao

exigem muita capacidade computacional. E necessério a instalagao do Octave, programa de uma

linguagem computacional desenvolvida para computagao matematica e uma otima ferramenta

para esse tipo de analises aqui executadas.

Para o modelo com diferentes populacoes espacialmente distribuidas, temos em média o

tempo de simulacao mais demorada é de 4 horas e 19 minutos, para essas simulacoes foram

utilizadas uma adaptacao do método de Euler.

TAHHHAHAARHAEY atiav el sTHHRAHARRHAAH
na=11;
nv=2;
mc=nc=nv+1;
mf=nf=na-nv;
io=jo=((na—1)/2)+1; %ponto de liberacao
ti=1; %tempo inicial
t£f=1000; %tempo final
h=0.001:
Y%h=(mf—mc) ./ (mf-mc)*(mf-mc);
%dt =0.5;
%h=int (ceil ((tf—ti)/dt))%tamanho do passo;
Y%n = int (ceil ((b—a)/dt))
VAHHAHHAAHAERRRRAAAACond . inlclal stHREHAHRHHAAAAFAH
for i=I1:na
for j=1:na
N1(i,j)=100;
%/(1+(sqrt ((i—i0)"2+(j—i0)"2)));
%N1(mc—1,2:mf)=1000000/P(mc—1,2:mf);
%N1(2:mf, mc—1)=1000000/P (2: mf, mc—1);
%N1(mf+1,2:mf)=1000000/P(mf+1,2:mf);
%N1(2:mf, mf+1)=1000000/P (2: mf, mf+1);
it ((imio & j=—jo) )
%|| (i==30 && j==30))
%(i=—io && j=—jo)
%(i==15 & j==15) || (i==30 && j==30)
11(i,j,1)=20.;
S1(i,j,1)=100.T1(i,j,1);
R1(i,j,1)=0;
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if (i>mf || j>mf || i<(nv+1)
S1(i,j,1)=11(i,j,1)=0;
endif

end

| j<(nv+1))

end

for t=ti:tf

t

Auxl=I1;

Aux2=R1;

Aux3=C1;

d=0.02;

d1=0.04;

d2=0.03;

rand (" state” " reset”)

Y%maxval=max(max(N1(:,:))); % escolher a posicao de maior densidade e

Y%menos infectados ou condicoes excludentes

for i=mc:mf

for j=nc:nf

%ovari vel ser o n mero de infectados na posi 0
Y%quem ser a m dia

for m=i—mv:i+4nv

for n=j-nv:j+nv

lambda (m,n,t)=0.1;

%abs (11 (m,n, t+1)—I1(m,n,t));

Poisson (m,n, t)=(exp(—lambda(m,n, t))*(lambda(m,n,t)" (Il (m,n,t))))/
(gamma(I1 (m,n,t)+1));

end

end
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somaPoisson=sum (sum( Poisson (i—nv:i4nv,j-—mnv:j4nv)));
if (somaPoisson™=0)

ks=Poisson (i-nv:i4nv,j-—nv:j+nv)./somaPoisson;

%ks (i-nv:i4nv,j-nv:j4nv)=funce (i-nv:i+nv,j-nv:jtnv).
xNormalizada (i-nv:i4nv,j-nv:j+nv).x fi (i-nv:idnv,j-nv:j+nv);
else

ks=Poisson (i-nv:i4nv,j-nv:j+nv)

endif

minval=min (min (ks (: ,:)));

if (minval "=0)

[vi,vj]=find (ks (:,:)==minval);

s=rows ([vi,vj]);

w=randperm (s ,1);
endif

VI(i,j,t)=beta2(i,j,t)x
tbheta2 (i,j,t)*S1(i,j,t)*I
+beta2(i,j,t)*xS1(i,j,t)=I
+beta2(i,j,t)*xS1(i,j,t)xI1
Ysum (sum (S1(i,j,t).xks.x11
(i
)

S1(i,j,t)«I1(i+1,j,t)/NI(i+1,j)
LG 1, 6)/NIG )

(1, J+1 t)/N1(i,j+1)

(i,j—1,t)/N1(i,j—1);

(1 J, )./NI(i—nv:i+nv,j-nv:j4nv)));

I12(i,j,t)=beta(i,j,t)*S1 t)«I1(1,j,t)/NL(i,j)+VI(i,j,t);

S1(i,j,t+1) = (~II12(i,j,t +—nm(i,j,t)*(Nl(i,j)—Sl(i,j,t))

+gama(i,j,t)*CL(i,j,t))*xh + S1(i,j,t);

[1(i,j,t+1) = (I12(i,j,t)+sigma(i,j,t)xbeta(i,j,t)*xCl(i,j,t)«xI1(i,j, t)
—(alfa(i,j,t)

+mu(i,j,t))«I1(i,j,t))«h+I1(i,j,t);

R1(i,j,t+1) =((1—sigma(i,j,t))*xbeta(i,j,t)«xC1(i,j,t)*xI1(i,j,t)

+ alfa(i,j,t)«xI1(i,j,t)—(mu(i,j,t)+delta(i,j,t))«R1(i,j,t))*h + RI(i,j,t);
Cl(i,j,t+1) =((delta(i,j,t)*R1(i,j,t))—beta(i,j,t)*Cl(i,j,t)«xI1(i,j, t)
—(mu(i,j,t)+gama(i,j,t)*CL(i,j,t)))*h + C1(i,j,t);

end

end

JAUXVIE=VI;

VetHHHHHEHHA AR Soma individuos de cada classe HHHHHHHHHHEHHHHH

S241=sum (sum(S1(:,:,:)))./sum(sum(NI(mc:mf , mc:mf)));

%./(na—2*nv) " 2;

S341=sum (sum(I1 (:,:,:)))./sum(sum(NI(mc:mf , mc:mf)));

%./(na—2+nv) " 2;
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S441=sum (sum(R1(:,:,:)))./sum(sum(NI(mc:mf, mc:mf)));
%./(na—2*nv) " 2;
S541=sum (sum (C1(:,:,:)))./sum(sum(NI(mc:mf,mc:mf)));

%graphics_toolkit

end

Para o modelo fracionédrio é necessario um modelo adequado, que considere esse efeito de
operador nao local. Para tanto, aprendemos a fazer simulagoes desse tipo com [47, 46].
As simulagoes utilizando esse modelo, utilizam a ideia de um método do tipo preditor/cor-

retor para o operador de convolucao e o tempo de simulagao nao tem demora maxima de 5

minutos.

VAR ar am e tr o sSHHHRAHHHAHRHHAAHHERFIRH

mu = 0.02; beta = 25; a =7; delta = 0.75; rho = 1; gamma= 0.35;
sigma = 0.12; P = 1;

ViR for dens das derivadas HHEEHHHHRHHAAHERFHHA
theta=1; thetal=0.95; theta2=0.95; theta3=0.85; thetad=0.8;
thetab=0.8; theta6=0.8; theta7=0.8; theta8=0.8;
VAR o d e | ofHHAHHHHRHHAAHHRRH

f_fun=0(t,x)
[(mu”thetal)*P+(gamma” thetal )*(x(4)) —((beta thetal)*(x(2))
+(mu” thetal))*(x(1)) —(rho " thetal )x(x(1));

(beta " theta2)*(x(1))*(x(2))+(sigma”thetal )x(beta " theta2 )x(x(4))*(x(2))
—((a"theta2)+(mu”theta2))*(x(2));
(1—(sigma”theta3))*(beta thetald )x(

x(4))x(x(2))+(a"thetad)*(x(2))
—((mu” theta3d)+(delta " thetad))*(x(3)
)
K

4) *
)+ ((rho” thetad)x(x(1)));
(delta " thetad )*(x(3))—(beta thetad )*x(x(4))*(x(2))

—(gamma” thetad+(mu” thetad ))x(x(4))];

Y#metodo do tipo preditor corretor

baseado em Garrapa

% Armazenamento das condi es iniciais

ic.t0 = t0 ;

ic.y0 = y0 ;

ic.m_alpha = ceil (alpha) ;

for i =1 : alpha_length
for j =0 : ic.m_alpha(i)—1

ic.m_alpha_factorial (i,j+1) = factorial (j) ;

end

end
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% Armazenamento das informacoes do problema

Probl.ic = ic ;

Probl.f_fun = f_fun ;

Probl.problem_size = problem_size

Probl.param = param ;
Probl.alpha = alpha ;
Probl.alpha_length = alpha_length ;

% Numero de solucoes
r = 16 ;

N = ceil ((T-t0)/h) ;
Nr = ceil ((N+1)/r)*r ;
Qr = ceil(log2(Nr/r)) — 1 ;

NNr = 27 (Qr+1)xr ;

% variaveis

y = zeros(Probl.problem_size N+1) ;

fy = zeros(Probl.problem_size \N+1) ;
zn_pred = zeros(Probl.problem _size ,NNr+1) ;

if mu> 0

zn_corr = zeros(Probl.problem_size ,NNr+1) ;
else

zn_corr = 0 ;
end

% Avalia o dos coeficientes do m todo PECE
nvett = 0 : NNr+1 ;
bn = zeros(Probl.alpha_length ,NNr+1) ; an = bn ; a0 = bn ;
for i_alpha = 1 : Probl.alpha_length
find_alpha = find (alpha(i_alpha)==alpha(1:i_alpha —1)) ;
if “isempty(find_alpha)
bn(i-alpha ,:) = bn(find_alpha(1),:) ;
an(i_alpha ,:) = an(find_alpha(1),:) ;
a0 (i_alpha ,:) = a0(find_alpha(1),:) ;
else
nalpha = nvett. alpha(i_alpha) ;
nalphal = nalpha.xnvett ;
bn(i-alpha ,:) = nalpha(2:end) — nalpha(l:end—1) ;
an(i_alpha ,:) = [ 1 , (nalphal(l:end—2) — 2xnalphal (2:end—1)
+ nalphal (3:end)) | ;
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a0 (i_alpha ,:) = [ 0 , nalphal(l:end—2)—nalpha(2:end—1).%(nvett (2:end-
—alpha(i-alpha)—1)] ;
end
end
MEIH.bn = bn ; MEIH.an = an ; MEIH.a0 = a0 ;
METH. halphal = h." alpha./gamma(alpha+1) ;
METH. halpha2 = h." alpha./gamma(alpha+2) ;
METH.mu = mu ; METH. mu_tol = mu_tol ;

% Evaluation of FFT of coefficients of the PECE method
MEIH.r = r ;
if Qr>= 0
index _fft = zeros(2,Qr+1) ;
for 1 =1 : Qr+1 % log2 (NNr/r)
if 1 =1
index_fft (1,1) =1 ; index_fft(2,1) = rx2 ;
else
index_fft (1,1) = index_fft (2,1-1)+1 ; index_fft(2,1) =
index _fft (2,1 —1)+2"1xr;
end

end

bn_fft = zeros(Probl.alpha_length ,index_fft (2,Qr+1)) ;
an_fft = bn_fft ;
for 1 =1 : Qr+1 % log2 (NNr/r)
coef_end = 2" Ixr ;
for i_alpha =1 : Probl.alpha_length
find_alpha = find (alpha(i_alpha)==alpha(1l:i_alpha —1)) ;
if “isempty(find_alpha)
bn_fft (i_alpha ,index_fft (1,1):index_fft (2,1)) =
bn_fft (find_alpha (1),index_fft(1,1):index_fft(2,1)) ;
an_fft (i_alpha ,index_fft (1,1):index_fft(2,1)) =
an_fft (find_alpha(1),index_fft(1,1):index_fft(2,1)) ;
else
bn_fft (i_alpha ,index_fft (1,1 ):index_fft (2,1)) =
fft (METH.bn(i_alpha ,1:coef_end),coef_end) ;
an_fft (i_alpha ,index_fft (1,1):index_fft(2,1)) =
fft (METH.an(i_alpha ,1:coef_end),coef_end) ;
end

end
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end
METH. bn _fft = bn_fft ; MEIH. an_fft = an_fft ;
MEIH. index _fft = index_fft ;

end

% solu o

t =t0 + (0 : N)xh ;

(1) = ¥0(:1)

fy (:,1) = f_temp ;

[y, fy] = Triangolo(1, r—1, t, y, fy, zn_pred, zn_corr, N, METH, Probl ) ;

ft = zeros(1,2.7(Qr+2)) ; ff(1:2) = [0 2] ; card_ff = 2 ;
nx0 =0 ; ny0 =0 ;
for qr =0 : Qr
L=2qr ;
[y, fy]| = DisegnaBlocchi(L, ff, r, Nr, nxO+Lsr, ny0, t, y, fy,
zn_pred , zn_corr, N, METH, Probl ) ;
ff(1:2«card_ff) = [ff(1l:card_ff) ff(1l:card_ff)] ;
card _ff = 2xcard_ff ;
ff(card_ff) = 4xL ;

end

if T < t(N+1)
¢ = (T~ t(N))/h ;
t(N+1) =T ;
y(:,N+1) = (1—c)*y(:,N) + cxy(: ,N+1) ;

end

t = t(1:N+1) 5 y =y(:,1:N+1) ;

end

%

%

% r : dimens o do quadrado ou tri ngulo b sico
% L : fator de redimensionamento dos quadrados

function [y, fy] = DisegnaBlocchi(L, ff, r, Nr, nx0, ny0, t, y, fy,
zn_pred , zn_corr, N , METH, Probl)
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nxi = nx0 ; nxf = nx0 4+ Lxr — 1

nyi = ny0 ; nyf = ny0 4+ Lxr — 1 ;
is =1 ;

s.nxi(is) = nxi ; s_.nxf(is) = nxf ; s_nyi(is) = nyi ; s_nyf(is) = nyf ;
i_triangolo = 0 ; stop = 0 ;

while “stop
stop = nxi+r—1 = nx0+L*xr—1 | (nxi+r—I>=Nr—1) ;

[zn_pred, zn_corr| =

Quadrato(nxi, nxf, nyi, nyf, fy, zn_pred, zn_corr, N, METH, Probl) ;
[y, fy] = Triangolo(nxi, nxi+r—1, t, y, fy, zn_pred, zn_corr,

N, METH, Probl) ;

i_triangolo = i_triangolo + 1 ;
if “stop
if nxi+r—1 = nxf % Il triangolo finisce dove finisce il quadrato -

i_Delta = ff(i_triangolo)
Delta = i_Deltaxr ;
nxi = s_nxf(is)+1 ; nxf = s_nxf(is) + Delta

)

nyi = s_nxf(is) — Delta +1; nyf = s_nxf(is) ;
s.nxi(is) = nxi ; s_nxf(is) = nxf ; s_nyi(is) =
nyi ; s_nyf(is) = nyf ;
else
nxi = nxi + r ; nxf = nxi + r — 1 ; nyi = nyf + 1 ;
nyf = nyf + r
1s = 1s + 1
s.nxi(is) = nxi ; s_nxf(is) = nxf ; s_nyi(is) = nyi
s.nyf(is) = nyf ;
end

end
end

end

%
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%

function [zn_pred, zn_corr] = Quadrato(nxi, nxf, nyi, nyf, fy, zn_pred, zn_cc

%coef_beg = nxi—nyf ;

coef_end = nxf-nyi+l ;

i_fft = log2(coef_end/MEIH.1) ;
funz_beg = nyi+l ; funz_end = nyf+1 ;
Nnxf = min (N, nxf) ;

% Avalia o do segmento de convolu o para o preditor
vett_funz = fy (:,funz_beg:funz_end) ;
vett_funz _fft = fft(vett_funz ,coef_end ,2) ;
zzn_pred = zeros(Probl.problem _size ,coef_end) ;
for i =1 : Probl.problem_size
i_alpha = min(Probl.alpha_length i) ;
Z = METH. bn _fft (i_alpha MEIH. index _fft (1,i_fft ):
METH. index _fft (2,i_fft )).xvett_funz _fft(i,:) ;
zzn_pred (i,:) = real (ifft (Z,coef_end)) ;
end
zzn_pred = zzn_pred (:,nxf-nyf+1—-1l:end—1) ;
zn_pred (:,nxi+1:Nnxf+1) = zn_pred (:,nxi+1:Nnxf+1) +
zzn_pred (:,1:Nnxf-nxi+1) ;

% Avaliacao do segmento de convolucao para o corretor
if METH.mu > 0
if nyi = 0 % Evaluation of the lowest square
vett_funz = [zeros(Probl.problem_size ;1) |,
fy (:,funz_beg+1:funz_end) | ;
vett_funz _fft = fft (vett_funz ,h coef_end ,2) ;

end

zzn_corr = zeros (Probl.problem_size ,coef_end) ;

for i =1 : Probl.problem_size
i_alpha = min(Probl.alpha_length ,i) ;
Z = METH. an _fft (i_alpha ,METH. index _fft (1,i_fft ):
METH. index_fft (2,i_fft )).* vett _funz_fft(i,:) ;
zzn _corr (i,:) = real (ifft (Z,coef_end)) ;

end

zzn_corr = zzn_corr (:,nxf—nyf+1l:end) ;

zn_corr (:,nxi+1:Nnxf+1) = zn_corr (:,nxi+1:Nnxf+1) +

zzn_corr (:,1:Nnxf—nxi+1) ;
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else
zn_corr = 0

end

end

%
%

function [y, fy] = Triangolo(nxi, nxf, t, y, fy, zn_pred,
zn_corr , N, METH, Probl)

for n = nxi : min(N, nxf)

% Avalia o do preditor

Phi = zeros(Probl.problem _size ,1)

if nxi = 1 % Case of the first triangle
j_beg =0

)

else % Case of any triangle but not the first
j_beg = nxi ;
end
for j = j_beg : n—1
Phi = Phi + METH.bn (1: Probl.alpha_length ;n—j).xfy (:,j+1) ;
end
St = StartingTerm (t(n+1),Probl.ic) ;
y_pred = St + METH. halphal .%(zn_pred (:,n+1) + Phi)
f_pred = f_vectorfield (t(n+1),y_pred, Probl)

I

Y

% Avalia o do corretor
if METH.mu = 0
y(:,n+1) = y_pred ;
fy (: ,n+1) = f_pred ;
else

j_-beg = nxi ;

Phi = zeros(Probl.problem _size ,1)
for j = j_beg : n—1

)

Phi = Phi + METH.an (1: Probl.alpha_length ;n—j+1).xfy (:,j+1) ;
end
Phin = St +
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METH. halpha2 . (MEIH. a0 (1: Probl. alpha_length ,n+1).xfy (:,1)
+ zn_corr (:,n+1) + Phi) ;
yn0) = y_pred ; fn0 = f_pred ;
stop =0 ; mu.it = 0 ;
while “stop
ynl = Phi_.n + METH. halpha2.xfn0 ;
mu_it = mu_it + 1 ;

if METH.mu =— Inf
stop = norm(ynl—yn0,inf) < METH. mu_tol ;

if mu_.it > 100 && “stop

warning (' N o converge ' ...
strcat ("Foi solicitado executar
iteracoes corretivas
at a convergencia, mas
'0 processo nao converge para
a toleranciae % em 100 iteration '),
METH. mu_tol) ;
stop =1 ;
end
else
stop = mu_it = MEIH.mu ;
end
fnl = f_vectorfield (t(n+1),ynl,Probl) ;
yn0 = ynl ; fn0 = fnl ;
end
y(:,n+l) = ynl ;
fy (: ,n+1) = fnl ;
end

end

end

%

%o
function f = f_vectorfield (t,y,Probl)

if isempty (Probl.param)
f = feval (Probl.f fun ,t,)y) ;

else
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f = feval (Probl.f_fun ,t,y,Probl.param) ;

end
end
%

%

function ys = StartingTerm (t,ic)

ys = zeros(size(ic.y0,1),1) ;

for k = 1 : max(ic.m_alpha)
if length(ic.m_alpha) =— 1
ys = ys + (t—ic.t0)"(k—1)/ic. m_alpha_factorial (k)xic.y0(:,k) ;
else

i_alpha = find (k<=ic.m_alpha) ;
ys(i-alpha ,1) = ys(i_alpha,1) + (t—ic.t0)" (k—1)xic.y0(i_alpha k)./ic.
end

end

end



