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RESUMO

Doenças causadas por microrganismos surgem e ressurgem no ambiente, afetando po-

pulações humanas, animais e vegetais. Desta forma, os modelos matemáticos precisam estar

em constante adaptação para que consigam modelar de maneira mais abrangente a dispersão

dessas doenças e contribuir para a tomada de decisão em gestão pública. Neste trabalho,

estudamos variações do modelo compartimental do tipo SIRC com populações espacialmente

distribúıdas, onde cada uma das subpopulações da rede bi-dimensional se divide em compar-

timentos criados conforme a caracteŕıstica do grupo populacional, sendo esses suscet́ıveis (S),

infectados (I), recuperados (R) e imunidade cruzada (C). O modelo ainda admite que existe

interações entre as diferentes populações espacialmente distribúıdas, mas que não exista mi-

gração. Por fim, o modelo contempla ”memórias”distintas em cada um dos compartimentos

existentes nas populações, a qual é modelada pelas derivadas de ordem fracionária de Caputo.

Do ponto de vista teórico, mostramos resultados de existência, unicidade e dependência

cont́ınuas dos dados iniciais, dos parâmetros do modelo e das ordens das derivadas para a

solução do sistema de equações diferenciais com diferentes ordens fracionárias, que modela o

problema em sua forma geral. Também estabelecemos a existência de pontos estacionários em

termos da topologia de interação entre as populações e os parâmetros do modelo. Demonstra-

mos a estabilidade local (global) para alguns casos particulares para a escolha das ordens das

derivadas.

Para o caso particular em que há uma única população, estudamos o modelo SIRC com

múltiplas ordens aplicado a Influenza. Para esse caso particular, de maneira mais detalhada ana-

lisamos a estabilidade local. Ainda, a partir de algumas simulações mostramos que a existência

de distintas ordens para a dinâmica de cada compartimento descreve de maneira mais fidedigna

dados reais de Influenza.

Outra variante do modelo proposto consiste no estudo do modelo SIRD (o compartimento

(C), foi transformado no compartimento (D) para representar o distanciamento social) com

a população dividida em faixas etárias que interagem, o qual foi pensado para descrever o

comportamento dos efeitos do distanciamento social e reabertura de escolas durante a pandemia

de Covid-19. Mostramos os resultados de boa colocação (os quais são ligeiramente diferentes do

caso do modelo SIRC), resultados de existência de pontos de equiĺıbrio e respectiva estabilidade,

conjuntamente com alguns resultados teóricos e cenários numéricos que simulam o efeito na

dinâmica da infecção com o retorno escalonado das crianças à escola.

Palavras-chave: Modelo SIRC. Modelo Compartimental. Múltiplas ordens de derivada.

População espacialmente distribúıda. Modelo Compartimental Fracionário. Influenza. COVID-

19.



ABSTRACT

Diseases caused by microorganisms emerge and reemerge in the environment, affecting human,

animal, and plant populations. In this way, mathematical models need to be constantly adapted

to comprehensively model the spread of these diseases and contribute to decision-making in

public management. In this work, we study variations of the compartmental model of the SIRC

type with spatially distributed populations, where each subpopulation of the two-dimensional

network is divided into compartments created according to the characteristic of the population

group, namely susceptible (S), infected (I), recovered (R), and cross-immunity (C). The model

also assumes interactions between different spatially distributed populations but no migration.

Finally, the model incorporates distinct ”memories”in each of the compartments existing in

populations, which are modeled by Caputo fractional-order derivatives.

From a theoretical perspective, we show results of existence, uniqueness, and continuous

dependence on initial data, model parameters, and orders of derivatives for the solution of the

system of differential equations with different fractional orders that models the problem in its

general form. We also establish the existence of stationary points in terms of the interaction

topology between populations and model parameters. We demonstrate local (global) stability

for some particular cases for the choice of derivative orders.

For the particular case where there is a single population, we study the SIRC model with

multiple orders applied to Influenza. For this specific case, we analyze local stability in more

detail. Additionally, through simulations, we show that the existence of distinct orders for the

dynamics of each compartment more accurately describes real Influenza data.

Another variant of the proposed model consists of studying the SIRD model (where the

compartment (C) has been transformed into the compartment (D) to represent social distan-

cing) with the population divided into age groups that interact. This was designed to describe

the effects of social distancing and school reopening during the Covid-19 pandemic. We present

results of good placement (slightly different from the SIRC model), existence of equilibrium

points, and their stability, along with some theoretical results and numerical scenarios simula-

ting the effect on infection dynamics with the staggered return of children to school.

Palavras-chaves: SIRC Model. Compartmental Model. Multiple orders of derivative.

Spatially distributed population.. Fractional Compartmental Model. Influenza. COVID-19..
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3.1 Uma breve contextualização a respeito da influenza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3.1.1 Um breve apanhado sobre a memória advinda das derivadas de ordem
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4.4 Faixas etárias pertencentes aos ńıveis da educação básica cumprindo o

distanciamento social. Fonte: do autor. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
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1 INTRODUÇÃO

Desde os primórdios, a chave para os estudos em Epidemiologia é a observação. O primeiro

sucesso que se tem conhecimento no combate de uma doença infecciosa foi feito por Hipócrates

(458-377 a.C.) [130], o qual percebeu que pessoas que se mantinham próximas ao fogo não

eram acometidas pela chamada Peste de Atenas. A intervenção de Hipócrates ajudou a findar

a contaminação com o acendimento de fogueiras.

Surtos, epidemias, endemias e pandemias fazem parte do passado, presente e certamente

estarão presentes no futuro da humanidade. Podemos afirmar que a história das epidemias se

funde com a história dos seres vivos [63] e o risco de surgimento de novas enfermidades ou o

conv́ıvio com surtos parece ser eminente devido às atuais condições climáticas e ambientais [15].

Mesmo pequenos surtos são preocupantes quando ocorrem, não só com seres humanos, mas

também com animais [23] e vegetais [16]. Em todos os casos afetam a situação econômica e

social [63] e também são alarmantes pelo número de mortos que doenças infecciosas podem

ocasionar, esses que são superiores aos de uma guerra [10, 12]. Pelo o que se viveu nos últimos

anos, como consequência da pandemia da nova cepa de Coronav́ırus em 2019/2020 [112], não

existe dúvidas de que este tipo de evento fará parte do nosso cotidiano.

Por esse motivo, estudiosos de várias áreas unem forças de forma interdisciplinar no que

chama-se Epidemiologia. Esta que dedica-se a entender as diferenças existentes nos surtos/

epidemias/ pandemias/ endemias devido às caracteŕısticas biológicas, sociais, temporais e ge-

ográficas da população envolvida, tanto do hospedeiro quanto do patógeno. Tendo como função

principal descrever a distribuição da doença, ou seja, descobrir como, onde e quando padecem

os indiv́ıduos [112]. Esses estudos também devem se deter a identificar as causas ou fatores de

risco para as doenças, com o objetivo de descobrir porque é que nem todos têm a mesma doença

de maneira uniforme [135], de forma a planejar, construir, testar e implementar estratégias para

o controle e prevenção [20] de doenças infecciosas. Nesta última parte mais prática da Epidemi-

ologia, é que as ciências exatas podem contribuir significativamente, em especial a matemática,

através da modelagem e simulações, permitindo avaliar os distintos cenários da evolução da

doença, em termos das estratégias de prevenção e controle adotadas, bem como, propor outros

caminhos a serem seguidos.

Antes de adentrarmos em outros tópicos, vamos definir de forma mais clara alguns termos já

citados que são importantes na Epidemiologia. Traremos também referências de acontecimentos

no Brasil, visando mostrar fatos reais próximos, já que um dos enfoques dessa tese é poder

aproximar esse estudo para a realidade brasileira.

Epidemia: elevação do número de casos de uma doença, em um determinado lugar e

peŕıodo de tempo, caracterizando um excesso em relação à frequência esperada [123]. Podendo

ocorrer em ńıvel municipal quando diversos bairros apresentam certa doença. Um exemplo

recente foi a epidemia de Dengue no ano de 2013 em Goiânia-GO [86]. Também pode ser a

ńıvel estadual, quando ocorre em diversas cidades de um mesmo estado, como a epidemia do
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v́ırus Zika em 2015-2016 no Piaúı-BR [98]. Por fim, esta pode ser a ńıvel nacional, quando a

doença ocorre em diferentes regiões do páıs, como a de Aids no Brasil [96].

Surto: tipo de elevação de número de casos restrito a uma área geográfica pequena e bem

delimitada ou a uma população institucionalizada, como por exemplo em escolas, quartéis,

empresas e hospitais [123]. Como ocorreu no ano de 2008, na comunidade rural de Campo

Alegre, pertencente ao munićıpio de Ibiracatu-MG, que a falta de tratamento de esgoto gerou

um surto de hepatite A, tendo maior incidência da doença em crianças de até 10 anos de idade,

os quais, em sua maioria, estavam matriculados em uma escola pública local [90].

Endemia: esta não está relacionada a uma questão quantitativa, e sim a uma questão de

recorrência. É uma doença que se manifesta com frequência e somente em determinada região,

de causa local [123]. A Tuberculose, por exemplo, é considerada uma doença endêmica em

algumas regiões do Brasil, como por exemplo no Pará [87].

Pandemia: em uma escala de gravidade, é o pior dos cenários. Ela acontece quando uma

epidemia se estende a ńıveis mundiais, ou seja, se espalha por diversos páıses e continentes[123].

Em 2009, passamos por uma pandemia disseminada por influenza A H1N1 [115]. E em março

de 2020 a COVID-19 também passou de epidemia para uma pandemia [112].

Já que trataremos de aplicações no Brasil e para ajudar a justificar a importância de estudos

em Epidemiologia, na seção 1.1 vamos entender um pouco da constituição do sistema de saúde

vigente, mas principalmente do setor mais envolvido na questão epidemiológica, a vigilância

epidemiológica.

1.1 Vigilância Epidemiológica no Brasil

A saúde no Brasil é constitucionalmente direito público e subjetivo de todos e sua garantia

é dever do Estado [19]. Assim, para tentar alcançar o acesso universal e igualitário foi criado o

Sistema Único de Saúde (SUS).Com a criação do SUS sáımos da indigência em saúde pública,

para oferecer inúmeros cuidados de saúde individual e coletiva [27]. Abrangendo desde o simples

atendimento por meio da atenção primária via estratégia de saúde da famı́lia até a prevenção

e a promoção da saúde como as estratégias de vigilância, sendo financiado e gerido em regime

de coparticipação entre os três entes federados: a União, os Estados e os Munićıpios. A rede

que compõe o SUS é ampla e abrange tanto as ações quanto os serviços de saúde, englobando

setores desde a urgência e emergência, a atenção hospitalar, as ações e serviços das vigilâncias

(epidemiológica, sanitária e ambiental) até a assistência farmacêutica.

Podemos então dizer que a epidemiologia é um dos pilares da Saúde Pública. Ainda, segundo

a Lei 8.080 de 1990 [18], que trata das condições para a promoção, proteção e recuperação da

saúde e do funcionamento dos serviços, percebemos que os estudos em epidemiologia contribuem

diretamente para o cumprimento dos objetivos do SUS, sendo um tipo de ação da vigilância

epidemiológica.

Esse movimento de entender as epidemias como um problema de saúde pública, iniciou ainda
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na década de 60 no Brasil em alguns programas de controle de doenças transmisśıveis, como

a Campanha de Erradicação da Vaŕıola [124], por exemplo. Ao perceber que informação era a

base para o controle de doenças o Ministério da Saúde através da Secretaria de Vigilância em

Saúde implementou boletins epidemiológicos, esses que até hoje existem, podendo ser emitido

por qualquer ente federado [4]. A Secretaria de Vigilância em Saúde também publica e mantém

atualizado o Guia de Vigilância Epidemiológica, que norteia os profissionais de saúde, sendo

responsável pela recomendação, promoção e avaliação das ações de prevenção e controle das

medidas tomadas para as situações de agravos à saúde.

No campo da saúde, a vigilância está relacionada às práticas de atenção e promoção da

saúde dos cidadãos e aos mecanismos adotados para prevenção de doenças. Nos deteremos em

entender melhor o sistema de vigilância epidemiológica, em que essa tese se embasa, para buscar

informações sobre as doenças que estão acometendo a população brasileira e assim utilizando

modelos matemáticos contribuir disparando alertas quando for necessário.

O Sistema Nacional de vigilância epidemiológica foi criado em 1976 [106], e é responsável

pela coleta, processamento, análise e interpretação de dados sobre agravos à saúde. Os dados são

repassados pelos médicos através do Sistema Nacional de Agravos Notificáveis (SINAN) e ficam

dispońıveis para todos através do Departamento de Informática do Sistema Único de Saúde

(DATASUS-TABNET). A vigilância fornece suporte de como os dados devem ser inseridos no

sistema e como podem ser acessados, além de analisá-los cuidando qualquer elevação inesperada

no número de casos e publicá-los através dos boletins epidemiológicos. Outra importante função

da vigilância epidemiológica foi a concepção, estruturação e desenvolvimento do Plano nacional

de Imunização e constantemente acompanhar e guiar os profissionais sobre os eventos adversos

pós-vacinação, assim como organizar as campanhas de vacinação.

Nesse sentido, todos ganham quando o SUS está em pleno funcionamento. Quando uma

pequena unidade básica de saúde da famı́lia percebe um aumento de casos de uma doença,

podendo significar um surto, já manda um alerta para a vigilância que inicia uma investigação

conforme indica o Guia de Vigilância Epidemiológica [123]. Assim, um surto, como o relatado

em [90], que teve as medidas adequadas realizadas consegue em um curto peŕıodo de tempo

uma queda considerável na incidência da doença, não evoluindo para uma epidemia.

A modelagem matemática em epidemiologia muito tem a contribuir com a vigilância epide-

miológica. Haja vista que esta consegue simular cenários, antecipando aspectos fundamentais

de uma doença [130], seja utilizando simulações numéricas ou através de resultados teóricos.

Tornando-se assim um mecanismo indispensável para a tomada de decisão dos governantes,

trazendo economia aos cofres públicos e salvando vidas [63]. Na seção 1.2 contextuaremos

historicamente esse tipo de modelagem.
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1.2 Modelos Compartimentais em Epidemiologia e seus

enfoques

Modelos matemáticos em epidemiologia estão em constante aprimoramento [130, 22]. Tendo

como principal objetivo fornecer representar a realidade da forma mais fidedigna posśıvel man-

tendo a simplicidade suficiente para que o tratamento teórico do mesmo seja posśıvel. Desta

forma, tais modelos possibilitam a simulação de cenários da dinâmica e mecanismos de disse-

minação das doenças de uma maneira simplificada, com o intuito de fornecer subśıdios para as

tomadas de decisões das autoridades.

Dentro da história da epidemiologia matemática, um trabalho pioneiro foi o realizado por

Daniel Bernoulli (1700-1782)[41]. Neste trabalho, a junção de modelagem matemática com ou-

tras ciências, como medicina e biologia possibilitou a comprovação da eficácia de uma inoculação

preventiva contra a vaŕıola, junto aos governantes da época.

Os chamados modelos compartimentais são ferramentas úteis em diversas áreas como eco-

logia, economia, biologia celular, mas são os mais comuns na epidemiologia[10]. De um modo

geral, descrevem a dinâmica entre distintas subpopulações, estando estas divididas em compar-

timentos, e.g, [63, 11, 130] e referências. Em cada modelo epidemiológico, os compartimentos

abrigam a população em estágios diferentes da doença, sendo estes dependentes das carac-

teŕısticas da mesma, e a dinâmica entre os compartimentos é geralmente modelada usando

equações diferenciais que descrevem as taxas de transmissão, recuperação, e, se aplicável morte.

Muitos modelos matemáticos foram propostos para descrever a dinâmica da gripe e suas

mutações em uma população (ver [38] para uma revisão). Uma abordagem t́ıpica usa vários

modelos SIR (suscet́ıveis-infecciosos-recuperados originalmente propostos por Kermack e Mc-

Kendrick [63]), conectados por meio de alguns parâmetros de imunidade cruzada, para modelar

as interações entre indiv́ıduos que são (ou foram) infectados por diferentes cepas virais [13].

A análise desses modelos mostrou que múltiplas cepas de Influenza podem persistir nas po-

pulações humanas e que sua prevalência pode apresentar oscilações autossustentadas ao longo

do tempo.

Em [92], o autor sugeriu a introdução no modelo de perda de imunidade do hospedeiro, como

alternativa para incorporar o surgimento de novas cepas virais. Em [58], os autores propuseram

”imunidade parcial temporária”para os indiv́ıduos no compartimento R para explicar a mutação

do v́ırus influenza. Em [28], um compartimento chamado imunidade cruzada (C) foi incorporado

ao modelo SIR, para projetar um estado intermediário entre o estado totalmente suscet́ıvel (S) e

o totalmente protegido (R). Tal extensão para o modelo SIR (agora chamado de SIRC) permite

explicar a exposição a cepas mutantes e as suas respostas imunes pré-existentes. Em [36], os

autores propõem uma dinâmica de ordem fracionária para o modelo SIRC (aqui chamado de

(F)-SIRC). A introdução de tal dinâmica é para dar conta da memória imunológica, que pode

ser interpretada como uma escala de tempo distinta. Para entender como a dinâmica entre os

compartimentos funciona, apresentamos o Diagrama do modelo SIRC na Figura 1.1.
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Com condições iniciais

S(0) = S0 > 0 , I(0) = I0 ≥ 0 , R(0) = R0 ≥ 0 e C(0) = C0 ≥ 0. (1.2.1)

onde Dθ
∗ é o operador de Caputo, que será descrito de forma precisa no Caṕıtulo 6.1.

Observação 1.2.1. É importante salientar que o modelo SIRC proposto em [28] equivale ao

modelo (1.2.1), com θj = 1. Neste caso, o sistema de equações (1.2.1) possui os parâmetros

e a dinâmica que correspondem a dimensão (tempo)−1. Já o modelo (1.2.1), com o operador

diferencial fracionário de Caputo, opera em uma dimensão (tempo)−θ, e.g., [14, 7]. Para

manter as dimensões temporais compat́ıveis, algumas alterações tem que ser feitas nos modelos

fracionários, o que resulta nos parâmetros dimensionalizados elevados a potências θj.

Recentemente, o cálculo fracionário tem sido aplicado para modelar uma vastidão de fenômenos

f́ısicos e biológicos que vão desde difusão anômala [126, 111], finanças [127], viscoelasticidade

linear e osciladores harmônicos [101]. Como as derivadas fracionárias são operadores não-locais

(veja Caṕıtulo 6.1), esta tem se mostrado uma ferramenta interessante para modelar sistemas

f́ısicos e biológicos que possuam propriedades de hereditariedade e memória, e.g. [93, 134]. Em

particular, nosso sistema imunológico possui a capacidade de se adaptar e reconhecer est́ımulos

anteriores, de forma a combatê-los e até barrá-los inicialmente [93]. Neste trabalho, concentra-

mos nossa atenção na proposição, análise e discussão sobre algumas generalização no modelo

compartimental SIRC.

1.3 Justificativa e Objetivos

Doenças infecciosas e seus surtos / epidemias / pandemias / endemias são recorrentes na

história da humanidade. O surgimento recente da COVID-19 [112], a prevalência da Dengue

[88] e H1N1 [13], bem como o ressurgimento de algumas doenças infecciosas como a febre

amarela [113], sarampo [66], entre outras, mostram que se faz necessário o desenvolvimento

e a manutenção de mecanismos que possam descrever o comportamento destas doenças. Da

mesma forma, um trabalho constante na previsão de cenários, bem como o estudo de métodos

eficazes de bloqueio da transmissão até determinação de ações preventivas, como as campanhas

de imunização, quando existentes.

Em adição ao exposto acima, é importante salientar que o corpo humano possui um sistema

imunológico complexo, composto por barreiras formadas por milhões de células de diferentes ti-

pos e funções, sendo responsáveis por reagir diariamente aos ataques de bactérias, v́ırus e outros

micro-organismos. O sistema imunológico tem a imunidade dividida em adaptativa e inata[33].

Ambas possuem poder de reconhecimento, de memória. A adaptativa, estabelece a memória

imunológica de uma pessoa durante sua vida, dependendo de sua exposição a patógenos, va-

cinas ou outros est́ımulos imunológicos [136]. Desta forma, o sistema imunológico adaptativo

se torna espećıfico a cada doença. Enquanto que, a imunidade inata, mesmo que não proteja
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totalmente a uma doenças, cria barreiras que dificultam seu espalhamento ou proporcionam

resposta imune parcial pré-existente e.g, [93, 134, 17].

Em uma pesquisa sobre o v́ırus Influenza H1N1 de 1918, uma das pandemias mais graves

da era moderna [134], por exemplo, conseguiu-se perceber claramente que os sobreviventes

tinham anticorpos neutralizantes, que dificultam a infecção por novas cepas quase 90 anos após

a pandemia. Outra questão interessante sobre a memória imunológica é o fato de 30% da

população mundial abrigar a bactéria Mycobacterium tuberculosis da tuberculose e a maioria

dos indiv́ıduos infectados (> 90%) desenvolverem uma infecção assintomática crônica [72]. Ou

ainda, um outro exemplo é o reconhecimento que não é benéfico para saúde que acontece com a

Dengue [73], quando os anticorpos gerados por uma exposição anterior por um dos 4 sorotipos

existentes, facilitarem a replicação dentro do hospedeiro de uma segunda linhagem invasora

causando uma doença mais grave. E até para o SARS-CoV-2, causador da COVID-19, por

ser um coronav́ırus, evidências sugerem que pela sua semelhança com outros como o SARS-

CoV e MERS-CoV [67], apresentaram caracteŕısticas semelhantes a da memória inata no seu

espalhamento [59].

Como as derivadas de ordem fracionária possuem propriedades que podem ser interpretadas

como efeitos de memória (veja Subseção 6.6 para uma introdução ao assunto), a incorporação

de tais propriedades dinâmicas na modelagem de doenças infecciosas podem descrever carac-

teŕısticas, como uma resposta imune pré-existente, não capturadas pelas modelagens utilizadas

na literatura e, em particular, serem mais fidedignas aos dados reais. Alguns exemplos desta

abordagem podem ser consultadas no que segue para Influenza [49, 50, 42, 70], para Dengue

[40, 94], para Tuberculose [120, 119, 31], para a COVID-19 [2, 6, 43] e outras doenças.

Outra questão que afeta a constituição da memória adaptativa dos indiv́ıduos, mas muito

além disso, pode ser útil para orientar medidas de controle e prevenção, como isolamento de

áreas afetadas, campanhas de vacinação direcionadas ou restrições de viagem é a implementação

de vizinhanças em modelos compartimentais. Para doenças que podem ser transmitidas por

vetores, como a Malária [104] ou a Dengue [86, 62], a consideração das vizinhanças é crucial,

os vetores como mosquitos, podem se deslocar em uma área geográfica limitada e, portanto,

a propagação da doença é fortemente influenciada pela proximidade espacial das populações

afetadas [132]. Em epidemias que se propagam por contato direto entre indiv́ıduos, o benef́ıcio

dessa modelagem não é menor, para a gripe, a tuberculose ou a COVID-19 [74, 81, 31], a

proximidade f́ısica entre as pessoas desempenha um papel importante na transmissão da doença.

Modelar as interações entre indiv́ıduos em vizinhanças próximas permite capturar estes efeitos

de propagação.

Ao considerar a estrutura espacial da população, podemos obter uma representação mais

precisa da transmissão da doença e avaliar o impacto de intervenções espećıficas, identificando

áreas com maior risco de propagação da doença, sendo posśıvel direcionar recursos, como equi-

pes médicas e suprimentos, para essas regiões, a fim de controlar a disseminação e minimizar

os impactos.

Como é sabido, quanto mais se conhece a respeito de uma doença e o modo como ela se



20

propaga, mais eficaz será o método para impedir sua disseminação e facilitar o seu controle.

Além disso, percebemos no ano de 2019/2020 com o novo coronav́ırus SARS-CoV-2 [117] que

não estamos distantes da realidade do enfrentamento de uma nova pandemia, por isso, é certo

afirmar que doenças emergentes e reemergentes configuram hoje, um dos maiores problemas

em saúde pública.

Da tese esboçada acima, justifica-se a necessidade de estudos e modelos que incorporem

dinâmica espacial e memória imunológica em sua dinâmica. Para a incorporação da memória

uma das alternativas que se apresenta é a utilização de derivadas de ordem fracionária [39], já

para a implementação da dinâmica espacial, a proposta desse trabalho terá como base a teoria

de Redes de Mapas Acoplados [80], mas trabalharemos na distribuição da população em rede

bidimensional de um modelo cont́ınuo após a sua discretização pelo método de Euler. Uma

vantagem de trabalhar com a população distribúıda em uma rede para a implementação da

dinâmica espacial é a redução dos recursos computacionais necessários em comparação com

sistemas que envolvem equações diferenciais parciais, por exemplo. Assim o espaço é dividido

em elementos discretos, como células ou nós, e para o nosso trabalho, nas simulações estaremos

sempre discretizando o nosso modelo, assim o tempo que era cont́ınuo também passa a ser

discreto.

Objetivo geral: Propor uma generalização para o modelo compartimental SIRC que consi-

dere dinâmica espacial e diferentes ordens fracionárias para suas derivadas.

Propomos o Modelo Compartimental fracionário com populações espacialmente distribúıdas,

que será intitulado (MF)-SIRC-ED. Para este, faremos as simplificações necessárias e estuda-

remos os casos de interesse neste trabalho. Para as aplicações daremos ênfase particular à

modelagem da Influenza e COVID-19, que são doenças em foco no Brasil.

Objetivos espećıficos:

• Apresentar resultados de existência, unicidade e dependência cont́ınua para o modelo

SIRC generalizado e para alguns casos particulares;

• Apresentar resultados de estabilidade local e global para o modelo SIRC generalizado e

para alguns casos particulares;

• Apresentar resultados numéricos e simulações para o modelo com múltiplas populações;

• Apresentar resultados numéricos e simulações para o modelo com derivadas fracionárias

com diferentes ordens aplicado a Influenza para o modelo com pulso de vacinação;

• Analisar um modelo com faixas etárias interagindo aplicado a COVID-19;

Como forma de aux́ılio ao leitor, faremos uma apresentação geral do trabalho:

No Caṕıtulo 2 apresentamos o modelo SIRC para populações espacialmente distribúıdas em
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uma rede, onde a dinâmica é dada por derivadas de ordens fracionárias distintas e as subpo-

pulações interagem, sem que haja migração, o qual chamamos de (MF)-SIRC-ED. Na Seção 2.1

descrevemos de forma sucinta os resultados obtidos para este modelo geral e as publicações de-

correntes da análise de alguns casos que se tornam casos particulares do modelo proposto. Na

seção 2.2, mostramos resultados de existência, unicidade e dependência cont́ınua dos dados

iniciais, dos parâmetros do modelo e da ordem das derivadas, bem como resultados de per-

manência das soluções no semi plano positivo ao longo do tempo (o que é importante para as

aplicações que temos em mente). Na Seção 2.3 apresentamos os resultados para a existência

de pontos de equiĺıbrio para o modelo proposto, em termos da topologia da interação entre

as distintas populações. Na Seção 2.4 estudamos alguns resultados particulares com relação à

estabilidade local e global dos pontos estacionários. Em particular, na Subseção 2.4.1 analisa-

mos a estabilidade para populações isoladas (quando não há interação entre as subpopulações).

Nas subseções 2.4.2 e 2.4.3 estudamos a estabilidade local e global dos pontos de equiĺıbrio do

modelo, quando as derivadas de ordem fracionária são todas identicamente 1. Na seção 2.5,

apresentamos alguns resultados numéricos preliminares da dinâmica de propagação da doença,

seguindo o modelo proposto. Alguns resultados sobre esse modelo já foram publicados em

[83, 84].

No Caṕıtulo 3 estudamos um caso particular do modelo (MF)-SIRC-ED, quando há uma só

população com um pulso de vacinação. Além de apresentar os resultados teóricos gerais de boa

colocação, estabilidade de pontos cŕıticos, fazemos uma comparação dos resultados simulados

com dados reais de Influenza. Através de estudo de alguns casos (para a ordem das derivadas

fracionárias), mostramos que o modelo com derivadas de ordens distintas (MF)-SIRC aproxima

os dados reais de maneira mais fidedigna que o modelo SIRC com ordens inteiras. Alguns

resultados já foram publicados pela autora e colaboradores e podem ser observados em [50, 36]

quando a ordem das derivadas fracionárias são consideradas as mesmas para todas as linhas do

sistema ou em [55, 52, 51, 53] onde as ordens fracionárias das derivadas de cada uma das linhas

do sistema são consideradas distintas. E as discussões sobre os efeitos da imunidade cruzada a

longo prazo e uma análise de vários cenários foi aceito e aguarda publicação em [57].

No Caṕıtulo 4, propomos outra variante do modelo estudado nesta tese que corresponde a

inclusão de distanciamento social e reabertura das escolas durante a pandemia de Covid-19,

onde a estrutura espacial é considerada unidimensional, a qual caracteriza a estrutura das faixas

etária da população, que por óbvio interagem (nesta caso o compartimento C é chamado de D

para caracterizar o distanciamento). A boa colocação para o modelo é constrúıda na Seção 4.3

e a existência de pontos estacionários para o modelo é estudada na Seção 4.4, para o caso em

que as derivadas possuem ordem 1. Diferentes cenários numéricos são explorados na seção 4.5

explicitando o impacto da reabertura gradual das escolas durante a pandemia de Covid-19.

Trabalhos com a utilização desse modelo foram publicado em [54, 56].

No Caṕıtulo 5, fizemos uma retomada do exposto nesse trabalho, conclúımos nossas dis-
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cussões e deixamos algumas ideias para o futuro.

No apêndice 6.1, apresentamos um material complementar sobre o cálculo de ordem fra-

cionária que serve de base para esta tese. Cremos que esse material pode servir de apoio para o

leitor não familiarizado com essa teoria e apresentar as referências necessárias a este trabalho,

bem como para deixar essa tese o mais auto-contida posśıvel.

Para finalizar no apêndice 6.9 apresentaremos um Script dos códigos utilizados assim como,

descrições das máquinas utilizadas e tempos de simulação.
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tempo t, em compartimentos de Suscet́ıvel (Si,j), Infectado ou Infeccioso (Ii,j), Recuperado ou

Removido (Ri,j) e a Imunidade Cruzada (Ci,j), conforme a dinâmica do seguinte acoplamento

equações diferenciais:

D
θSi,j
∗ Si,j(t) = µi,j − µi,jSi,j(t)− Si,j(t) (βi,jIi,j(t) + II(t)) + γi,jCi,j(t)− ξi,jρi,jSi,j(t)

D
θIi,j
∗ Ii,j(t) = Si,j(t) (βi,jIi,j(t) + II(t)) + σi,jβi,jCi,j(t)Ii,j(t)− (µi,j + αi,j)Ii,j(t)

D
θRi,j
∗ Ri,j(t) = (1− σi,j)βi,jCi,j(t)Ii,j(t) + αi,jIi,j(t)− (µi,j + δi,j)Ri,j(t) + ξi,jρi,jSi,j(t)

D
θCi,j
∗ Ci,j(t) = δi,jRi,j(t)− βi,jCi,j(t)Ii,j(t)− (µi,j + γi,j)Ci,j(t),

(2.0.1)

os parâmetros no geral são os mesmos apresentados anteriormente (ver seção 1.2). As variáveis

ξi,j ∈ {0, 1} e ρi,j, ainda não tinham sido mencionadas, elas implementam vacinação por pulso

no modelo. Assim, ξi,j ∈ {0, 1} representa a existência de uma estratégia de vacinação em pulso

(ξi,j = 1) ou não (caso em que ξi,j = 0), com uma eficácia ρi,j em curso na população do śıtio

(i, j). D
θZi,j
∗ é o operador de Caputo de ordem θZi,j

∈]0, 1], para Zi,j ∈ {Si,j, Ii,j, Ri,j, Ci,j} e

i = 1, · · · ,m e j = 1, · · · , n.
Observe que o modelo SIRC original proposto em [28] é equivalente ao modelo (2.0.1) com

θZi,j
= 1, para i = j = 1 e ξj = 0, ou seja, uma única população. No caso em que θZi,j

= 1 e

ξj = 0 e Ci,j(t) = 0, modelo (2.0.1) corresponde ao modelo SIR com múltiplas populações que

interagem, estudados recentemente em [82, 74]. Quando não temos imunidade cruzada, isto é,

quando σi,j → 1 para todas as populações da rede, o modelo (2.0.1) equivale a um modelo do

tipo SIRS multi-fracionário e com múltiplas populações que interagem.

Assim como para uma única ordem fracionária (ver seção 1.2), para manter a dimensão

temporal compat́ıvel é necessário considerar que todos os parâmetros do modelo estejam eleva-

dos as respectivas potências θZi,j
, como por exemplo βi,j := β̂

θZi,j

i,j , o que faria a notação ficar

extremamente carregada. Isso será feito oportunamente nesta tese, principalmente quando o

modelo será comparado com dados reais, ou quando os resultados obtidos dependerem de tais

parâmetros.

O termo

II(t) :=
∑

î,ĵ∈Vi,j

βî,ĵIî,ĵ(t), (2.0.2)

no modelo (MF)-SIRC-ED (2.0.2) representa a interação entre indiv́ıduos suscet́ıveis do śıtio

(i, j) (Si,j) e indiv́ıduos infectados Iî,ĵ(t) da vizinhança Vi,j, conforme esquema da figura 2.1.

Desta forma, Si,jII representa a probabilidade de indiv́ıduos suscet́ıveis do śıtio (i, j) serem

infectados como resultado da interação com indiv́ıduos de śıtios vizinhos, a qual depende da

topologia da vizinhança Vi,j e da respectiva taxa de contágio βî,ĵ > 0.

Vale ressaltar que, no modelo (2.0.1) assumimos que a interação ocorre por meio do contato

com indiv́ıduos de diferentes localidades, mas sem migração. Em outras palavras, em cada

śıtio (i, j), a população total Ni,j permanece constante para todo tempo t ≥ 0. Sem perda de

generalidade, assumiremos que a população total em toda a rede satisfaça
∑m

i=1

∑n

j=1Ni,j = 1.
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O modelo SIRC-MULTI (2.0.1) é considerado com as seguintes condições iniciais X(0),

formado pelo vetor de 4nm coordenadas, cujas entradas são Si,j(0) ≥ 0, Ii,j(0) ≥ 0, Ri,j(0) ≥
0, Ci,j(0) ≥ 0 para i ∈ {1, · · · ,m} , j ∈ {1, · · · , n}.

2.1 Descrição dos resultados obtidos para o modelo (MF)-

SIRC-ED proposto nesta tese.

Nesta seção, detalharemos os resultados que conseguimos provar para diferentes variantes

do modelo (2.0.1), conforme segue abaixo.

1. Neste Caṕıtulo, estamos apresentando e estudando o modelo mais geral, chamado de

(MF)-SIRC-ED.

• Na Seção 2.2, serão constrúıdos os resultados de boa colocação para o modelo (MF)-

SIRC-ED, que será base para os demais modelos estudados nesta proposta.

• Na Seção 2.3, estudaremos a existência de pontos estacionários X∗, com coordenadas

(S∗
i,j, I

∗
i,j, R

∗
i,j, C

∗
i,j), para o modelo (2.0.1).

• Na Seção 2.5 examinamos numericamente o efeito que a interação entre múltiplas

populações tem na dinâmica da doença.

2. No Caṕıtulo 3 será considerado uma subpopulação isolada, chamaremos esse modelo de

(MF)-SIRC e tomaremos por base os resultados de boa colocação constrúıdos na Seção

2.2 para o modelo (2.0.1), mas com i = j = 1 e quando II(t) = 0.

• Na Seção 3.2, complementaremos os resultados teóricos para o modelo 3.1.1.

• Na Seção 3.3, analisaremos a estabilidade dos pontos de equiĺıbrio para o modelo

(MF)-SIRC com Pulso de Vacinação 3.1.1.

• Na Seção 3.4, apresentaremos algumas simulações interessantes do modelo (MF)-

SIRC com Pulso de Vacinação para Influenza.

3. No Caṕıtulo 4, estudaremos uma modificação do modelo SIRC, feita para a modelagem

da COVID-19. O Modelo SIRD 4.2.1 com faixas etárias que interagem.

• Na Seção 4.3, complementaremos os resultados teóricos para o modelo 4.2.1.

• Na Seção 4.4, analisaremos a estabilidade para SIRD com faixas etárias interagindo

4.3.

• Na Seção 4.5, apresentaremos algumas simulações para a COVID-19 que analise

mais de uma faixa etária interagindo em um estudo de caso local para o estado do

Rio Grande do Sul(RS). Nesse estado, durante a pandemia de COVID-19, o governo

implementou um modelo de distanciamento controlado e nosso modelo elucida uma

retomada à normalidade.
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O modelo apresentado neste caṕıtulo vai embasar esse trabalho, traremos resultados sobre

ele que serão utilizados para os demais modelos, tendo em vista que se em todas as subpo-

pulações nos śıtios (i, j) estiverem isoladas para cada uma das subpopulações (quando II(t) = 0

em (2.0.1)) temos o modelo SIRC com múltiplas ordens fracionárias apresentado pelos autores

no Caṕıtulo 3 com resultados publicados em [55, 52]. Se nessa simplificação considerarmos

as ordens do operador derivada de Caputo θk todos com o mesmo valor, temos os resultados

publicados em [50, 36]. Quando θk = 1 temos que o modelo é o originalmente proposto por

[28].

2.2 Resultados de Boa Colocação para o modelo (MF)-

SIRC-ED

Nesta seção, apresentaremos os resultados de existência de uma única solução cont́ınua X(t)

(um vetor com 4mn, cujas coordenadas correspondem a (Si,j(t), Ii,j(t), Ri,j(t), Ci,j(t)), para

todo, i = 1, · · · ,m, j = 1 · · · , n,) e t ∈ [0,+∞[. Mostraremos ainda que tal solução depende

continuamente dos dados iniciais, dos parâmetros do modelo e da ordem das derivadas θZi,j
∈

]0, 1]. Ainda, provaremos a permanência da solução no conjunto em que todas as coordenadas

sejam não negativas, mostrando assim que o modelo proposto é uma generalização condizente

para o modelo SIRC proposto anteriormente pelos autores em [28].

Iniciaremos provando alguns resultados preliminares. Para tal, chamaremos de F (t,X(t))

a função que representa o lado direito do modelo (2.0.1).

Lema 2.2.1. Considere o modelo (2.0.1) e F (t, U(t)) a função que representa respectivo lado

direito do modelo. Então F (t, U(t)) é cont́ınua com relação a t e Lipschitz cont́ınua com relação

a X(t), para qualquer t ∈ [0, T ], qualquer que seja T > 0 dado.

Demonstração. A continuidade segue do fato que cada linha do modelo (2.0.1) é composto de

somas e produtos de funções cont́ınuas.

Note que,
∂Si,j

∂S
î,ĵ

=
∂Ii,j
∂S

î,ĵ

+µi,j = (βi,jIi,j + II)−µi,j se (̂i, ĵ) = (i, j) e 0 caso contrário,
∂Si,j

∂I
î,ĵ

=

−βi,jSi,j e
∂Ii,j
∂I

î,ĵ

= βi,jSi,j + σi,jβi,jCi,j − (µi,j + αi,j) se (̂i, ĵ) = (i, j),
∂Si,j

∂I
î,ĵ

= −∂Ii,j
∂I

î,ĵ

= −βî,jSi,j

se (̂i, ĵ) ∈ Vi,j e
∂Si,j

∂I
î,ĵ

= 0 caso contrário,
∂Si,j

∂R
î,ĵ

=
∂Ii,j
∂R

î,ĵ

=
∂Ri,j

∂S
î,ĵ

= 0, qualquer que seja (̂i, ĵ),
∂Si,j

∂C
î,ĵ

= γî,ĵ e
∂Ii,j
∂C

î,ĵ

= σi,jβi,jIi,j se (̂i, ĵ) = (i, j) e 0 caso contraio,
∂Ri,j

∂I
î,ĵ

= (1− σi,j)βi,jCi,j + αi,j

se (̂i, ĵ) = (i, j) e 0 caso contrário,
∂Ri,j

∂R
î,ĵ

= −(µi,j + δi,j) se (̂i, ĵ) = (i, j) e 0 caso contrário,
∂Ri,j

∂C
î,ĵ

= (1− σi,j)βi,jIi,j se (̂i, ĵ) = (i, j) e 0 caso contrário,
∂Ci,j

∂I
î,ĵ

= −βi,jCi,j se (̂i, ĵ) = (i, j) e 0

caso contrário,
∂Ii,j
∂I

î,ĵ

= βi,jSi,j+σi,jβi,jCi,j−(µi,j+αi,j) se (̂i, ĵ) = (i, j),
∂Si,j

∂I
î,ĵ

= −∂Ii,j
∂I

î,ĵ

= −βî,jSi,j

se (̂i, ĵ) ∈ Vi,j e
∂Si,j

∂I
î,ĵ

= 0 caso contrário,
∂Si,j

∂R
î,ĵ

=
∂Ii,j
∂R

î,ĵ

=
∂Ri,j

∂S
î,ĵ

= 0, qualquer que seja (̂i, ĵ),
∂Si,j

∂C
î,ĵ

= γî,ĵ e
∂Ii,j
∂C

î,ĵ

= σi,jβi,jIi,j se (̂i, ĵ) = (i, j) e 0 caso contraio,
∂Ri,j

∂I
î,ĵ

= (1− σi,j)βi,jCi,j + αi,j

se (̂i, ĵ) = (i, j) e 0 caso contrário,
∂Ri,j

∂R
î,ĵ

= −(µi,j + δi,j) se (̂i, ĵ) = (i, j) e 0 caso contrário,
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∂Ri,j

∂C
î,ĵ

= (1− σi,j)βi,jIi,j se (̂i, ĵ) = (i, j) e 0 caso contrário,
∂Ci,j

∂I
î,ĵ

= −βi,jCi,j se (̂i, ĵ) = (i, j) e 0

caso contrário,
∂Ci,j

∂R
î,ĵ

= δi,j se (̂i, ĵ) = (i, j) e 0 caso contrário,
∂Ci,j

∂C
î,ĵ

= −βi,jIi,j − (µi,j + γi,j se

(̂i, ĵ) = (i, j) e 0 caso contrário.

Portanto, todas as entradas da matriz Jacobiana J(t,X(t)) de F (t,X(t)) são compostas por

funções cont́ınuas em [0, T ]. Portanto, uniformemente limitadas. Assim, existe uma constante

L > 0, tal que | J(t,X(t))∥ ≤ L. Agora, o Teorema do Valor Intermediário implica a Lipschitz

continuidade de F (t,X(t)), com relação à segunda variável.

Agora, podemos estabelecer a boa colocação do problema no intervalo [0, T ], qualquer que

seja T > 0 dado.

Teorema 2.2.2. Assuma que as hipóteses do Lema 2.2.1 sejam satisfeitas. Então existe uma

única solução X(t) (um vetor com 4mn coordenadas correspondentes a Si,j(t), Ii,j(t), Ri,j(t), Ci,j(t)

para i ∈ {1, · · · ,m} , j ∈ {1, · · · , n}) cont́ınua em [0, T ] e que depende continuamente das

condições iniciais X(0), dos parâmetros e da ordem das derivadas θZi,j
∈]0, 1], para o modelo

(2.0.1).

Demonstração. Segue do Lema 2.2.1 que F (t,X(t)) satisfaz as hipóteses do Teorema 6.7.1 e

6.7.2. Assim, as afirmativas do teorema ficam provadas.

Por fim, mostraremos a permanência da solução X(t) garantida no Teorema 2.2.2 no sub-

conjunto de funções que possuem todas as coordenadas não negativas Ω+, desde que as condições

iniciais X(0) possuam todas as coordenadas não negativas. A demonstração segue argumentos

similares aos apresentados anteriormente em [110, 109].

Proposição 2.2.3. Assuma as hipóteses do Teorema 2.2.2 satisfeitas. Então a região Ω+ é

um conjunto invariante para a solução X(t) do modelo (2.0.1).

Demonstração. Primeiramente, note que basta fazer a demonstração para o caso em que i =

j = 1. Para as demais coordenadas a demonstração é análoga. Para facilitar a notação,

usaremos S1,1(t) = S(t), I1,1(t) = I(t), R1,1(t) = R(t), C1,1(t) = C(t), θZ1,1 = θk e os respectivos

parâmetros usaremos sem ı́ndice.

Seja H1
+ := {(S(t), 0, 0, 0) : S(t)0}, · · · ,H4

+ := {(0, 0, 0, C(t)) : C(t)0}, subconjuntos de

Ω+.

Note que o campo de vetores do modelo (2.0.1) confinado a H l
+, para l = 1, · · · , 4 é tal que

f1(S(t), I(t), R(t), C(t)) = (µθ1(1− S(t)), 0, 0, 0)

f2(S(t), I(t), R(t), C(t)) = (0,−(µθ2 + αθ2)I(t), 0, 0)

f3(S(t), I(t), R(t), C(t)) = (0, 0,−(µθ3 + δθ3)R(t), 0)

f4(S(t), I(t), R(t), C(t)) = (0, 0, 0,−(µθ4 + γθ4)C(t)) ,

respectivamente.
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Usando as propriedades da transformada de Laplace aplicadas ao cálculo fracionário e a

definição da função de Mittag-Leffler, e.g., [39, 110, 109], obtemos que a solução X(t), confinada

a H l
+ é tal que

(S(t), 0, 0, 0) = (tθ1Eθ1,θ1+1(−µ1t
θ1)µθ1 + Eθ1,1(−µ1t

θ1)S(0), 0, 0, 0) (2.2.1)

(0, I(t), 0, 0) = (0, Eθ2,1(−(µθ2 + αθ2)tθ2)I(0), 0, 0) (2.2.2)

(0, 0, R(t), 0) = (0, 0, Eθ3,1(−(µθ3 + αθ3)tθ3)R(0), 0) (2.2.3)

(0, 0, 0, C(t)) = (0, 0, 0, Eθ4,1(−(µθ4 + αθ4)tθ4)C(0)) , (2.2.4)

e portanto permanece em H l
+, sempre que as condições inicias pertençam a H l

+, para l =

1 · · · , 4, respectivamente. Portanto, podemos concluir que H l
+ são conjuntos invariantes para

a solução X(t).

Suponha por contradição que a solução X(t) = (S(t), I(t), R(t), C(t))T não pertença a Ω+,

para algum t∗ ∈ [0, T ]. Como pelo Teorema 2.2.2 X(t) é cont́ınua em [0, T ], então deve existir

um pequeno intervalo em torno de t∗ tal que, pelo menos uma das coordenadas de X(t) não

esteja em Ω+. Note que há quatro possibilidades:

i) A solução X(t) escapa de Ω+ por que S(t) < 0. Neste caso, como S(t) é cont́ınua (veja

Teorema 2.2.2), existe um t0 > 0 tal que S(t0) = 0, enquanto R(t0) ≥ 0, I(t0) ≥ 0

e C(t0) ≥ 0. Ainda, deve acontecer que S(t) < 0 para t suficientemente próximo de

t0. Por outro lado, Dθ1S(t)|t=t0 = µθ
1 + γθ1C(t0) ≥ 0. Assim, segue to Teorema do Valor

Médio para derivadas fracionárias (veja [89]) que S(t) ≥ S(t0) ≥ 0, para t suficientemente

próximo a t0. Um absurdo.

ii) Se a X(t) escapar de Ω+ por que I(t) < 0, então argumentando como no item i), deve

existir t0 > 0, tal que I(t0) = 0 enquanto S(t0) ≥ 0, R(t0) ≥ 0 e C(t0) ≥ 0. Ainda

I(t) < 0 para t suficientemente próximo de t0. Por outro lado, Dθ2I(t)|t=t0 = 0. Agora,

o teorema do valor médio para derivadas fracionárias implica que I(t) = I(t0) = 0, para

t suficientemente próximo a t0. Outro absurdo.

iii) Se aX(t) escapar de Ω+ por que R(t) < 0, então, argumentando como no item i) chegamos

a conclusão de que deve existir um t0 > 0, para o qual R(t0) = 0 enquanto S(t0) ≥ 0,

I(t0) ≥ 0 e C(t0) ≥ 0. Ainda R(t) < 0 para t suficientemente próximo a t0. Como

Dθ3R(t)|t=t0 = (1 − σ)θ3βθ3C(t0)I(t0) + αθ3I(t0) ≥ 0, o teorema do valor médio para

derivadas fracionárias implica que R(t) ≥ R(t0) ≥ 0, para t suficientemente próximo a t0.

Um outro absurdo.

iv) Resta verificar se X(t) escapa de Ω+ por que C(t) < 0. Novamente, argumentando como

no item i) chegamos a conclusão de que deve existir um t0 > 0, para o qual C(t0) = 0

e S(t0) ≥ 0, I(t0) ≥ 0, R(t0) ≥ 0. Aina, C(t) < 0 para t próximo a t0. De maneira

análoga Dθ4C(t)|t=t0 = δθ
4
R(t0) ≥ 0. Isso conjuntamente com o teorema do valor médio
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para derivadas de ordem fracionária nos leva a concluir que C(t) ≥ C(t0) ≥ 0, para tais

t suficientemente próximos a t0. Absurdo.

Então, não resta alternativa a não ser que X(t) ∈ Ω+, para todo t ∈ [0, T ].

2.3 Existência de pontos estacionários para o modelo

(MF)-SIRC-ED

Nesta seção, estudaremos a existência de pontos estacionários X∗, que é o vetor de dimensão

1×4mn cujas coordenadas são dadas (S∗
i,j, I

∗
i,j, R

∗
i,j, C

∗
i,j), para o modelo (2.0.1), no caso em que

ξj = 0, por simplicidade. Um caso particular, onde i = j = 1, e ξj ̸= 0 é estudado de maneira

detalhada no Caṕıtulo 3.

Segue da definição da derivada de ordem fracionária de Caputo (veja Apêndice) que, qual-

quer que seja um tal ponto, este deve satisfazer

D
θSi,j
∗ S∗

i,j = D
θIi,j
∗ I∗i,j = D

θRi,j
∗ R∗

i,j = D
θCi,j
∗ C∗

i,j = 0 .

Portanto, resulta do modelo (2.0.1) que qualquer que seja o ponto estacionário deve satisfazer

o seguinte sistema de equações algébricas

µi,j − µi,jS
∗
i,j − S∗

i,j


βi,jI∗i,j +

∑

î,ĵ∈Vi,j

βî,ĵI
∗
î,ĵ


+ γi,jC

∗
i,j = 0 (2.3.1)

S∗
i,j


βi,jI∗i,j +

∑

î,ĵ∈Vi,j

βî,ĵI
∗
î,ĵ


+ σi,jβi,jC

∗
i,jI

∗
i,j − (µi,j + αi,j)I

∗
i,j = 0 (2.3.2)

(1− σi,j)βi,jC
∗
i,jI

∗
i,j + αi,jI

∗
i,j − (µi,j + δi,j)R

∗
i,j = 0 (2.3.3)

δi,jR
∗
i,j − βi,jC

∗
i,jI

∗
i,j − (µi,j + γi,j)C

∗
i,j = 0, (2.3.4)

No que segue apresentaremos alguns resultados auxiliares que nos ajudarão a determinar os

pontos de equiĺıbrio do modelo (2.0.1).

Lema 2.3.1. Assuma as hipóteses gerais sobre o modelo (2.0.1). Então, qualquer que seja o

ponto de equiĺıbrio X∗ para o modelo (2.0.1), este possui coordenadas que satisfazem

S∗
i,j =

µi,j + γi,jC
∗
i,j

βi,jI∗i,j +
∑

î,ĵ∈Vi,j

βî,ĵI
∗
î,ĵ

+ µi

, (2.3.5)
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R∗
i,j =

βi,jCi,jI
∗
i,j − (µi,j + γi,j)C

∗
i,j

δi,j
, (2.3.6)

com

C∗
i,j =

αi,jI
∗
i,jδi,j

σi,jβi,jI∗i,jδi,j + µi,jβi,jI∗i,j + µ2
i,j + µi,jγi + δi,jµi,j + δi,jγi,j

. (2.3.7)

Por fim, I∗i,j é obtido por qualquer que seja a raiz real e positiva do polinômio

(
µi,j + γi,jC

∗
i,j

) (
βi,jI

∗
i,j + II∗

)
+ σi,jβi,jC

∗
i,jI

∗
i,j

(
βi,jI

∗
i,j + II∗ + µi,j

)
(2.3.8)

−(µi,j + αi,j)I
∗
i,j

(
βi,jI

∗
i,j + II∗ + µi,j

)
= 0 .

Em que II∗ é dado por base de (2.0.2).

Demonstração. Isolando R∗
i,j em (2.3.4), resulta em (2.3.6). Substituindo (2.3.6) em (2.3.3),

obtemos

(1− σi,j)βi,jC
∗
i,jIi,j + αi,jI

∗
i,j − (µi,j + δi,j)

(
βi,jC

∗
i,jI

∗
i,j − (µi,j + γi,j)C

∗
i,j

δi,j

)
= 0 . (2.3.9)

Isolando C∗
i,j em (2.3.9), obtemos (2.3.7). Da mesma forma, isolando S∗

i,j em (2.3.1), obtemos

(2.3.5).

Substituindo (2.3.5) em (2.3.2) obtemos




µi,j + γi,jC
∗
i,j

βi,jI∗i,j +
∑

î,ĵ∈Vi,j

βî,ĵI
∗
î,ĵ

+ µi,j





βi,jI∗i,j +

∑

î,ĵ∈Vi,j

βî,ĵI
∗
î,ĵ


+ σi,jβi,jC

∗
i,jI

∗
i,j − (µi,j + αi,j)I

∗
i,j = 0 ,

o que é equivalente a (2.3.8).

Lema 2.3.2. Sob as mesmas hipóteses do Lema 2.3.1, I∗i,j := I raiz do polinômio (2.3.8) é

equivalente ao seguinte polinômio de grau 3

A1I
3 + A2I

2 + A3I + A4 = 0 (2.3.10)

onde os coeficientes são

A1 = −µi,jβ
2
i,j(αi,j + µi,j + σi,jδi,j)

A2 = b1II
∗ + b2 ,

onde

b1 = −µi,jβi,j(δi,jσi,j + µi,j + αi,j)
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e

b2 = −µi,jβi,j((µi,j + δi,j + γi,j)(µi,j + αi,j) + (αi,j − βi,j)(µi,j + σi,jδi,j) + (δi,jγi,j + µi,jσi,jδi,j + µi,j))

A3 = c1II
∗ + c2

onde c1 = µi,j((µi,j + σi,jδi,j)βi,j − ((αi,j + µi,j)(µi,j + γi,j + δi,j) + γi,jδi,j)) e

c2 = µ2
i,j((βi,j − αi,j)(µi,j + γi,j + δi,j + γi,jδi,j) + (µi,j + γi,j)(−µi,j − δi,j))

e

A4 = µi,jII
∗ (µ2

i,j + µi,jγi,j + µi,jδi,j + δi,jγi,j
)
.

Ainda, o sinal dos coeficientes é tal que

i) A1 < 0,

ii) A2 ≤ 0, qualquer que seja o valor de II∗ enquanto

βi,j ≤
(µi,j + δi,j + γi,j)(µi,j + αi,j) + αi,j(µi,j + σi,jδi,j) + (δi,jγi,j + µi,jσi,jδi,j + µi,j)

(δi,jσi,j + µi,j)
.

Caso tenhamos

βi,j ≥
(µi,j + δi,j + γi,j)(µi,j + αi,j) + αi,j(µi,j + σi,jδi,j) + (δi,jγi,j + µi,jσi,jδi,j + µi,j)

(δi,jσi,j + µi,j)
,

então A2 > 0 enquanto 0 ≤ II∗ < −b1/b2 (que é positivo, haja visto que b1 < 0 e b2 > 0,

neste caso).

iii) A3 ≤ 0, qualquer que seja o valor de II∗ enquanto βi,j < αi,j e

βi,j ≤
((αi,j + µi,j)(µi,j + γi,j + δi,j) + γi,jδi,j)

(µi,j + σi,jδi,j)

(pois c1 < 0 c2 < 0). A3 > 0, enquanto II∗ > −c1/c2, quando βi,j < αi,j e

βi,j >
((αi,j + µi,j)(µi,j + γi,j + δi,j) + γi,jδi,j)

(µi,j + σi,jδi,j)

(pois c1 > 0 c2 < 0). Caso βi,j > αi,j e

βi,j <
((αi,j + µi,j)(µi,j + γi,j + δi,j) + γi,jδi,j)

(µi,j + σi,jδi,j)

, então A3 > 0 enquanto 0 < II∗ < −c1/c2, e A3 < 0 caso contrário (pois c1 < 0 c2 > 0).

Por fim, A3 > 0, qualquer que seja o valor de II∗, caso βi,j > αi,j e

βi,j ≤
((αi,j + µi,j)(µi,j + γi,j + δi,j) + γi,jδi,j)

(µi,j + σi,jδi,j)
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(pois c1 > 0 c2 > 0).

vi) A4 > 0 se II∗ ̸= 0 e A4 = 0 se II∗ = 0.

Demonstração. O polinômio em (2.3.10) segue diretamente da substituição de (2.3.7) em (2.3.8)

e rearranjando os termos.

Como todos os coeficientes são não negativos, segue A1 < 0. Além disso, como II∗ ≥ 0,

segue que o sinal de A4 satisfaz as conclusões do lema. Assim os itens i) e vi) são satisfeitos.

Como A2 e A3 são uma função de primeiro grau em II∗, segue que o sinal de A2 e A3

dependem dos sinais dos coeficientes, como enunciado nos itens ii) e iii), respectivamente.

Proposição 2.3.3. Assuma as mesmas hipóteses do Lema 2.3.2 satisfeitas e que II∗ = 0

(não há vizinho infectado no ponto de equiĺıbrio da população (i, j)). Sejam Ã1, Ã2, Ã3, Ã4 os

coeficientes A1, A2, A3, A4 definidos no Lema 2.3.2, para II∗ = 0. Então o polinômio p(I) =

Ã1I
3+ Ã2I

2+ Ã3I+ Ã4 possui ráızes reais não negativas que correspondem aos seguintes pontos

de equiĺıbrio para o modelo (2.0.1):

i) Ponto de equiĺıbrio livre de doença S∗
i,j = 1,I∗i,j = 0, R∗

i,j = 0 e C∗
i,j = 0, para qualquer

que sejam i = 1, · · · ,m e j = 1, · · · , n.

ii) A única raiz real positiva é a II∗ = 0 caso b2 < 0 e c2 < 0.

iii) I∗i,j =
−b2−

√
b22−4Ac2

2A
, no caso em que b2 > 0 e c2 > 0 (vide itens i) e ii) no Lema 2.3.2.

iv) I∗i,j =
−b2−

√
b22−4Ac2

2A
, no caso em que b2 < 0 e c2 > (vide itens i) e ii) no Lema 2.3.2.

v) I∗i,j =
−b2−

√
b22−4Ac2

2A
, no caso em que b2 > 0 e c2 < 0 (vide itens i) e ii) no Lema 2.3.2.

Demonstração. Por simplicidade de notação, vamos escrever I = I∗i,j.

Segue do Lema 2.3.2 que se II∗ = 0, então A4 = 0. Neste caso o polinômio p(I) = Iq(I),

onde q(I) = (A1I
2 + b2I + c2).

Assim, I = I∗i,j = 0 é uma das ráızes, a qual é o ponto livre de doenças. Como I∗i,j = 0

temos de (2.3.7) que C∗
i,j = 0, e assim, de (2.3.6), obtemos R∗

i,j = 0. Juntando os resultados

acima combinados com (2.3.5), obtemos S∗
i,j = 1. Portanto o item i) está provado.

Resta obter quais são as ráızes positivas do polinômio q(I), que é uma parábola voltada

para baixo, haja visto que A1 < 0 (vide Lema 2.3.2). Como o vértice desta parábola tem

primeira coordenada em −b2/2A1, só pode existir uma raiz positiva caso b2 < 0 e até duas

ráızes positivas caso b2 > 0, o que corresponde as restrições em βi,j enunciadas no Lema 2.3.2

item ii). Portanto:

• Se b2 < 0 e c2 < 0 a parábola que é voltada a baixo tem coordenada do vértice negativa e

corta o eixo dos das ordenadas em um ponto negativo, assim não há ráızes reais positivas,

concluindo o item ii).
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• Caso b2 > 0 e c2 > 0, segue que b22 − 4A1c2 > 0, haja visto que A1 < 0, Portanto q(I)

tem duas ráızes reais. Como a parábola corta o eixo das ordenadas em c2 > 0 e é voltada

para baixo (A1 < 0), resta que existe uma única ráız real positiva. Como b22 − 4A1c2 > b22

(pois A1 < 0 e c2 > 0), segue que tal ráız positiva é dada em item iii).

• Caso b2 < 0 e c2 > 0, segue que b22− 4A1c2 > 0, haja visto que A1 < 0, Portanto q(I) tem

duas ráızes reais. Como, neste caso o vértice desta parábola tem primeira coordenada em

−b2/2A1 < 0 (pois A1 < 0 e b2 < 0), segue que existe uma a única ráız positiva, dada

como em iv).

• Caso b2 > 0 e c2 < 0, podem acontecer dois casos distintos. Ou b22 < 4A1c2, neste caso

não há ráızes reais, ou b22 ≥ 4A1c2, e neste caso há duas ráızes reais (distintas se não á

igualdade).

• Em função de βi,j, temos que b22 ≥ 4A1c2 quando

βi,j ≤
αi,j(µi,j + σi,jδi,j) + 2(δi,jγi,j + µi,jδi,j + µi,j)

(µi,j + σi,jδi,j)

+
2(µi,j + δi,j + γi,j)(µi,j + αi,j) + 4(αi,j + µi,j + σi,jδi,j)(µi,j + γi,j + δi,j + γδ)

(µi,j + σi,jδi,j)2

Lema 2.3.4. Seja II∗ > 0. Então o polinômio p(I) = A1I
3 + A2I

2 + A3I + A4, onde os

coeficientes A1, A2, A3, A4 são dados no Lema 2.3.2 possui uma raiz real positiva.

Demonstração. Como p(I) é um polinômio de grau 3, sabemos que existe pelo menos uma ráız

real. Como p(0) = A3 > 0 e limI→∞ p(I) = −∞, pois A1 < 0 (veja Lema 2.3.2), segue da

continuidade de p(I), que existe uma raiz real positiva.

Teorema 2.3.5. Assuma as mesmas hipóteses do Lema 2.3.4. Então o polinômio p(I) =

A1I
3 + A2I

2 + A3I + A4, onde os coeficientes são dados como no Lema 2.3.2 é tal que:

i) Possui uma única raiz real positiva, caso A3 ≥ 0 ou A3 <
−A2

2

−3A1
(note que neste caso

A3 < 0, pois A1 < 0).

ii) Caso
−A2

2

−3A1
≤ A3 < 0, o polinômio pode ter até três ráızes reais positivas.

Demonstração. A existência de uma raiz real positiva está garantida pelo Lema 2.3.4.

Para demonstrar o item i), vamos mostrar que não existe outra raiz real positiva.

Note que a derivada de p(I) é a seguinte função do segundo grau p′(I) = 3A1I
2+2A2I+A3

(cuja concavidade é voltada para baixo, pois A1 < 0).

a) Caso A3 <
−A2

2

−3A1
, segue que a equação p′(I) = 0 possui descriminante dado por ∆ :=

4(A2
2 − 3A1A3) < 0. Assim, p′(I) < 0. Logo p(I) é decrescente para todo I.
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b) Caso A3 > 0, então o discriminante ∆ > 0, haja visto que A1 < 0. Portanto, p′(I) possui

duas ráızes reais dadas por

Î1 = (−2A2 +
√
∆)/6A1

e

Î2 = (−2A2 −
√
∆)/6A1 .

Como A1 < 0 e ∆ > 4A2
2, segue que Î1 < 0 e Î2 > 0, Assim, o sinal de p′(I) é tal que

p′(I) < 0 se I < Î1 ou I > Î2

e portanto p(I) é decrescente se I < Î1 ou I > Î2 e

p′(I) > 0 se Î1 < I < Î2

e portanto p(I) é crescente se Î1 < I < Î2. Assim, Î1 e Î2 são os pontos de mı́nimo e o

máximo relativos de p(I). Logo 0 < p(0) = D ≤ p(Î2). Segue que, p(I) não possui ráızes

positivas entre no intervalo [0, Î2].

c) Caso A3 = 0, segue que p′(I) = I(3A1I + 2A2). Portanto, as ráızes de p
′(I) são Ĩ1 = 0 e

Ĩ2 = −2A2/3A1.

Caso A2 < 0, então Ĩ2 < 0. Assim, seguindo os mesmos argumentos do item b), temos

que Ĩ1 = 0 é o ponto de máximo relativo, com p(Ĩ1) = A4 > 0 e Ĩ2 < 0 é o mı́nimo

relativo. Neste caso, p(I) é decrescente para I > 0.

Caso A2 > 0, então Ĩ2 > 0. Como p(Ĩ2) = (A2/3)
3(2/A1)

2 + A4 > A4 > 0. Segue que

p(I) é crescente no intervalo [0, Ĩ2] e decrescente para I > Ĩ2.

Em todos os casos dos itens a) até c), temos que p(I) só possui uma raiz real positiva, como

provado no Lema 2.3.4. Logo o item i) está provado.

Caso A3 satisfaça as restrições do item ii) então o polinômio p′(I) possui as duas ráızes reais

positivas, dadas respectivamente por Î1 e Î2, como no item b) acima. Ainda, vale observar que

Î1 < Î2. Assim, como argumentado acima, p(I) decresce entre no intervalo [0, Î1], cresce entre

[Î1, Î2] e decresce para I > Î2.

Note que, nos resta saber se p(Î1) ≤ 0 ou p(Î1) > 0. Caso p(Î1) > 0, não terá outra raiz real

positiva do polinômio. Caso p(Î1) < 0 teremos mais 2 ráızes rais positivas. Caso p(Î1) = 0,

então termos Î1 como a segunda raiz positiva.
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2.4 Resultados de estabilidade para o Modelo (MF)-SIRC-

ED

Nesta seção estudaremos a estabilidade dos pontos de equiĺıbro do modelo (2.0.1) para

alguns casos, pois, até o momento não conseguimos determinar a estabilidade para o caso

geral. Faremos isso em trabalhos futuros.

2.4.1 Estabilidade dos pontos de equilibro para populações isoladas

Iniciaremos estudando a estabilidade do modelo (2.0.1) quando as populações estão isoladas.

Esse é o caso particular em que II = 0, onde II é dado por (2.0.2). Neste caso, o modelo (2.0.1)

fica

D
θSi,j
∗ Si,j(t) = µi,j − µi,jSi,j(t)− Si,j(t)βi,jIi,j(t) + γi,jCi,j(t)

D
θIi,j
∗ Ii,j(t) = Si,j(t)βi,jIi,j(t) + σi,jβî,ĵCi,j(t)Ii,j(t)− (µi,j + αi,j)Ii,j(t)

D
θRi,j
∗ Ri,j(t) = (1− σi,j)βi,jCi,j(t)Ii,j(t) + αi,jIi,j(t)− (µi,j + δi,j)Ri,j(t)

D
θCi,j
∗ Ci,j(t) = δi,jRi,j(t)− βi,jCi,j(t)Ii,j(t)− (µi,j + γi,j)Ci,j(t) ,

(2.4.1)

cujas condições iniciais são dadas por X(0), como descrito na introdução do Caṕıtulo 2 seção.

Vale relembrar que, como II = 0, a interação acontece somente na população do sitio (i, j)

e independe dos demais śıtios da rede.

Segue da Proposição 2.3.3 que a existência do ponto de equiĺıbrio livre de doença dado por

Pi,j = [1, 0, 0, 0], para qualquer subpopulação (i, j), uma vez que cada uma das populações

estão isoladas.

Lema 2.4.1. Assuma que II = 0 (populações estão isoladas). Os autovalores da matriz jaco-

biana do modelo (2.4.1) associados ao ponto de equiĺıbrio livre de doenças Pi,j = [1, 0, 0, 0] são

dados por

λ1 = −µi,j, λ2 = −(αi,j + µi,j) + βi,j, λ3 = −(γi,j + µi,j) e λ4 = −(δi,j + µi,j) . (2.4.2)

Demonstração. Lembre que a ideia da matriz jacobiana do sistema foi formalmente constrúıda

no Lema 2.3.1. Como as populações estão isoladas só nos interessa as entradas da matriz

composta pelas derivadas parciais que envolvem a mesma população.

Aplicando Pi,j na matriz jacobiana do modelo SIRC fracionário com populações isola-

das (2.4.1), conclúımos que
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J(Pi,j) =




−µi,j −βi,j 0 γi,j

0 βi,j − (µi,j + αi,j) 0 0

0 αi,j −(µi,j + δi,j) 0

0 0 −δi,j −(µi,j + γi,j)



.

Como a matriz J(Pi,j) é uma triangular superior, seque que os autovalores são dados pelo

produto da diagonal principal diagonal principal, ou seja, são as ráızes da equação

(µi,j + λ)((−βi,j + (µi,j + αi,j) + λ)((µi,j + δi,j) + λ)((µi,j + γi,j) + λ)) = 0 .

Isso corresponde ao afirmado no Lema.

Observação 2.4.1. Podemos então encontrar a taxa de reprodutividade basal, R0, sabendo

que Pi,j é um ponto livre de doença, logo tem que ser assintoticamente estável, assim todos os

autovalores λ1, λ2, λ3, λ4 ∈ R
−.

Disso:

−αi,j + βi,j − µi,j < 0 ⇒ (2.4.3)

βi,j
µi,j + αi,j

<
µi,j + αi,j

µi,j + αi,j

⇒ βi,j
µi,j + αi,j

< 1 ⇒

R0 =
βi,j

µi,j + αi,j

< 1.

Agora podemos provar o seguinte resultado de estabilidade assintótica com relação ao ponto

de equiĺıbrio livre de doenças Pi,j = [1, 0, 0, 0].

Teorema 2.4.2. Assuma as hipóteses do Lema 2.4.1. Então o ponto de equiĺıbrio livre de

doenças Pi,j = [1, 0, 0, 0] é assintoticamente estável qualquer que sejam as ordens das derivadas

θSi,j
, θIi,j , θRi,j

, θCi,j
∈ [0, 1], sempre que

βi,j

αi,j+µi,j
< 1, para qualquer que seja a população do

sitio (i, j).

Demonstração. Com a hipótese de que
βi,j

αi,j+µi,j
< 1, seque que todos os autovalores da matriz

jacobiana associados ao ponto de equilibro livre de doenças são negativos (veja equação (2.4.2)

no Lema 2.4.1). Caso todas as derivadas fracionárias tem ordem 1, isto é, θSi,j
= θIi,j = θRi,j

=

θCi,j
= 1, segue da teoria clássica de EDO’s [116] que Pi,j é assintoticamente estável.

Caso contrário, defina θ̂ = max{θSi,j
, θIi,j , θRi,j

, θCi,j
} ∈ [0, 1]. Segue do Teorema 7.20 e

da Observação 7.21 em [39] que a estabilidade assintótica dos pontos de equiĺıbrio pode ser

melhorada reduzindo-se a ordem das derivadas. Assim o resultado está provado.

Vale ressaltar que a influência da ordem das derivadas na estabilidade assintótica aparece

no quociente
βi,j

αi,j+µi,j
< 1, haja visto que os parâmetros do modelo 2.0.1 estão elevados as

potências das ordens das derivadas fracionárias. Para fixar as ideias, consideraremos o caso em
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que θ̂ = θSi,j
= θIi,j = θRi,j

= θCi,j
∈]0, 1[. Ou seja, todas as ordens das derivadas são iguais.

Segue da definição dos coeficientes que

lim
θ→1

βi,j
αi,j + µi,j

→ β̂i,j
α̂i,j + µ̂i,j

onde
β̂i,j

α̂i,j+µ̂i,j
são os coeficientes do modelo (2.0.1) quando todas as derivadas são de ordem 1.

A estabilidade dos pontos de equiĺıbrio para o caso geral ainda está em andamento, haja

vista a quantidade enorme de parâmetros do modelo. Abaixo apresentaremos os resultados de

estabilidade de forma numérica, para os parâmetros que serão usados nas simulações ao final

deste caṕıtulo na Seção 2.5.

Teorema 2.4.3 (Estabilidade numérica dos pontos de equiĺıbrio). Considere que os parâmetros

sejam αi,j = 52, 14, δi,j = 0, 75, µi,j = 0, 00001, γi,j = 0, 35 e σi,j = 0, 12, e βi,j = 2, 35 como os

utilizados nas simulações da Seção 2.5. Então, o modelo (2.0.1) com populações isoladas (isto

é, com II = 0) possui um único ponto de equiĺıbrio endêmico que corresponde ao item ii) da

Proposição 2.3.3.

Demonstração. Substituindo os valores dos parâmetros do modelo nos pontos de equiĺıbrio

encontramos b2 = −0, 001459318068202 e c2 = −6, 81 × 10−9, para os quais é fácil verificar

que satisfazem o item ii) da Proposição 2.3.3. Os autovalores associados para esse caso são:

λ1 = −105,λ2 = −0, 53365,λ3 = −0, 81792 e λ4 = −17, 50558, como todos têm parte real

negativa podemos dizer que o equiĺıbrio endêmico é assintoticamente estável.

2.4.2 Estabilidade do ponto de equiĺıbrio no caso em que as deriva-

das são de ordem inteira.

Nesta seção estudaremos a estabilidade do ponto de equiĺıbrio endêmico (S∗
i,j, I

∗
i,j, R

∗
i,j, C

∗
i,j),

no caso em que todas as derivadas de ordem fracionária são iguais a 1. O caso particular em

que m = n = 1 (somente uma população) foi estudada em [76]. No que segue apresentaremos

os resultados de estabilidade para o caso mais geral do modelo (2.0.1), com todas as derivadas

de ordem inteira.

A novidade aqui é que a estabilidade será estudada em termos dos parâmetros do modelo e

de II, dado por (2.0.2) (a topologia da vizinhança).

No caso em que as derivadas são todas de ordem 1, temos que Ni,j(t) = Si,j(t) + Ii,j(t) +

Ri,j(t) + Ci,j(t). Para tal, basta somar todas as equações em (2.0.1).

Assim, podemos escrever

Ri,j(t) = Ni,j(t)− (Si,j(t) + Ii,j(t) + Ci,j(t)) . (2.4.4)
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Disto, segue que

Ṅi,j(t) = µi,j(1−Ni,j(t)) . (2.4.5)

De (2.4.4) e (2.4.5) substitúıdo em (2.0.1), seque que

Ṅi,j(t) = µi,j(1−Ni,j(t))

Ṡi,j(t) = µi,j(1− Si,j(t))− Si,j(t)(βi,jIi,j(t) + II) + γi,jCi,j(t)

İi,j(t) = Si,j(t)(βi,jIi,j(t) + II) + σi,jβi,jCi,j(t)Ii,j(t)− (µi,j + αi,j)Ii,j(t)

Ċi,j(t) = δi,j(Ni,j(t)− Si,j(t)− Ii,j(t)− Ci,j(t))− βi,jCi,j(t)Ii,j(t)− (µi,j + γi,j)Ci,j(t) .

(2.4.6)

Temos de forma direta, que a matriz jacobiana do sistema (2.4.6) é dado por

J(N∗
i,j, S

∗
i,j, I

∗
i,j, C

∗
i,j) =



−µi,j 0 0 0

0 −µi,j − (βi,jI
∗
i,j + II) −βi,jS∗

i,j γi,j

0 βi,jI
∗
i,j + II βi,jS

∗
i,j + σi,jβi,jC

∗
i,j − (µi,j + αi,j) σi,jβi,jI

∗
i,j

δi,j −δi,j −δi,j − βi,jC
∗
i,j −δi,j − βi,jI

∗
i,j − (µi,j + γi,j)




Lema 2.4.4. Sejam (N∗
i,j, S

∗
i,j, I

∗
i,j, C

∗
i,j) os pontos de equiĺıbrio endêmicos para o modelo (2.0.1),

onde todas as derivadas são de ordem 1, assim o polinômio caracteŕıstico associado a ele é dado

por

P (λ) = −(µ+ λ)[(−µi,j − (βi,jI
∗
i,j + II)− λ)

(
S∗
i,j

I∗i,j
− λ

)(
−δi,j − βi,jI

∗
i,j − (µi,j + γi,j − λ

)

+ γi,jβ
2
i,jσi,jS

∗
i,jI

∗
i,j − γi,j(βi,jI

∗
i,j + II)(δi,j + βi,jC

∗
i,j) + δi,jγi,j

(−S∗
i,j

I∗i,j
− λ

)
(2.4.7)

+ (−µi,j − (βi,j + II)− λ)σi,jβi,jI
∗
i,j(δi,j + βi,jC

∗
i,j)

+
(
−δi,j − βi,jI

∗
i,j − (µi,j + γi,j − λ

)
(βi,jI

∗
i,j + II)βi,jS

∗
i,j] .

Demonstração. Segue da terceira equação de (2.4.6) que, no equiĺıbrio endêmico (I∗i,j ̸= 0),

temos que

βi,jS
∗
i,j + σi,jβi,jC

∗
i,j − (µi,j + δi,j) =

−S∗
i,jII

I∗i,j
. (2.4.8)

Substituindo (2.4.8) e o ponto de equiĺıbrio na matriz jacobiana, obtemos de forma direta

o polinômio caracteŕıstico (2.4.7).

Seque de (2.4.7) P (λ) = −(µi,j−λ)Q(λ) e assim, um dos autovalores é λ = −µi,j e, portanto,

negativo. Resta estudar o que acontece com os demais que estão relacionados com as ráızes de

Q(λ).

Como queremos que Q(λ) = 0 para I∗i,j > 0, segue que Q̃(λ) := Ii,jQ(λ) = 0 ⇔ Q(λ) = 0.
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Multiplicando Q(λ) em (2.4.7) por I∗i,j e organizando os termos, chegamos a

Q̃(λ) = (−I∗i,jλ3 + [(−µi,j − βi,jI
∗
i,j − II − δi,j − βi,jI

∗
i,j − (µi,j + γi,j))I

∗
i,j − S∗

i,jI
∗
i,j]λ

2

+ [−((−µi,j − βi,jI
∗
i,j − II)(−δi,j − βi,jI

∗
i,j − (µi,j + γi,j)) + δi,jγi,j)I

∗
i,j

+ (−µi,j − βi,jI
∗
i,j − II − δi,j − βi,jI

∗
i,j − (µi,j + γi,j)− βi,jI

∗
i,j)S

∗
i,jII

− (β2
i,jS

∗
i,j + σi,jβi,j(δi,j + βi,jCi,j))I

∗
i,j

2]λ (2.4.9)

+ [−((−µi,j − βi,jI
∗
i,j − II)(−δi,j − βi,jI

∗
i,j − (µi,j + γi,j)) + δi,jγi,j)S

∗
i,jII

+ (−δi,j − βi,jI
∗
i,j − (µi,j + γi,j)βi,jS

∗
i,j − γi,j(δi,j + βi,jC

∗
i,j))I

∗
i,jII]

+ [(σi,jδi,j − δi,j − βi,jI
∗
i,j − (µi,j + γi,j))β

2
i,jS

∗
i,j − γi,jβi,j(δi,j + βi,jC

∗
i,j)

− µi,j − βi,jI
∗
i,j − II(δi,j + βi,jC

∗
i,j)]I

∗
i,j

2 .

Lema 2.4.5. Sob as mesmas hipóteses do Lema 2.4.4 e ainda que σ∗
i,jβ

∗
i,j > 1. Então, todas as

ráızes do polinômio Q(λ) são positivas.

Demonstração. Note que

Q̃(λ) = d0λ
3 + d1λ

2 + d2λ+ d3 ,

onde

d0 = −I∗i,j
d1 = (−µi,j − βi,jI

∗
i,j − II − δi,j − βi,jI

∗
i,j − (µi,j + γi,j))I

∗
i,j − S∗

i,jI
∗
i,j

d2 = −((−µi,j − βi,jI
∗
i,j − II)(−δi,j − βi,jI

∗
i,j − (µi,j + γi,j)) + δi,jγi,j)I

∗
i,j+

+ (−µi,j − βi,jI
∗
i,j − II − δi,j − βi,jI

∗
i,j)

− (µi,j + γi,j)− βi,jI
∗
i,j)S

∗
i,jII − (β2

i,jS
∗
i,j + σi,jβi,j(δi,j + βi,jC

∗
i,j))I

∗
i,j

2 (2.4.10)

d3 = [−((−µi,j − βi,jI
∗
i,j − II)(−δi,j − βi,jI

∗
i,j − (µi,j + γi,j)) + δi,jγi,j)S

∗
i,jII

+ (−δi,j − βi,jI
∗
i,j − (µi,j + γi,j)βi,jS

∗
i,j − γi,j(δi,j + βi,jC

∗
i,j))I

∗
i,jII]

+ [(σi,jδi,j − δi,j − βi,jI
∗
i,j − (µi,j + γi,j))β

2
i,jS

∗
i,j − γi,jβi,j(δi,j + βi,jC

∗
i,j)

− µi,j − βi,jI
∗
i,j − II(δi,j + βi,jC

∗
i,j)]I

∗
i,j

2 ,

Segue diretamente da análise dos sinais nas expressões em (2.4.10) que d0 < 0, d1 <

0, d2 < 0 e d3 < 0.

Nosso próximo passo é mostrar que d1d2 − d0d3 > 0. Para tanto, note que segue de (2.4.10)
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que

d1d2 − d0d3 = [(−µi,j − βi,jI
∗
i,j − II − δi,j − βi,jI

∗
i,j − (µi,j + γi,j))I

∗
i,j − S∗

i,jI
∗
i,j]

[−((−µi,j − βi,jI
∗
i,j − II)(−δi,j − βi,jI

∗
i,j − (µi,j + γi,j)) + δi,jγi,j)I

∗
i,j

+ (−µi,j − βi,jI
∗
i,j − II − δi,j − βi,jI

∗
i,j − (µi,j + γi,j)− βi,jIi,j)S

∗
i,jII

− (β2
i,jS

∗
i,j + σi,jβi,j(δi,j + βi,jC

∗
i,j))I

∗
i,j

2] (2.4.11)

− I∗i,j[[−((−µi,j − βi,jI
∗
i,j − II)(−δi,j − βi,jI

∗
i,j − (µi,j + γi,j)) + δi,jγi,j)S

∗
i,jII

+ (−δi,j − βi,jI
∗
i,j − (µi,j + γi,j)βi,jS

∗
i,j − γi,j(δi,j + βi,jC

∗
i,j))I

∗
i,jII]

+ [(σi,jδi,j − δi,j − βi,jI
∗
i,j − (µi,j + γi,j))β

2
i,jS

∗
i,j − γi,jβi,j(δi,j + βi,jC

∗
i,j)

− µi,j − βi,jI
∗
i,j − II(δi,j + βi,jC

∗
i,j)]I

∗
i,j

2] .

Para analisarmos o sinal da expressão em (2.4.11), primeiramente definimos

e := −(µi,j + βi,jI
∗
i,j + II) < 0

e

f := −(δi,j + βi,jI
∗
i,j + (µi,j + γi,j)) < 0 .

Assim, (2.4.11) pode ser dividida em seus termos positivos, dados por

−(e+ f)(e.f + δi,jγi,j)I
∗2
i,j (2.4.12)

−(e+ f)(βi,jI
∗
i,j − (e+ f))I∗i,jS

∗
i,jII (2.4.13)

−(e+ f)β2
i,jI

∗
i,jS

∗
i,j (2.4.14)

−(e+ f)σi,jβi,j(δi,j + βi,jC
∗
i,j)I

∗3
i,j (2.4.15)

+(e.f + δi,jγi,j)I
∗
i,jS

∗
i,jII (2.4.16)

+(βi,jI
∗
i,j − (e+ f))(S∗

i,jII)
2 + β2

i,jS
∗2
i,jII (2.4.17)

σi,jβi,j(δi,j + βi,jC
∗
i,j)I

∗2
i,jS

∗
i,jII (2.4.18)

e seus termos negativos, dados por

+(e.f + δi,jγi,j))I
∗
i,jS

∗
i,jII (2.4.19)

−(γi,j(δi,j + βi,jC
∗
i,j)− fβi,jS

∗
i,j)I

∗2
i,jII (2.4.20)

+(σi,jδi,j + fβ2
i,jS

∗
i,j + (e− γi,jβi,j)(δi,j + βi,jC

∗
i,j))I

∗3
i,j (2.4.21)

Somando as expressões em (2.4.16) com as em (2.4.19), obtemos zero.
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Vamos reescrever (2.4.13) e (2.4.20) como

−(e+ f)βi,jS
∗
i,jI

∗2
i,jII (2.4.22)

+(e+ f)2I∗i,jS
∗
i,jII (2.4.23)

−(γi,j(δi,j + βi,jC
∗
i,j)I

∗2
i,jII (2.4.24)

+fβi,jS
∗
i,j)I

∗2
i,jII (2.4.25)

Adicionando (2.4.22) com (2.4.25), ficamos com

z1 = −eβi,jS∗
i,jI

∗2
i,jII . (2.4.26)

Agora reescreveremos (2.4.24) e (2.4.12) da seguinte forma

−γi,jδi,jI∗2i,jII (2.4.27)

+βi,jC
∗
i,jI

∗2
i,jII (2.4.28)

(−(e+ f)− II + II)(e.f + δi,jγi,j)I
∗2
i,j = (2.4.29)

(−(e+ f)− II)(e.f + δi,jγi,j)I
∗2
i,j + efI∗2i,jII + δi,jγi,jI

∗2
i,jII (2.4.30)

Adicionando (2.4.27) com (2.4.30), ficamos com:

z2 = (−(e+ f)− II)(ef + δi,jγi,j)I
∗2
i,j + efI∗2i,jII (2.4.31)

Adicionado (2.4.26) a (2.4.28) e substituindo na segunda linha do sistema (2.4.6) a expressão

γi,jβi,jC
∗
i,j = −µi,jβi,j + µi,jβi,jS

∗
i,j + β2

i,jS
∗
i,jI

∗
i,j + βi,jS

∗
i,jII

e para a expressão de e, temos que

(−eβi,jS∗
i,j − γi,jβi,jC

∗
i,j)I

∗2
i,jII =

[(µi,j + βi,jI
∗
i,j + II)βi,jS

∗
i,j + µi,jβi,j − µi,jβi,jS

∗
i,j − β2

i,jS
∗
i,jI

∗
i,j − βi,jS

∗
i,jII]I

∗2
i,jII =

I∗2i,jII[µi,jβi,jS
∗
i,j + β2

i,jI
∗
i,jS

∗
i,j + βi,jS

∗
i,jII + µi,jβi,j − µi,jβi,jS

∗
i,j − β2

i,jS
∗
i,jI

∗
i,j − βi,jS

∗
i,jII] =

I∗2i,jIIµi,jβi,j > 0.

Agora reescreveremos (2.4.21) e (2.4.15) da seguinte forma:

(σi,jδi,j + fβ2
i,jS

∗
i,j − γi,jβi,j(δi,j + βi,jC

∗
i,j))I

∗3
i,j (2.4.32)

+e(δi,j + βi,jC
∗
i,j)I

∗3
i,j) (2.4.33)

−eσi,jβi,j(δi,j + βi,jC
∗
i,j)I

∗3
i,j) (2.4.34)

−fσi,jβi,j(δi,j + βi,jC
∗
i,j)I

∗3
i,j) (2.4.35)
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Note que (2.4.33)+(2.4.34)>0, sempre que σi,jβi,j > 1.

Portanto, nos resta estimar (2.4.32), para isso chamaremos

z3 = (fβ2
i,jS

∗
i,j − γi,jβi,j(δi,j + βi,jC

∗
i,j))I

∗3
i,j). (2.4.36)

Note que z3 < 0.

Como I∗i,j ≤ 1 ⇒ I∗2i,j ≤ I∗i,j ⇒ I∗3i,j ≤ I∗2i,j. E assim,

z3I
∗3
i,j ≥ z3I

∗2
i,j, (2.4.37)

Utilizando a inequação (2.4.37), em (2.4.11), conseguimos comparar os termos da ordem de,

I∗i,j, I
∗2
i,j e I

∗3
i,j. Como I∗2i,j ≤ I∗i,j e usando a expressão em (2.4.13) segue que

−(e+ f)β2
i,jS

∗
i,jI

∗
i,j ≥ −(e+ f)β2

i,jS
∗
i,jI

∗2
i,j (2.4.38)

Juntando o lado direito da desigualdade (2.4.38) e utilizando a inequação 2.4.37 em (2.4.11),

obtemos uma comparação para a expressão em (2.4.32) dada por

−(e+ f)β2
i,jS

∗
i,jI

∗
i,j + (σi,jδi,j + fβ2

i,jS
∗
i,j − γi,jβi,j(δi,j + βi,jC

∗
i,j))I

∗3
i,j ≥

−(e+ f)β2
i,jS

∗
i,jI

∗2
i,j + (fβ2

i,jS
∗
i,j − γi,jβi,j(δi,j + βi,jC

∗
i,j))I

∗2
i,j =

−eβ2
i,jS

∗
i,jI

∗2
i,j − γi,jβi,j(δi,j + βi,jC

∗
i,j)I

∗2
i,j =

−eβ2
i,jS

∗
i,jI

∗2
i,j − (γi,jβi,jδi,jI

∗
i,j + γi,jβ

2
i,jC

∗
i,jI

∗
i,j)I

∗
i,j ≥

−eβ2
i,jS

∗
i,jI

∗2
i,j − (γi,jβi,jδi,jIi,j + γi,jβ

2
i,jC

∗
i,jI

∗
i,j) (2.4.39)

Pois, como já discutimos I∗i,j ≤ 1.

Agora temos que nos preocupar com os temos −γi,jβi,jδi,jI∗i,j e −γi,jβ2
i,jC

∗
i,jI

∗
i,j, em (2.4.39)

pois o outro termo são positivos, já que e < 0.

Note que o termo −γi,jβi,jδi,jI∗i,j é absorvido pela expressão em (2.4.31).

E da última linha do sistema (2.4.6), temos que

−(δi,j + βi,jC
∗
i,j)I

∗
i,j + δi,j(N

∗
i,j − (S∗

i,j + C∗
i,j))− (µi,j + γi,j)C

∗
i,j = 0 . (2.4.40)

Multiplicando os dois lados da igualdade em (2.4.40) por −γi,jβi,jI∗i,j e reorganizando os

termos, chegamos a

−γi,jβi,j(δi,j + βi,jC
∗
i,j)I

∗2
i,j = −γi,jβi,jδi,jN∗

i,jI
∗
i,j + γi,jβi,j(S

∗
i,j + C∗

i,j)I
∗
i,j + γi,jβi,j(µi,j + γi,j)C

∗
i,jI

∗
i,j .

(2.4.41)
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Lembrando que N∗
i,j = 1, segue de (2.4.41) e das comparações feitas anteriormente que

−γi,jβi,jδi,jI∗2i,j − γi,jβ
2
i,jC

∗
i,jI

∗2
i,j ≥ −γi,jβi,jδi,jI∗i,j − γi,jβ

2
i,jC

∗
i,jI

∗
i,j =

−γi,jβi,jδi,jI∗i,j + γi,jβi,j(S
∗
i,j + C∗

i,j)I
∗
i,j + γi,jβi,j(µi,j + γi,j)C

∗
i,jI

∗
i,j . (2.4.42)

Como anteriormente, notamos que o termo −γi,jβi,jδi,jI∗i,j em (2.4.42) é absorvido por

(2.4.31).

Isso conclui que d1d2 − d0d3 > 0.

Aplicando os critérios de Routh-Hurwitz (veja por exemplo [3]), podemos concluir que as

ráızes de Q(λ) são positivas.

Do que conclúımos acima, podemos enunciar o seguinte teorema.

Teorema 2.4.6. Assuma que todas as derivadas de ordem fracionária do modelo (2.0.1) se-

jam iguais a 1 e que (S∗
i,j, I

∗
i,j, R

∗
i,j, C

∗
i,j) sejam os pontos de equiĺıbrio, correspondendo ao caso

endêmico, ou seja, que I∗i,j ̸= 0 como dado pelo Teorema (2.3.5). Então (N∗
i,j, S

∗
i,j, I

∗
i,j, C

∗
i,j) é

localmente assintoticamente estável.

Demonstração. Segue do Lema (2.4.5) e do Lema 2.4.4 que o polinômio caracteŕıstico P (λ)

possui todas as ráızes negativas. Portanto, segue da teoria clássica de EDO’s, e.g. [116] que o

ponto de equiĺıbrio é localmente assintoticamente estável.

É interessante notar que se todas as derivadas fracionárias são idênticas, digamos, com

ordem θ, então o modelo (2.0.1) pode ser reescrito como

DθNi,j(t) = µθ
i,j(1−Ni,j(t))

DθSi,j(t) = µθ
i,j(1− Si,j(t))− Si,j(t)(β

θ
i,jIi,j(t) + II) + γθi,jCi,j(t)

DθIi,j(t) = Si,j(t)(β
θ
i,jIi,j(t) + II) + σθ

i,jβ
θ
i,jCi,j(t)Ii,j(t)− (µθ

i,j + αθ
i,j)Ii,j(t)

DθCi,j(t) = δθi,j(Ni,j(t)− Si,j(t)− Ii,j(t)− Ci,j(t))− βθ
i,jCi,j(t)Ii,j(t)− (µθ

i,j + γθi,j)Ci,j(t) ,

(2.4.43)

e os resultados apresentados acima podem ser adaptados de maneira análoga para o mo-

delo (2.4.43). Para o caso em que as derivadas são distintas, a equação (2.4.5) fica funda-

mentalmente diferente. Por isso, a análise apresentada acima não funciona neste caso. Esse

caso será estudado em contribuições futuras utilizando a teoria de Liapunov [116].

2.4.3 Estabilidade global do ponto de equiĺıbrio no caso em que as

derivadas são de ordem inteira.

Continuando a análise da estabilidade do ponto de equiĺıbrio endêmico (S∗
i,j, I

∗
i,j, R

∗
i,j, C

∗
i,j),

no caso em que todas as derivadas de ordem fracionária são iguais a 1, analisaremos a esta-

bilidade assintótica global. Esta foi estudada para o modelo SIRC no caso particular em que

m = n = 1 (somente uma população) em [76]. Em [76], os autores mostraram a estabilidade
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global utilizando o critério de Bendixson (veja [76] e referências), o qual será adaptado para o

modelo (2.0.1) com derivadas de ordem inteira no que segue abaixo.

Para isso é importante definir a quantidade q̄2 dada por

q̄2 = lim
t→∞

1

t

∫ t

0

ν(B(s, x0))ds , (2.4.44)

onde B = PfP
−1 + PJ [2]P−1 e J [2] é chamada de matriz de segunda componente aditiva,

constrúıda a partir da jacobiana do sistema como em [76]. A quantidade ν(B), é chamada de

medida de Lozinski, esta tem sido usada para estimar autovalores de matrizes para análise de

estabilidade de sistemas de equações diferenciais quando certas normas vetoriais de soluções são

usadas como função de Lyapunov. A medida de Lozinski, com respeito a uma norma vetorial

qualquer ||.||, é uma aplicação ν : Rn×n → R, que associa a cada matriz com um número real

ν(B) que é definido por

ν(B) = lim
h→0+

|I + hB| − 1

h

Resumidamente, o critério de Bendixson garante que um ponto de equiĺıbrio é globalmente

assintoticamente estável quando q̄2 < 0, veja [76] e referências.

No que segue, provaremos o teorema de estabilidade global para o modelo (2.0.1), onde

todas as derivadas têm ordem 1, utilizando o critério de Bendixson.

Teorema 2.4.7. Assuma que todas as derivadas de ordem fracionária do modelo (2.0.1) sejam

iguais a 1. Seja P ∗
i,j := (S∗

i,j, I
∗
i,j, R

∗
i,j, C

∗
i,j) os pontos de equiĺıbrio, correspondendo ao caso

endêmico, ou seja, que I∗i,j ̸= 0 como dado pelo Teorema (2.3.5).

Demonstração. Segue que do sistema (2.4.6), que limt→∞Ni,j(t) = 1. Assim, o sistema (2.4.6)

se reduz a

Ṡi,j(t) = µi,j(1− Si,j(t))− Si,j(t)(βi,jIi,j(t) + II) + γi,jCi,j(t)

İi,j(t) = Si,j(t)(βi,jIi,j(t) + II) + σi,jβi,jCi,j(t)Ii,j(t)− (µi,j + αi,j)Ii,j(t)

Ċi,j(t) = δi,j(1− Si,j(t)− Ii,j(t)− Ci,j(t))− βi,jCi,j(t)Ii,j(t)− (µi,j + γi,j)Ci,j(t) .

(2.4.45)

Temos de forma direta, que a matriz jacobiana do sistema (2.4.45) é dado por

J(S∗
i,j, I

∗
i,j, C

∗
i,j) =


−µi,j − (βi,jI

∗
i,j + II) −βi,jS∗

i,j γi,j

βi,jI
∗
i,j + II βi,jS

∗
i,j + σi,jβi,jC

∗
i,j − (µi,j + αi,j) σi,jβi,jI

∗
i,j

−δi,j −δi,j − βi,jC
∗
i,j −δi,j − βi,jI

∗
i,j − (µi,j + γi,j)




A matriz de segunda componente aditiva formada a partir de J(S∗
i,j, I

∗
i,j, C

∗
i,j) = J [2] é dada

por
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J [2] =




g11 σi,jβi,jI
∗
i,j −γi,j

−δi,j − βi,jC
∗
i,j g22 −βi,jS∗

i,j

−δi,j βi,jI
∗
i,j + II g33 ,




onde

g11 = −µi,j − βi,jI
∗
i,j − II + βi,jS

∗
i,j + σi,jβi,jC

∗
i,j − (µi,j + αi,j)

g22 = −µi,j − βi,jI
∗
i,j − II − δi,j − βi,jI

∗
i,j − (µi,j + γi,j)

g33 = βi,jS
∗
i,j + σi,jβi,jC

∗
i,j − (µi,j + αi,j)− δi,j − βi,jI

∗
i,j − (µi,j + γi,j) .

Agora definimos,

P = diag

(
S∗
i,j

I∗i,j
,
S∗
i,j

I∗i,j
,
S∗
i,j

I∗i,j

)
,

e

PfP
−1 = diag

(
˙S∗
i,j

S∗
i,j

−
˙I∗i,j
I∗i,j

,
˙S∗
i,j

S∗
i,j

−
˙I∗i,j
I∗i,j

,
˙S∗
i,j

S∗
i,j

−
˙I∗i,j
I∗i,j

)
.

Assim, consideraremos

B = PfP
−1 + PJ [2]P−1 =

[
B11 B12

B21 B22

]
, (2.4.46)

onde

B11 = g11 +
˙S∗
i,j

S∗
i,j

−
˙I∗i,j
I∗i,j

, B12 = σi,jβi,jC
∗
i,j,−γi,j, (2.4.47)

B21 = (−δi,j − βi,jC
∗
i,j, δi,j)

T , B22 =


 g22 +

˙S∗

i,j

S∗

i,j
−

˙I∗i,j
I∗i,j

−βi,jS∗
i,j

βi,jI
∗
i,j + II g33 +

˙S∗

i,j

S∗

i,j
−

˙I∗i,j
I∗i,j


 (2.4.48)

Seja (u, v, w) um vetor em R3, consideremos a seguinte norma, |(u, v, w)| = max{|u|, |v| +
|w|}. Seja ν medida de Lozinski [76] com respeito essa norma e ν1(B) ≤ sup{g1, g2}, onde
g1 = ν1(B11) + |B12|, g2 = ν1(B22) + |B21| e |B12|, |B21| são normas de matriz com relação à

norma do vetor L1 e ν1 denota a medida Lozinski com relação à norma L1.

Da segunda equação em (2.4.45), temos que

˙I∗i,j
I∗i,j

= βi,jS
∗
i,j + σi,jβi,jC

∗
i,j − (µi,j + αi,j) +

S∗
i,jII

I∗i,j
. (2.4.49)
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Portanto

ν1(B11) = g11 +
˙S∗
i,j

S∗
i,j

−
˙I∗i,j
I∗i,j

=
˙S∗
i,j

S∗
i,j

− µi,j − βi,jI
∗
i,j − II −

S∗
i,jII

I∗i,j

B12 = max{σi,jβi,jI∗i,j,−γi,j}
B21 = (−δi,j − βi,jC

∗
i,j, δi,j)

T .

Ainda, seque de (2.4.49) que

ν(B22) = max{g22 +
˙S∗
i,j

S∗
i,j

−
˙I∗i,j
I∗i,j

+ βi,jI
∗
i,j + II, g33 +

˙S∗
i,j

S∗
i,j

−
˙I∗i,j
I∗i,j

+ βi,jS
∗
i,j}

=
˙S∗
i,j

S∗
i,j

− µi,j −
S∗
i,jII

I∗i,j
+max{−δi,j − βi,jI

∗
i,j − βi,jS

∗
i,j − σi,jβi,jC

∗
i,j (2.4.50)

+ αi,j, βi,jS
∗
i,j − δi,j − βi,jI

∗
i,j − µi,j − γi,j} .

Portanto,

g1 = µi,j(B11) + |B12|

=
˙S∗
i,j

S∗
i,j

− µi,j − βi,jI
∗
i,j − II −

S∗
i,jII

I∗i,j
+max{σi,jβi,jI∗i,j, γi,j}

=
˙S∗
i,j

S∗
i,j

− µi,j − II −
S∗
i,jII

I∗i,j
+max{(σi,j − 1)βi,jI

∗
i,j, γi,j − βi,jI

∗
i,j}

<
˙S∗
i,j

S∗
i,j

− µi,j − II −
S∗
i,jII

I∗i,j
+ γi,j ,

e

g2 =
˙S∗
i,j

S∗
i,j

− µi,j −
S∗
i,jII

I∗i,j
+max{−δi, j − βi,jI

∗
i,j − γi,j − βi,jS

∗
i,j − σi,jβi,jC

∗
i,j (2.4.51)

+ αi,j, βi,jS
∗
i,j − δi, j − βi,jI

∗
i,j − µi,j − γi,j}

<
˙S∗
i,j

S∗
i,j

− µi,j + δi, j − γi,j −
S∗
i,jII

I∗i,j
+max{βi,jC∗

i,j + αi,j, βi,jS
∗
i,j + βi,jC

∗
i,j} .

Como S∗
i,j + I∗i,j + R∗

i,j + C∗
i,j = N∗

i,j = 1 e todos são maiores não negativos, temos que para

αi,j + βi,jC
∗
i,j < 1 e βi,j(S

∗
i,j + C∗

i,j) < 1

max{αi,j + βi,jC
∗
i,j, βi,j(S

∗
i,j + C∗

i,j)} < max{αi,j + βi,j, βi,j} = αi,j + βi,j

Portanto,

g2 <
˙S∗
i,j

S∗
i,j

− µi,j + δi, j − γi,j + (αi,j + βi,j)−
S∗
i,jII

I∗i,j
.
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Assim,

µ1(B) = max{g1, g2}

= max

{
˙S∗
i,j

S∗
i,j

− µi,j + γi,j − II −
S∗
i,jII

I∗i,j
,

˙S∗
i,j

S∗
i,j

− µi,j + δi,j − γi,j + (αi,j + βi,j)−
S∗
i,jII

I∗i,j

}

=
˙S∗
i,j

S∗
i,j

− µi,j −
S∗
i,jII

I∗i,j
+max{γi,j + II, δi,j − γi,j + αi,j + βi,j}

≤
˙S∗
i,j

S∗
i,j

− µi,j −
S∗
i,jII

I∗i,j
+max{γi,j, δi,j + αi,j + βi,j} .

Defina w := max{γi,j, δi,j + αi,j + βi,j}. Portanto,

q̄2 =
1

t

∫ t

0

u(B)ds ≤ 1

t

∫ t

0

[(
˙S∗
i,j

S∗
i,j

−
S∗
i,jII

I∗i,j

)
− (µ− w)

]
ds

≤ 1

t

∫ t

0

˙S∗
i,j

S∗
i,j

ds− 1

t

∫ t

0

S∗
i,jII

I∗i,j
ds− 1

t

∫ t

0

(µ− w)ds

≤ 1

t
ln

(
˙S∗

i,j(t)

S∗
i,j(0)

)
− (µ− w)

1

t
t < 0 .

Segue do critério de Bendixson (veja [76] e referências) que o ponto de equiĺıbrio é assinto-

ticamente estável.

Não sabemos se o critério de Bendixson (veja [76] e referências) se estende para proble-

mas com derivadas de ordem fracionária. Portanto, a generalização do teorema acima para o

modelo (2.0.1) geral ainda está em aberto e será fruto de nossa investigação futura.
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2.5 Resultados numéricos para o modelo (MF)-SIRC-

ED

Nesta seção, examinamos numericamente o efeito que a interação entre populações dis-

tribúıdas espacialmente tem na dinâmica da doença seguindo o modelo (2.0.1) com ordens

inteiras para as derivadas. Os resultados apresentados aqui foram publicados no seguinte ar-

tigo [83] da autora e colaboradores. As simulações para o caso geral serão elaboradas em

trabalhos futuros. Simulações numéricas para alguns casos particulares do modelo (2.0.1) são

apresentadas no Caṕıtulo 3 na Seção 3.4 para m = n = 1 (somente uma população) e as deri-

vadas são de ordem fracionária e distintas, já na Seção 4.5 do Caṕıtulo 4 onde se discute uma

pequena variação do modelo SIRC, em que há 6 populações distribúıdas em uma rede (caso em

que m = 6 e n = 1) e as derivadas são de ordem inteira.

Em todos os cenários simulados que apresentaremos nesta seção, a solução X(t) do modelo

SIRC-MULTI (2.0.1) é obtida numericamente pelo método de Euler com um passo de tamanho

h = 10−3 para evitar os efeitos do tipo stiff (veja [114]). A rede tem 17× 17 śıtios, significando

que n = k = 17. A vizinhança Vi,j é considerada do tipo Neumann como em [80]. Os parâmetros

utilizados em todos os cenários simulados são dados por αi,j = 52, 14, δi,j = 0, 75, µi,j =

0, 00001, γi,j = 0, 35 e σi,j = 0, 12 obtidos de [28] com algumas modificações. Ou seja, o tempo

gasto pelos indiv́ıduos em cada um dos compartimentos Ii,j, Ri,j e Ci,j, a probabilidade média

de reinfecção de um indiv́ıduo σi,j, e as taxas de natalidade e mortalidade µi,j são consideradas

as mesmas em qualquer subpopulação da rede. A taxa de infecção da doença devido à interação

populacional βî,ĵ na vizinhança Vi,j, assumimos ser dada por βî,ĵ = βi,j/150 em Vi,j e βî,ĵ = 0,

caso contrário.

Cenário 1: O modelo sem um segundo surto

Nesta subseção, consideramos o seguinte cenário hipotético: Cada śıtio da rede representa

uma população e/ou cidade para a qual a taxa de infecciosidade da doença é maior em locais

de baixa densidade populacional, satisfazendo a seguinte relação

βi,j = 50 ∗ 2.35/(1 + (
√
(i− io)2 + (j − jo)2)

2
,

onde (i0, j0) é o śıtio central na rede. Portanto, o valor de βi,j são tais que βi,j < 1 ou βi,j > 1,

depende da localização na rede, conforme Fig. 2.2.

Os valores de βi,j e as correspondentes densidades Ni,j na rede são apresentados na Fig.

2.2. Além disso, o cenário correspondente pode ser interpretado como o caso de cidades com

maior população tendo interação mais intensa entre seus indiv́ıduos, em contraste com locais

de menor densidade que possuem menor interação entre seus indiv́ıduos.

As condições iniciais para o cenário simulado correspondem a:

1) A densidade é variável e dada pela seguinte relaçãoNi,j =
100

1+
√

(i−io)2+(j−jo)2
, onde (io, jo) =
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Figura 2.2: Valores de βi,j e as correspondentes densidades Ni,j na rede

(9, 9) e o śıtio central;

2) A infecção começa em dois śıtios em t = 0, correspondente às posições (5, 13) e (12, 5)

como retratado em Fig. 2.3. Em tais śıtios, o total de indiv́ıduos infectados é I5,13(0) =

I12,5(0) = 20;
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Figura 2.3: A distribuição espacial de pessoas infectadas na rede no momento t = 0.

3) No śıtio (5, 13) e (12, 5), Si,j(0) = Ni,j − Ii,j(0)

4) Se (i, j) ̸= (5, 13) e (i, j) ̸= (12, 5), então Si,j(0) = Ni,j e Ii,j(0) = 0;

5) Em todos os śıtios Ri,j(0) = Ci,j(0) = 0.

O número total de pessoas infectadas e com imunidade cruzada na rede é mostrado na

Fig. 2.4. Vale a pena notar que a proporção total de infectados da população diminui rapida-

mente no ińıcio da doença e que um pico epidêmico aparece em torno de t = 7 meses. Esse

tempo corresponde ao necessário para que a doença se espalhe desde os śıtios iniciais infectados

até os locais mais densamente povoados do centro. Por outro lado, a curva da população que

tem imunidade cruzada apresenta crescimento aproximadamente linear, com uma pequena per-

turbação após o pico, e depois tende a se estabilizar. Isso se deve à interação entre as populações

que resulta na disseminação da doença na rede. Este fenômeno foi observado anteriormente em

[82, 81, 74].
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Figura 2.4: O comportamento da população infectada e que tem imunidade cruzada ao longo
do tempo na rede.

Um efeito interessante do cenário simulado é que a população de indiv́ıduos infectados

começa a crescer no centro (local de maior densidade) da rede próximo ao tempo t = 7 meses

como mostrado na Fig. 2.5. Como consequência, a partir dáı, a epidemia ganha força, pois

nessas localidades existe uma maior população suscet́ıvel, tendo assim um maior ı́ndice de

contágio, resultando no pico epidêmico pouco tempo depois.
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Figura 2.5: Populações infectadas em t = 7 meses. A concentração maior está no śıtio central
da rede.

A dinâmica de infecção e imunidade cruzada em śıtios espećıficos da rede é descrita na

Fig. 2.6. A Fig. 2.6 (a) mostra que, no śıtio central, o pico de infecção ocorre por volta de t = 7
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Figura 2.6: A relação entre as curvas infectadas e de imunidade cruzada em alguns trechos da
rede.

meses. Enquanto isso, no local (13, 13), o pico de infecção ocorre em t = 9 meses e é menos

intenso, ver Fig. 2.6 (b). A dinâmica da imunidade cruzada nos locais mencionados acima

mostra um comportamento completamente distinto. Enquanto no śıtio central a população

de imunidade cruzada se estabiliza, nos demais locais da rede ela continua aumentando. O

comportamento da dinâmica da população infectada e a imunidade cruzada é representado na

Fig. 2.6 (c), como era de se esperar biologicamente.

Cenário 2: Modelo com um segundo surto

No segundo cenário, consideramos uma situação hipotética em que haverá uma segunda

infecção. Todas as populações são consideradas vulneráveis, como se fosse uma segunda cepa

(sabemos que para isso ser mais fidedigno novos parâmetros deveriam ser incorporados, mas por

não haver parâmetros confiáveis optamos por manter os mesmos). Neste cenário simulado, as

condições iniciais correspondem ao caso onde a população infectada em t = T ∗ está localizada

apenas no centro da rede, onde T ∗ é o tempo para o aparecimento de um śıtio com nova infecção

por uma mutação. Observe que faz sentido considerar o surgimento de uma nova cepa no centro
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da rede, pois é onde a população tem maior densidade e, consequentemente, maiores interações,

possibilitando reinfecções.

Assumimos que T ∗ = 5 meses. Portanto, a condição inicial para este cenário em t = T ∗ é

dada por

1) No śıtio central, nós temos que Sio,jo(5) = S9,9(5) = N(9, 9)− I9,9(5)− R9,9(4) + S9,9(4).

Ou seja, a população suscet́ıvel no mês T ∗ = 5 corresponde à população total deste local

menos aqueles que já foram infectados pela doença e possuem a infecção ou imunidade

temporária. Aqui, assumimos que Iio,jo(5) = I9,9(5) = 0, 05 + I9,9(4). Portanto, a po-

pulação infectada no mês T ∗ = 5, é a população infectada no mês t = 4 mais um aumento

na população infectada causado por uma nova cepa. No contexto de uma doença, esse au-

mento de 0.05 na simulação pode ser interpretado como se a cada 100 pessoas suscet́ıveis

5 se tornassem infectadas por essa nova cepa; a condição da população recuperada e com

imunidade cruzada é tal que Rio,jo(5) = R9,9(5) = R9,9(4), e Cio,jo(5) = C9,9(5) = C9,9(4),

respectivamente. Em outras palavras, mantém a população recuperada do mês t = 4.

2) Nos demais śıtios da rede, assumimos que Si,j(5) = N(i, j)− Ii,j(5)−Ri,j(4)+Si,j(4), por

exemplo, em cada śıtio, os suscet́ıveis no mês T ∗ = 5 corresponde à população total da

população suscet́ıvel do mês anterior menos aqueles que já foram infectados pela doença e

têm a infecção ou imunidade temporária do mês anterior; Pela condição sobre a população

infectada, recuperada e com imunidade cruzada em T ∗ = 5 permanece a do mês anterior

t = 4, que corresponde a Ii,j(5) = Ii,j(4), Ri,j(5) = Ri,j(4), e Ci,j(5) = Ci,j(4).

3) Os parâmetros do modelo permaneceram como definidos anteriormente.

Pode ser visto na Fig. 2.7 e na Fig. 6(e) que a dinâmica da doença após a reinfecção em

T ∗ = 5 se espalhou pela rede afetando principalmente os quatro śıtios vizinhos mais próximos,

e o contágio por interação βî,ĵ diminui conforme aumenta a distância do centro (ver Fig. 2.2).

Como consequência, o pico de infectados ocorre logo após o ińıcio da reinfecção (veja a curva

vermelha tracejada em Fig. 2.8).

A população com imunidade cruzada apresenta valores mais elevados nos dois locais onde a

infecção começou t < 5. Para os tempos t > T ∗ o padrão espacial é semelhante ao da população

infectada (ver Fig. 6(b), 6(d) e 6(f)).
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(a) O comportamento da população infectada em

t = T ∗ = 5 meses.

(b) O comportamento da população com imunidade

cruzada em t = T ∗ = 5 meses.

(c) O comportamento da população infectada em

t = T ∗ = 10 meses.

(d) O comportamento da população com imunidade

cruzada em t = T ∗ = 10 meses.

(e) O comportamento da população infectada em

t = T ∗ = 15 meses.

(f) O comportamento da população com imunidade

cruzada em t = T ∗ = 15 meses.

Figura 2.7: Disseminação da doença em populações infectadas e com imunidade cruzada.

Na Fig.2.8, mostramos a dinâmica dos dois cenários discutidos anteriormente (cenários 1 e

2) e comparamos suas soluções numéricas. Observe que a principal diferença é a porcentagem

da população que é infectada pela doença devido à introdução da nova cepa. Os picos ocorrem

em momentos diferentes enfatizando o efeito da interação entre as populações (curva vermelha

Fig. 2.8).
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Figura 2.8: Dinâmica de Infectados e Imunidade Cruzada dada pelo modelo SIRC-MULTI no
cenário com e sem reinfecção.

Analisamos cenários simulados com e sem reinfecção por cepas mutantes, assumindo que

uma proporção da população em cada um dos śıtios (localizações) da rede ganha apenas imu-

nidade parcial (imunidade cruzada). O efeito da interação entre as diferentes populações pode

ser observado em ambos os cenários, onde observamos que o pico de infectados ocorre em torno

de 5 meses após o surgimento dos primeiros casos (cenário sem reinfecção) e se intensifica em

caso de reinfecção. A população com imunidade cruzada em toda a rede apresenta o maior

crescimento, como esperado, no caso de reinfecção, que corresponde a indiv́ıduos que adqui-

riram imunidade à nova cepa introduzida. Além disso, a interação promove o crescimento da

imunidade cruzada (ver linha pontilhada verde na Fig. 2.8 ) devido ao contato com outras

populações, possibilitando o surgimento cont́ınuo de novas cepas com esse aumento.
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3 MODELO COMPARTIMENTAL FRACIONÁRIO APLI-

CADO À INFLUENZA

Neste caṕıtulo, apresentaremos alguns resultados relacionados ao modelo (2.0.1) onde há

somente uma população. Isso corresponde ao caso em que II(t) = 0 no modelo (2.0.1). Alguns

resultados já foram publicados pela autora e colaboradores e podem ser observados em [50, 36]

quando a ordem das derivadas fracionárias são consideradas as mesmas para todas as linhas do

sistema ou em [55, 52], mas com ordens fracionárias das derivadas distintas.

Os principais resultados deste caṕıtulo podem ser resumidos da seguinte forma: O modelo

que estudaremos é um caso particular do modelo (2.0.1), o qual será chamado de (MF)-SIRC.

Mesmo sabendo que alguns resultados teóricos que serão apresentados neste caṕıtulo são casos

particulares dos apresentados no Caṕıtulo 2, repetiremos aqui alguns dos argumentos, pois

cremos que no modelo simplificado, alguns dos resultados ficarão mais claros. Esse é o caso dos

resultados de boa-colocação apresentados na Seção 3.2, quando comparados com os resultados

para o modelo mais geral apresentados na Seção 2.2. Alguns resultados que serão apresentados

de forma mais clara para o modelo simplificado (MF)-SIRC são os resultados de estabilidade

em termos das ordens das derivadas além de inclúırem ainda uma estratégia de vacinação, as

quais não foram consideradas no Caṕıtulo 2.

Do ponto de vista numérico, apresentamos uma escolha particular para os parâmetros do

modelo (e derivadas fracionárias) que mostram, uma melhor concordância do (MF)-SIRC em

comparação com (F)-SIRC (modelo onde todas as ordens das derivadas são as mesmas) e SIRC

(quando todas as ordens das derivadas são 1) quando comparados com dados reais de Influenza.

Além disso, os achados numéricos sugerem que a memória imunológica pré-existente (dada, por

exemplo, pela vacinação e modelada pelo (MF)-SIRC) ajuda a diminuir a suscetibilidade a

novas cepas ao diminuir a imunidade cruzada após algum tempo.

3.1 Uma breve contextualização a respeito da influenza

Influenza é uma śındrome gripal ou uma doença respiratória infecciosa de origem viral sazo-

nal com sintomas dos mais variados, que podem ser leves ou moderados. No entanto, em alguns

casos o seu agravamento pode levar ao óbito, especialmente nos indiv́ıduos que apresentam fa-

tores ou condições de risco para as complicações da infecção, que incluem gestantes, idosos,

imunossuprimidos e pessoas portadoras de doenças respiratórias, card́ıacas, renais, hepáticas

e neurológicas crônicas [44]. A influenza é de fácil transmissão, que se dá principalmente por

pequenas part́ıculas produzidas por pessoas infectadas, disseminadas no ambiente pela tosse, es-

pirro ou durante a fala, além do contato das mãos com superf́ıcies contaminadas. Pela facilidade

de propagação, a influenza se destaca como uma importante causa de morbidade, frequente-

mente necessitando de hospitalização, bem como uma das principais causas de mortalidade

[45].
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O agente etiológico das śındromes gripais é o Myxovirus influenzae, o qual chamaremos

por influenza, por simplicidade. Este agente está subdividido nos tipos A, B e C, sendo que,

apenas os do tipo A e B apresentam relevância cĺınica em humanos [44]. O v́ırus influenza

apresenta altas taxas de mutação [13], o que resulta, frequentemente, na inserção de novas

variantes virais na comunidade, para as quais a população apresenta imunidade parcial. Essas

variações antigênicas maiores são responsáveis pelas grandes pandemias de influenza da história,

que por sua vez contabilizaram milhões de mortes. Se enquadram neste cenário os episódio da

Gripe Espanhola (1918-1919) pertencente à variedade antigênica do subtipo A H1N1 [95], a

Gripe Asiática (1957) [13], com o surgimento do subtipo A H2N2 e a Gripe de Hong Kong

(1968) [97] em que apareceu o subtipo A H3N2 provocando uma pandemia moderadamente

grave. Em 1977, ressurgiu um subtipo A H1N1, causando a pandemia da Gripe Russa [97].

Neste caso, não era uma variação antigênica e assim, afetou uma faixa etária sem imunidade.

Mais recentemente, em 2009, ocorreu uma nova pandemia do v́ırus A H1N1 anti-geneticamente

distinto do v́ırus sazonal A com maior replicação e agressividade nos casos fatais [75].

Por se sazonal e ter caudado várias pandemias na história, a influenza é uma das doenças

acompanhadas de perto pela vigilância epidemiológica. Em particular, a Śındrome Gripal (SG)

conta com a vigilância sentinela, que se constitui de uma rede de unidades distribúıdas em

todas as regiões do páıs [99]. O principal objetivo desta rede é identificar os v́ırus respiratórios

circulantes, permitindo um monitoramento das taxas de hospitalização e óbitos. Desta forma,

orientar na tomada de decisão em situações que requeiram novos posicionamentos do Ministério

da Saúde e Secretarias de Saúde Estaduais e Municipais.

O modelo (MF)-SIRC que estudaremos nesse caṕıtulo é dado pela seguinte dinâmica

Dθk
∗ U(t) = F (t, U(t)) + ξV (U(t)), (3.1.1)

onde U(t) = (S1,1(t), I1,1(t), R1,1(t), C1,1(t)) correspondem aos compartimentos do modelo (2.0.1)

e F (t, U(t)) corresponde a função do lado direito de (2.0.1), para m = n = 1 e II(t) = 0 (e por

isso o subscrito será desconsiderado no que segue). A ordem das derivadas θk ∈ [0, 1] é distinta

para cada um dos compartimentos, com k = 1, · · · , 4.
Além disso,

V (U(t)) =




−ρS(t)
0

+ρS(t)

0



, (3.1.2)

é o pulso de vacinação e ξ = 1 ou ξ = 0, controla a existência da campanha.

As condições o iniciais e os parâmetros seguem as mesmas já apresentadas no Caṕıtulo 2.

Diante do exposto acima, ainda assumiremos a seguinte hipótese:

H1) A função U(t) ∈ C([0, T ];R4), qualquer que seja T > 0.
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Integrando cada linha do modelo (3.1.1) com ordem θk para k = 1, · · · , 4, o modelo (3.1.1)

resulta em um sistema de equações de Volterra do tipo

uj(t) =
4∑

l=1

uj(0)
tl

l!
+

1

Γ(θj)

∫ t

0

(t− s)θj−1fj(s, u1(s), ..., u4(s))ds. (3.1.3)

onde fj e uj(t) representa j-coordenada de F (t, U(t)), correspondente ao lado direito de (3.1.1).

Tomando θ := mink=1,··· ,4θk então a equação (3.1.3) pode ser reescrita como

uj(t) =
4∑

l=1

uj(0)
tl

l!
+

1

Γ(θj)

∫ t

0

(t− s)θ−1f̂j(s, u1(s), ..., u4(s))ds. (3.1.4)

para j = 1, · · · , 4, onde, f̂j(s, u1, ..., u4) := Γ(θ)
Γ(θj)

(t− s)θj−θfj(s, u1, · · · , u4) .

3.1.1 Um breve apanhado sobre a memória advinda das derivadas

de ordem fracionária

De acordo com (6.7.6), qualquer uma das coordenadas uj(t) da solução do modelo U(t) é

tal que, para algum tempo t1 ≤ t2,

uj(t2)− uj(t1) =
1

Γ(θj)

∫ t1

0

[(t2 − s)θ−1 − (t1 − s)θ−1]f̂j(s, u1(s), ..., u4(s))ds (3.1.5)

+
1

Γ(θj)

∫ t2

t1

(t2 − s)θ−1f̂j(s, u1(s), ..., u4(s))ds .

Note que, se θk = 1, para todo k = 1, · · · 4, o termo entre parênteses em (3.1.5) é zero, e

a primeira integral em (3.1.5) desaparece. Assim, para calcular a solução U(t) em t2, depende

somente do valor em U(t1) e a função fj correspondente ao lado direito de (3.1.1). No entanto,

se acontecer de θk ̸= 1, então a primeira integral geralmente não desaparece. Como resultado, a

história da dinâmica de 0 até t2 deve ser considerada para a construção da solução final, U(t2).

Esse fenômeno nós chamamos de ”memória”.

3.2 Resultados teóricos para o modelo (MF)-SIRC com

pulso de vacinação

Nesta subseção, estudaremos alguns resultados acerca da boa colocação do PVI (3.1.1). O

primeiro resultado neste sentido é o Lema auxiliar a seguir, que diz respeito à matriz Jacobiana

do sistema (3.1.1).

Lema 3.2.1. Assuma que a hipótese H1) satisfeita. Seja f(t) := F (U(t)) + ξV (U(t)) o lado
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direito do sistema (3.1.1). Então, a matriz Jacobiana associada é dada por

J(f)(t) = A+B (3.2.1)

onde

A =




−µθ1 − βθ1I(t)− ξρθ1 −βθ1S(t) 0 0

βθ2I(t) βθ2S(t) + σθ2βθ2C(t)− (µθ2 + αθ2) 0 0

ξρθ3 (1− σθ3)βθ3C(t) + αθ3 0 0

0 −βθ4C(t) 0 0




B =




0 0 0 γθ1

0 0 0 σθ2βθ2I(t)

0 0 (1− σθ3)βθ3I(t)

0 0 −βθ4I(t)− (µθ4 + γθ4)



.

Além disso, existe uma constante M , independente de S, I, R, C tal que ∥J(f)(t)∥ ≤ M ,

para qualquer t ∈ [0, T ].

Demonstração. O cálculo de J(f) segue diretamente das derivadas parciais de cada coordenada

de f com relação a S, I, R, C, respectivamente. Segue da hipótese H1) e do fato de cada

coordenada de J(f) é formada por funções cont́ınuas, definidas em um compacto [0, T ] e do

Teorema de Weierstrass [116], que existeM independente de S, I, R, C tal que ||J(f)|| ≤M .

Definição 3.2.1. Definimos um conjunto G∗ da seguinte forma:

G∗ = {(t, U(t)) ∈ R× R
4; | U(t)− U0 |≤ r | t− t0 |≤ ϱ; r, ϱ > 0} ,

onde t0 ≥ 0, r := r(T,M) e ϱ < T , para T > 0 e M a constante dada pelo Lema 3.2.1.

Lema 3.2.2. O conjunto G∗ apresentado na Definição 3.2.1, é um subconjunto compacto de

R
4.

Demonstração. Segue diretamente da Definição 3.2.1.

Proposição 3.2.3. Assuma a hipótese H1) satisfeita. Então a função f(t, U(t)) = F (t, U(t))+

ξV (U(t)), é cont́ınua e Lipschitz cont́ınua no conjunto G∗ apresentado na Definição 3.2.1.

Demonstração. A continuidade segue do fato que todas as coordenadas de f(t, U(t)) são somas

e produtos de funções, que são cont́ınuas pela hipótese H1). Por fim, segue do Lema 3.2.1 e do

Teorema do Valor Médio que f(t, U(t)) é Lipschitz cont́ınua.
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Os resultados auxiliares acima são preliminares para a demonstração de boa colocação do

modelo (3.1.1).

É importante notar, para o caso em que θ1 = θ2 = θ3 = θ4, a boa colocação já foi discutida

pela autora em [49, 50]. Portanto, dedicaremos o próximo resultado para demonstrar a boa

colocação do modelo (3.1.1) para 0 < θj ⩽ 1 para j = 1, · · · , 4 de forma mais detalhada do que

o apresentado no Caṕıtulo 2.0.1.

Teorema 3.2.4. Seja a Hipótese H1) satisfeita. Então existe uma única solução U ∈ C([0, h],R4)

do problema de valor inicial, que depende continuamente dos parâmetros e da ordem das deri-

vadas fracionárias θk ∈]0, 1], para k = 1, · · · ,.

Demonstração. Primeiramente, defina θ = mink=1,··· ,4 θk. Então, qualquer solução de (3.1.1)-

(1.2.1) satisfaz a seguinte equação de Volterra na forma vetorial

U(t) =

maxj [θj ]−1∑

l=0

U0
l t

l

l!
+

1

Γ(θ)

∫ t

0

(t− s)θ−1f̂j(s, U(s))ds. (3.2.2)

onde

f̂j(s, U(s)) :=
Γ(θ)

Γ(θj)
(t− s)θj−θfj(s, U(s)) (3.2.3)

e fj(t, U(t)) representa cada uma das j ∈ {1, ·, 4} coordenadas da função f(t, U(t)) definida

em (3.1.1).

Como pela Proposição 3.2.3, temos que f(t, U(t)) é cont́ınua e Lipschitz cont́ınua em G∗;

Portanto, cada coordenada f̂j(t, U(t)) também são cont́ınuas e Lipschitz cont́ınuas.

Assim, todas as hipóteses necessárias para a os resultados de existência e unicidade de uma

solução apresentadas na Seção 6.4 são satisfeitas para o modelo (3.1.1). Portanto, parte da

afirmação deste teorema está provado.

A demonstração de dependência cont́ınua dos dados inicias, dos parâmetros e da ordem das

derivadas segue os passos do Teorema 6.7.2.

Teorema 3.2.5. Assuma as hipóteses do Teorema 3.2.4 e ξ = 0. Então, a região Ω+ é um

conjunto positivo invariante para a solução do sistema (3.1.1).

Demonstração. A demonstração é exatamente a feita no Caṕıtulo 2.

3.3 Estabilidade dos pontos de equiĺıbrio para o modelo

(MF)-SIRC com pulso de vacinação

Nesta seção, estudaremos a estabilidade dos pontos de equiĺıbrio (S∗, I∗, R∗, C∗) do mo-

delo (3.1.1) linearizado. Como a derivada de ordem fracionária utilizada é a segundo Caputo
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(veja Caṕıtulo 6.1 para detalhes), segue que, a existência de pontos de equiĺıbrio devem satis-

fazer

Dθ1
∗ (S(t)) = Dθ2

∗ (I(t)) = Dθ3
∗ (R(t)) = Dθ4

∗ (C(t)) = 0,

o que resulta em obter as soluções do sistema de equações algébricas

0 = µθ1(N − S∗)− βθ1S∗I∗ + γθ1C∗ − ξρθ1S∗ (3.3.1)

0 = βθ2S∗I∗ + σθ2βθ2C∗I∗ − (µθ2 + αθ2)I∗ (3.3.2)

0 = (1− σθ3)βθ3C∗I∗ + αθ3I∗ − (µθ3 + δθ3)R∗ + ξρθ3S∗ (3.3.3)

0 = δθ4R∗ − βθ4C∗I∗ − (µθ4 + γθ4)C∗ . (3.3.4)

Da equação (3.3.2), segue que

I∗.(βθ2S∗ + σθ2βθ2C∗ − (µθ2 + αθ2)) = 0 (3.3.5)

Da equação (3.3.5), temos que I∗ = 0 ou I∗ ̸= 0.

Quando I∗ = 0, temos o que chamamos de ponto de equiĺıbrio livre de doença, o qual

denotaremos por P0 = (S∗
0 , 0, R

∗
0, C

∗
0).

Lema 3.3.1. O ponto de equiĺıbrio livre de doença P0 = (S∗
0 , 0, R

∗
0, C

∗
0) é dado por

S∗
0 =

−µθ1N(µθ4 + γθ4)(µθ3 + δθ3)

−(µθ1 + ξρθ1)(µθ4 + γθ4)(µθ3 + δθ3) + γθ1δθ4ξρθ3
, (3.3.6)

R∗
0 =

−ξρθ3µθ1N(µθ4 + γθ4)

−(µθ1 + ξρθ1)(µθ4 + γθ4)(µθ3 + δθ3) + γθ1δθ4ξρθ3
, (3.3.7)

e

C∗
0 =

−µθ1Nδθ4ξρθ3

−(µθ1 + ξρθ1)(µθ4 + γθ4)(µθ3 + δθ3) + γθ1δθ4ξρθ3
. (3.3.8)

Demonstração. Das equações (3.3.1)-(3.3.4), temos que P0 deve satisfazer

µθ1N − (µθ1 + ξρθ1)S∗
0 + γθ1C∗

0 = 0 (3.3.9)

−(µθ3 + δθ3)R∗
0 + ξρθ3S∗

0 = 0 (3.3.10)

δθ4R∗
0 − (µθ4 + γθ4)C∗

0 = 0 (3.3.11)
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Da equação (3.3.10), conclúımos que

−(µθ3 + δθ3)R∗
0 + ξρθ3S∗

0 = 0 ⇒ R∗
0 =

ξρθ3S∗
0

µθ3 + δθ3
. (3.3.12)

Substituindo a equação (3.3.12) na equação (3.3.11), obtemos que

C∗
0 =

δθ4R∗
0

µθ4 + γθ4
=

δθ4ξρθ3S∗
0

(µθ4 + γθ4)(µθ3 + δθ3)
. (3.3.13)

Da substituição de equação (3.3.13) na equação (3.3.9) obtemos que

µθ1N − (µθ1 + ξρθ1)S∗
0 + γθ1

δθ4ξρθ3S∗
0

(µθ4 + γθ4)(µθ3 + δθ3)
= 0 , (3.3.14)

de onde é posśıvel concluir que S∗
0 satisfaz (3.3.6). Assim, a afirmativa do lema segue ao

substituirmos (3.3.6) em (3.3.12) e (3.3.13), respectivamente.

A seguir, estabeleceremos a estabilidade para o ponto de equiĺıbrio livre de doença P0,

calculado no Lema 3.3.1. Antes de estabelecermos o resultado principal, enunciaremos mais

um Lema auxiliar.

Lema 3.3.2. Considere o equiĺıbrio livre de doença P0, calculado no Lema 3.3.1. Então, os

autovalores da matriz Jacobiana do modelo (3.1.1), calculada no Lema 3.2.1, aplicado ao ponto

P0, são reais e dados por

λ1 = −µθ1 − ρθ1

λ2 = −γθ4 − µθ4 (3.3.15)

λ3 = −δθ3 − µθ3

λ4 = (αθ2 + µθ2)

[
µθ1

βθ2N

(αθ2 + µθ2)

(
(δθ3 + µθ3)(γθ4 + µθ4)− ξρθ3δθ4σθ2

(δθ3 + µθ3)(γθ4 + µθ4)(µθ1 + ξρθ1)− ξρθ3δθ4γθ1

)
− 1

]
.

Demonstração. Segue diretamente do cálculo do determinante da Jacobiana aplicado ao ponto

P0 que a equação caracteŕıstica associada é dada pela expressão

(−µθ1 − ξρθ1 − λ)(βθ2S∗
0 + σθ2βθ2C∗

0 − (µθ2 + αθ2)− λ)(−(µθ3 + δθ3)− λ)(−(µθ4 + γθ4)− λ)) = 0 .

(3.3.16)

Agora o resultado segue da obtenção das ráızes da equação caracteŕıstica (3.3.16).

Nosso próximo passo é estudar a estabilidade dos pontos de equiĺıbrio. Para tal, vamos

introduzir a taxa de reprodutividade basal para o modelo (3.1.1) sem vacinação, isto é, quando
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ξ = 0. Neste caso, temos que

R
(ξ=0)
0 =

βθ2N

µθ2 + αθ2
(3.3.17)

Do exposto acima segue que:

Teorema 3.3.3. Assuma o modelo (3.1.1) sem uma estratégia de vacinação, isto é, ξ = 0.

Considere o equiĺıbrio livre de doença P0 para o modelo (3.1.1) como calculado no Lema 3.3.1,

neste caso. Então P0 é assintoticamente estável se R
(ξ=0)
0 < 1 e instável, caso contrário.

Demonstração. O único autovalor para o qual temos que tomar as devidas precauções no estudo

da estabilidade é dado por λ4, no Lema 3.3.2. Observe que, quando ξ = 0, então

λ4 = (σθ2 + µθ2)

(
βθ2N

(σθ2 + µθ2)
− 1

)
= (σθ2 + µθ2)(R

(ξ=0)
0 − 1) .

Assim, a afirmativa segue do fato de ser o único autovalor que pode ser não negativo [131].

Uma vez que o ponto de equiĺıbrio livre de doença P0 dado no Lema 3.3.2 pode não ser

assintótico estável, a questão que resta é: Existe uma estratégia de vacinação (ξ = 1 ) de forma

que a doença esteja controlada? Se sim, qual será a proporção da população a ser vacinada

(estratégia para escolher ρ) ?

Observe que, diferentemente do caso em que as derivadas fracionárias são iguais (θk = 1

para k = 1, · · · , 4), conforme já discutido em [36, 50], a proporção cŕıtica da população a ser

vacinada deve satisfazer ρ ≥ 1− 1

Rξ=0
0

. Tal escolha não parece atender ao resultado desejado de

manter λ4 < 0 no Lema 3.3.2.

Por outro lado, desde

(
(δθ3 + µθ3)(γθ4 + µθ4)− ξρθ3δθ4σθ2

(δθ3 + µθ3)(γθ4 + µθ4)(µθ1 + ξρθ1)− ξρθ3δθ4γθ1

)
≤
(

(δθ3 + µθ3)(γθ4 + µθ4)

(δθ3 + µθ3)(γθ4 + µθ4)(µθ1 + ξρθ1)− ξρθ3δθ4γθ1

)

segue-se que a seguinte estratégia não linear para escolher ρ

Rξ=0
0 +

ρθ3δθ4γθ1

µθ1(δθ3 + µθ3)(γθ4 + µθ4)
< 1 + (ρ/µ)θ1 , (3.3.18)

é o suficiente para manter P0 assintoticamente estável. Em particular, para as escolhas de

parâmetros nas simulações numéricas na Tabela 3.2, para que ρ satisfaça (3.3.18) é necessário

ser maior que 20%, enquanto, no caso padrão onde θk = 1 para k = 1, · · · , 4, teria necessidade

de ρ > 30%.

Lema 3.3.4. O ponto de equiĺıbrio endêmico é dado por P1 = (S∗
1 , I

∗
1 , R

∗
1, C

∗
1), em que

S∗
1 =

µθ2 + αθ2

βθ2
− σθ2

βθ1βθ2µθ2I∗1 + αθ2βθ1I∗1 + αθ2µθ1 + βθ2µθ1µθ2 − µθ1βθ2N + βθ2ξρθ1σθ2

βθ2(γθ1 + βθ1I∗1σ
θ2 + µθ1σθ2)

,
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C∗
1 =

βθ1βθ2µθ2I∗1 + αθ2βθ1I∗1 + αθ2µθ1 + βθ2µθ1µθ2 − µθ1βθ2N + βθ2ξρθ1σθ2

βθ2(γθ1 + βθ1I∗1σ
θ2 + µθ1σθ2)

e

R∗
1 =

((γθ4 + βθ4I∗1 + µθ4)(αθ2(βθ1I∗1 + µθ1 + ξρθ1) + βθ2(βθ1I∗1µ
θ2 + µθ1µθ2 − µθ1N + µθ2ξρθ1)))

(βθ2δθ4(γθ1 + (βθ1I∗1 + µθ1 + ξρθ1)σθ2))

e I∗1 é dado pela raiz positiva do seguinte polinômio de segundo grau

a(I∗1 )
2 + bI∗1 + c , (3.3.19)

onde

a = (−βθ1(βθ2(βθ4µθ2(δθ3 + µθ3) + δθ4(−αθ3σθ2 + βθ3µθ2(−1 + σθ3)))

+ αθ2(βθ4(δθ3 + µθ3) + βθ3δθ4(−1 + σθ3))))

b = (αθ3βθ2δθ4(γθ1 + (µθ1 + ξρθ1)σθ2)− αθ2(βθ1(δθ3 + µθ3)(γθ4 + µθ4)

+ (µθ1 + ξρθ1)(βθ4(δθ3 + µθ3) + βθ3δθ4(−1 + σθ3)))

− βθ2(βθ1(γθ4µθ2µθ3 + µθ2µθ3µθ4 + δθ3µθ2(γθ4 + µθ4)− δθ4ρθ3σθ2)

+ (µθ1(µθ2 −N) + µθ2ξρθ1)(βθ4(δθ3 + µθ3) + βθ3δθ4(−1 + σθ3))))

c = −αθ2(δθ3 + µθ3)(γθ4 + µθ4)(µθ1 + ξρθ1)

− βθ2(µθ1µθ2µθ3µθ4 − µθ1µθ3µθ4N +θ2 µθ3µθ4ξρθ1 + rδθ3(γθ4 + µθ4)(µθ4(µθ2 −N) + µθ2ξρθ1)

+ γθ4µθ3(µθ1µθ2 − µθ1N + µθ2ξρθ1)− δθ4γθ1ξρθ3 − δθ4µθ1ξρθ3σθ2 − δθ4ξρθ1ξρθ3σθ2) ,

se for real e positiva.

Demonstração. De I∗1 ̸= 0 e (3.3.2) obtemos

S∗
1 =

µθ2 + αθ2

βθ2
− σθ2C∗

1 (3.3.20)

Substituindo (3.3.20) em (3.3.2), segue que (3.3.19) é satisfeita. Consequentemente, substi-

tuindo (3.3.19) em (3.3.20), conclúımos que é satisfeita.

Agora, (3.3.19) segue da substituição da equação (3.3.19) na equação (3.3.4).

Substituindo (3.3.19), (3.3) e (3.3.19) em (3.3.3) encontramos que I∗1 é dado pela raiz positiva

da equação (3.3.19).

Dado o número de parâmetros, a análise da existência de uma raiz positiva para o po-

linômio (3.3.19) e assim do ponto de equiĺıbrio endêmico I∗ ̸= 0, bem como a análise de

estabilidade será feita numericamente, utilizando os parâmetros numéricos da Tabela 3.2.
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As opções de parâmetros propostas em [28] foram ajustados de acordo com os valores dados

na Tabela 3.2 para representar os dados observados, vale ressaltar que não foram dedicados

esforços para obter os valores ótimos para esse ajuste.

Tabela 3.1: Lista de parâmetros para estudo de caso

Parâmetros Valore

µ 0, 02

α 5, 14

δ 0, 75

γ 0, 35

σ 0, 12

β 1, 355

Teorema 3.3.5 (Estabilidade numérica para o ponto de equiĺıbrio endêmico). Assuma as

hipóteses do Lema 3.3.4 com ρ = 0, 4 e ξ = 1. Em seguida, analisamos três casos numéricos:

i) O modelo SIRC com θk = 1, para j = 1, · · · , 4; ii) o modelo (F)-SIRC com θk = 0, 9, para

j = 1, · · · , 4 e iii) o modelo (MF)-SIRC com θ1 = 0, 95, θ2 = 0, 75, θ3 = 0, 7 e θ4 = 0, 6.

Em todos os três casos temos a existência de um único ponto de equiĺıbrio positivo como no

Lema 3.3.4 dado por

i) Modelo SIRC - nós temos a = −0, 194217, b = 1, 16642 e c = 0, 155526, implicando

em P1 = (0, 980805; 6, 13627; 275, 694; 23, 5609)T . Os autovalores da matriz jacobiana

associados ao ponto de equiĺıbrio são λ1 = −9, 56518 − 5, 31304i, λ2 = −9, 56518 +

5, 31304i, λ3 = −1, 81193 e λ4 = 2, 793.

ii) Modelo (F)-SIRC - nós temos a = −0, 231198, b = 1, 00734 e c = 0, 210719, implicando

em P1 = (1, 00471; 4, 55706; 133, 164; 15, 7586)T . Os autovalores associados são λ1 =

−7, 20051− 4, 42999i, λ2 = −7, 20051 + 4, 42999i, λ3 = −1, 61275, e λ4 = 2, 40509.

iii) Modelo (MF)-SIRC - nós temos a = −0, 274299, b = 0, 144672 e c = 0, 280341 im-

plicando em P1 = (1, 37268; 1, 3085; 19, 3361; 6, 80666)T . Os autovalores associados são

λ1 = −2, 734− 2, 48699i, λ2 = −2, 734 + 2, 48699i, λ3 = −1, 11869, e λ4 = 1, 40562.

Portanto, para os parâmetros numéricos analisados, o ponto de equiĺıbrio endêmico P1 é instável

em todos os cenários numéricos.

Demonstração. Segue diretamente dos cálculos.

3.4 Resultados numéricos para o modelo (MF)-SIRC

O modelo (MF)-SIRC tem destaque nessa proposta, pois desde suas primeiras simulações

aplicadas a influenza tem se mostrado uma boa ferramenta comparado aos dados reais. Con-

forme veremos nas simulações numéricas a seguir, o modelo gera uma previsão mais próxima aos
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dados, coletados pelo DATASUS, quando utilizado ordens diferentes para cada um dos compar-

timentos. Neste caso, podemos inferir que há forças diferentes para a resposta imunológica em

cada compartimento. Isto é justificado pelos resultados numéricos observados na Figuras 3.1a-

3.1b-3.1c. Em todos os casos, mantivemos todos os parâmetros do modelo SIRC constantes e

mudamos as ordens das derivadas fracionárias. As simulações apresentadas na Figura 3.1a são

para θ1 = θ2 = θ3 = θ4 = 1 e neste caso ”não há memória imunológica”. Na Figura 3.1b con-

sideramos θ1 = θ2 = θ3 = θ4 = 0, 7 e, neste caso, todos os compartimentos possuem a ”mesma

memória imunológica”. Finalmente, na Figura 3.1c consideramos θ1 = 0, 9, θ2 = 0, 8, θ3 = 0, 75

e θ4 = 0, 7 para o qual, a ”memória imunológica”de cada compartimento é distinta.
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(a) Caso 1: θ1 = θ2 = θ3 = θ4 = 1
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(b) Caso 2: θ1 = θ2 = θ3 = θ4 = 0, 7
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(c) Caso 3: θ1 = 0, 9 θ2 = 0, 8 θ3 =
0, 75 θ4 = 0, 7

Figura 3.1: Simulações analisando diferentes esquemas para as ordens das derivadas.

Biologicamente, o fato do uso de múltiplas memórias implicar em uma descrição dos dados

de maneira mais fidedigna, como conseguimos ver na Figura 3.1c (onde θ1 = 0, 9, θ2 = 0, 8, θ3 =

0, 75 e θ4 = 0, 7), pode ser justificado como uma consequência de uma pequena parcela de

memória imunológica mesmo dos indiv́ıduos no compartimento dos suscet́ıveis. Na literatura,

há relatos de uma longa duração de tal memória, como a reportada considerando-se os so-

breviventes da influenza H1N1 de 1918 [134]. Assim como, é plauśıvel supor que indiv́ıduos

que passaram recentemente por algum tipo de influenza apresentam uma memória imunológica

ativa.

Como dito, o v́ırus influenza está em constante mutação, o que torna a gripe uma doença

de dif́ıcil controle [137]. Sendo assim, a melhor estratégia para retardar seu espalhamento é
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a imunização [121]. A imunização pode ocorrer de forma passiva, em que são administrados

diretamente os anticorpos na pessoa, o que proporciona proteção, apenas até que o corpo elimine

os anticorpos injetados[85]. E no caso da Gripe, a imunização ocorre de forma ativa[107], onde

são desenvolvidas vacinas com tecnologias diferenciadas, que fazem com que o corpo produza

automaticamente esses anticorpos e outras substâncias para prevenir ou atenuar a doença, só

que dessa forma, as células da memória adaptativa são ativadas[136, 129], logo a imunidade é

persistente.

Em todas as simulações, usamos um método do tipo trapezoidal para o operador de con-

volução (ver equação (3.1.3)), inspirado nas ideias de [47], com tamanho de malha h = 10−4,

para calcular a solução numérica do modelo (MF)-SIRC.

Os parâmetros utilizados nos cenários simulados são apresentados na Tabela 3.2.

Tabela 3.2: Parâmetros do modelo

Parâmetros Descrição Valor

µ Taxa de natalidade e mortalidade 0, 02

α Taxa de recuperação dos infectados 7, 8

δ O tempo médio de aparecimento de uma nova cepa dominante 0, 55

γ Peŕıodo de Imunidade cruzada 0, 85

σ A probabilidade média de reinfecção de C(t) 0, 12

β Taxa de contato (transmissão) de suscept́ıveis serem infectados 1, 355

O objetivo aqui é demonstrar o efeito dos diferentes valores para as escolhas de θk apre-

sentados na Tabela 3.3 sobre a dinâmica populacional, usando simulações do modelo (MF)-

SIRC (3.1.1). Para as próximas simulações não foi considerado o pulso de vacinação, logo

ρ = 0.

A interpretação dos cenários pode ser a seguinte: Cenário 1 significa que a população não

possui memória imunológica. Apenas o indiv́ıduo em C(t) desenvolve memória imunológica no

Cenário 2 e Cenário 3, sendo a intensidade maior no Cenário 3; No Cenário 4, Cenário

4∗ e Cenário 4 ∗ ∗, a proporção da população que se recuperou das doenças possui memória

imunológica, com os menores valores de memória no Cenário 4∗ e o maior no Cenário 4∗∗;

No Cenário 5 a população tem a mesma memória imunológica; No Cenário 6 cada proporção

da população tem uma memória imunológica distinta.

Tabela 3.3: Cenários simulados θ1 θ2 θ3 θ4

Cenário 1: 1 1 1 1
Cenário 2: 1 1 1 0, 9
Cenário 3: 1 1 1 0, 8
Cenário 4: 1 1 0, 8 0, 8
Cenário 4∗: 1 1 0, 9 0, 9
Cenário 4∗∗: 1 1 0, 7 0, 7
Cenário 5: 0, 8 0, 8 0, 8 0, 8
Cenário 6: 0, 9 0, 85 0, 8 0, 75
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3.5 Considerações Finais do Caṕıtulo

Aqui nesse caṕıtulo apresentamos e discutimos em especial o modelo (MF)-SIRC com pulso

de vacinação, já que este pode ter seus resultados simplificados para alguns outros modelos de

interesse. Nós mostramos a sua formulação, boa-colocação e exaltamos a sua relação com a

Influenza.

Superamos limitações previamente encontradas, como por exemplo, saber se a solução do

sistema se manteria dentro de uma região delimitada. Discutimos a estabilidade dos pontos

de equiĺıbrio para o modelo (MF)-SIRC com Pulso de Vacinação. Exibimos os dois pontos de

equiĺıbrio. Para o ponto livre de doença é interessante salientar que mostramos uma estratégia

não linear para escolher ρ de forma a manter P0 assintoticamente estável. E que existe diferença

na proporção de vacinação se considerarmos o caso padrão θk = 1 para j = 1, · · · , 4 ou os que

estamos discutindo aqui nesse trabalho. Para o ponto de equiĺıbrio endêmico, devido a grande

quantidade de parâmetros a análise foi feita de forma numérica, em que P1 é instável em todos

os cenários.

Para as simulações numéricas utilizamos o (MF)-SIRC sem pulso de vacinação para simular

os efeitos da memória imunológica na população frente à mutação de cepas de uma doença. Os

Cenários simulados apresentados são baseados em dados semanais de infectados por Influenza

H1N1 no estado do Rio Grande do Sul, em 2010.

Os cenários simulados mostram que para uma doença onde a população não tem contato

prévio (sem memória imunológica), os melhores cenários para se proteger da mutação da doença

são aqueles em que a população adquire memória antes da infecção (simulados Cenários 4,

4∗, 4∗∗). Por outro lado, tais Cenários não se enquadram nos dados do Influenza H1N1.

Os cenários simulados onde a população não ganha memória imunológica (Cenário 1 ou

ganha memória apenas antes de se recuperar Cenários 2, 3) apresentam um comportamento

oscilatório e maior imunidade cruzada no longo prazo (ver Fig. 3.3) o que não é interessante.

Os cenários simulados com múltiplas ordens para as derivadas (que corresponde à situação

em que todos os compartimentos têm ńıveis distintos de memória imunológica) mostram o

melhor ajuste para os dados relatados do Influenza H1N1 (ver Cenário 7, 10 na Fig. 3.5) com

menor imunidade cruzada de longa duração (ver Cenário 7 na Fig. 3.7), embora apresente

maior probabilidade de reinfecção por mutação após 6 meses (ver Fig. . 3.6).

Este estudo sugere que o melhor cenário que tem uma prevenção a longo prazo da reinfecção

por cepas mutantes de uma doença circulante é aquele em que a população do compartimento

tem um ńıvel distinto de memória imunológica. Indica que a estratégia de imunização deve ser

dada o mais precocemente posśıvel para que a população ganhe memória imunológica antes que

a cepa seja capaz de sofrer mutações.
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4 MODELO SIRD COM FAIXAS ETÁRIAS DIFEREN-

TES QUE INTERAGEM: APLICAÇÃO A COVID-

19

Com a pandemia de COVID-19, vivemos uma verdadeira explosão de modelos matemáticos

para simular a dinâmica evolutiva da pandemia. Nesta seção, contribuiremos nesta empreitada,

modelando a dinâmica de distanciamento social em um cenário de populações etárias que

interagem. Para tal, utilizaremos um modelo compartimental tipo SIR [69] com distintas

populações que interagem de acordo com uma topologia. O modelo apresentado neste caṕıtulo

é um caso especial do modelo (2.0.1).

Gostaŕıamos de observar que a utilização do um modelo do tipo SIRC, como exposto nas

seções anteriores, implicaria na hipótese de altas taxas de reinfecção pelo SARS-CoV-2, o que,

pelo que se sabe, não é o caso [5]. Outra possibilidade seria a imunidade cruzada adquirida de

outros v́ırus do tipo SARS-CoV, [133, 9]. No entanto, estes estudos ainda são muito prelimina-

res e necessitam de maior experimentação. Por fim, a modelagem da COVID-19 com derivadas

fracionárias pode ser encontrada em [118, 2, 6, 43]. Os resultados que seguem foram publica-

dos pela autora e colaboradores no trabalho [56]. Os resultados apresentados aqui utilizando

derivadas de ordem fracionária serão frutos de investigações futuras.

Antes de seguirmos com a modelagem, faremos uma breve contextualização do leitor com

relação ao que conhecemos da COVID-19, sua dinâmica e as suas implicações no nosso cotidiano.

Tal contextualização serve de motivação para a escolha da modelagem.

4.1 Uma breve contextualização a respeito da COVID-

19:

Os Coronav́ırus (CoVs) são um grupo diversificado de v́ırus que afetam muitos animais [48],

tendo seu nome derivado da sua morfologia distinta em forma de ”coroa”[21]. São conhecidos

por causar grandes perdas econômicas, muitas vezes associadas à mortalidade em neonatos de

algumas espécies como galinhas e porcos por exemplo [30].

Existem muitos coronav́ırus, e esses estão agrupados em quatro categorias denominadas

pelas letras gregas:α, β, γ e δ [79]. Os v́ırus alfa-coronav́ırus e beta-coronav́ırus infectam

principalmente mamı́feros, incluindo humanos, enquanto gama-coronav́ırus e delta-coronav́ırus

infectam aves [128].

Sendo descoberto na década de 60, com a primeira evidência em humanos na Inglaterra em

1962 [68], os coronav́ırus atráıam pouco interesse, mesmo que já fossem relatados sintomas que

variam de um resfriado a uma infecção grave do trato respiratório inferior [79]. Isso mudou

drasticamente depois dos episódios em 2002 e 2012, respectivamente. Nestes, dois coronav́ırus

altamente patogênicos de origem zoonótica, o da śındrome respiratória aguda grave (SARS-
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CoV) e o da śındrome respiratória do oriente médio (MERS-CoV), surgiram em humanos e

causaram doença respiratória fatal, tornando os coronav́ırus um problema de saúde pública no

século XXI [65]. A infecção por SARS-CoV surgiu na China, durante o peŕıodo de novembro de

2002 a julho de 2003 e se espalhou para 29 páıses, com uma taxa de letalidade 9,6%. Já o MERS-

CoV, desconhecido até então, foi identificado pela primeira vez na Arábia Saudita, em 2012.

Este v́ırus espalhou-se para 27 páıses, cuja taxa de letalidade é estimada em 34,4% [79]. Para

ambos os β-coronav́ırus SARS-CoV e MERS, os morcegos são os hospedeiros naturais [78, 60].

No entanto, constatou-se que o SARS possui os civetas e o MERS possui os dromedários com

hospedeiros intermediários [32].

Com o surgimento do novo coronavirus SARS-CoV-2 causador da COVID-19, todas as

atenções se voltaram para este patógeno. Iniciou em Wuhan (Hubei, China), ainda no ano de

2019 espalhou-se rapidamente tornado-se uma pandemia global [125]. Esta situação sem pre-

cedente na história recente da humanidade, fez com que grande parte da comunidade cient́ıfica

tenha voltado seus esforços para coletar informações, gerar e testar evidências que nos permi-

tam planejar e executar estratégias de prevenção, controle e tratamento para o v́ırus, devido

aos efeitos econômicos e sociais da pandemia [71].

A COVID-19 tem seus sintomas majoritariamente envolvendo o sistema respiratório. No

entanto, pelo que se sabe até agora, os sintomas variam muito, podendo levar de uma infecção

assintomática até uma pneumonia grave, causando insuficiência respiratória aguda e levando

o paciente a internação hospitalar e até morte. É uma doença sistêmica, que vai muito além,

afetando vários órgãos incluindo os vasos sangúıneos, trato gastrointestinal, coração, f́ıgado,

rim, músculos, sistema nervoso e baço [79].

A Figura 4.1 apresenta um levantamento dos fatos ocorridos envolvendo a COVID-19 desde

dezembro de 2019 até o momento.

Figura 4.1: Linha do tempo sobre a COVID-19[65].

Note que em um curto peŕıodo de tempo, o avanço da Covid-19 tem se mostrado alarmante.

Nesta proposta, temos a intenção de contribuir para o estudo de um dos fatores que envolvem
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a COVID-19, com a modelagem que segue.

4.2 Modelo SIRD proposto

Nesta proposta, estudaremos uma variação do modelo compartimental SIR1, com a inclusão

de um compartimento para o distanciamento social controlado (D). Além disso, o modelo é

proposto de forma que as populações em cada compartimento interajam. Em outras palavras,

estamos propondo um modelo estruturado como se fosse uma rede unidimensional. Nosso

intensão é analisar a dinâmica da doença considerando a estrutura de interação como distintas

faixas etárias, haja vista que a COVID-19 possui comportamentos adversos distintos em faixas

etárias distintas [35].

Nesta contribuição, partiremos da hipótese que a população total NT , está dividida em n

subpopulações etárias, de forma que NT =
∑n

i=1Ni, em que Ni é o número de indiv́ıduos da

população com faixa etária i.

Consideraremos que a dinâmica de interação entre as distintas faixas etárias é regida pelo

(PVI),

Dθi
∗ Xi(t) = F (t,Xi(t)), para i = 1, ...,m. (4.2.1)

onde Dθi
∗ é o operador de Caputo de ordem θi = 1, para todo i = 1 · · · , n, como definido

no Caṕıtulo 6.1. Portanto, não estamos considerando um modelo com derivadas de ordem

fracionária ( aqui a ordem é 1). Além disso,

Xi(t) =




Si(t)

Ii(t)

Ri(t)

Di(t)




e

F (t,Xi(t)) =




µiNi − µiSi(t)− Si(t)
∑n

j=1 βijIj(t)− γiSi(t)

Si(t)
∑n

j=1 βijIj(t)− (µi + αi)Ii(t)

αiIi(t)− µiRi(t)

γiSi(t)− µiDi(t),




com condições iniciais

(Si(0), Ii(0), Ri(0), Di(0))
T ∈ R

4
+ := {(Si, Ii, Ri, Di)

T ∈ R : Si ≥ 0, Ii ≥ 0, Ri ≥ 0, Di ≥ 0},
(4.2.2)

para i ∈ {1, · · · , n}. Os parâmetros αi > 0 e γi > 0 são respectivamente o inverso do tempo em

que os indiv́ıduos ficam no compartimento Ii, ou seja taxa de recuperação, e a taxa de passagem

para o distanciamento social. βij ≥ 0, é a taxa de contato entre indiv́ıduos dos compartimentos

1Proposto em [69]
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Si e Ij para todas as populações j ∈ {1, · · · ,m}. Já, µi > 0 representa a taxa de mortalidade

e natalidade (iguais), mantendo assim cada população Ni constante, sempre que θj = 1 para

todo j = 1, · · · ,m.

4.3 Boa colocação e algumas considerações sobre modelo

proposto

Nesta subseção abordaremos alguns resultados teóricos interessantes a respeito do modelo

proposto.

Teorema 4.3.1. [Boa colocação e consistência] Assuma que o sistema (4.2.1) é tal que as

condições iniciais estão em R4
+, para todo i ∈ {1, · · · , n}. Então, este possui uma única solução

C1([0,∞], R4
+), para todo i ∈ {1, · · · , n}, que depende continuamente dos dados iniciais e dos

parâmetros.

Demonstração. A demonstração segue as linhas gerais da teoria clássica de sistemas de EDO’s,

e.g., [116]. Outra forma de ver este resultado é considerar os resultados de boa colocação para

o modelo (2.0.1) apresentados no Caṕıtulo 2, com todas as ordens das derivadas iguais a 1 e

C(t) = D(t).

Nos próximos parágrafos, assumiremos que µi = 0 por facilidade. Segue do Teorema 4.3.1

que Si(t) e Ii(t), soluções de (4.2.1), são não-negativas, para todo i ∈ {1, · · · , n}. Segue da

primeira equação em (4.2.1) que Si(t) é decrescente. Somando as duas primeiras equações

em (4.2.1), obtemos a seguinte lei de contração

Si(t) + Ii(t) + γi

∫ t

0

Si(s)ds+ αi

∫ t

0

Ii(s)ds = Si(0) + Ii(0) . (4.3.1)

Da hipótese de termos somente parâmetros positivos, segue da equação (4.3.1), que Ii(t) <

∞, e
∫∞
0
Ii(t)dt ≤ ∞, para todo t ≥ 0. Ainda, de Si(t) decrescente, (4.3.1) implica ainda que

S∞
i := lim

t→∞
Si(t) > 0. Finalmente, (4.3.1) também implica em lim

t→∞
Ii(t) = 0.

Como Si(t) decresce, resta que Ii(t) começa crescendo e depois de um certo tempo, passa a

decrescer. Dada a suavidade da solução do modelo (4.2.1), conclúımos que exite um ponto tip

em que Ii(t) atinge o seu máximo. Assuma que neste ponto de máximo Ii(t
i
p) ̸= 0 para todo

i ∈ {1, · · · , n} . Segue da segunda equação em (4.2.1) que İi(t
i
p) = 0. Portanto,

Si(t
i
p) =

(µi + αi)

βii




1

1 +
n∑

j ̸=i

βijIj(tip)

βiiIi(tip)


 , for i ∈ {1, · · · , n} . (4.3.2)

Da equação (4.3.2) tiramos algumas lições que valem a pena serem exploradas:
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i) Se não há contato cruzado entre as distintas faixas etárias, isto é, se βij = 0 para todo

j ̸= i, então temos que o número de suscet́ıveis no momento tip é dado por Si(t
i
p) =

(µi+αi)
βii

.

ii) Na medida em que temos βij ̸= 0 para j ̸= i, Si(t
i
p) diminui (já que o denominador

em (4.3.2) aumenta) e, portanto, o número de infectados I(tip) aumenta.

iii) Segue de i) e ii) que a única maneira de manter Si(t
i
p) no seu maior valor posśıvel é que

não exista interação entre populações de faixas etárias diferentes. Portanto, qualquer

que seja a reabertura econômica, onde haja interação entre as populações, implicará no

aumento do número de casos infectados.

iv) Assuma que a retomada das aulas seja dada de maneira escalonada, isto é, alguns dias por

semana, uma proporção dos alunos retornem às salas de aula e fique em casa nos demais

dias da semana. Nesta situação, podemos esperar que o βii da população espećıfica

aumente (haja vista a maior probabilidade de contato com algum infectado). Por outro

lado, o fato de permanecer em casa alguns dias da semana, faz com que a interação com

familiares (em geral mais idosos) também aumente, de forma proporcional, Desta forma,

o termo no denominador de (4.3.2) é maior que 1. Como consequência, o número de

infectados aumenta.

v) É razoável estabelecer que o número de pessoas que permanecem em distanciamento social

durante a evolução da epidemia tenha diminúıdo com o tempo. Segue da última equação

em (4.2.1) que Di(t) ≤ γi
µi
Si(t). De (4.3.2) temos que Di(t

i
p) também diminui com relação

ao número de iterações com outras populações j ̸= i (isto é, com βij ̸= 0).

4.4 Existência de pontos de equiĺıbrio para SIRD com

faixas etárias interagindo.

Nesta subseção, faremos um breve apanhado a respeito da existência de pontos de equiĺıbrio

para o modelo (4.2.1). Primeiramente, note que das duas últimas equações em (4.2.1) temos

que

Ri(t) = Ri(0) + αi

∫ t

0
eµ(s−t)Ii(s)ds

Di(t) = Di(0) + αi

∫ t

0
eµ(s−t)Si(s)ds.

(4.4.1)

Portanto, basta analisar os pontos de equiĺıbrio (S∗
i , I

∗
i ) do modelo reduzido.

Desta forma, vamos considerar Ṡi = 0 = İi nas duas primeiras equações de (1.2.1). Da

primeira equação em (4.2.1) obtemos

S∗
i =

µiNi

(µi + γi) +
∑n

j=1 βijI
∗
j

. (4.4.2)
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Substituindo na segunda equação de (4.2.1), obtemos que I∗i é dado pelas ráızes do polinômio

de segundo grau

(I∗i )
2 +

[
(µi + γi)

βii
− µiNi

(αi + µi)
+

n∑

j=1 ,j ̸=i

βij
βii
I∗j

]

︸ ︷︷ ︸
b

I∗i −
µiNi

(αi + µi)

n∑

j=1 ,j ̸=i

βij
βii
I∗j

︸ ︷︷ ︸
c

= 0 . (4.4.3)

Haja vista que, para a aplicação de interesse não pode existir quantidades negativas, os

pontos de equiĺıbrio de interesse são as posśıveis ráızes positivas de (4.4.3). Neste sentido

temos,

Teorema 4.4.1. Existem exatamente quatro posśıveis ráızes positivas para (4.4.3). São elas:

i) Pontos livre de doenças I∗i = 0, para todo i ∈ {1, · · · , n}.

ii) I∗i = µiNi

(αi+µi)
− (γi+µi)

βii
, no caso em que βij = 0 para j ̸= i e b > 0.

iii) Caso c ̸= 0. Temos que I∗i = −b+
√
b2−4c
2

com b > 0.

iv) Caso c ̸= 0. Temos que I∗i = −b+
√
b2−4c
2

com b < 0.

Demonstração. Como c ≤ 0, segue que b2 − 4c ≥ 0. Implicando a existência de ráızes positivas

para (4.4.3).

Assuma que βij = 0 para todo j ̸= i, isto é, c = 0. De (4.4.3) segue que I∗i = 0 e a afirmação

i) está provada, ou I∗i = µiNi

(αi+µi)
− (γi+µi)

βii
, e a afirmação ii) segue.

Os casos iii) e iv) seguem diretamente de c ̸= 0 e o sinal de b.

Observação: Note que, pela afirmação iii) e iv) do teorema 4.4.1 a quantidade de populações

sendo consideradas no modelo (4.2.1), influencia no ponto de equiĺıbrio que deve ser considerado.

4.5 Resultados numéricos: casos simulados

Para fazer simulações para a COVID-19 que considere mais de uma faixa etária, conside-

ramos fazer um estudo de caso local para o estado do Rio Grande do Sul(RS). Nesse estado o

governo implementou no ao de 2020 um modelo de distanciamento controlado, onde o mesmo

fica dividido em macrorregiões categorizadas por bandeiras nas cores amarela, laranja, verme-

lha ou preta, sendo a amarela o melhor cenário e a preta o pior. O monitoramento da evolução

da epidemia é feito com base na avaliação de alguns indicadores destinados a mensurar a pro-

pagação da COVID-19 e a capacidade de atendimento do sistema de saúde, sendo alguns deles:

a capacidade de atendimento, casos ativos, casos recuperados, população idosa, leitos de UTI,

número de óbitos entre outros.

Nosso estudo de caso elucida a trajetória da posśıvel abertura das escolas no estado. Um

processo que já iniciou no mês de setembro de 2020, com a publicação do decreto nº 55.465, que



79

autorizou a retomada do ensino presencial. Pelas normativas estaduais a reabertura das escolas

estavam autorizadas desde que, o munićıpio não fizesse oposição e que houvesse a observância

de algumas medidas como o estabelecimento de um plano de contingência para prevenção,

monitoramento e controle, a indicação do serviço de saúde de referência, centro de operações de

emergência local, medidas sanitárias permanentes, limite de cinquenta por cento da capacidade

de alunos entre outros.

Para descrever os cenários de retomada, tendo em vista que será uma retomada gradual,

dividimos as populações em faixas etárias de forma a representar as etapas da educação básica e

as outras populações (adultos e idosos). Para representar nas simulações e parâmetros usamos

os seguintes ı́ndices: educação infantil (1) de 0 a 5 anos , ensino fundamental I(2) de 6 a 10 anos

e ensino fundamental II(3) de 11 a 14 anos e ensino médio(4) de 15 a 17 anos. Fora da idade

regular da educação básica temos população em idade ativa (5) dos 18 aos 64 anos e idosos (6)

dos 65 anos em diante.

Para iniciarmos as discussões, apresentamos na tabela 4.5 a seguir, os valores dos parâmetros

que foram utilizados nas simulações.

Parâmetro Valor Referência

Ni N1 = 0, 04, N2 = 0, 04, N3 = 0, 06, N4 = 0, 2, N5 = 0, 48 e N6 = 0, 18 IBGE

µi µ1 = 0, 012, µ2 = 0, 0135 µ3 = 0, 014, µ4 = 0, 015 µ5 = 0, 016, e µ6 = 0, 06 IBGE

αi α1 = α2 = α3 = α4 = α5 = α6 = 0, 007 [79]

γi γ1 = 0, 1, γ2 = 0, 1, γ3 = 0, 1,γ4 = 0, 1, γ5 = 0, 001 e γ6 = 0, 1. Estimado

β1j β11 = 0, 2542, β22 = 0, 2573, β33 = 0, 2604, β44 = 0, 2635, β55 = 0, 2666 Calculado [117]

As taxas de contato são diferentes para cada relação entre as faixas etárias, as que não estão

explicitamente expostas na Tabela 4.5 são encontradas através da média aritmética entre os βij

das faixas etárias envolvidas.

Para as condições iniciais assumimos como simplificação que a faixa etária que têm uma

maior população suscet́ıvel é a população em idade ativa, e por ser a que trabalha e menos

cumpre o distanciamento social é a que possui infectados, as outras populações por estarem

reclusas são totalmente suscet́ıveis, como apresentado em (4.5.1) e não iniciamos com populações

no compartimento recuperado nem no distanciamento social controlado.

(S1(0), S2(0), S3(0), S4(0), S5(0), S6(0))
T = (0.15, 0.15, 0.15, 0.15, 0.249, 0.15)T

(I1(0), I2(0), I3(0), I4(0), I5(0), I6(0))
T = (0, 0, 0, 0, 0.001, 0)T

(R1(0), R2(0), R3(0), R4(0), R5(0), R6(0))
T = (0, 0, 0, 0, 0, 0)T

(D1(0), D2(0), D3(0), D4(0), D5(0), D6(0))
T = (0, 0, 0, 0, 0, 0)T

(4.5.1)

Na Figura 4.2 vemos a comparação da dinâmica com quarentena (γ1, γ2, γ3, γ4 = 0.1) de todas

as faixas etárias, na Figura 4.2(a) com os dados reais dos infectados no RS antes da retomada

das aulas, e na Figura 4.2(b) com a dinâmica de todas as faixas etárias com quarentena ao fim

do processo de volta as aulas (γ1, γ2, γ3, γ4 = 0).

Podemos perceber que na figura 4.2(a), o ińıcio da dinâmica é bem fitado pelos dados, já no

fim, está em um intervalo esperado, mas não sobre os dados. Isso é um fenômeno esperado, já



80

Tempo

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

P
o

p
u

la
ç
ã

o

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

S
i
(t)

I
i
(t)

R
i
(t)

D
i
(t)

(a)

Tempo

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

P
o

p
u

la
ç
ã

o

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

S
i
(t)

I
i
(t)

R
i
(t)

D
i
(t)

(b)

Figura 4.2:
(a) Todas as faixas etárias antes da retomada das aulas, comparada com dados reais em
rosa.. (b) Todas as faixas etárias após a retomada das aulas.
Fonte: do autor.

que temos somente seis faixas etárias, para melhorar teŕıamos de aumentar as subpopulações.

É fácil identificar as diferenças na dinâmica em todos os compartimentos, mesmo que o único

parâmetro modificado de uma simulação para outra tenha sido o do distanciamento social, e

nem tenha sido em todas as populações. Queremos destacar que na Fig. 4.2(a) que a queda da

reclusão com o passar do tempo é um processo que estamos percebendo no nosso cotidiano e na

Fig. 4.2(b) o aumento que ocorreu no número de infectados. Para observamos o crescimento

gradativo dos infectados no processo de retomada das aulas presenciais apresentamos a Figura

4.3 em que temos somente as curvas Ii(t) que é a soma de todas as faixas etárias em cada caso.
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Figura 4.3:
Compartimento de infectado Ii(t) em cada caso de retomada das aulas.
Fonte: do autor.
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Podemos ver, como esperado, o quanto essa retomada aumenta o número de infectados.

Conforme as aulas são reestabelecidas, maior é o pico de infectados.

Agora, para entendermos esse retorno dentro do ambiente escolar, temos a seguinte sequência

de simulações: na Figura 4.4, mostramos as faixas etárias pertencentes aos ńıveis da educação

básica antes de qualquer retomada; na Figura 4.5, mostramos as faixas etárias pertencentes aos

ńıveis da educação básica com a retomada da educação infantil; e um momento mais futuro,

Figura 4.6, mostramos a retomada das aulas de todas as faixas etárias pertencentes aos ńıveis

da educação básica.
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Figura 4.4:
Faixas etárias pertencentes aos ńıveis da educação básica cumprindo o distanciamento social.
Fonte: do autor.

Para todas as simulações, a cada vez que a quarentena é retirada, é percept́ıvel um cresci-

mento protuberante no compartimento dos infectados. É interessante salientar na Figura 4.5,

que mesmo sem haver nenhuma modificação nos parâmetros da população ”De 15 a 17 anos”,

há um aumento viśıvel nos infectados, indicando a relação entre as populações. Para chamar

mais a atenção para esse quesito optamos por exibir, na Figura (4.7) o efeito causado na po-

pulação idosa, a mais distante de idade das faixas etárias que frequentam a escola. Na Figura

4.7(a) temos a população idosa antes da retomada das aulas comparada com a Figura 4.7(b)

que é a população idosa após a retomada das aulas. Podemos ver um aumento considerável nos

casos de infecção pela COVID-19, mesmo nessa faixa etária em que não houve interferência nos

parâmetros. O efeito que vemos na simulação, ocorre devido à retomada das aulas presenciais

o que aumenta a circulação do v́ırus. Todo esse cenário é condizente com os resultados teóricos

discutidos anteriormente.
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Figura 4.5:
Faixas etárias pertencentes aos ńıveis da educação básica com a retomada da educação infan-
til.
Fonte:do autor.
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Figura 4.6:
Retorno do ensino presencial.

Fonte: do autor.

4.6 Considerações Finais do Caṕıtulo

Neste estudo de caso conseguimos discutir as consequências da reabertura das escolas na

disseminação da COVID-19 com dados do estado do RS, mas o modelo (4.2.1) proposto é

importante para muitas outras análises. Nossos achados mostram que uma importante inter-

venção não farmacêutica, como o fechamento de escolas, em momentos de crise, pode aumentar
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Figura 4.7:
(a) População idosa antes da retomada das aulas. (b) População idosa após a retomada das
aulas.
Fonte: do autor.

consideravelmente o número proporcional de pessoas infectadas.

Também mostra que uma estratégia de distanciamento social vertical defendida por algu-

mas autoridades governamentais pode ter um impacto devastador nos grupos de risco, dada a

interação social entre idades, que ocorre principalmente nas famı́lias socialmente vulneráveis.

Além disso, os cenários simulados mostram que, em um páıs como o Brasil, onde as relações

intergeracionais é muito grande, mesmo a liberação da faixa etária mais distante dos idosos

acarreta em um aumento na curva de infecção dos idosos. Uma vez que os idosos são, neste

momento, os mais vulneráveis em relação aos efeitos que o COVID-19 tem, esse retorno escolar

pode implicar em um aumento da taxa de mortalidade entre eles. Portanto, a reabertura das

escolas deve ser considerada com cuidado.
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5 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

Esta tese traz contribuições na modelagem da propagação de doenças infecciosas em po-

pulações que interagem, sob o efeito de memória e sem migração, para as quais, cada sub-

população segue uma dinâmica do tipo SIRC.

Do ponto de vista teórico, esta tese apresenta resultados de existência, unicidade e de-

pendência cont́ınuas dos dados iniciais, dos parâmetros do modelo e das ordens das derivadas

para a solução do sistema de equações diferenciais multi-fracionárias, que modela o problema

em sua forma geral. Também estabelecemos a existência de pontos estacionários em termos

da topologia de interação entre as populações e os parâmetros do modelo. A estabilidade local

(global) é obtida para alguns casos particulares para a escolha das ordens das derivadas.

Modificações do modelo proposto são estudadas, contemplando algumas aplicações à influ-

enza, ao distanciamento social e reabertura gradual de escolas durante a pandemia de Covid-19,

conjuntamente com simulações numéricas.

Resultados em andamento: Ainda não temos um resultado conclusivo a respeito da esta-

bilidade local dos pontos de equiĺıbrio para o modelo geral apresentado nesta tese. Ou seja,

o modelo que envolve a topologia de interação entre as distintas populações e as derivadas de

ordem distintas. Por se tratar de um modelo com muitas equações, a estabilidade local lineari-

zada (através da análise dos autovalores) se torna praticamente imposśıvel. Estamos estudando

como aplicar métodos tipo Lyapunov para derivadas fracionárias para a estabilidade local.

Ainda há vários cenários numéricos a serem explorados que não apareceram nesta tese.

Interesses futuros:

• Adaptar o modelo SIRC para Tuberculose, por ser uma doença emergente na cidade de

Rio Grande. Para tanto, é preciso encontrar uma função V (U(t)) no modelo (3.1.1) que

descreva o abandono do tratamento, este que pode ser observado nos dados reais. Além

disso em parceria com o Hospital Universidade Dr. Miguel Riet Corrêa Jr. analisar a

implementação de novas estratégias de controle.

• Adaptar o modelo SIRC para Dengue, por ser uma doença emergente no Brasil e em

especial ter apresentado um número expressivo de focos no estado do Rio Grande do

Sul. A relação interessante que a Dengue tem entre seus subtipos, nos faz imaginar que

o modelo SIRC seja um bom candidato para a sua modelagem. E também analisar os

efeitos que a vacinação tem para o controle do alto número de surtos de Dengue, afim de

estimular que ela entre para o calendário nacional de vacinação.
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danças climáticas e ambientais e as doenças infecciosas: cenários e incertezas para o Brasil.
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e temporal de epidemias de patógenos de solo. Embrapa Mandioca e Fruticultura-
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inata com ênfase nos mecanismos moleculares e celulares da resposta inflamatória. Revista
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demiológica: modelo SIRC fracionário. C.Q.D.– Revista Eletrônica Paulista de Ma-
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d. S.; MAGALHÃES, A. L. Á.; SILVA, J. B.; SILVA, F. P. A. d.; LIMA, D. M. Caracterização

dos casos suspeitos de dengue internados na capital do estado de Goiás em 2013: peŕıodo de
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6 APÊNDICES

6.1 Aporte teórico do Cálculo Fracionário

A história do Cálculo de Ordem Arbitrária, popularmente conhecido como Cálculo Fra-

cionário, se funde com a história do Cálculo Diferencial e Integral clássico. Segundo [25, 102],

sua primeira aparição é em uma carta escrita por L’Hospital ao seu amigo Leibniz, em 1695,

na qual o significado de uma derivada de ordem 1
2
é proposto e discutido. Anos depois da

resposta de Leibniz, alguns matemáticos como Euler, Laplace, Lacroix e Fourier [105], inicia-

ram as primeiras discussões teóricas sobre o Cálculo Fracionário. Contudo, como a maioria das

construções matemáticas, seus desenvolvimentos iniciais limitavam-se ao campo da matemática

pura, sem grandes aplicações em outras áreas [24]. Só em 1823 Niels Henri Abel [1] fez a pri-

meira aplicação utilizando o Cálculo Fracionário à solução de uma equação integral advinda

do problema da tautócrona. Posteriormente, Joseph Liuville [77], provavelmente atráıdo pelos

estudos de Abel, propôs uma das primeiras definições de uma derivada de ordem arbitrária [77].

Além disso, Liuville foi uma das primeiras pessoas a tentar resolver equações diferenciais por

meio da operação fracionárias, mas sua definição tinha limitações para tanto.

A partir dáı os avanços passaram a ser significativos. Destaca-se a unificação da definição de

derivadas fracionárias abordadas por Riemann e Liouville, por Grünwald, no ano de 1867 [104], e

que podem ser consideradas como uma generalização do cálculo clássico as quais serão discutidas

em mais detalhes na Seção 6.2. Em 1969, Michele Caputo propôs uma nova definição para

derivada de ordem arbitrária, a fim de resolver um problema de viscoelasticidade, e.g., [122],

veremos em detalhes na Seção 6.3. Posteriormente, em 1992, Caputo fez outras contribuições

relevantes com relação a soluções de equações diferenciais fracionárias com condições iniciais

aplicadas a problemas de sismologia [26].

Existem muitas definições de operadores fracionários na literatura. Podemos citar: Riemann-

Liouville, Caputo, Grünwald-Letnikov, Hilfer, Weyl, Hadamard, Caputo-Hadamard e Caputo-

Fabrizio entre outras[122], porém nem todas serão enunciadas nessa proposta. Abordamos mais

profundamente neste trabalho as derivadas fracionárias no sentido de Riemann-Liouville. Esta

que por uma questão histórica, é a mais difundida na literatura. E abordaremos a definição no

sentido de Caputo, haja vista que essa abordagem é mais conveniente para um problema f́ısico

contendo condições iniciais e/ou de contorno, ambas definidas em termos da integral fracionária.

Mesmo no cálculo clássico, temos uma relação muito estreita entre o operador diferencial e o

operador integral. É um dos objetivos do cálculo fracionário manter essa relação em um sentido

adequadamente generalizado. Inicialmente será feito a formalização da integral fracionária

segundo Riemann-Liouville. Em seguida, a definição de derivada fracionária será feita a partir

das ideias de Riemann-Liouville e também de Caputo.

Definição 6.1.1. Denotamos por D o operador que mapeia uma função diferenciável em sua

derivada, de forma que
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Df(t) = f ′(t).

Definiremos o operador Ja para funções integráveis definidas em conjuntos compactos e sua

primitiva centrada em a, de forma que

Jaf(t) =
∫ t

a
f(s)ds,

para a ≤ t ≤ b. Para θ ∈ N , usaremos o śımbolo Dθ e Jθ
a para denotar a θ-ésima iterada de D

e Ja, respectivamente. Assim, Dθ := DDθ−1, com D1 = D e Jθ
a = JaJ

θ−1
a , com J1

a = Ja.

Alguns resultados que seguem diretamente da definição do operador de derivação e de

integração, por isso não será demostrado, são os seguintes:

Lema 6.1.1. Seja f uma função integrável em [a, b]. Então, para qualquer a ≤ t ≤ b temos

Jθ
af(t) =

1

(θ − 1)!

∫ t

a

(t− s)θ−1f(s)ds. (6.1.1)

Sejam η > θ, com η, θ ∈ N . Para qualquer função f que possui θ-ésima derivadas cont́ınua em

[a, b] vale

Dθf = DηJη−θ
a f. (6.1.2)

O cálculo de ordem fracionária busca a generalização do resultado acima, para θ /∈ N . Para

isso, partiremos do Lema 6.1.1, notando a necessidade de generalizar a noção de fatorial. Isso

é feito com a função Gamma de Euler definida como a seguir:

Definição 6.1.2. A função Γ : (0,∞) → R, conhecida como função Gamma de Euler, é

definida por:

Γ(t) :=

∫ ∞

0

st−1e−sds. (6.1.3)

Maiores resultados e discussões sobre a função Gamma de Euler podem ser encontrados em

[25, 39, 100].

Definição 6.1.3 (Função de Mittag-Leffler ). Considere a definição da função Gamma de Euler

definida em 6.1.2. Então, a função

Eθ(z) :=
∞∑

j=0

zj(Γ(jθ + 1))−1 (6.1.4)

é conhecida como a função de Mittag-Leffler de ordem θ.

Seja θ1, θ2 > 0, a função Eθ1,θ2 definida por

Eθ1,θ2(z) :=
∞∑

j=0

zj(Γ(jθ1 + θ2))
−1 (6.1.5)
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é conhecida como a função de Mittag-Leffler de dois parâmetros pode ser escrita

E a chamada função de Mittag-Leffler com multi parâmetros

E(θ11,θ12,...,θ1k),(θ21,θ22,...,θ2k)(z) :=
∞∑

j=0

zj
k∏

n=1

(Γ(jθ1n + θ2n))
−1 (6.1.6)

Uma propriedade importante da função de Mittag-Leffler Eθ(z) é o seu comportamento

assintótico, discutido no lema a seguir.

Lema 6.1.2. [39, Teorema 4.4] Seja θ ∈ R+. Então, a função de Mittag-Leffler (6.1.4) satisfaz:

• i) A função Eθ(re
iφ) ⇒ 0 para r ⇒ ∞ se |ϕ| > θπ

2
;

• ii) A função Eθ(re
iφ) permanece limitada para r ⇒ ∞, if |ϕ| = θπ

2
;

• iii) A função |Eθ(re
iφ)| ⇒ ∞ para r ⇒ ∞ if |ϕ| < θπ

2
.

Com o passar dos anos muitas definições de operadores de derivada de ordem arbitrária

surgiram, assim, os pesquisadores da área decidiram que estes deveriam cumprir alguns critérios.

O primeiro a formular foi Ross, em 1975 [103], definindo cinco itens os quais um operador de

derivada deveria cumprir e quarenta anos depois, em 2015, [91] propuseram uma reformulação

desse critério, também, composto por cinco itens:

1) A derivada de uma função anaĺıtica é anaĺıtica;

2) Quando a ordem é inteira, a derivada fracionária (D) dá o mesmo resultado que a derivada

comum.

3) A derivada de ordem zero de uma função retorna a própria função.

4) O operador deve ser linear.

5) A lei do ı́ndice é válida (onde α e β são a ordem da derivada), ou seja,

Dθ1Dθ1f(t) = Dθ1+θ2f(t) para θ1 > 0 e θ2 > 0. (6.1.7)

Nas próximas seções 6.2 e 6.3 respectivamente, definiremos as derivadas de ordem fracionária

segundo Riemann-Liouville e Caputo.

6.2 Derivadas Fracionárias Segundo Riemann-Liouville

A definição, segundo Riemann-Liouville, para derivadas de ordem fracionária é usada na

resolução de diversos problemas f́ısicos [39], como os apresentados em [100]. Porém a definição

permeia a ideia da primitização, ou seja, no fato que a derivada é a operação inversa da integral,

como sugere o Teorema Fundamental do Cálculo [61]. Em resumo, podemos considerar que a
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derivada de ordem fracionária segundo Rimann-Liouville, nada mais é que a derivada de ordem

inteira de uma determinada integral de ordem fracionária [39]. Primeiramente apresentaremos

a definição de funções integráveis segundo Lebesgue, interessantes para essa proposta.

Definição 6.2.1. Seja 1 ≤ q <∞. Denotaremos por Lq[a, b] o espaço das funções q integráveis

segundo Lebesgue: Lq[a, b] := {f : [a, b] → R ; f é mensurável em [a, b] e
∫ b

a
|f(s)|qds <∞}.

Passaremos à motivação da definição da integral fracionária, que surgiu através do seguinte

conceito: Seja f : I → R uma função cont́ınua por partes no intervalo I := [0,∞) e integrável

em I. Denotamos por Jf(t) o seguinte operador integral.

Jf(t) =

∫ t

0

f(s)ds, (6.2.1)

e por

Jkf(t) = J(Jk−1f(t)),

a composição do operador J , k vezes, para k ∈ N.

Observamos que:

J2f(t) = JJf(t) =

∫ t

0

Jf(s)ds =

∫ t

0

∫ s

0

f(v)dvds.

Pelo Teorema de Fubini [109], temos:

J2f =

∫ t

0

∫ s

0

f(v)dvds =

∫ t

0

(∫ t

v

f(v)ds

)
dv =

∫ t

0

f(v)(t− v)dv.

Analogamente,

J3f =

∫ t

0

∫ s

0

f(m)(s−m)dmds =

∫ t

0

∫ t

m

f(m)(s−m)dsdm =

∫ t

0

f(m)
(t−m)2

2
dm.

Usando esse procedimento sucessivamente, obtemos a seguinte expressão para integral com o

operador Jθf :

Jθf =

∫ t

0

(t− s)θ−1

(θ − 1)!
f(s)ds. (6.2.2)

Agora, utilizando a definição da função Γ(θ) e suas propriedades, podemos escrever a integral

(6.2.2) como:

Jθf =

∫ t

0

(t− s)θ−1

Γ(θ)
f(s)ds =

1

Γ(θ)

∫ t

0

(t− s)θ−1f(s)ds. (6.2.3)

Sabendo que (6.2.3) é cont́ınua e está bem definida para θ ∈ R+. Assim, surgiu a integral

fracionária segundo Riemann-Liouville.
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Definição 6.2.2. (Integral de ordem fracionária segundo Riemann- Liouville) Dado θ ∈ R+ e

f(t) ∈ L1[a, b], o operador da integral fracionária segundo Riemann-Liouville, denotado por Jθ
a ,

é dado por,

Jθ
af(t) =

1

Γ(θ)

∫ t

a

(t− s)(θ−1)f(s)ds (6.2.4)

onde a ≤ t ≤ b.

Definindo a função Φθ =
tθ−1

Γ(θ)
, para t > 0 e fazendo o produto de convolução entre as funções

f e ϕ, temos:

(ϕθ ∗ f)(t) =
∫ t

0

ϕθ(t− s)f(s)ds =

∫ t

0

(t− s)θ−1

Γ(θ)
f(s)ds = Jθf(t). (6.2.5)

Portanto, a definição da integral pode ser interpretada como o produto de convolução entre

as funções ϕθ e f .

Teorema 6.2.1. Sejam θ, η ≥ 0, então temos que JθJη = J (θ+η). Em particular vale proprie-

dade comutativa JθJη = JηJθ.

Demonstração. Seja f uma função suficientemente suave. Pela relação (6.2.5) temos:

(
Jθf

)
(t) = ϕθ(t) ∗ f(t). (6.2.6)

Vamos verificar que:

ϕθ(t) ∗ ϕη(t) = ϕθ+η(t).

De fato,

ϕθ(t) ∗ ϕη(t) =

∫ t

0

(t− y)(θ − 1)

Γ(θ)

yη−1

Γ(η)
dy =

∫ t

0

tθ−1
(
1− y

t

)(θ−1)

Γ(θ)

yη−1

Γ(η)
dy. (6.2.7)

Seja u = y

t
, temos:

ϕθ(t) ∗ ϕη(t) =
tθ−1

Γ(θ)Γ(η)

∫ 1

0

(1− u)θ−1(ut)η−1tdu

=
tθ−1

Γ(θ)Γ(η)

∫ 0

1

(1− u)θ−1uη−1tηdu

=
tθ+η−1

Γ(θ)Γ(η)

∫ 1

0

(1− u)θ−1uη−1du.

Fazendo a mudança de variável f = 1− u, obtemos:

ϕθ(t) ∗ ϕη(t) =
tθ+η−1

Γ(θ)Γ(η)

∫ 1

0

f (θ−1)(1− f)η−1df.



101

Multiplicando e dividindo por Γ(θ + η), obtemos:

ϕθ(t) ∗ ϕη(t) =
t(θ + η − 1)Γ(θ + η)

Γ(θ + η)Γ(θ)Γ(η)

∫ 1

0

f (θ−1)(1− f)η−1df. (6.2.8)

Considerando a função β definida como β(θ, η) = Γ(θ)Γ(η)
Γ(θ+η)

=
∫ 1

0
f (θ−1)(1−f)η−1df e relacionando

as funções β e Γ, substituindo em(6.2.8)(Para as relações entre β e Γ consulte[24]), temos:

ϕθ(t) ∗ ϕη(t) =
t(θ+η−1)

Γ(θ + η)β(θ, η)
β(θ, η) =

t(θ+η−1)

Γ(θ + η)
= ϕθ+η(t) (6.2.9)

Portanto, juntando (6.2.6) e (6.2.9), obtemos:

(JθJηf)(t) = ϕθ(t) ∗ Jηf(t) = ϕθ(t) ∗ ϕη(t) ∗ f(t) = ϕθ+η(t) ∗ f(t) = (Jθ+η)f(t).

Após mostrarmos como se comporta o operador integral de ordem fracionária, passaremos

à definição da derivada de ordem fracionária segundo Riemann-Liouville. Como veremos, há

uma grande diferença para o caso clássico, onde tanto η como θ são inteiros. A principal delas

é que agora o operador integral fracionário, definido em (6.1.1) depende da escolha do ponto

a, e por conseguinte, a derivada também dependerá desse ponto. Nós, portanto, chegamos à

seguinte definição se escolhermos o valor de η = ⌈θ⌉, notação do menor inteiro maior que θ.

Definição 6.2.3. Seja θ ∈ R+, f ∈ C1[a, b] e η = ⌈θ⌉. Definimos o operador derivada fra-

cionária segundo Riemann-Liouville de ordem θ ∈ R+, denotado por Dθ
a, como

Dθ
af(t) = DηJη−θ

a f(t). (6.2.10)

O próximo resultado garante sob quais condições a derivada de ordem fracionária segundo

Riemann-Liouville está bem definida.

Lema 6.2.2. Seja f ∈ C1[a, b] e 0 < θ < 1, então Dθ
af existe em quase toda parte em [a, b].

Além disso Dθ
af ∈ Lq[a, b] para 1 ≤ q ≤ 1

θ
e

Dθ
af(t) =

1

Γ(1− θ)

(
f(a)

(t− a)θ
+

∫ t

a

f ′(s)(s− t)−θdt

)
.

Demonstração. Usando a definição da derivada fracionária segundo Riemann- Liouville e f ∈
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C1 temos

Dθ
af(t) =

1

Γ(1− θ)

d

dt

∫ t

a

f(s)(s− t)−θds

=
1

Γ(1− θ)

d

dt

∫ s

a

(
f(a) +

∫ t

a

(f ′(u)du)

)
(s− t)−θdt

=
1

Γ(1− θ)

d

ds

(
f(a)

∫ s

a

dt

(s− t)θ
+

∫ s

a

∫ s

a

f ′(u)(u− t)−θdudt

)

=
1

Γ(1− θ)

(
f(a)

(s− a)θ
+

d

ds

∫ s

a

∫ t

a

f ′(u)(s− t)−θdudt

)
.

Utilizando o teorema de Fubini [109] chegamos no seguinte resultado

Dθ
af(t) =

1

Γ(1− θ)

(
f(a)

(s− a)θ
+

d

ds

∫ s

a

f ′(u)
(s− u)1−θ

1− θ
du

)
.

A declaração de integrabilidade é uma consequência imediata dessa representação utilizando

os resultados clássicos da teoria da integração de Lebesgue [108].

Teorema 6.2.3. Sejam θ1, θ2 ≥ 0, φ ∈ L1[a, b] e f = Jθ1+θ2
a φ. Então, temos

Dθ1
a D

θ2
a f = Dθ1+θ2

a f. (6.2.11)

Demonstração. Primeiramente,

Dθ1
a D

θ2
a f = Dθ1

a D
θ2
a J

θ1+θ2
a φ = D⌈θ1⌉J⌈θ1⌉−θ1

a D⌈θ2⌉J⌈θ2⌉−θ2
a Jθ1+θ2

a φ.

Considerando as propriedades do operador integral, obtidas no Teorema 6.2.1, temos que

Dθ1
a D

θ2
a f = D⌈θ1⌉J⌈θ1⌉−θ1

a D⌈θ2⌉J⌈θ2⌉+θ1
a φ = D⌈θ1⌉J⌈θ1⌉−θ1

a D⌈θ2⌉J⌈θ2⌉−θ2
a Jθ1

a φ.

Segundo [39] esse resultado é equivalente a:

Dθ1
a D

θ2
a f = D⌈θ1⌉J⌈θ1⌉−θ1

a Jθ1
a φ = D⌈θ1⌉J⌈θ1⌉

a φ.

Utilizando as propriedades do operador integral, temos

Dθ1
a D

θ2
a f = φ,

o que implica na demonstração de que Dθ1+θ2
a f = φ.

O próximo resultado mostra que a derivada de ordem fracionária é o operador inverso à

esquerda do operador integral de ordem fracionária.
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Teorema 6.2.4. Seja θ ≥ 0. Para cada f ∈ L1[a, b], temos

Dθ
aJ

θ
af = f.

Demonstração. Usando propriedades de integração e o Teorema 6.2.1, temos:

Dθ
aJ

θ
af(t) = DηJη−θJθ

af(t) = DηJη
af(t) = f(t).

Apesar da complexidade da definição, o operador de ordem fracionária compartilha de

algumas propriedades importantes dos operadores de derivação de ordem inteira.

Teorema 6.2.5. O operador de diferenciação fracionária é linear. Em outras palavras, sejam

f1 e f2 funções em C1[a, b] e c1, c2 ∈ R então

Dθ
a(c1f1 + c2f2) = (c1D

θ
af1 + c2D

θ
af2).

Demonstração. Segue imediata consequência da definição de Dθ
a.

Exemplo 6.2.6. Seja h(t) = 1 (função constante), então a derivada fracionária segundo

Riemann-Liouville de ordem 1
2
é:

D
1
2
t (1) = D1[J

1
2 (1)] = D1

[
Γ(0 + 1)

Γ
(
0− 1

2
+ 1
)t− 1

2
+0

]
.

Como, Γ
(
1
2

)
=

√
π e Γ(1) = 1, temos:

D
1
2
t (1) =

Γ(1)

Γ
(
1
2

)t− 1
2 =

(1)t−
1
2

√
π

=
t−

1
2

√
π
=

1√
πt

̸= 0.

Observação 6.2.1. Podemos observar que a derivada de ordem fracionária segundo Rimann-

Liouville de uma constante não é nula, isso implica que essa derivada não pode ser considerada

como uma taxa de variação, no sentido usual.

6.3 Derivadas Fracionárias Segundo Caputo

Na seção anterior, apresentamos a definição da derivada de ordem fracionária segundo

Rimann-Liouville, que como já salientado, podemos considerar que nada mais é que, a de-

rivada de ordem inteira de uma integral de ordem fracionária. Nesta seção apresentaremos

a definição da derivada de ordem fracionária segundo Caputo. Esta é similar à de Rimann-

Liouville, porém invertendo a ordem de integração e derivação, como será mostrado a seguir,

em uma definição preliminar:
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Definição 6.3.1. Seja θ ∈ R+, f ∈ C1[a, b] e η = ⌈θ⌉. O operador D̂θ
a, é definido por

D̂θ
af = Jη−θ

a Dηf, (6.3.1)

para qualquer Dηf ∈ L1[a, b]

Os próximos resultados garantem sob quais condições o operador fracionário segundo Caputo

está bem definido.

Teorema 6.3.1. Sejam θ ≥ 0, η = ⌈θ⌉ e f ∈ Cη[b, c]. Então

D̂θ
af = Dθ

a(f − Tη−1[f ; a]),

onde Tη−1[f ; a] é o polinômio de Taylor de grau (η − 1) para f .

Observe que a expressão no lado direito da equação existe se, Dθ
af existe e f possui η − 1

derivadas em a, esta última condição assegura que o polinômio de Taylor existe.

Definição 6.3.2. (Operador Diferencial de Caputo de Ordem Fracionária) Sejam θ ≥ 0 e f

seja tal que Dθ
a(f − Tη−1[f ; a]) exista, onde e η = ⌈θ⌉ . Então,

Dθ
∗af = Dθ

a(f − Tη−1[f ; a]). (6.3.2)

O operador Dθ
∗a é chamado de operador diferencial de Caputo de ordem θ.

Demonstração. Observe que, para o caso de θ ∈ N a afirmação é trivial. Logo temos que

analisar o caso θ ̸∈ N . Neste caso, consideramos η como o primeiro inteiro tal que η > θ.

Assim, temos

Dθ
a(f − Tη−1[f ; a]) = DηJη−θ

a (f − Tη−1[f ; a])(t)

=
dη

dsη

∫ s

a

(s− t)η−θ−1

Γ(η − θ)
(f(t)− Tη−1[f ; a](t)) dt.

Primeiramente, faremos a integração, a qual resulta em

∫ t

a

1

Γ(η − θ)
(f(s)− Tη−1[f ; a](s)) (t− s)η−θ−1ds

= − 1

Γ(η − θ + 1)

[
(f(s)− Tη−1[f ; a](s)) (t− s)η−θ

]x=t

x=a
(6.3.3)

+
1

Γ(η − θ + 1)

∫ t

a

(D(f(s))−D(Tη−1[f ; a](s))) (t− s)η−θds.

Note que o termo fora da integral é zero (o primeiro fator desaparece no limite inferior, o

segundo desaparece no limite superior). Portanto, Equação 6.3.3 é zero. Assim,

Jη−θ
a (f − Tη−1[f ; a]) = Jη−θ+1

a D(f − Tη−1[f ; a])
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Repetindo este processo um número total de η vezes resulta em

Jη−θ
a (f − Tη−1[f ; a]) = J2η−θ

a Dη (f − Tη−1[f ; a]) = Jη
aJ

η−θ
a Dη (f − Tη−1[f ; a]) .

Observe que DηTη−1[f ; a] ≡ 0 porque Tη−1[f ; a] é um polinômio de grau η − 1. Logo

Jη−θ
a (f − Tη−1[f ; a]) = Jη

aJ
η−θ
a Dηf.

Segue do Teorema 6.3.1 que

Dθ
a (f − Tη−1[f ; a]) = DηJη

aJ
η−θ
a Dηf = Jη−θ

a Df = D̂θ
af.

Os próximos resultados estabelecem relações entre as derivadas de ordem fracionária de

Riemann-Liouville e Caputo.

Lema 6.3.2. Sejam θ ≥ 0 e η = ⌈θ⌉. Supondo que f seja uma função de tal modo que ambos

Dθ
∗af e Dθ

af existam. Então,

Dθ
∗af(t) = Dθ

af −
η−1∑

k=0

Dkf(a)

Γ(k − θ + 1)
(t− a)k−θ.

Demonstração.

Dθ
∗af(t) = Dθ

af −
η−1∑

k=0

Dkf(a)

k!
Dθ

a

(
(.− a)k

)
(t)

= Dθ
af(t)−

η−1∑

k=0

Dkf(a)

Γ(k − θ + 1)(t− a)k−θ
.

Lema 6.3.3. Assumindo as mesmas hipóteses do lema anterior, temos:

Dθ
af = Dθ

∗af

se e somente se f possui η derivadas nulas em um dado ponto a e Dkf(a) = f(0) se k =

0, 1, ..., η − 1.

Demonstração. Segue de uma adaptação simples das contas feitas no Lema 6.3.2.

O próximo resultado mostra que o operador derivada de ordem fracionária de Caputo é a

inversa a esquerda do operador de integração de ordem fracionária.
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Teorema 6.3.4. Se f for cont́ınua em θ ≥ 0, então

Dθ
∗aJ

θ
af = f.

Demonstração. Assumindo que φ = Jθ
af e utilizando o Teorema 6.2.1, temos Dkφ(a) = 0 para

k = 0, 1, ..., η − 1. Considerando agora o lema anterior e o Teorema 6.2.3, temos que,

Dθ
∗aJ

θ
af = Dθ

∗aφ = Dθ
aφ = Dθ

aJ
θ
af = f.

Lema 6.3.5. Seja f ∈ Ck[a, b], a < b e k ∈ N . Sejam θ, ε > 0 tal que existe l ∈ N com l ≤ k

e θ, θ + ε ∈ [l − 1, l], então

Dε
∗aD

θ
∗af = Dθ+ε

∗a f.

Demonstração. Para detalhes da demonstração veja [37, Lema 3.13, pág 57].

A seguir provaremos que, como a derivada de ordem fracionária de Riemann-Liouville, a

derivada de ordem fracionária segundo Caputo é um operador linear.

Teorema 6.3.6. Sejam as funções f1, f2 : [a, b] → R, onde Dθ
∗af1 e Dθ

∗af2 existem em quase

toda parte e c1, c2 ∈ R, então

Dθ
∗a(c1f1 + c2f2) = c1D

θ
∗af1 + c2D

θ
∗af2.

Demonstração. Tal propriedade e a linearidade do operador diferencial fracionário são con-

sequências imediatas da definição de Dθ
∗a.

Apresentaremos a seguir um exemplo de como calcular derivadas de ordem fracionária se-

gundo Caputo.

Exemplo 6.3.7. Seja h(t) = 1 (função constante), então a derivada fracionária segundo Ca-

puto de ordem 1
2
é:

D
1
2∗a(1) = J

1
2 (D1(1)) = J

1
2 (0) = 0.

Observação 6.3.1. A derivada de ordem fracionária segundo Caputo de uma constante é nula.

6.4 Boa Colocação para PVI’s com Derivadas de Ordem

Fracionária

Agora apresentaremos as condições necessárias e suficientes para obter resultados de boa

colocação para sistemas de equações com derivadas de ordem fracionárias segundo Caputo. Ou

seja, mostrar existência, unicidade e dependência cont́ınua da solução do Problema de Valor

Inicial (PVI) (6.4.1).
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6.4.1 Existência

Definição 6.4.1. O PVI com derivadas de ordem fracionária segundo Caputo é escrito da

seguinte maneira:

Dθ
∗0u(t) = f(t, u(t)), (6.4.1)

Dku(0) = u
(k)
0 , k = 0, 1, ..., η − 1

como condições iniciais, onde operador diferencial de ordem fracionária segundo Caputo é Dθ
∗0

como definido na Seção 6.3.1.

Teorema 6.4.1. Sejam 0 < θ e η = ⌈θ⌉,
(
u00, ..., u

η−1
0

)
∈ R

n, k > 0 e h∗ > 0. Seja

G :=
{
(t, u) : t ∈ [0, h∗],

∣∣∣u−
∑η−1

k=0
tkuk

0

k!

∣∣∣ ≤ k
}
. a função f := G → R é cont́ınua, M :=

sup(t−z)∈G |f(t, z)| e

h :=





h∗ , se M = 0,

min

{
h∗, (kΓ(θ+1))

1
θ

M

}
, caso contrário

(6.4.2)

Então, existe uma função u ∈ C[0, h] solução do problema de valor inicial definido em (6.4.1).

Demonstração. No caso em que M = 0, temos que f(t, u) = 0 para todos (t, u) ∈ G. Portanto,

a função u : [0, h] → R definida por u(t) =
∑η−1

k

u
(k)
0 t(k)

k!
é solução do PVI (6.4.1).

Assim, apresentamos o polinômio T que satisfaz as condições iniciais, tal que

T (t) :=

η−1∑

k=0

tk

k!
u
(k)
0 , (6.4.3)

e o conjunto U := {u ∈ C[0, h] : ∥u− T∥∞ ≤ K}. É evidente que U é um subconjunto fechado

e convexo do espaço de Banach de todas as funções cont́ınuas em [0, h], com a norma de

Chebyshev. Portanto, U também é um espaço de Banach [39]. Como o polinômio T é um

elemento de U , vemos também que U é não vazio. Sobre este conjunto U , definimos o operador

A por

(Au)(t) := T (t) +
1

Γ(θ)

∫ t

0

(t− s)θ−1f(s, u(s))ds (6.4.4)

Usando esse operador, a equação cuja solvabilidade precisamos provar pode ser reescrita como

u = Au. E assim, a fim de provar o nosso resultado desejado de existência, temos de mostrar

que o operador A possui um ponto fixo. Portanto, o próximo passo é investigar as propriedades

do operador A mais de perto.
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Afirmação 1: Au ∈ U para qualquer u ∈ U . De fato, seja 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ u, então:

|Au(t1)− Au(t2)| =
1

Γ(θ)

∣∣∣∣
∫ t1

0

(t1 − s)θ−1f(s, u(s))ds−
∫ t2

0

(t2 − s)θ−1f(s, u(s))ds

∣∣∣∣

=
1

Γ(θ)

∣∣∣∣
∫ t1

0

(t1 − s)θ−1 − (t2 − s)θ−1f(s, u(s))ds

+

∫ t2

t1

(t2 − s)θ−1f(s, u(s))ds

∣∣∣∣

≤ M

Γ(θ)

(∫ t1

0

|(t1 − s)θ−1 − (t2 − s)θ−1|ds+
∫ t2

t1

(t2 − s)θ−1ds

)
.

Note que a segunda integral no lado direito da equação acima tem o valor (t2−t1)θ

θ
. Para a

primeira integral, olhamos para o os três casos θ = 1, θ < 1 e θ > 1, separadamente. Para

θ = 1, o integrando é identicamente nulo, e, portanto, a integral tem o valor zero. Para θ < 1,

temos θ − 1 < 0 e, portanto, (t1 − s)θ−1 ≥ (t2 − s)θ−1. Assim,

∫ t1

0

|(t1 − s)θ−1 − (t2 − s)θ−1|ds =

∫ t1

0

((t1 − s)θ−1 − (t2 − s)θ−1)ds

=
1

θ

(
tθ1 − tθ2 + (t2 − t1)

θ
)

≤ 1

θ
(t2 − t1)

θ.

Finalmente, se θ > 1 então (t1 − s)θ−1 ≤ (t2 − s)θ−1 e, portanto,

∫ t1

0

∣∣(t1 − s)θ−1 − (t2 − s)θ−1
∣∣ ds =

∫ t1

0

((t1 − s)θ−1 − (t2 − s)θ−1)ds

=
1

θ
(−tθ1 + tθ2 − (t2 − t1)

θ)

≤ 1

θ
(tθ2 − tθ1).

Da combinação destes resultados, obtemos:

|Au(t1)− Au(t2)| ≤
{

2M
Γ(θ+1)

(t2 − t1)
θ se θ ≤ 1,

2M
Γ(θ+1)

((t2 − t1)
θ + tθ2 − tθ1), se θ > 1.

(6.4.5)

Em ambos os casos, a expressão do lado direito da equação (6.4.5) converge para 0 quando

t2 → t1. Isso é suficiente para provar que Au é uma função cont́ınua, Além disso, para u ∈ U e
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t ∈ [0, h] vale que

|(Au)(t)− T (t)| =
1

Γ(θ)

∣∣∣∣
∫ t

0

(t− s)θ−1f(s, u(s))ds

∣∣∣∣

≤ 1

Γ(θ + 1)
Mtθ

≤ 1

Γ(θ + 1)
Mhθ

≤ 1

Γ(θ + 1)
M
kΓ(θ + 1)

M

= K.

Assim, acabamos de mostrar que Au ∈ U para todo u ∈ U .

A principal intenção é aplicar o teorema do ponto fixo de Schauder, [49], o que resta agora

é mostrar que A(U) := {Au : u ∈ U} é um conjunto relativamente compacto. Isto pode ser

feito por meio do Teorema de Arzela-Ascoli [8]. Agora vamos a demonstração deste fato. Para

cada z ∈ A(U), descobrimos que, para todos t ∈ [0, h],

|z(t)| = |(Au)(t)|

≤ ∥T∥∞ +
1

Γ(θ)

∫ t

0

(t− s)θ−1|f(s, u(s))|ds

≤ ∥T∥∞ +
1

Γ(θ + 1)
Mhθ

≤ ∥T∥∞ +K,

desta forma esta provado a limitação do conjunto A(U).

Para provar a equicontinuidade do conjunto A(U), vamos considerar novamente os três

casos. Claro que para θ ∈ N , o resultado segue diretamente pelo Teorema de Existência para

EDO’s clássico [116].

Especificando, 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ h, encontramos, para o caso θ ≤ 1 que

|(Au)(t1)− (Au)(t2)| ≤
2M

Γ(θ + 1)
(t2 − t1)

θ.

Assim, para |t2 − t1| < ∆, temos

|(Au)(t1)− (Au)(t2)| ≤ 2
M

Γ(θ + 1)
∆θ.

Observando que a expressão sobre o lado direito é independente de u, t1 e t2, vemos que o

conjunto A(U) é equicont́ınuo.

Para o caso em que θ > 1, podemos usar o teorema do valor médio expandido [61], para
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obter que

|(Au)(t1)− (Au)(t2)| ≤ M

Γ(θ + 1)

(
(t2 − t1)

θ + tθ2 − tθ1
)

=
M

Γ(θ + 1)

(
(t2 − t1)

θ + θ(t2 − t1)ξ
θ+1
)

=
M

Γ(θ + 1)

(
(t2 − t1)

θ + θ(t2 − t1)h
θ+1
)
,

para algum ξ ∈ [t1, t2] ⊂ [0, h]. Portanto, mais uma vez, se |t2 − t1| < ∆, então

|(Au)(t1)− (Au)(t2)| ≤
M

Γ(θ + 1)
(∆θ + θδhθ−1). (6.4.6)

Novamente, o lado direto é independente de u, t1 e t2, provando assim a equicontinuidade do

conjunto A(U). Usando o Teorema de Ascoli-Arzelá [8], em qualquer um dos casos, conclúımos

que A(U) é relativamente compacto. Portanto, pelo Teorema de Ponto Fixo de Schauder [39],

obtemos que o operador A tem um ponto fixo. Por construção, um ponto fixo de A é uma

solução de nosso problema do valor inicial (6.4.1).

Definição 6.4.2. Qualquer função u para a qual está bem definida a derivada de ordem fra-

cionária Dθ
∗0, isto é, que satisfaz as hipóteses do Teorema 6.4.1 e também satisfaz o PVI (6.4.1)

é dita uma solução do PVI.

Lema 6.4.2. Nas mesmas hipóteses do Teorema 6.4.1, u ∈ C[0, h] é uma solução do problema

de valor inicial equação (6.4.1) se, e somente se, é uma solução da equação integral de Volterra

não linear do segundo tipo

u(t) =

η−1∑

k=0

tk

k!
u
(k)
0 +

1

Γ(θ)

∫ t

0

(t− s)θ−1f(s, u(s))ds (6.4.7)

onde η = ⌈θ⌉.

Demonstração. Primeiramente definimos z(t) := f(t, u(t)). Notamos que dadas as hipóteses

sobre u e f temos que z ∈ C[0, h]. Em seguida, usamos a definição do operador diferencial do

Caputo para reescrever a equação (6.4.1) da seguinte forma:

z(t) = f(t, u(t)) = Dθ
∗0u(t) = Dθ

0 (u− Tη−1[u; 0]) (t)

= DηJη−θ
0 (u− Tη−1[u; 0])(t).

Uma vez que estamos trabalhando com funções cont́ınuas, podemos aplicar o operador Jη
0 em

ambos os lados e encontrar

Jη
0 z(t) = Jη−θ

0 (u− Tη−1[u; 0]) (t) + q(t)
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com q um polinômio de grau não superior a (η − 1). Como z é cont́ınua, a função Jη
0 z no

lado esquerdo da equação acima tem um zero de ordem, pelo menos, η na origem. Além

disso, a diferença u−Tη−1[u; 0] tem a mesma propriedade por construção e, portanto, a função

Jη−θ
0 (u− Tη−1[u, 0]) no lado direito da nossa equação tem a mesma ordem η na origem. Assim,

resta que o polinômio q tem a mesma propriedade e pode-se então deduzir imediatamente (desde

que seu grau não seja superior η − 1) que:

Jη
0 z(t) = Jη−θ

0 (u− Tη−1[u; 0]) (t)

Agora aplicando o operador de Riemann-Liouville Dη−θ
0 para esta equação observa-se que

u(t)− Tη−1[u; 0](t) = Dη−θ
0 Jη

0 z(t)

= D1J1+θ−η
0 Jθ

0z(t) (6.4.8)

= DJ1+θ
0 z(t) = Jθ

0z(t).

Recordando as definições em que Tη−1 é o polinômio de Taylor em [u; 0], obtemos que é uma

condição necessária para u solução do problema (6.4.1) satisfazer a equação integral de Volterra.

6.4.2 Unicidade

Agora com o próximo resultado garantiremos unicidade de solução para PVI (6.4.1). A

demonstração é muito parecida com a demonstração do caso de derivadas de ordem inteiras.

Teorema 6.4.3. (Unicidade) Seja 0 < θ e η = ⌈θ⌉, u(0)0 , ..., u
(η−1)
0 ∈ R

n, k > 0 e h∗ >

0. Definido G como no Teorema 6.4.1 e a função f : G → R satisfazendo a condição de

Lipschitz em relação à segunda variável, ou seja, existe uma constante L > 0 tal que, para todo

(t, u1), (t, u2) ∈ G, temos

|f(t, u1(t))− f(t, u2(t))| < L |u1(t)− u2(t)| . (6.4.9)

com a constante L > 0 independente de t, u1 e u2. Para u como no Teorema 6.4.1, existe uma

única função u ∈ C[0, h] solução do problema de valor inicial (6.4.1).

Demonstração. Considere o polinômio T definido na equação (6.4.3) e o operador A definido

em (6.4.4). Ainda, recordamos que o conjunto U = {u ∈ C[0, h] : ∥u− T∥∞ ≤ K} é não vazio,

convexo e fechado. Agora temos que provar que A tem um único ponto fixo. A fim de fazermos

isso, primeiramente provaremos que para cada j ∈ N0, para todo t ∈ [0, h] e para todo u, ũ ∈ U ,

vale que

∥Aju− Ajũ∥L∞[0,t] ≤
(Ltθ)j

Γ(1 + θj)
∥u− ũ∥L∞[0,t]. (6.4.10)
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Agora usaremos o método de indução para obter o resultado. No caso j = 0, a afirmação é

trivialmente verdadeira. Se utilizarmos esse método para (j − 1) → j, obtemos

∥Aju− Ajũ∥L∞[0,t] = ∥A(Aj−1u)− A(Aj−1ũ)∥L∞[0,t]

=
1

Γ(θ)
sup

0≤ω≤t

∣∣∣∣
∫ ω

0

(ω − s)θ−1
[
f(s, Aj−1u(s))− f(t, Aj−1ũ(s))

]
ds

∣∣∣∣ .

Usando agora que f é Lipschitz cont́ınua com relação a segunda variável e a hipótese de

indução, temos

∥Aju− Ajũ∥L∞[0,t] ≤ L

Γ(θ)
sup

0≤ω≤t

∫ ω

0

(ω − s)θ−1
∣∣Aj−1u(s)− Aj−1ũ(s)

∣∣ ds

≤ L

Γ(θ)

∫ t

0

(t− s)θ−1 sup
0≤ω≤s

∣∣Aj−1u(ω)− Aj−1ũ(ω)
∣∣ ds.

≤ Lj

Γ(θ)Γ(1 + θ(j − 1))

∫ t

0

(t− s)θ−1sθ(j−1) sup
0≤ω≤s

∥u(ω)− ũ(ω)∥ ds.

≤ Lj

Γ(θ)Γ(1 + θ(j − 1))
sup

0≤ω≤t

|u(ω)− ũ(ω)|
∫ s

0

(t− s)θ−1sθ(j−1)ds

=
Lj

Γ(θ)Γ(1 + θ(j − 1))
∥u− ũ∥L∞[0,t]

Γ(θ)Γ(1 + θ(j − 1))

Γ(1 + θj)
tθj.

Como t ∈ [0, h], podemos reformular a estimativa acima em todo o intervalo [0, h], obtendo

∥Aju− Ajũ∥∞ ≤ (Lhθ)j

Γ(1 + θj)
∥u− ũ∥∞.

Definindo ςj = (Lhθ)j

Γ(1+θj)
temos que a série

∑∞
j=0 ςj é a representação em série de potências

da função de Mittag-Leffler Eθ(Lh
θ) (ver o Apêndice ?? para maiores detalhes). Portanto,

converge uniformemente. Assim, o operador A satisfaz as hipóteses do Teorema de Ponto Fixo

de Weissingr’s [64] com ςj definido acima. Logo, existe uma única solução do PVI (6.4.1).

6.4.3 Dependência Cont́ınua dos PVI’s com Derivadas de Ordem

Fracionária

Apresentaremos a seguir o estudo da dependência cont́ınua dos dados iniciais para o PVI

com derivadas de ordem fracionária. Para tal, assumiremos durante toda esta seção que u é a

única solução do PVI 6.4.1.

Lema 6.4.4. Sejam θ, T, ε1, ε2 ∈ R+ e ∆ : [0, T ] → R uma função cont́ınua que satisfaz a

seguinte desigualdade

|∆(t)| ≤ ε1 +
ε2

Γ(θ)

∫ t

0

(t− s)θ−1|∆(s)|ds,
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para todo t ∈ [0, T ]. Então

|∆(t)| ≤ ε1Eθ(ε2t
θ),

para t ∈ [0, T ]. Onde, Eθ denotada como a função Mittag-Leffler de ordem θ (ver o Apêndice ??

na definição).

Demonstração. Sejam ε > 0 e a função Φ(t) := (ε1 + ε3)Eθ(ε2t
θ), obtida aplicando o Teorema

(Apêndice ??) e usando a linearidade do problema de valor inicial considerando a função Φ a

solução do problema de valor inicial

Dθ
∗0Φ(t) = ε2Φ(t),

onde Φ(0) = ε1 + ε3 e DkΦ(0) = 0 para k = 1, 2, ..., ⌈θ⌉ − 1. Considerando o Lema 6.4.2

podemos deduzir que Φ satisfaz a equação

Φ(t) = ε1 + ε3 +
ε2

Γ(θ)

∫ t

0

(t− s)θ−1Φ(s)ds.

Pela suposição sobre a função ∆, descobrimos que |∆(0)| ≤ ε1 < ε1 + ε3 = Φ(0).

Pela continuidade das funções envolvidas podemos deduzir que |∆(t)| < Φ(t) para todo

t ∈ [0,Θ] com Θ > 0. Para provar que a desigualdade se mantém ao longo de todo o intervalo

[0, T ], denotamos t0 como o menor número positivo com a propriedade que |∆(t0)| = Φ(t0).

Então, para 0 ≤ t ≤ t0 temos |∆(t)| ≤ Φ(t) e portanto,

|∆(t0)| ≤ ε1 +
ε2

Γ(θ)

∫ t0

0

(t0 − s)θ−1|∆(s)|ds

≤ ε1 +
ε2

Γ(θ)

∫ t0

0

(t0 − s)θ−1Φ(s)ds

< ε1 + ε3 +
ε2

Γ(θ)

∫ t0

0

(t0 − s)θ−1|Φ(s)|ds

= Φ(t0).

Note que a igualdade não pode ser verdade, tendo em conta a escolha de t0. Assim, a

suposição deve ser falsa. Portanto, descobrimos que na verdade

|∆(t)| < Φ(t) = (ε1 + ε3)Eθ(ε2t
θ),

para t ∈ [0, T ] e ε3 > 0, o que chega no resultado desejado.

Mostramos agora o resultado que garante a dependência cont́ınua em relação as condições

iniciais.
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Teorema 6.4.5. Seja u a solução do PVI (6.4.1) e z a solução do seguinte PVI,

Dθ
∗0z(t) = f(t, z(t)), (6.4.11)

Dkz(0) = z
(k)
0 , k = 0, 1, ..., η − 1

Se ε := maxk=0,1,...,η−1

∣∣∣u(k)0 − z
(k)
0

∣∣∣ é suficientemente pequeno, então existe algum h > 0 tal que

tanto as funções u e z estão bem definidas no intervalo [0, h], e

sup
0≤t≤h

|u(t)− z(t)| = O

(
max

{k=0,1,...,η−1}

∣∣∣u(k)0 − z
(k)
0

∣∣∣
)
. (6.4.12)

Demonstração. Definindo ∆(t) := u(t) − z(t), deduzimos que ∆ é a solução do problema de

valor inicial

{
Dθ

∗0∆(t) = f(t, u(t))− f(t, z(t)),

Dk∆(0) = u
(k)
0 − z

(k)
0 , k = 0, 1, ..., η − 1.

(6.4.13)

pois o PVI acima satisfaz as hipóteses do Teorema 6.4.1.

Considerando o Lema 6.4.2, o problema de valor inicial é equivalente à equação

∆(t) =

η−1∑

k=0

tk

k!

(
u
(k)
0 − z

(k)
0

)
+

1

Γ(θ)

∫ t

0

(t− s)θ−1 (f(s, u(s))− f(s, z(s))) ds.

Usando desigualdade de Hölder e a condição de Lipchitz de f , encontramos que:

∆(t) ≤ ε

η−1∑

k=0

hk

k!
+

L

Γ(θ)

∫ t

0

(t− s)θ−1|∆(s)|ds,

onde L é a constante de Lipschitz. Pelo Lema 6.4.4, obtemos:

|∆(t)| ≤ O(ε)Eθ(Lh
θ) = O(ε)

como o desejado.

Agora, mostraremos o teorema que garante dependência cont́ınua em relação aos parâmetros

do modelo estudado.

Teorema 6.4.6. Seja u a solução do PVI (6.4.1) e z a solução do seguinte PVI

Dθ
∗0z(t) = f̃(t, z(t)), (6.4.14)

Dkz(0) = z
(k)
0 , k = 0, 1, ..., η − 1
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onde f̃ deve satisfazer as mesmas hipóteses de f e

ε := max
(t1,t2)∈G

∣∣∣f(t1, t2)− f̃(t,t2)
∣∣∣ .

Se ε é suficientemente pequeno, então existe h > 0 tal que tanto as funções u e z estão bem

definidas em [0, h] e

sup
0≤t≤h

|u(t)− z(t)| = O

(
max

(t1,t2)∈G

∣∣∣f(t1, t2)− f̃(t1, t2)
∣∣∣
)
. (6.4.15)

Demonstração. Definindo primeiramente ∆(t) := u(t)− z(t), onde ∆ é a solução do problema

de valor inicial

{
Dθ

∗0∆(t) = f(t, u(t))− f̃(t, z(t)),

Dk∆(0) = 0, k = 0, 1, ..., η − 1.
(6.4.16)

Isso é equivalente à equação

∆(t) =
1

Γ(θ)

∫ t

0

(t− s)θ−1
(
f(s, u(s))− f̃(s, z(s))

)
ds.

Usando a hipótese de Lipschitz continuidade de f e f̃ , podemos deduzir que

∆(t) ≤
∫ t

0

(t− s)θ−1

Γ(θ)

(
|f(s, u(s))− f(s, z(s))| f(s, z(s))− f̃(s, z(s))

)
ds

≤ 1

Γ(θ)

∫ t

0

(t− s)θ−1 |∆(s)| ds+ ε
1

Γ(θ)

∫ t

0

(t− s)θ−1ds

≤ L

Γ(θ)

∫ t

0

(t− s)θ−1 |∆(s)| ds+ ε
hθ

Γ(θ + 1)
.

Podemos agora aplicar o Lema 6.4.4 para encontrarmos novamente

|∆(t)| ≤ O(ε)Eθ(Lh
θ) = O(ε).

Os outros resultados para dependência cont́ınua, são parecidos com os resultados de ordem

inteira, para maiores informações consulte [116]. Porém para trabalhar com operadores fra-

cionários é necessário um resultado que garanta a dependência cont́ınua em relação à ordem

das derivadas, que apresentaremos a seguir.

Teorema 6.4.7. Seja u a solução do PVI (6.4.1) e z a solução do seguinte PVI,

Dθ̄
∗0z(t) = f(t, z(t)), (6.4.17)

Dkz(0) = u
(k)
0 , k = 0, 1, ..., η̃ − 1
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onde θ̃ > θ, η̃ := [θ̃], ε := θ̃ − θ e

ε∗ :=

{
0, se η = η̃,

max
{∣∣uk0

∣∣ : η ≤ k ≤ η̃ − 1
}

caso contrário.

Se ε e ε∗ são suficientemente pequenos, então existe h > 0 tal que, tanto z como u são

funções definidas em [0, h] e

sup0≤t≤h|u(t)− z(t)| = O(θ̃ − θ) +O
{
max

[
0,max

(∣∣∣u(k)0

∣∣∣ : η ≤ k ≤ η̃ − 1
)]}

. (6.4.18)

Demonstração. Seja

∆(t) := u(t)− z(t)

= −
η̃−1∑

k=η

tk

k!
+

1

Γ(θ)

∫ t

0

(t− s)θ−1f(s, u(s))ds

− 1

Γ(θ̃)

∫ t

0

(t− s)θ̃−1f(s, z(s))ds

= −
η̃−1∑

k=η

tk

k!
u
(k)
0 +

1

Γ(θ)

∫ t

0

(t− s)θ−1 (f(s, u(s))− f(s, z(s))) ds

+

∫ t

0

(
(t− s)θ−1

Γ(θ)
− (t− s)θ̃−1

Γ(θ̃)

)
f(s, z(s))ds.

Usando a hipótese de Lipschitz continuidade de f , podemos deduzir que

|∆(t)| ≤
η̃−1∑

k=η

hk

k!
+

L

Γ(θ)

∫ t

0

(t− s)θ−1|∆(s)|ds (6.4.19)

+ max
(t1,t2)∈G

∣∣∣f(t1, t2)− f̃(t1, t2)
∣∣∣
∫ t

0

∣∣∣∣∣
(t− s)θ−1

Γ(θ)
− (t− s)θ̃−1

Γ(θ̃)

∣∣∣∣∣ ds

Obviamente a soma é O(ε∗). Logo,

∫ t

0

∣∣∣∣∣
(t− s)θ−1

Γ(θ)
− (t− s)θ̃−1

Γ(θ̃)

∣∣∣∣∣ ds =

∫ t

0

∣∣∣∣
vθ−1

Γ(θ)
− vñ−1

Γ(θ̃)

∣∣∣∣ ds

≤
∫ h

0

∣∣∣∣∣
vθ−1

Γ(θ)
− vθ̃−1

Γ(θ̃)

∣∣∣∣∣ ds

= O(ε).

Podemos calcular a integral explicitamente, entretanto, primeiro temos que achar o zero da

integração que está localizado em
(

Γ(θ̃)
Γ(θ)

) 1
θ̃−θ

(uma quantidade que converge para exp(ψ(θ)) e

θ̃ → θ onde ψ = Γ′

Γ

)
. Se h é menor do que esse valor, então o integrando não tem nenhuma
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mudança de sinal. Caso contrário devemos dividir o intervalo de integração neste ponto. Em

qualquer caso, podemos dizer que a expressão resultante é delimitada por O(θ̃ − θ) = O(ε).

Então

|∆(t)| ≤ O(ε) +O(ε∗) +
L

Γ(θ)

∫ t

0

(t− s)θ−1|∆(s)|ds,

se utilizarmos o Lema 6.4.4 produzindo o resultado desejado.

Corolário 6.4.8. Assumindo as hipóteses do Teorema 6.4.7 e η̃ = η, então

sup0≤t≤h|u(t)− z(t)| = O(θ̃ − θ)

Corolário 6.4.9. Assumindo as hipóteses do Teorema 6.4.7 e sejam η̃ > η e u
(k)
0 = 0 para

k = η, η + 1, ..., η̃ − 1 então

sup0≤t≤h|u(t)− z(t)| = O(η̃ − η).

6.5 Uma Comparação entre Riemann-Liouville e Caputo

Aqui verificaremos qual definição de derivada de ordem fracionária melhor se aplica no

nosso sistema, através da análise do problema de valor inicial com derivadas arbitrárias segundo

Rimann-Liouvile e Caputo. Nesta seção não apresentaremos as demonstrações dos resultados

segundo Rimann-Liouvile que podem ser encontrados em [39], porém os resultados segundo

Caputo já foram mostrados na Seção 6.4, tendo em vista que usaremos essa definição nesta

proposta. Tal análise se inicia com os seguintes resultados:

Teorema 6.5.1. Sejam θ > 0, θ /∈ N, η = ⌈θ⌉, k > 0, h∗ > 0 e c1, ..., cη ∈ R. E

G :=

{
(t, u) ∈ R

s+1 : 0 ≤ t ≤ h∗, u ∈ R
s, t = 0 e

∣∣∣∣∣t
η−θu−

η∑

k=1

ckt
η−k

Γ(θ − k + 1)

∣∣∣∣∣ < k, s

}
.

Supondo que a função f : G → R é cont́ınua, limitada e Lipschitziana em relação a segunda

variável, satisfazendo a desigualdade 6.4.9. Então a equação diferencial

Dθ
0u(t) = f(t, u(t)), (6.5.1)

com condições iniciais

Dθ−k
0 u(0) = ck (k = 1, 2, ..., η − 1), lim

z→0+
Jη−θ
0 u(z) = cη, (6.5.2)
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possui uma única solução f que é uma função cont́ınua definida em (0, h] com

h := min

{
h∗, h̃,

(
Γ(θ + 1)k

M

) 1
η

}
,

onde M := sup(t,z)∈G |f(t, z)| e h̃ é um número positivo arbitrário que satisfaz a seguinte res-

trição

h̃ <

(
Γ(2θ − η + 1)

Γ(θ − η + 1)L

) 1
θ

. (6.5.3)

A prova desse teorema é similar a demonstração para EDO’s de ordem inteira. Para detalhes

veja ([39], Caṕıtulo 5). Tal demonstração passa por transformar problema (6.5.1)-(6.5.2) na

forma integral, assim como acontece no caso clássico, e usar o teorema de ponto fixo de Banach

para estabelecer o resultado. A equação integral equivalente será enunciado no lema (6.5.2),

cujos detalhes da demonstração podem ser obtidos em [39].

Lema 6.5.2. Suponha h > 0 e as hipóteses enunciadas no Teorema 6.5.1. Então u ∈ C(0, h]

é uma solução das equações diferenciais (6.5.1) e (6.5.2) se, e somente se, é uma solução da

equação integral de Volterra

u(t) =

η∑

k=1

ckt
θ−k

Γ(θ − k + 1)
+

1

Γ(θ)

∫ t

0

(t− s)θ−1f(s, u(s))ds. (6.5.4)

Observação 6.5.1. De fato, ao observar a equação integral (6.5.4) percebemos porque a solução

u é cont́ınua no intervalo semi-aberto (0, h] e não no intervalo fechado [0, h]. Se u fosse cont́ınuo

ao longo de [0, h], então, como f é cont́ınuo, o lado direito da equação (6.5.4) também deveria

ser cont́ınuo em [0, h]. Tendo em consideração a definição de η, podemos facilmente ver que

as somas são de fato cont́ınuas em [0, h] para k = 1, 2, ..., η − 1. No entanto, o termo (k = η)

é limitado quando f → 0, haja vista que η > θ, com θ /∈ N a menos que cη = 0.

Na seção 6.4 apresentamos uma adaptação do clássico Teorema de Peano [29] para sistemas

de EDO’s de ordem fracionária. Seguimos os passos apresentados em [39, Teorema 6.1 pág.86]

e mostramos que existe uma função u ∈ C[0, h] que resolve o problema de valor inicial definido

no PVI (6.4.1).

O Lema (6.4.2), já demonstrado na seção 6.4 garante que se existe uma solução para o PVI

(6.4.1), então esta mesma solução deve satisfazer uma equação integral, a qual é base para

alguns dos métodos numéricos para resolver PVI’s fracionários.

Através da observação a seguir, faremos uma comparação do problema de valor inicial com

derivadas arbitrárias segundo Rimann-Liouvile e Caputo.

Observação 6.5.2. Usando a observação (6.5.1) e usando os Lemas (6.5.2) e (6.4.2), podemos

comparar o comportamento das soluções de equação diferenciais fracionárias segundo Caputo

com as de Rimann-Liouville. Ao fazer isso descobrimos que o problema de continuidade na
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origem encontrado para Riemann-Liouville não ocorre para Caputo. Pelo contrário, verificamos

que a continuidade da função f implica na continuidade da solução u durante todo intervalo

fechado [0, h].

Quando analisamos o problema de valor inicial com derivadas de ordem fracionária percebe-

se que o método de Caputo é mais adequado para aplicação em sistemas biológicos que o método

de Riemann-Liouville, visto que para o primeiro a derivada de uma constante é nula. Além

disso, as condições iniciais em sistemas de EDO’s fracionárias segundo Caputo dependem de

condições que são fisicamente interpretáveis. Mesmo que o PVI definido em (6.5.1), usando

derivadas de ordem fracionária segundo Riemann-Liouville, seja um problema bem posto, a sua

dependência das condições iniciais, não necessariamente possuem uma interpretação do ponto de

vista biológico [39]. Portanto, para a modelagem que apresentaremos neste trabalho, usaremos

derivadas de ordem fracionária segundo Caputo com o objetivo de obter uma modelagem fiel

ao nosso objetivo.

6.6 Uma Breve Consideração sobre o Efeito de Memória

Na próxima observação, mostraremos de que maneira as derivadas de ordem fracionária

introduzem naturalmente o efeito de memória em um problema de valor inicial.

Observação 6.6.1. Olhando para a equação (6.4.7) para algum θ ∈ (0, 1] e para dois valores

diferentes de t, digamos t1 e t2 com t1 < t2, se subtrairmos a segunda destas equações pela

primeira, obtemos que:

u(t2)− u(t1) =
1

Γ(θ)

∫ t2

0

(t2 − s)θ−1f(s, u(s))ds

− 1

Γ(θ)

∫ t1

0

(t1 − s)θ−1f(s, u(s))ds

=
1

Γ(θ)

∫ t1

0

[
(t2 − s)θ−1 − (t1 − s)θ−1

]
f(s, u(s))ds

+
1

Γ(θ)

∫ t2

t1

(t2 − s)θ−1f(s, u(s))ds. (6.6.1)

Considerando primeiramente o caso (não fracionário), isto é θ = 1. Analisando o lado direito

da equação (6.6.1) vemos que a primeira integral é nula. Então esta equação implica que u(t1)

é a solução do problema de valor inicial dado equação (6.4.1) no ponto u(t1) e, em seguida,

pode-se calcular a solução em t2 com t2 > t1, exclusivamente com base em u(t1) e a função f .

Não será preciso usar qualquer informação em u(t) para t ∈ [0, t1). Esta observação é apenas

outra maneira de expressar a localidade do operador diferencial de ordem inteira. Esta é a base

de quase todos os métodos numéricos clássicos da solução de equações diferenciais de primeira

ordem. Também é fundamental para a modelagem matemática de muitos sistemas da f́ısica,
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engenharia e outras ciências [39], porque ele afirma que isso é suficiente para analisar o estado

de um sistema em um ponto arbitrário na hora de calcular o seu comportamento no futuro.

Quando for analisado o caso fracionário 0 < θ < 1 a situação é fundamentalmente dife-

rente. Nesse caso, a primeira integral do lado direito da equação (6.6.1) não desaparece. Logo,

sempre que se quer calcular a solução u(t2), em algum momento t2, é necessário considerar o

que acontece no ponto inicial 0 e levar em conta toda a informação até o ponto de interesse

t2. Isso reflete a não localidade dos operadores diferenciais segundo Caputo. Obviamente, essa

observação tem uma influência substancial sobre a construção de métodos numéricos para tais

equações. Além disso, para a modelagem de fenômenos reais com um sistema de ordem fra-

cionária, podemos interpretar o termo que não se anula como um termo que descreve sistemas

com memória.

Observação 6.6.2. Como foi afirmado na observação anterior, a equação (6.6.1) tem grande

impacto sobre a base teórica dos métodos numéricos para equações diferenciais fracionárias.

O método padrão geralmente funciona corretamente mas, muitas vezes, não faz uso de todo o

poder desta equação, pois o mesmo termo entre parênteses no lado direito da equação (6.6.1)

não é nulo, ele vai ser muito pequeno em magnitude para determinadas situações, por exemplo,

se t1 e t2 são suficientemente grandes em comparação com (t2 − t1).

6.7 Boa Colocação para PVI’s com múltiplas Derivadas

de Ordem Fracionária

Ao modelarmos problemas biológicos, surgiu outra hipótese importante a ser considerada.

Como seria o sistema se pudéssemos usar para cada equação do sistema uma ordem distinta

da derivada. Porém para que se possa considerar essa hipótese, é necessário olhar para boa

colocação de um sistema desse tipo.

Usaremos um sistema de equações diferenciais fracionárias onde, θj, (j = 1, 2, ...k) podem

ou não coincidir. Para colocá-lo de forma mais formal, isso leva a um modelo do tipo

Dθ1
∗ (u1(t)) = f1(t, u1(t), ..., uk(t))

... (6.7.1)

D
θj
∗ (uk(t)) = fk(t, u1(t), ..., uk(t))

uj(0) = uj,0(j = 1, 2, ...k)

Para atingirmos nossos objetivos, basta assumirmos que 0 < θj ⩽ 1 para todos j.

Teorema 6.7.1. Considere θj > 0 para j = 1, 2, ..., k e considere o problema do valor inicial
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dado pelo sistema diferencial fracionário multi-ordem, que é equivalente a (6.7.1).

D
θj
∗ (uj(t)) = fj(t, u1(t), ..., uk(t)), (j = 1, 2, ..., k), (6.7.2)

uj
l(0) = uj,0

l(l = 0, 1, ..., [θj]− 1)(j = 1, 2, ...k))

Suponha que as funções fj : [0, T ] × R
k ⇒ R, j = 1, 2, ...k, sejam cont́ınuas e satisfaçam

as condições de Lipschitz em relação a todos os seus argumentos, exceto o primeiro. Então, o

problema do valor inicial tem uma solução única que é continuamente dependente das condições

iniciais, dos parâmetros e da ordem da derivada.

Demonstração. O problema de valor inicial (6.7.2), é equivalente ao sistema de equações de

Volterra

uj(t) =

[θj ]−1∑

l=0

uj
l t

l

l!
+

1

Γ(θj)

∫ t

0

(t− s)θj−1fj(s, u1(s), ..., uk(s))ds. (6.7.3)

j = 1, 2, ..., k.

Em seguida, definimos θ = minjθj e reescrevemos (6.7.3) na forma

uj(t) =

[θj ]−1∑

l=0

uj
l t

l

l!
+

1

Γ(θj)

∫ t

0

(t− s)θ−1f̂j(s, u1(s), ..., uk(s))ds. (6.7.4)

para j = 1, 2, ..., k, onde,

f̂j(s, u1, ..., uk) :=
Γ(θ)

Γ(θj)
(t− s)θj−θfj(s, u1, ..., uk) (6.7.5)

Apresentando a notação vetorial U := (u1, ..., uk)
T , F̂ := (f̂1, ..., f̂k)

T e uma expressão corres-

pondente para os valores iniciais, podemos combinar essas k equações escalares em uma equação

vetorial, da forma

U(t) =

maxj [θj ]−1∑

l=0

U0
l t

l

l!
+

1

Γ(θ)

∫ t

0

(t− s)θ−1F̂j(s, U(s))ds. (6.7.6)

Como fj : [0, T ] × R
k ⇒ R, j = 1, 2, ...k e o fato de que θj ⩾ θ para todos j, conclúımos que

todas as funções f̂j são cont́ınuas e satisfazem as condições de Lipschitz com respeito a u1, ..., uk.

Assim, F̂j é cont́ınua e satisfaz uma condição de Lipschitz em relação a U = (u1, ..., uk)
T .

Apresentaremos a seguir o estudo da dependência cont́ınua para o PVI com múltiplas ordens

6.7.2, A dependência cont́ınua quanto aos dados iniciais e aos parâmetros ainda é garantida

pelos resultados apresentados na Seção 6.4. Agora garantiremos os resultados de dependência

cont́ınua em relação às múltiplas ordens das derivadas.
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Teorema 6.7.2. Seja u a solução do PVI (6.7.2) e z a solução do seguinte PVI, com θ̃j > θj

D
θ̃jj
∗ zj(t) = fj(t, z1(t), ..., zk(t)), (j = 1, 2, ..., k), (6.7.7)

zj
l(0) = zj,0

l(l = 0, 1, ..., [θ̃j]− 1)(j = 1, 2, ...k))

onde θ̃j > θj, η̃ := [θ̃], εj := θ̃j − θj e

ε∗j :=

{
0, se η = η̃,

max
{∣∣uk0

∣∣ : η ≤ k ≤ η̃ − 1
}

caso contrário.

Se εj e ε∗j são suficientemente pequenos, então existe h > 0 tal que, tanto z como u são

funções definidas em [0, h], θ = min{θj, θ̃j} e

sup0≤t≤h|u(t)− z(t)| = O(θ̃ − θ) +O
{
max

[
0,max

(∣∣∣u(k)0

∣∣∣ : η ≤ k ≤ η̃ − 1
)]}

. (6.7.8)

Demonstração. Segue os passos da demonstração do Teorema 6.4.7.

6.8 Conceitos de Estabilidade para Sistemas de Ordem

Fracionária

A essência da noção de estabilidade é a extensão da ideia de dependência cont́ınua, a solução

de uma equação diferencial fracionária não muda muito sobre um intervalo finito se perturbar-

mos os valores iniciais por uma pequena magnitude.

Para intervalos não limitados a solução trivial é estável se uma pequena alteração no valor

inicial conduzir a uma pequena mudança na solução ao longo do sistema. Obviamente, isso

é muito mais forte do que a dependência. A estabilidade assintótica é ainda mais forte, pois

exige a solução do problema perturbado não só para permanecer perto da solução original, mas

convirja para o ponto anterior.

Teorema 6.8.1. Considere um sistema de equações diferenciais fracionárias n-dimensional

Dθ
∗(u(t)) = Λu(t) (6.8.1)

onde Λ é uma matriz n× n constante arbitrária.

• I) A solução u(t) = 0 do sistema é assintoticamente estável se, e somente se, todos

autovalores λj com (j = 1, 2, ..., n) de Λ satisfaz em |arg(λj)| > θπ
2
.

• II) A solução u(t) = 0 do sistema é estável se, e somente se, os autovalores satisfize-

rem |arg(λj)| ≥ θπ
2

e todos os autovalores com |arg(λj)| = θπ
2

têm uma multiplicidade

geométrica que coincide com a sua multiplicidade algébrica (ou seja, os autovalores com

l-duplas ráızes do polinômio caracteŕıstico, têm l autovetores linearmente independentes).
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Demonstração. Primeiramente olharemos para as informações sobre a forma precisa de todas

as soluções da equação diferencial em consideração.

Sejam λ1, ...λj os autovalores de Λ e y(1), ..., y(j) seus autovetores correspondentes. Então, a

solução geral da equação diferencial (6.8.1) tem a forma

u(t) =

j∑

l=1

cly
(l)Eθ(λlt

θ) (6.8.2)

com certas constantes cl ∈ C. A única solução de (6.8.2) sujeita à condição inicial u(0) = u0 é

caracterizada pelo sistema linear

u0 = (u(1), ..., u(j))(c1, ..., cj)
T .

Para obter cl da solução do problema do valor inicial é preciso fazer t = 0 na solução geral. O

fato de o sistema linear ter uma solução única segue por causa da independência linear acima

mencionada dos autovetores que formam a matriz de coeficientes deste sistema.

Agora, para cada k−duplo autovalor da matriz Λ, temos k soluções linearmente da equação

diferencial linear homogênea (6.8.1) que pode ser representado na forma

ul(t) = Π(l)(t), coml = 1, 2, ...k,

onde o Π(l)(t) são vetores n-dimensionais cujos componentes das funções Π
(l)
j , j = 1, 2, ..., n, são

da forma

Π
(l)
j (t) =

l−1∑

p=0

C
(l,p)
j t(pθ)DpEθ(λlt

θ)

A combinação dessas soluções para todos os autovalores leva a n soluções linearmente inde-

pendentes do sistema (6.8.1), isto é, a base do espaço de todas as soluções deste sistema.

Explicitando as posśıveis formas para a solução de (6.8.1), e usando os resultados do Teorema

6.1.2, que analisa o comportamento da função de Mittag-Leffler, o resultado fica provado.

Observação 6.8.1. Esses resultados podem ser utilizados para sistemas de equações diferen-

ciais fracionárias como os dessa proposta, basta que se trabalhe com a linearização destes, ou

seja, que as considerações acima, sejam feitas sobre a matriz jacobiana do modelo em estudo.

6.9 Considerações sobre os Métodos Numéricos

Utilizou-se dois computadores pessoais para gerar as simulações representadas nesse traba-

lho. Que serão descritos abaixo:

• Processador Intel core i5 de 220 MHz, 8 Megabytes de memória RAM, disco ŕıgido com

capacidade de armazenamento de 200 Gigabytes e sistema operacional Microsoft Windows

7 ultimate.
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• Processador Intel core i7 de 270 MHz, 7,6 Megabytes de memória RAM, disco ŕıgido com

capacidade de armazenamento de 2,0 Terabytes e sistema operacional Ubuntu 20.04.1

LTS.

Em prinćıpio, qualquer simulação pode ser replicada em qualquer computador, pois não

exigem muita capacidade computacional. É necessário a instalação do Octave, programa de uma

linguagem computacional desenvolvida para computação matemática e uma ótima ferramenta

para esse tipo de análises aqui executadas.

Para o modelo com diferentes populações espacialmente distribúıdas, temos em média o

tempo de simulação mais demorada é de 4 horas e 19 minutos, para essas simulações foram

utilizadas uma adaptação do método de Euler.

%##########va r i a v e i s#############

na=11;

nv=2;

mc=nc=nv+1;

mf=nf=na−nv ;

i o=jo =((na−1)/2)+1; %ponto de l i b e r a c a o

t i =1; %tempo i n i c i a l

t f =1000; %tempo f i n a l

h=0.001;

%h=(mf−mc) . / (mf−mc)∗ (mf−mc) ;

%dt =0.5 ;

%h=in t ( c e i l ( ( t f−t i )/ dt ))%tamanho do passo ;

%n = in t ( c e i l ( ( b−a )/ dt ) )

%##################Cond . i n i c i a i s#################

fo r i =1:na

f o r j =1:na

N1( i , j )=100;

%/(1+( sq r t ( ( i−i o )ˆ2+( j−i o ) ˆ 2 ) ) ) ;

%N1(mc−1 ,2:mf)=1000000/P(mc−1 ,2:mf ) ;

%N1( 2 :mf ,mc−1)=1000000/P( 2 :mf ,mc−1);

%N1(mf+1 ,2:mf)=1000000/P(mf+1 ,2:mf ) ;

%N1( 2 :mf , mf+1)=1000000/P( 2 :mf , mf+1);

i f ( ( i==io && j==jo ) ) ;

% | | ( i==30 && j==30))

%( i==io && j==jo )

%( i==15 && j==15) | | ( i==30 && j==30)

I1 ( i , j , 1 )=20 . ;

S1 ( i , j ,1)=100.− I1 ( i , j , 1 ) ;

R1( i , j , 1 )=0 ;
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C1( i , j , 1 )=0 . ;

e l s e

S1 ( i , j ,1)=N1( i , j ) ;

I1 ( i , j , 1 )=0 ;

R1( i , j , 1 )=0 ;

C1( i , j , 1 )=0 ;

end i f

i f ( i>mf | | j>mf | | i<(nv+1) | | j<(nv+1))

S1 ( i , j ,1)= I1 ( i , j , 1 )=0 ;

end i f

end

end

f o r t=t i : t f

t

Aux1=I1 ;

Aux2=R1 ;

Aux3=C1 ;

d=0.02;

d1=0.04;

d2=0.03;

rand (” s t a t e ” ,” r e s e t ”)

%################moviemnto#########################

%maxval=max(max(N1 ( : , : ) ) ) ; % e s c o l h e r a pos i cao de maior dens idade e

%menos i n f e c t ado s ou cond i coe s exc ludente s

f o r i=mc :mf

f o r j=nc : nf

%v a r i v e l s e r o n m e r o de i n f e c t ado s na p o s i o

%quem s e r a m d i a

f o r m=i−nv : i+nv

f o r n=j−nv : j+nv

lambda (m, n , t )=0 .1 ;

%abs ( I1 (m, n , t+1)−I1 (m, n , t ) ) ;

Poisson (m, n , t )=(exp(−lambda (m, n , t ) )∗ ( lambda (m, n , t )ˆ ( I1 (m, n , t ) ) ) ) /

(gamma( I1 (m, n , t )+1)) ;

end

end
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somaPoisson=sum(sum( Poisson ( i−nv : i+nv , j−nv : j+nv ) ) ) ;

i f ( somaPoisson˜=0)

ks=Poisson ( i−nv : i+nv , j−nv : j+nv ) . / somaPoisson ;

%ks ( i−nv : i+nv , j−nv : j+nv)=funce ( i−nv : i+nv , j−nv : j+nv ) .

∗Normalizada ( i−nv : i+nv , j−nv : j+nv ) . ∗ f i ( i−nv : i+nv , j−nv : j+nv ) ;

e l s e

ks=Poisson ( i−nv : i+nv , j−nv : j+nv )

end i f

minval=min (min ( ks ( : , : ) ) ) ;

i f ( minval ˜=0)

[ vi , v j ]= f i nd ( ks ( : , : )==minval ) ;

s=rows ( [ vi , v j ] ) ;

w=randperm ( s , 1 ) ;

e nd i f

VI ( i , j , t )=beta2 ( i , j , t )∗S1 ( i , j , t )∗ I1 ( i +1, j , t )/N1( i +1, j )

+beta2 ( i , j , t )∗S1 ( i , j , t )∗ I1 ( i −1, j , t )/N1( i− , j )

+beta2 ( i , j , t )∗S1 ( i , j , t )∗ I1 ( i , j +1, t )/N1( i , j +1)

+beta2 ( i , j , t )∗S1 ( i , j , t )∗ I1 ( i , j −1, t )/N1( i , j −1);

%sum(sum(S1 ( i , j , t ) . ∗ ks .∗ I1 ( i , j , t ) . /N1( i−nv : i+nv , j−nv : j+nv ) ) ) ;

I I 2 ( i , j , t )=beta ( i , j , t )∗S1 ( i , j , t )∗ I1 ( i , j , t )/N1( i , j )+VI ( i , j , t ) ;

S1 ( i , j , t+1) = (− I I 2 ( i , j , t ) + mu( i , j , t )∗ (N1( i , j )−S1 ( i , j , t ) )

+gama( i , j , t )∗C1( i , j , t ) )∗h + S1 ( i , j , t ) ;

I1 ( i , j , t+1) = ( I I 2 ( i , j , t )+sigma ( i , j , t )∗ beta ( i , j , t )∗C1( i , j , t )∗ I1 ( i , j , t )

−( a l f a ( i , j , t )

+mu( i , j , t ) )∗ I1 ( i , j , t ) )∗h+I1 ( i , j , t ) ;

R1( i , j , t+1) =((1−sigma ( i , j , t ) )∗ beta ( i , j , t )∗C1( i , j , t )∗ I1 ( i , j , t )

+ a l f a ( i , j , t )∗ I1 ( i , j , t )−(mu( i , j , t )+de l t a ( i , j , t ) )∗R1( i , j , t ) )∗h + R1( i , j , t ) ;

C1( i , j , t+1) =(( de l t a ( i , j , t )∗R1( i , j , t ))−beta ( i , j , t )∗C1( i , j , t )∗ I1 ( i , j , t )

−(mu( i , j , t )+gama( i , j , t )∗C1( i , j , t ) ) )∗ h + C1( i , j , t ) ;

end

end

%AUXVI=VI ;

%################Soma ind iv i duo s de cada c l a s s e ###############

S241=sum(sum(S1 ( : , : , : ) ) ) . / sum(sum(N1(mc :mf ,mc :mf ) ) ) ;

%./(na−2∗nv ) ˆ 2 ;

S341=sum(sum( I1 ( : , : , : ) ) ) . / sum(sum(N1(mc :mf ,mc :mf ) ) ) ;

%./(na−2∗nv ) ˆ 2 ;
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S441=sum(sum(R1 ( : , : , : ) ) ) . / sum(sum(N1(mc :mf ,mc :mf ) ) ) ;

%./(na−2∗nv ) ˆ 2 ;

S541=sum(sum(C1 ( : , : , : ) ) ) . / sum(sum(N1(mc :mf ,mc :mf ) ) ) ;

%g r a p h i c s t o o l k i t

end

Para o modelo fracionário é necessário um modelo adequado, que considere esse efeito de

operador não local. Para tanto, aprendemos a fazer simulações desse tipo com [47, 46].

As simulações utilizando esse modelo, utilizam a ideia de um método do tipo preditor/cor-

retor para o operador de convolução e o tempo de simulação não tem demora máxima de 5

minutos.

%################parametros######################

mu = 0 . 0 2 ; beta = 25 ; a =7; d e l t a = 0 . 7 5 ; rho = 1 ; gamma= 0 . 3 5 ;

sigma = 0 . 1 2 ; P = 1 ;

%#############ordens das der ivadas #####################

theta=1; theta1 =0.95; theta2 =0.95; theta3 =0.85; theta4 =0.8 ;

theta5 =0.8 ; theta6 =0.8 ; theta7 =0.8 ; theta8 =0.8 ;

%###################modelo######################

f f un=@( t , x )

[ (muˆ theta1 )∗P+(gammaˆ theta1 )∗ ( x (4)) −(( beta ˆ theta1 )∗ ( x ( 2 ) )

+(muˆ theta1 ) )∗ ( x (1))−( rhoˆ theta1 )∗ ( x ( 1 ) ) ;

( beta ˆ theta2 )∗ ( x ( 1 ) ) ∗ ( x (2))+( sigmaˆ theta1 )∗ ( beta ˆ theta2 )∗ ( x ( 4 ) ) ∗ ( x ( 2 ) )

−((aˆ theta2 )+(muˆ theta2 ) )∗ ( x ( 2 ) ) ;

(1−( sigmaˆ theta3 ) )∗ ( beta ˆ theta3 )∗ ( x ( 4 ) ) ∗ ( x (2))+( aˆ theta3 )∗ ( x ( 2 ) )

−((muˆ theta3 )+( de l t a ˆ theta3 ) )∗ ( x (3) )+(( rhoˆ theta3 )∗ ( x ( 1 ) ) ) ;

( d e l t a ˆ theta4 )∗ ( x (3))−( beta ˆ theta4 )∗ ( x ( 4 ) ) ∗ ( x ( 2 ) )

−(gammaˆ theta4+(muˆ theta4 ) )∗ ( x ( 4 ) ) ] ;

%#metodo do t ipo p r ed i t o r c o r r e t o r

baseado em Garrapa#

% Armazenamento das c o n d i e s i n i c i a i s

i c . t0 = t0 ;

i c . y0 = y0 ;

i c . m alpha = c e i l ( alpha ) ;

f o r i = 1 : a lpha l eng th

f o r j = 0 : i c . m alpha ( i )−1

i c . m a l pha f a c t o r i a l ( i , j +1) = f a c t o r i a l ( j ) ;

end

end
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% Armazenamento das in formacoes do problema

Probl . i c = i c ;

Probl . f f u n = f f u n ;

Probl . p rob l em s i z e = prob l em s i z e ;

Probl . param = param ;

Probl . alpha = alpha ;

Probl . a lpha l eng th = a lpha l eng th ;

% Numero de s o l u c o e s

r = 16 ;

N = c e i l ( (T−t0 )/h) ;

Nr = c e i l ( (N+1)/ r )∗ r ;

Qr = c e i l ( l og2 (Nr/ r ) ) − 1 ;

NNr = 2ˆ(Qr+1)∗ r ;

% va r i a v e i s

y = ze ro s ( Probl . prob lem s ize ,N+1) ;

fy = ze ro s ( Probl . prob lem s ize ,N+1) ;

zn pred = ze ro s ( Probl . prob lem s ize ,NNr+1) ;

i f mu > 0

zn co r r = ze ro s ( Probl . prob lem s ize ,NNr+1) ;

e l s e

zn co r r = 0 ;

end

% A v a l i a o dos c o e f i c i e n t e s do m t od o PECE

nvett = 0 : NNr+1 ;

bn = ze ro s ( Probl . a lpha length ,NNr+1) ; an = bn ; a0 = bn ;

f o r i a l pha = 1 : Probl . a lpha l eng th

f i nd a l pha = f i nd ( alpha ( i a l pha)==alpha ( 1 : i a lpha −1)) ;

i f ˜ isempty ( f i nd a l pha )

bn( i a lpha , : ) = bn( f i nd a l pha ( 1 ) , : ) ;

an ( i a lpha , : ) = an ( f i nd a l pha ( 1 ) , : ) ;

a0 ( i a lpha , : ) = a0 ( f i nd a l pha ( 1 ) , : ) ;

e l s e

nalpha = nvett . ˆ alpha ( i a l pha ) ;

nalpha1 = nalpha .∗ nvett ;

bn ( i a lpha , : ) = nalpha ( 2 : end ) − nalpha ( 1 : end−1) ;

an ( i a lpha , : ) = [ 1 , ( nalpha1 ( 1 : end−2) − 2∗nalpha1 ( 2 : end−1)

+ nalpha1 ( 3 : end ) ) ] ;
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a0 ( i a lpha , : ) = [ 0 , nalpha1 ( 1 : end−2)−nalpha ( 2 : end−1) .∗( nvett ( 2 : end−

−alpha ( i a l pha )−1)] ;

end

end

METH. bn = bn ; METH. an = an ; METH. a0 = a0 ;

METH. halpha1 = h . ˆ alpha . /gamma( alpha+1) ;

METH. halpha2 = h . ˆ alpha . /gamma( alpha+2) ;

METH.mu = mu ; METH. mu tol = mu tol ;

% Evaluat ion o f FFT of c o e f f i c i e n t s o f the PECE method

METH. r = r ;

i f Qr >= 0

i n d e x f f t = ze ro s (2 ,Qr+1) ;

f o r l = 1 : Qr+1 % log2 (NNr/ r )

i f l == 1

i n d e x f f t (1 , l ) = 1 ; i n d e x f f t (2 , l ) = r ∗2 ;

e l s e

i n d e x f f t (1 , l ) = i n d e x f f t (2 , l −1)+1 ; i n d e x f f t (2 , l ) =

i n d e x f f t (2 , l −1)+2ˆ l ∗ r ;

end

end

bn f f t = ze ro s ( Probl . a lpha length , i n d e x f f t (2 ,Qr+1)) ;

a n f f t = bn f f t ;

f o r l = 1 : Qr+1 % log2 (NNr/ r )

coe f end = 2ˆ l ∗ r ;

f o r i a l pha = 1 : Probl . a lpha l eng th

f i nd a l pha = f i nd ( alpha ( i a l pha)==alpha ( 1 : i a lpha −1)) ;

i f ˜ isempty ( f i nd a l pha )

b n f f t ( i a lpha , i n d e x f f t (1 , l ) : i n d e x f f t (2 , l ) ) =

bn f f t ( f i nd a l pha (1 ) , i n d e x f f t (1 , l ) : i n d e x f f t (2 , l ) ) ;

a n f f t ( i a lpha , i n d e x f f t (1 , l ) : i n d e x f f t (2 , l ) ) =

a n f f t ( f i nd a l pha (1 ) , i n d e x f f t (1 , l ) : i n d e x f f t (2 , l ) ) ;

e l s e

b n f f t ( i a lpha , i n d e x f f t (1 , l ) : i n d e x f f t (2 , l ) ) =

f f t (METH. bn( i a lpha , 1 : coe f end ) , coe f end ) ;

a n f f t ( i a lpha , i n d e x f f t (1 , l ) : i n d e x f f t (2 , l ) ) =

f f t (METH. an ( i a lpha , 1 : coe f end ) , coe f end ) ;

end

end
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end

METH. bn f f t = bn f f t ; METH. a n f f t = a n f f t ;

METH. i n d e x f f t = i n d e x f f t ;

end

% s o l u o

t = t0 + (0 : N)∗h ;

y ( : , 1 ) = y0 ( : , 1 ) ;

fy ( : , 1 ) = f temp ;

[ y , fy ] = Tr iango lo (1 , r−1, t , y , fy , zn pred , zn cor r , N, METH, Probl ) ;

f f = ze r o s ( 1 , 2 . ˆ (Qr+2)) ; f f ( 1 : 2 ) = [ 0 2 ] ; c a r d f f = 2 ;

nx0 = 0 ; ny0 = 0 ;

f o r qr = 0 : Qr

L = 2ˆ qr ;

[ y , fy ] = DisegnaBlocch i (L , f f , r , Nr , nx0+L∗ r , ny0 , t , y , fy , . . .

zn pred , zn cor r , N, METH, Probl ) ;

f f ( 1 : 2∗ c a r d f f ) = [ f f ( 1 : c a r d f f ) f f ( 1 : c a r d f f ) ] ;

c a r d f f = 2∗ c a r d f f ;

f f ( c a r d f f ) = 4∗L ;

end

i f T < t (N+1)

c = (T − t (N) )/ h ;

t (N+1) = T ;

y ( : ,N+1) = (1−c )∗y ( : ,N) + c∗y ( : ,N+1) ;

end

t = t ( 1 :N+1) ; y = y ( : , 1 :N+1) ;

end

% ===============================================================

% ===============================================================

% r : d im e n s o do quadrado ou t r i n g u l o b s i c o

% L : f a t o r de redimensionamento dos quadrados

func t i on [ y , fy ] = DisegnaBlocch i (L , f f , r , Nr , nx0 , ny0 , t , y , fy , . . .

zn pred , zn cor r , N , METH, Probl )
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nxi = nx0 ; nxf = nx0 + L∗ r − 1 ;

nyi = ny0 ; nyf = ny0 + L∗ r − 1 ;

i s = 1 ;

s nx i ( i s ) = nxi ; s nx f ( i s ) = nxf ; s ny i ( i s ) = nyi ; s ny f ( i s ) = nyf ;

i t r i a n g o l o = 0 ; stop = 0 ;

whi l e ˜ stop

stop = nxi+r−1 == nx0+L∗ r−1 | ( nxi+r−1>=Nr−1) ;

[ zn pred , zn co r r ] =

Quadrato ( nxi , nxf , nyi , nyf , fy , zn pred , zn cor r , N, METH, Probl ) ;

[ y , fy ] = Tr iango lo ( nxi , nxi+r−1, t , y , fy , zn pred , zn cor r ,

N, METH, Probl ) ;

i t r i a n g o l o = i t r i a n g o l o + 1 ;

i f ˜ stop

i f nxi+r−1 == nxf % I l t r i a n g o l o f i n i s c e dove f i n i s c e i l quadrato −

i D e l t a = f f ( i t r i a n g o l o ) ;

Delta = i De l t a ∗ r ;

nxi = s nx f ( i s )+1 ; nxf = s nx f ( i s ) + Delta ;

nyi = s nx f ( i s ) − Delta +1; nyf = s nx f ( i s ) ;

s n x i ( i s ) = nxi ; s nx f ( i s ) = nxf ; s ny i ( i s ) =

nyi ; s ny f ( i s ) = nyf ;

e l s e

nxi = nxi + r ; nxf = nxi + r − 1 ; nyi = nyf + 1 ;

nyf = nyf + r ;

i s = i s + 1 ;

s nx i ( i s ) = nxi ; s nx f ( i s ) = nxf ; s ny i ( i s ) = nyi ;

s ny f ( i s ) = nyf ;

end

end

end

end

% =============================================================
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% =============================================================

func t i on [ zn pred , zn co r r ] = Quadrato ( nxi , nxf , nyi , nyf , fy , zn pred , zn co

%coe f b eg = nxi−nyf ;

coe f end = nxf−nyi+1 ;

i f f t = log2 ( coe f end /METH. r ) ;

funz beg = nyi+1 ; funz end = nyf+1 ;

Nnxf = min (N, nxf ) ;

% A v a l i a o do segmento de c o n v o l u o para o p r ed i t o r

v e t t f un z = fy ( : , funz beg : funz end ) ;

v e t t f u n z f f t = f f t ( ve t t funz , coe f end , 2 ) ;

zzn pred = ze ro s ( Probl . prob lem s ize , coe f end ) ;

f o r i = 1 : Probl . p rob l em s i z e

i a l pha = min ( Probl . a lpha length , i ) ;

Z = METH. bn f f t ( i a lpha ,METH. i n d e x f f t (1 , i f f t ) :

METH. i n d e x f f t (2 , i f f t ) ) . ∗ v e t t f u n z f f t ( i , : ) ;

zzn pred ( i , : ) = r e a l ( i f f t (Z , coe f end ) ) ;

end

zzn pred = zzn pred ( : , nxf−nyf+1−1:end−1) ;

zn pred ( : , nxi+1:Nnxf+1) = zn pred ( : , nxi+1:Nnxf+1) +

zzn pred ( : , 1 : Nnxf−nxi+1) ;

% Aval iacao do segmento de convolucao para o c o r r e t o r

i f METH.mu > 0

i f nyi == 0 % Evaluat ion o f the lowest square

v e t t f un z = [ z e r o s ( Probl . prob lem s ize , 1 ) ,

fy ( : , funz beg+1: funz end ) ] ;

v e t t f u n z f f t = f f t ( ve t t funz , coe f end , 2 ) ;

end

z zn co r r = ze ro s ( Probl . prob lem s ize , coe f end ) ;

f o r i = 1 : Probl . p rob l em s i z e

i a l pha = min ( Probl . a lpha length , i ) ;

Z = METH. a n f f t ( i a lpha ,METH. i n d e x f f t (1 , i f f t ) :

METH. i n d e x f f t (2 , i f f t ) ) . ∗ v e t t f u n z f f t ( i , : ) ;

z zn co r r ( i , : ) = r e a l ( i f f t (Z , coe f end ) ) ;

end

z zn co r r = zzn co r r ( : , nxf−nyf+1:end ) ;

zn co r r ( : , nxi+1:Nnxf+1) = zn co r r ( : , nxi+1:Nnxf+1) +

zzn co r r ( : , 1 : Nnxf−nxi+1) ;



133

e l s e

zn co r r = 0 ;

end

end

% =======================================================

% =======================================================

func t i on [ y , fy ] = Triango lo ( nxi , nxf , t , y , fy , zn pred ,

zn cor r , N, METH, Probl )

f o r n = nxi : min (N, nxf )

% A v a l i a o do p r ed i t o r

Phi = ze ro s ( Probl . prob lem s ize , 1 ) ;

i f nxi == 1 % Case o f the f i r s t t r i a n g l e

j b eg = 0 ;

e l s e % Case o f any t r i a n g l e but not the f i r s t

j b eg = nxi ;

end

f o r j = j beg : n−1

Phi = Phi + METH. bn ( 1 : Probl . a lpha length , n−j ) . ∗ fy ( : , j +1) ;

end

St = StartingTerm ( t (n+1) , Probl . i c ) ;

y pred = St + METH. halpha1 . ∗ ( zn pred ( : , n+1) + Phi ) ;

f p r ed = f v e c t o r f i e l d ( t (n+1) , y pred , Probl ) ;

% A v a l i a o do c o r r e t o r

i f METH.mu == 0

y ( : , n+1) = y pred ;

fy ( : , n+1) = f p r ed ;

e l s e

j b eg = nxi ;

Phi = ze ro s ( Probl . prob lem s ize , 1 ) ;

f o r j = j beg : n−1

Phi = Phi + METH. an ( 1 : Probl . a lpha length , n−j +1).∗ fy ( : , j +1) ;

end

Phi n = St + . . .



134

METH. halpha2 . ∗ (METH. a0 ( 1 : Probl . a lpha length , n+1).∗ fy ( : , 1 )

+ zn co r r ( : , n+1) + Phi ) ;

yn0 = y pred ; fn0 = f p r ed ;

stop = 0 ; mu it = 0 ;

whi l e ˜ stop

yn1 = Phi n + METH. halpha2 .∗ fn0 ;

mu it = mu it + 1 ;

i f METH.mu == In f

stop = norm(yn1−yn0 , i n f ) < METH. mu tol ;

i f mu it > 100 && ˜ stop

warning ( ’ N o converge ’ , . . .

s t r c a t ( ’ Foi s o l i c i t a d o executar

i t e r a c o e s c o r r e t i v a s

a t a convergenc ia , mas ’ , . . .

’ o p roce s so nao converge para

a t o l e r a n c i a e % em 100 i t e r a t i o n ’ ) ,

METH. mu tol ) ;

stop = 1 ;

end

e l s e

stop = mu it == METH.mu ;

end

fn1 = f v e c t o r f i e l d ( t (n+1) ,yn1 , Probl ) ;

yn0 = yn1 ; fn0 = fn1 ;

end

y ( : , n+1) = yn1 ;

fy ( : , n+1) = fn1 ;

end

end

end

% =============================================================

% =============================================================

func t i on f = f v e c t o r f i e l d ( t , y , Probl )

i f isempty ( Probl . param)

f = f e v a l ( Probl . f f un , t , y ) ;

e l s e
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f = f e v a l ( Probl . f f un , t , y , Probl . param) ;

end

end

% ================================================================

% ================================================================

func t i on ys = StartingTerm ( t , i c )

ys = ze ro s ( s i z e ( i c . y0 , 1 ) , 1 ) ;

f o r k = 1 : max( i c . m alpha )

i f l ength ( i c . m alpha ) == 1

ys = ys + ( t−i c . t0 )ˆ ( k−1)/ i c . m a l pha f a c t o r i a l ( k )∗ i c . y0 ( : , k ) ;

e l s e

i a l pha = f i nd (k<=i c . m alpha ) ;

ys ( i a lpha , 1 ) = ys ( i a lpha , 1 ) + ( t−i c . t0 )ˆ ( k−1)∗ i c . y0 ( i a lpha , k ) . / i c .

end

end

end


