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RESUMO

Nesta tese estudamos a existéncia de solug¢des analiticas sincronizadas para o modelo
de osciladores acoplados em fase, proposto por Strogatz [50], para os ritmos bioldgicos de
sono-vigilia e temperatura corporal, com generaliza¢cdes em duas direcdes. Na primeira,
introduzimos as derivadas de ordem fraciondria para verificarmos a influéncia da memoria
e denominamos de Modelo de Fase Fraciondrio. Na segunda dire¢do, incorporamos mais
um oscilador, que representa a dor, na dindmica do problema e denominamos este Modelo
de PIM (pain influenced model). Para ambos os modelos, a boa-coloca¢dao do problema
de valor inicial associado € demonstrada. Além disso, obtivemos as solucdes analiticas
sincronizadas, dos dois modelos propostos, sempre que a dindmica fraciondria adotada
seja a mesma para todos os osciladores. No caso de dinamicas com ordens fraciondrias
distintas, mostramos a existéncia de limitantes superiores e inferiores, para quaisquer que
sejam as solucdes sincronizadas dos modelos estudados, em termos das forcas de acopla-
mento e das frequéncias intrinsecas do modelo. Estes resultados, em particular, implicam
na derivacdo de relacdes explicitas, para as solucdes sincronizadas do modelo, em termos
das forcas de acoplamento e das diferencas de fase dos osciladores estudados (conheci-
das como restricdes de Winfree). Esta caracterizagdo permite uma simples escolha dos
parametros para as simulacdes numéricas apresentadas, as quais descrevem os resultados
tedricos obtidos. Tanto os resultados tedricos quanto os numéricos apresentados nesta
tese s@o motivados pela andlise de dados reais de pacientes submetidos a procedimen-
tos cirdrgicos, disponibilizados por um grupo de pesquisa da Universidade Federal do
Rio Grande do Sul. Ambos resultados colaboram para a conjectura de que a existéncia
de memoria reforca a sincronizacdo do ritmo circadiano. A sincronizagdo, por sua vez,
implica em menor perturbacao de influéncias externas (como a dor) na ritmicidade.

Palavras-chave: Ritmo Circadiano, Calculo Fracionéario, Osciladores, Sincronizacao.



ABSTRACT

In this thesis we study the existence of synchronized analytical solutions for the phase-
coupled oscillator model proposed by Strogatz [50] for the sleep-wake biological rhythms
and body temperature, with generalizations in two directions. In the first one, we intro-
duce fractional order derivatives to verify the influence of memory and call it the Frac-
tional Phase Model. In the second direction, we incorporated another oscillator, which
represents pain, into the dynamics of the problem and called it the PIM (Pain Influenced
Model) model. For both models, the well-posedness of the associated initial value prob-
lem is demonstrated. Furthermore, we obtained the synchronized analytical solutions of
the two proposed models, whenever the fractional dynamics adopted is the same for all
oscillators. In the case of dynamics with distinct fractional orders, we show the existence
of upper and lower limits, for whatever the synchronized solutions of the studied models,
in terms of the coupling forces and the intrinsic frequencies of the model. These results,
in particular, imply the derivation of explicit relations, for the synchronized solutions of
the model, in terms of the coupling forces and phase differences of the studied oscil-
lators (known as Winfree constraints). This characterization allows a simple choice of
parameters for the numerical simulations presented, which describe the theoretical results
obtained. The theoretical and numerical results presented in this thesis are motivated by
the analysis of real data from patients undergoing surgical procedures, made available by a
research group from the Federal University of Rio Grande do Sul. Both results contribute
to the conjecture that the existence of memory increases circadian rhythm synchroniza-
tion. Synchronization, in turn, implies less disturbance of external influences (such as
pain) in the rhythmicity.

Keywords: Circadian Rhythm, Fractional Calculus, Oscillators, Synchronization.
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1 INTRODUCAO

Os seres humanos possuem ritmos bioldgicos que descrevem diversas fungdes cor-
porais. Intervalos de sono, niveis hormonais, temperatura corporal e pressao arterial sdo
alguns exemplos desses ritmos. Estes ritmos bioldgicos, ou biorritmos, sao denominados
de varidveis reguladas que mudam de modo previsivel e produzem padrdes de repeti¢do
ou ciclos de mudancgas [46]. Em outras palavras, os ritmos bioldgicos sao estados que
descrevem o comportamento do corpo humano e sdo munidos de um periodo, na maioria
das vezes, perceptivel e bem definido. Tendo um periodo conhecido, os ritmos bioldgicos

sdo classificados de acordo com certos periodos aproximados, representados na Tabela 1.

Tabela 1: Periodo dos Ritmos Biolégicos.

Ritmo Periodo
Circameral 12 horas
Circadiano 24 horas
Circalunar 28 dias
Circanual 365 dias

Além dos ritmos supracitados, em alguns casos, os ritmos biol6gicos recebem o pre-
fixo ultra, que dita um ciclo maior que o estimado e, em outros casos, o prefixo infra que
dita um ciclo menor que o estimado [34].

O ritmo circadiano € um processo biolégico natural interno que apresenta oscilacdes
enddgenas (que se origina no interior do organismo) e adaptativas em torno de um periodo
de 24 horas [54]. Embora endégeno, o ritmo circadiano se ajusta a forcas externas cha-
madas de zeitgebers', os quais incluem luminosidade, temperatura, entre outros. Ainda,
o ritmo circadiano é controlado por um sistema cujo funcionamento € similar ao de um
reldgio, conhecido como reldgio bioldgico interno, cuja sede central € o nicleo supraqui-
asmatico do hipotdlamo. Este € uma estrutura neurofisioldgica que se forma durante o
periodo fetal em mamiferos [41].

O reldgio bioldgico interno monitora o ciclo de atividades e regula os ritmos mate-

lZeitgebers, do Alemao “time giver”.
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riais e psicolégicos do ser humano, influenciando na digestdo em vigilia, renovagao das
células, entre outras funcdes [9]. Anormalidades ou desordem do ritmo circadiano sao res-
ponsaveis por problemas de saide em humanos, os quais incluem problemas cognitivos,
obesidade, diabetes, cincer, entre outras [27, 45, 46]. Neste trabalho vamos considerar
trés ritmos: sono-vigilia, temperatura corporal e dor.

O ritmo bioldgico do sono-vigilia que é observado em animais, plantas, fungos e
cianobactérias [54], € um ritmo com um periodo, geralmente, muito bem definido. Este
ritmo descreve os periodos didrios em que se estd acordado ou dormindo. O hipotdlamo é
o responsavel pelo controle deste ritmo.

A temperatura corporal é também um marcador (ritmo) que estd diretamente associada
ao sono-vigilia. A variacao térmica circadiana € um fendmeno natural e, geralmente, nao
ultrapassa os 0.6°C [8, 32]. A temperatura também pode se modificar conforme a hora
do dia: sendo a mais baixa (basal) no inicio da manha e a mais alta no inicio da noite,
isso para pessoas autodenominadas “matutinas” [46]. Assim como no sono-vigilia, o
hipotdlamo possui um sistema de controle central, que regula a temperatura do corpo ao
integrar os impulsos térmicos provenientes de quase todos os tecidos do organismo [8].
Tal é uma regido do encéfalo, localizada abaixo do tdlamo e acima da hipdfise, como

podemos visualizar na Figura 1.

7 | y
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Figura 1: Hipotdlamo. Fonte: Dee Unglaub Silverthorn, pagina 288 de [46].

O ritmo bioldgico a ser considerado neste trabalho € a dor, que é um dos componentes
essenciais de defesa do organismo. A defini¢do de dor da Associacdo Internacional para

Estudos da Dor (IASP) consiste em “uma experiéncia sensitiva e emocional desagradavel
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associada, ou semelhante aquela associada, a uma lesao tecidual real ou potencial” [1]. O
talamo (Figura 1) € o responsdavel pela sensac@o de dor. Sendo a dor um dos principais
meios do organismo humano informar que algum 6rgao ou sistema, seja interno ou ex-
terno, apresenta algum distirbio ou problema, ocasionada por um distirbio psicolégico

ou uma doenga, por exemplo.

O estudo do ritmo circadiano vem gradativamente sendo aprofundado por pesquisado-
res de diversas dreas [3, 5, 9, 21, 26, 38, 44, 51, 56]. Os agraciados com o Prémio Nobel
de Fisiologia e Medicina de 2017, Jeffrey Hall, Michael Rosbash e Michael Young ao re-
alizarem os seus estudos, descobriram os mecanismos moleculares que controlam o ritmo
circadiano [26]. Estes mecanismos consistem em uma proteina chamada PER, proteina
codificada por periodo, que se acumula durante a noite e se degrada durante o dia, ou seja,
os niveis de proteina PER oscilam ao longo de um ciclo de 24 horas. Isto ocorre pois uma
segunda proteina chamada TIM, de “Timeless” (sem tempo), se liga a proteina PER para
chegarem juntas no nucleo celular, onde bloqueiam a atividade do gene periodo, detendo
a producao de mais PER e, assim, fechando o ciclo necessario para o ritmo circadiano

normal. Para uma descri¢ao mais detalhada dos laureados, [26] e referéncias nele.

Do ponto de vista de modelagem, as variagdes periodicas observdveis no ritmo cir-
cadiano do sono-vigilia, da temperatura e, eventualmente, da dor, indicam que sistemas
acoplados de osciladores sdo 6timos protétipos para descrever as propriedades essenci-
ais dos ritmos biologicos investigados. Desde 1960, bio-matematicos tém estudado a
formulacdo e andlise de sistemas de osciladores que descrevam propriedades essenciais,
como o periodo de repeti¢ao dos ritmos e o quanto podem estar relacionados [51]. Dentre
os modelos matematicos que representam o ritmo circadiano e foram propostos ao longo
dos anos, destacamos a andlise iniciada em 1967 por Winfree [56], seguida por Kuramoto
[30] em 1975. Ao invés de analisar o comportamento dos osciladores durante o tempo,
Winfree [56] e Kuramoto [30] modelam a dindmica dos osciladores através do plano de
fase. Por isso tais modelos sdo considerados modelos de fase (ver exemplificado na Fi-
gura 2). O plano de fase pode ser considerado com um espaco abstrato, cujas coordenadas
descrevem os estados do sistema. Por exemplo, a movimentacao de um péndulo no plano
de fase, pode ser descrito por soltar o péndulo de alturas distintas e plotar sua posi¢dao
e velocidade. Notemos que, tais trajetdrias no plano de fase sdo curvas fechadas, que o
péndulo, assim como qualquer outro tipo de oscilador, repetem a mesma movimentagao

repetitivamente.

Ritmos associados a sistemas bioldgicos possuem, em geral, ndo somente um periodo
caracteristico (24h do ritmo circadiano), mas também uma amplitude caracteristica. Estes
ritmos descrevem uma trajetoria particular no espaco de fases. Por exemplo, € esperado
que se ha alguma perturbagao no ritmo regular, ele logo retornard a sua trajetoria normal.
Ademais, os sistemas bioldgicos de interesse sao modelados por mais de um oscilador de

forma acoplada. Neste caso, o tratamento matematico € muito mais complexo e varias
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Figura 2: Exemplo de um oscilador de fase.

questdes ainda precisam de respostas [49, 58].

Para o acoplamento entre os osciladores de fase € necessario parametros de frequéncia
intrinsecas e de forcas de acoplamento. A frequéncia intrinseca estd diretamente relaci-
onada com o periodo do respectivo ritmo biolégico. As forcas de acoplamento sdo os
valores que descrevem quanto um ritmo bioldgico influencia no outro. Uma situagdo
para exemplificar os termos € uma pessoa com temperatura corporal com um ciclo que
se repete exatamente a cada dia, isso significa que o periodo € de 24 horas e como a

temperatura corporal influencia nos intervalos de sono € uma for¢a de acoplamento.

O bom funcionamento de nosso corpo depende de uma ordem com que nossas funcoes
quimicas e bioldgicas sdo encadeadas. Ou seja, que estas sigam o curso natural de nosso
relogio bioldgico. Tal acontecimento deve seguir uma sincronia, ou seja, que os oscilado-
res que governam estas fungdes sigam o mesmo padrao dia ap6s dia. Por outro lado, uma
dessincronizagdo dos padrdes habituais podem levar a diversas disfuncdes hormonais e
doencas (ver [27] e referéncias). Nesta direcdo, podemos dizer que o ritmo circadiano
estd totalmente sincronizado quando os ritmos bioldgicos do corpo humano se repetem
todos os dias nos mesmos horarios. Como um exemplo desta situacdo, podemos conside-
rar os ritmos da temperatura corporal, sono-vigilia e dor. Assim, se uma pessoa acorda
as 8 horas, com temperatura de 36,8°C e tem episodios de manifestacdo de dor surgindo
exatamente as 9 horas, e o padrao se repete diariamente. Neste caso, assumimos que seu
ritmo circadiano esta totalmente sincronizado, mesmo sob influéncia da dor. Caso nao
ocorra tal padrdo e esses horarios nao se repitam em outros dias, entdo o ritmo circadiano
estard parcialmente (somente dois dos trés osciladores estdo em sincronia) ou totalmente

dessincronizado. Veremos isto de forma mais clara na defini¢cao abaixo.

Definicao 1.1: Dois osciladores de fase sdo ditos sincronizados no intervalo [a,b] se, e

somente se, para todo t € [a,b], a diferenga de fase entre os osciladores é constante.

Existe uma vasta literatura matemdtica e biologica descrevendo os fendmenos de
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sincroniza¢do/dessincronizagcdo de osciladores acoplados em fase, por exemplo [2, 30,
31, 36, 50, 51, 52, 56].

Uma das primeiras contribuicoes no sentido de elucidar os fendomenos de
sincroniza¢do/dessincronizagdo de osciladores de fase ndo-lineares € devido a Winfree em
1967 [40, 56]. O autor descobriu que cada oscilador funciona em sua prépria frequéncia
natural, fazendo com que a populagdo de osciladores se comporte de maneira incoerente,
caso a relacdo entre as forcas de acoplamento for relativamente maior que as frequéncias
intrinsecas. Por outro lado, no caso em que o acoplamento € suficientemente forte para
superar a heterogeneidade nas frequéncias intrinsecas (chamados de osciladores fraca-
mente acoplados), entdo o sistema entra espontaneamente em sincronia. Com isso, temos

a definicao de Winfree para sincronizagao:

Definicao 1.2: (Restricoes de Winfree) Considerando que cada oscilador de fase des-
creve o comportamento de um ritmo biologico e observando os osciladores dois a dois,

temos que

1- se a soma das forcas de acoplamento for maior que o modulo da diferenca das

frequéncias intrinsecas, entdo a relagcdo entre esses osciladores é sincronizada.

Isso acontece porque as forcas de acoplamento tem maior influéncia no sistema e,

consequentemente, tais ritmos se sincronizam,

2- se a soma das forcas de acoplamento for menor que o modulo da diferenca das

[frequéncias intrinsecas, entdo a relagcdo entre esses osciladores é dessincronizada.

Isso acontece porque as forcas de acoplamento ndo tem tanta influéncia no sis-
tema e, consequentemente, a frequéncia intrinseca de cada oscilador permanecerd

inalterada (ou quase isso) deixando o sistema dessincronizado.

Outra contribui¢do relevante para a andlise de sincronizagao de sistemas de oscilado-
res acoplados e em fase surgiu com a andlise feita por Kuramoto [30, 31, 52]. Os chama-
dos modelos de Kuramoto descrevem uma grande populacdo de osciladores fracamente
acoplados, cujas frequéncias naturais sdo extraidas de alguma distribuicdo pré-definida
[52]. Um aspecto interessante do modelo de Kuramoto esta relacionado com a relacao
existente entre a quantidade de osciladores e a intensidade dos acoplamentos. A andlise
matematica deste fendmeno foi problematica e bem sucedida [30, 31, 40, 52]. As anélises
foram bem sucedidas quando um grande nimero de osciladores acoplados ocasionaram
na convergéncia geral do sistema para sincronizagdo ou dessincronizagao total. Por outro
lado, as anélises foram probleméticas quando s@o poucos osciladores. Nesse caso, o resul-
tado a respeito de sincronizacdo/dessincroniza¢ao € um problema em aberto [52], exceto
no caso de dois osciladores estudado por Strogatz [50] em 1986. Em ambas as aborda-
gens, de Winfree e Kuramoto, um pressuposto necessario € que as forcas que regem os

acoplamentos sejam idénticas. Daremos mais detalhes destas abordagens no Capitulo 3.
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Strogatz, em [50], propds um modelo de fase composto por dois osciladores nao line-
ares acoplados, com for¢as de acoplamento distintas, para modelar e analisar o comporta-
mento do ritmo circadiano. Estes osciladores descrevem o ritmo da temperatura corporal
e o ritmo do sono-vigilia. Strogatz obteve a solucao analitica para o caso sincronizado e,

sob certas restri¢des, para o caso dessincronizado. Daremos mais detalhes no Capitulo 4.

Como sabemos, o ritmo circadiano possui a caracteristica de se adaptar ao meio ambi-
ente local, dada a acdo de forcas externas chamadas de zeitgebers. Um exemplo classico
¢ a capacidade das pessoas sincronizarem seu ritmo bioldgico apds uma experiéncia de
jet lag. Ainda, a repeticdo de determinados comportamentos e rotinas, no novo ambi-
ente e com condi¢des de luminosidade apropriadas, fazem o processo de sincronizagao
do ritmo circadiano mais rapido. Esse € o caso, por exemplo, de uma pessoa que vai
para a cama e levanta nos mesmos “hordrios” que faz habitualmente, mesmo estando em
outro fuso horario. Assim, os zeitgebers funcionam com um acionador da memoria que o
nosso ritmo circadiano adquiriu durante a evolugao e vice-versa. Neste trabalho, usamos
memoria como o sindnimo da habilidade de reter e evocar informagdes, caracteristicas
presentes de forma conscientes ou subconscientes nos seres vivos, em especial, nos hu-
manos [46]. Portanto, ao falarmos em memoria, estamos nos referindo a um organismo
saber ou ndo da existéncia de um comportamento passado e ter informagdes sobre como

foi o comportamento.

A andlise de dados do ritmo circadiano de algumas pessoas que passaram por uma
cirurgia serd realizada no Capitulo 2. Uma andlise preliminar sugere que quanto mais de-
finida € a rotina de um paciente quando submetidos a uma perturbagao do ritmo (cirurgia),
este paciente tende a apresentar menores niveis € menos evidéncias de dor. Além disso,
tende a conservar a sincronizac¢do do ritmo circadiano apds o periodo de perturbacao.
Em contra partida, pessoas que nao possuem qualquer memoria ritmica bem definida, ao
passarem por uma perturbagdo, tendem a apresentar mais momentos de dor e/ou apresen-
tar dor em niveis mais elevados. No Capitulo 2 mostramos especialmente os dados da
Paciente 1 e da Paciente 5.

Neste trabalho, focaremos nossa aten¢cao na modelagem do ritmo circadiano, em par-
ticular, na influéncia que outros ritmos bioldgicos t€m sobre o ritmo circadiano. Nos
deteremos a modelar e estudar como a dindmica da temperatura corporal, do sono-vigilia
e da dor influenciam no ritmo circadiano. Faremos ainda uma andlise da modelagem
com efeitos de memoria e se tais efeitos influenciam na dindmica de sincronizacdo dos
marcadores considerados.

Desse modo, as novidades desta tese podem ser sintetizadas como a extensao do tra-
balho de Strogatz na modelagem do ritmo circadiano de duas frentes. Na primeira, intro-
duzimos as derivadas de ordem fraciondria na dinamica do Modelo de Fase com os dois
osciladores acoplados, propostos por Strogatz, com o intuito de de agregar caracteristicas

de memoria ao modelo. Na segunda, estendemos o modelo de Strogatz para trés oscila-
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dores de fases acoplados, de forma a agregar a dor como um ritmo bioldgico externo a ser
considerado na modelagem, o qual denominamos PIM - “Pain Influenced Model”. Em-
bora simplista, 0 modelo PIM tenta capturar as caracteristicas essenciais e perturbativas
da dor na sincronizagdo/dessincronizacao do ritmo circadiano. O modelo PIM também ¢é
estudado com a dinadmica fraciondria.

A escolha do modelo de Strogatz [50, 51] como ponto de partida colabora com a
necessidade de um modelo simples o suficiente para ser tratado analiticamente e que

ainda descreva caracteristicas essenciais de sincronia dos ritmos analisados.

1.1 Justificativa

O ritmo circadiano regula diversas funcdes importantes do corpo humano e, portanto,
diferencas na sua ritmicidade podem (e em geral estdo) associados com patologias do
corpo humano. Estudos nessa area envolvem diversos ramos da ciéncia, por exemplo, em
bio-medicina, em 2017 os autores [26] estudaram e descobriram mecanismos moleculares
que controlam o ritmo circadiano, e em modelagem matemaética busca-se por modelos que
descrevem o comportamento do ritmo circadiano sob diferentes aspectos. Veja [7, 9, 10,
11, 12,21, 28, 29, 43, 47, 51, 57] para visualizar estudos acerca do ritmo circadiano.

De vital importincia nos estudos associados ao ritmo circadiano estd o entendimento
de como alguns aspectos influenciam na sincronizag¢do ou dessincronizacdo do mesmo,
por que a dessincroniza¢do do ritmo circadiano pode desencadear alteragcdes indesejadas
de diversas fun¢Oes vitais do corpo humano [3]. Ha essencialmente duas formas de fazer
i1sso: um estudo clinico de longo prazo, o qual exige uma grande estrutura para coleta de
dados (os quais s@o em geral bastante imprecisos devido os meios utilizados para coleta)
ou através de uma modelagem matemdtica do problema. A segunda forma, embora di-
ficilmente retrate fidedignamente a realidade, pode servir de um guia bésico geral para
entender o comportamento do ritmo circadiano sob influéncia de agentes externos. As-
sim, obter um modelo matemético que mostre como os aspectos afetam na sincronizacdo
do ritmo circadiano, pode gerar procedimentos médicos mais eficientes bem como formas

alternativas de tratar certos transtornos e doencas.

1.2 Contribuicoes propostas nesta tese

As novidades apresentadas nesta tese sdo:

e No Capitulo 2 fizemos uma andlise dos dados de sono-vigilia e da quantidade
de morfina intravenosa administrada em alguns pacientes que passaram por uma
intervencdo cirdrgica. Os dados estudados sugerem que pacientes que possuiam
uma sincroniza¢do do ritmo circadiano ou de sono-vigilia mais evidente, retorna-

ram a seu estagio pds-cirurgico normal com mais facilidade. Além disso, necessi-
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taram de menos morfina em comparagdo as pacientes cujo sono-vigilia era menos
organizado (dessincronizado). Estas observagdes colaboram com a hipétese de que
a sincronizacdo dos ritmos bioldgicos é benéfico numa retomada de normalidade
e tende a gerar menores evidéncias de dor e/ou niveis de dor mais baixos quando

submetidos a perturbagdes externas.

Com base no modelo de osciladores de fase proposto por Strogatz em [50, 51], pro-
pomos e analisamos as condi¢Oes de sincronizac¢do/dessincronizagdo de extensoes
que contemplam duas frentes de investigacao oriundas da andlise dos dados dos pa-
cientes. A primeira consiste na existéncia de um ativador de zeitgeber influenciado
pela memoria de sincronizagdo dos ritmos analisados, Secdo 4.5 e Se¢do 4.6. A
segunda € a influéncia externa da dor na sincroniza¢ao/dessincronizacao dos ritmos

de sono-vigilia e temperatura, Capitulo 5.

Propomos a extensdo do Modelo de Fase de Strogatz [50, 51] - cujos osciladores
sdo considerados como a temperatura corporal e sono-vigilia - com a incorporagao
de memoria no modelo, advinda da utilizacdo de uma dinamica fracionéria. Para
o caso dos niveis de memoria das dinamicas iguais em ambos osciladores, Secao
4.5, provamos boa colagdo (existéncia, unicidade e dependéncia continua dos dados
iniciais, dos parametros e da ordem da derivada) do modelo fraciondrio, bem como
a existéncia de uma solucdo analitica para o caso sincronizado que estende os re-
sultados obtidos por Strogatz em [50, 51]. Para o caso em que as dindmicas de cada
oscilador possuem memdrias distintas, Se¢ao 4.6, mostramos que a sincronizagao é
um processo muito mais complexo, para o qual nao conseguimos obter uma solu¢do
analitica, independentemente da simplicidade do modelo que estamos analisando.
Por outro lado, propomos limitantes superiores e inferiores (que dependem das
forcas de acoplamento, frequéncias intrinsecas e da ordem das derivadas) para a
solugdo sincronizada. Tal resultado também sugere que, sob a hipotese de memorias
distintas para cada um dos osciladores que estdo sincronizados, conforme o nivel

das memdrias se aproxima, menor € a regidao das solugdes limitante.

A segunda parte de extensdes propostas e analisadas nesta tese € a incorporacdo
de um terceiro oscilador (o da dor) ao Modelo de Fase de Strogatz, o qual de-
nominamos Modelo PIM (Pain Influenced Model). Mostramos resultados de boa
colocagao do Modelo PIM. Analisamos as propriedades de sincronizagdo total e
parcial nos casos sem memoria (dindmica do sistema com ordem inteira, Se¢ao
5.4) e de memorias iguais (mesma dinamica fraciondria em todas as equagdes do
sistema, Secdo 5.5). Para o Modelo PIM sem memodria ou com memdrias iguais,
Secdo 5.4 e 5.5, respectivamente, apresentamos a solu¢do analitica dos casos sin-
cronizado total e parcial. Para o Modelo PIM cuja as dinamicas de cada oscilador

possue memorias distintas, Se¢do 5.6, ndo conseguimos obter uma solugdo analitica
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e analisamos um caso particular de solu¢do. Consideramos os ritmos da tempera-
tura corporal e sono-vigilia fortemente acoplados, podendo assim serem interpre-
tados como um unico oscilador e observamos a influéncia do terceiro oscilador, no
caso a dor, nesse sistema. Para esse caso particular, obtivemos analiticamente as

solugdes limitantes superiores e inferiores para a solu¢do sincronizada.

e As conclusdes tedricas apresentadas nesta tese s@o ilustradas através de exemplos
simulados numericamente que colaboram nas direcOes apontadas, a partir de es-
colha dos parametros (forcas de acoplamento, frequéncias intrinsecas e ordens das
derivadas) apropriadas. Além disso, em alguns casos, os resultados de modelagem

sdo interpretados em termos dos dados dos pacientes analisados.

1.3 Estrutura do Texto

Este trabalho é organizado como segue. Comecamos o trabalho com uma breve
introducdo no Capitulo 1, ao qual apresentamos a ideia principal do trabalho, ter-
mos e defini¢cdes, como ritmos biolégicos, ritmo circadiano, memoria, sincronizagao e
dessincronizagao, justificativas e novidades do trabalho. No Capitulo 2 disponibilizamos
algumas informacdes e gréficos sobre os dados clinicos que motivaram este trabalho, para
tal, trazemos informacdes acerca da fonte dos dados e como estao organizados; e em se-
guida, os gréficos dos dados dos niveis de atividade e morfina intravenosa administrada
nas pacientes, juntamente com a andlise dos mesmos. A seguir, no Capitulo 3 apre-
sentamos brevemente os Modelos de Kuramoto e Winfree. Finalmente, no Capitulo 4,
apresentamos o Modelo de Fase. Comecamos apresentando a proposta de como 0s osci-
ladores estdao acoplados, a estrutura matematica do modelo e os resultados que garante a
boa colocacdo do Modelo de Fase. A seguir, sdo discutidas a sincronizagdo para as dife-
rentes propostas de memorias do Modelo de Fase, sendo estas: Secio 4.4 a memoria nao
€ considerada na modelagem (proposta de Strogatz); Secao 4.5 o sistema tem memoria
Unica; e Secdo 4.6 o modelo apresenta memorias distintas. No Capitulo 5 apresentamos
0 Modelo PIM. Comegamos pela forma como os osciladores estdo acoplados, pela estru-
tura matematica do problema contento as equagdes dinamicas do mesmos, e a garantia da
boa colocacdo do modelo. A seguir, trazemos um estudo da sincroniza¢ao nas propos-
tas do Modelo PIM: a memoria ndo é considerada na modelagem do ritmo circadiano da
Secdo 5.4; na Secao 5.5, € considerado memoria Unica do sistema, e na Secdo 5.6 o Mo-
delo PIM € analisado com memdrias distintas. Por fim, no Capitulo 6, trazemos os resul-
tados numéricos dos Modelos estudados, descrevendo também os valores dos parametros
escolhidos para cada caso simulado. Concluimos este trabalho no Capitulo 7, onde apre-
sentamos nossas perspectivas e consideracdes finais. Para deixar o texto auto contido,
trazemos no Anexo A resultados do calculo fraciondrio utilizados nos modelos deste tra-
balho.



2 BANCO DE DADOS

Neste capitulo faremos uma breve andlise qualitativa de um conjunto de dados sobre
o ritmo biologico do sono-vigilia e niveis de dor. Nosso intuito com esta analise nao €
de diagnosticar padrdes, embora alguns acabam por se destacar, mas muito mais € mo-
tivar dois dos vieses desta tese: a importancia dos aspectos de sincronizacdo do ritmo
circadiano decorrentes da existéncia de memoria nestes ritmos; e de sua modelagem sob
a influéncia de perturbacdes externas, como niveis de dor.

Assim sendo, os dados sdo analisados e utilizados como forma de entender como se
comporta o ritmo biolégico do sono-vigilia e quais os efeitos da dor nesse ritmo em um
determinado periodo. Além disso, os dados sdo um meio de comparar nossa proposta de

modelagem com dados reais.

2.1 Fonte de Dados

O banco de dados disponivel neste trabalho foi coletado nos anos de 2002, 2003 e
2004, por um grupo de pesquisa da Universidade Federal do Rio Grande do Sul, coorde-
nado pelo Prof. Dr. Wolnei Caumo. E importante enfatizar que as devidas autorizacdes
para coleta e utilizacao de tais dados foram obtidas pelo Prof. Dr. Wolnei Caumo e seu

grupo de pesquisa.

2.2 Caracteristicas e Organizacao dos Dados

Os dados sdo registros dos niveis de atividade-repouso e da quantidade de morfina
intravenosa administradas em pacientes mulheres que fizeram histerectomia total (cirurgia
de retirada de ttero) nos anos de 2002, 2003 e 2004.

Os dados de atividade-repouso disponiveis de cada paciente foram coletados através
de um actimetro, com intervalo de 30 segundos. O actimetro, semelhante a um relégio,
usado no punho, é um acumulador de dados capaz de monitorar os momentos de sono e
vigilia durante periodos prolongados.

E perceptivel que o actimetro também registra momentos de repouso durante o dia,

como cochilos; e movimentagdes a noite, como mudar de posi¢do na cama. Tais registros
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vao além do que o nosso modelo propde e, arriscamos dizer que, vao além do que a
modelagem do ritmo circadiano busca observar neste momento. Assim, pequenos picos
ou quedas “bruscas” no gréfico dos niveis de atividade das pacientes ndo serdo o ponto
principal da andlise, mas sim a comparagdo, de maneira geral, entre os dias de medicao,
verificando se estes dias apresentam similaridade, principalmente nos hordrios em que
cada estagio comeca - inicio de vigilia e inicio de sono.

Os registros dos niveis de atividade de cada paciente comecaram antes da cirurgia,
continuaram durante o processo cirdrgico e se estenderam ao tempo de recuperagcdo. Res-
saltamos que o tempo de registro de atividade-repouso nem sempre € igual para todas
as pacientes, pois algumas pacientes ficaram menos tempo no hospital em comparagdo a
outras pacientes.

Medir o nivel de dor de cada paciente € algo ainda subjetivo. Assim sendo, os dados
de dor de cada paciente estdo diretamente relacionados com a quantidade de morfina in-
travenosa utilizada por cada paciente: quanto maior a quantidade de morfina administrada
em uma paciente, maior o nivel de dor dela.

A morfina € um analgésico sist€émico, usado para o alivio da dor intensa, sem a perda
das fun¢des motora ou sensorial. Administrado por via intravenosa, o pico do efeito
analgésico é obtido aos 20 minutos.

Os registros da dosagem de morfina intravenosa de cada paciente ocorreram nas 60
horas seguintes ap6s o término da histerectomia total, em intervalos de 1 hora.

Neste trabalho, apresentamos a analise e os graficos sobre o ritmo bioldgico do sono-
vigilia e a quantidade de morfina intravenosa utilizada em 6 pacientes. Apresentamos o0s
dados de pacientes cuja série foi considerada normal, e cujas caracteristicas apresentam

informacgdes relevantes para este trabalho.

2.3 Interpretacao e Analise Qualitativa dos Dados

Apresentamos dois graficos para cada paciente: grafico do nivel de atividade da paci-
ente; e grafico da dosagem de morfina intravenosa da paciente.

Os graficos do nivel de atividade trazem os periodos de sono e vigilia no tempo em
que a paciente ficou com o aparelho. O periodo € divido em dias, sendo que cada barra
horizontal do gréfico representa um dia, partindo do topo do gréfico (primeiro dia) a base
do grafico (ultimo dia). Em cada dia podemos ver uma linha azul que indica o nivel
de atividade da paciente, onde zero indica repouso e valores diferentes de zero indicam
movimento. No eixo horizontal do grafico € possivel ver os intervalos de hora em hora.

Precisamos inteirar que o horério de término das medicdes de todas as paciente ndo ne-
cessariamente fecharam o ciclo de 24 horas do dia. Assim, a fim de facilitar a visualiza¢ao
dos dados, foi considerada a mesma amplitude de horérios todos os dias, sendo os valores

nao disponiveis considerados como nulos no ultimo dia de medic¢ao.
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Os graficos da dosagem de morfina intravenosa trazem a quantidade em miligramas
de morfina administrada em cada paciente nas 60 horas seguintes ao término da cirurgia.
A administragdo foi feita a cada hora, onde zero indica que ndo houve necessidade do uso

de morfina naquela hora.

2.3.1 Analise Qualitativa de cada Paciente

Nesta se¢do apresentamos os graficos do nivel de atividade e os graficos da dosagem
de morfina intravenosa das 6 pacientes do nosso banco de dados, contendo um breve

parecer dos gréficos de cada paciente.

2.3.1.1 Paciente 1

Os dados de sono-vigilia da Paciente 1 foram coletados em 13 dias, 22 horas, 30 minu-

tos e 30 segundos. Na Figura 3 temos o grafico com os niveis de atividade da Paciente 1.
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Figura 3: Griéfico do nivel de atividade da Paciente 1.

No grafico da Figura 3, podemos ver as barras horizontais que indicam cada dia dos
dados coletados da Paciente 1. A linha em azul, em cada dia, indica o nivel de atividade.
Na quarta barra horizontal podemos notar um periodo de repouso entre as 17h e 22h, e, as-
sim acreditamos que o procedimento cirdrgico realizado na Paciente 1 foi, provavelmente,
nesse dia.

Nos dias anteriores a cirurgia, pelo grafico da Figura 3, podemos ver que a Paciente 1
acordou em torno de 8h30, com amplitude de 1 hora; e dormiu, aproximadamente, as
23h, com amplitude de 40 minutos. N6s podemos interpretar isso pela posi¢cao da linha
azul nos dias trés primeiros dias de dados coletados. Portanto, como os horarios de inicio
de sono sdo préximos, e os hordrios de inicio de vigilia sofrem poucas perturbagdes,
podemos dizer que a Paciente 1 tem um ritmo circadiano sincronizado nos dias anteriores

a cirurgia.



27

Ainda observando o gréfico da Figura 3, podemos notar que apds a cirurgia os horarios
de inicio de vigilia da Paciente 1 ocorrem por volta das 8h, com leves alteracdes, € a partir
do sexto dia apds a cirurgia, o hordrio de despertar dessa paciente € o mesmo de antes da
cirurgia - seguido das 8h. Os horérios de inicio do sono da Paciente 1 depois da cirurgia
também seguem um padrdo similar ao de antes da cirurgia, sendo este mais préximo das
23h a partir do quinto dia apos a histerectomia total.

Portanto, os hordrios de inicio de vigilia e inicio de sono de antes da cirurgia sdo
conservados pela Paciente 1 e mantidos depois da cirurgia, conservando também a
sincronizac¢do do ritmo circadiano.

A seguir, na Figura 4, temos o grafico da dosagem de morfina intravenosa da Paci-

ente 1 nas 60 horas seguintes ao término da cirurgia.
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Figura 4: Gréfico da dosagem de morfina intravenosa da Paciente 1.

Podemos ver no gréfico da Figura 4 os pontos em vermelho que indicam a quantidade
de morfina intravenosa administrada na Paciente 1. A morfina intravenosa foi adminis-
trada nessa paciente apenas quatro vezes, sendo todas as doses de 8mg e administradas
até as 8h apods o término da cirurgia. O total de morfina intravenosa administrada na
Paciente 1 foi de 32mg.

A quantidade pequena de morfina administrada na Paciente 1 indica que ela teve pouca
dor, ou dor em nivel baixo. Além disso, como ndo foi administrada morfina intravenosa
na Paciente 1 apés 8 horas do término da cirurgia, entdo essa paciente nao apresentou
quadro de dor, ou pelo menos, ndo apresentou nivel de dor significativa por um periodo
maior que 8 horas.

Consequentemente, pelo comportamento do ritmo do sono-vigilia da Paciente 1 e
pela quantidade de morfina administrada na Paciente 1 apds a cirurgia, notamos que foi
necessario poucos dias para essa paciente voltar a sua rotina, ou de maneira mais ampla,

se recuperar. Portanto, podemos concluir que o ritmo circadiano da Paciente 1 sofreu
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pouco perturbacdo quando submetido a influéncias externas, cujo organismo conservou

as memorias do comportamento sincronizado.

2.3.1.2 Paciente 2

O gréfico da Figura 5 contem os niveis de atividade da Paciente 2 pelo periodo de 11

dias, 17 horas, 40 minutos e 30 segundos.
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Figura 5: Griéfico do nivel de atividade da Paciente 2.

Analisando os quatro dias iniciais dos niveis de atividade da Paciente 2, pela linha azul
do gréfico da Figura 5, podemos notar que: no primeiro dia ela acorda pouco antes das
6h; no segundo dia ela acorda pouco depois das 6h; no terceiro dia ela acorda em torno
de 6h30; no quarto dia ela acorda em torno de 7h30. E possivel observar que a Paciente 2
nao acorda todos os dias no mesmo horario, mas existe certo padrdo. Tudo indica que a
Paciente 2 tem um ritmo ultradiano sincronizado, ou seja, o periodo € maior que 24 horas.
Os horarios de inicio de sono da Paciente 2 sdo proximos se compararmos os dias dois a
dois: nos dois dias inciais de registro, ela dorme entre 21h30 e 22h, seguido, nos outros
dois dias, com horario de dormir em torno de 23h30.

Podemos notar que existe um comportamento com certos padrdes para os horérios de
inicio de vigilia e inicio de sono da Paciente 2, mas ndo podemos afirmar que a Paciente 2
tem um ritmo circadiano sincronizado, apenas podemos afirmar que o organismo dela
conserva certas memorias.

Na tarde do quinto dia de coleta de dados, observando o grafico da Figura 5, acredita-
mos que ocorreu a histerectomia total entre as 15h e 19h, pelo longo periodo de repouso
nesse momento.

Nos dias seguintes a cirurgia, ainda observando a linha azul do grafico da Figura 5,
podemos notar que os hordrios de inicio de vigilia apresentam certa similaridade ao que

ocorria antes da cirurgia, ou seja, na maioria dos dias ela acorda mais tarde que no dia
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anterior. Os hordrios de inicio de repouso tem mais variagdes se comparados com antes
da cirurgia.

De maneira geral, podemos concluir que o relogio biologico da Paciente 2 depois
do processo cirdrgico manteve certos padroes que existiam antes da cirurgia, ou seja,
conservou certas memorias de comportamento.

Na Figura 6 apresentamos o grafico da dosagem de morfina intravenosa da Paciente 2

nas 60 horas seguintes ao término da cirurgia.
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Figura 6: Gréfico da dosagem de morfina intravenosa da Paciente 2.

No gréfico da Figura 6 podemos interpretar o nivel de dor da Paciente 2 nas 60 horas
seguintes ao término da cirurgia. A Paciente 2 apresentou alguns momentos com nivel
de dor mais elevado, se compararmos a quantidade de morfina administrada nela nas 60
horas. Assim sendo, existe quatro momentos de maior nivel de dor: 2h, 5h, 31h e 50h
apos a cirurgia, sendo que 2h apds a cirurgia foi 0 momento com o maior nivel de dor -
sendo 24mg a quantidade de morfina administrada nesse momento. Nos demais horarios
apos a cirurgia a Paciente 2 apresentou outros 12 momentos de dor, mas esses em um nivel
menor. Com isso, a Paciente 2 recebeu um total de 166mg de morfina apds a cirurgia.

Ainda observando o grafico da Figura 6, podemos ver que a Paciente 2 ndo recebeu
morfina depois das 50h passadas do término da cirurgia, €, assim ndo apresentou mais
dor, ou apresentou dor em um nivel significativamente baixo.

Se compararmos a Paciente 2 com a Paciente 1, vamos notar que a quantidade de
morfina administrada na Paciente 2 € relativamente maior que a morfina administrada na
Paciente 1, e assim, a Paciente 2 apresentou mais intervalos de dor e niveis de dor mais
elevados que a Paciente 1. Evidente que a Paciente 1 apresentou um ritmo circadiano
sincronizado antes da cirurgia e a Paciente 2 apresentou apenas algumas memorias con-
servadas de antes da cirurgia. Tudo indica que a sincroniza¢@o do ritmo circadiano pode

ter contribuido na recupera¢do mais rapida da Paciente 1. Seguimos com outras situagdes
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que em parte apontam na mesma direcao.

2.3.1.3 Paciente 3

Os dados da Paciente 3 foram coletados por 11 dias, 20 horas, 58 minutos e 30 segun-

dos. O gréfico da Figura 7 contem os periodos de atividade e repouso dessa paciente.
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Figura 7: Griéfico do nivel de atividade da Paciente 3.

Os hordrios de inicio de vigilia da Paciente 3 nos quatro dias iniciais de coleta de
dados € muito bem definido, como podemos ver no grafico da Figura 7, ela acorda em
torno de 8h todos os dias. Os hordrios de inicio de repouso sdo, de maneira geral bem
definidos também, a Paciente 3 dorme por volta das 23h com uma variacao de até 50
minutos. Assim sendo, considerando esses quatro dias de observagao, podemos dizer que
o ritmo circadiano da Paciente 3 esta sincronizado.

No quinto dia de andlise, pela posi¢do da linha azul na quinta barra horizontal do
grafico da Figura 7, podemos ver um longo periodo de repouso a partir das 10n20. E
possivel, entdo, interpretarmos que nesse periodo ocorreu a cirurgia da Paciente 3.

Nos dias ap6s a cirurgia, ainda observando o grafico da Figura 7, o horério de inicio
de vigilia da Paciente 3 comeca a se fixar por volta das 7h, e o horario de inicio de sono se
aproxima mais lentamente das 22h, com mais variacdo no hordrio de inicio de sono que
no inicio de vigilia. Mas ainda assim, podemos observar que mesmo nao conservando os
mesmos hordrios de antes da cirurgia, a Paciente 3 voltou a apresentar comportamento
sincronizado no ritmo bioldgico do sono-vigilia.

A dosagem de morfina administrada na Paciente 3 nas 60 horas seguintes ao término
da cirurgia € apresentado no grafico da Figura 8.

No gréfico da Figura 8 podemos verificar a quantidade total de morfina administrada
na Paciente 3, sendo 190mg.

Comparando a quantidade de morfina administrada na Paciente 3 com a Paciente 2,
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Figura 8: Gréfico da dosagem de morfina intravenosa da Paciente 3.

podemos ver que a Paciente 3 necessitou de mais morfina, € consequentemente apresen-
tou mais dor que a Paciente 2. Em contra partida, se compararmos os niveis de atividade
da Paciente 3 com a Paciente 1, podemos ver que ambas possuem um ritmo circadiano
sincronizado. Portanto, a Paciente 3 mesmo com um ritmo circadiano sincronizado apre-
sentou uma quantidade significativa de dor. Porém, a Paciente 3 se recuperou mais rapido
que a Paciente 2, isso pelo fato de que a Paciente 3, apds a cirurgia, voltou a apresentar
comportamento sincronizado do ritmo circadiano, e a Paciente 2 apresentou mais variagao
nos horarios de inicio de repouso, comparando sua pés cirurgia com o periodo anterior a
cirurgia.

Evidente que muitos fatores podem influenciar na sincroniza¢ao ou dessincronizagdo
do ritmo do sono-vigilia de uma paciente, mas pelos registros da Paciente 3 os dados

apontam que a dor ndo interferiu na sincronizacdo do mesmo.

2.3.1.4 Paciente 4

A Paciente 4 teve seus dados de sono e vigilia coletados por 12 dias. A Figura 9 traz
o gréifico contendo os niveis de atividade nesse periodo.

Observando a linha azul na quinta barra horizontal do grafico da Figura 9, podemos
notar, entre as 18h e 21h, um longo periodo sem atividades da Paciente 4. Acreditamos
porém, que o procedimento cirtirgico em tal paciente, aconteceu no sexto dia de coleta,
entre as 12h30 e 18h30, observando um periodo de repouso maior descrito pela linha
azul neste dia. Varios fatores podem acarretar tal situacdo, entre eles a paciente ter tirado
o aparelho ou uma falha no aparelho, sendo este ultimo pouco provavel, pois os dados
seguintes dessa paciente apresentam caracteristicas relevantes. Entretanto, tal aspecto

nao interfere na andlise do ritmo circadiano da Paciente 4 antes da cirurgia.

De fato, analisando a posi¢do da linha azul dos quatro dias iniciais de registros dos
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Figura 9: Griéfico do nivel de atividade da Paciente 4.

dados da Paciente 4, no gréfico da Figura 9, podemos ver que os horarios de acordar dessa
paciente sdo bem distintos, tendo uma diferenga notavel de horas, como por exemplo, no
terceiro dia ela acorda por volta de 7h, ja no quarto dia, ela acorda mais de 10h.

Todavia, os horarios de dormir da Paciente 4 nos quatro dias iniciais de registros,
vistos pela linha azul no grafico da Figura 9, sdo todos, aproximadamente, a meia noite.
Tal fato porém, ndo garante a sincronizac¢do do ritmo circadiano da Paciente 4 antes da
histerectomia total, dado os horarios de acordar dessa paciente. Apenas garante que a
Paciente 4 tem um padrao bem definido para o horario de inicio do sono.

Depois da cirurgia, podemos notar no grafico da Figura 9, que o ritmo circadiano da
Paciente 4 segue o mesmo padrdo para o comportamento do ritmo bioldgico do sono-
vigilia de antes da cirurgia, ou seja, sem horério definido para inicio da vigilia e com
horério para inicio do sono em torno da meia noite. Assim, podemos concluir que a
Paciente 4 conserva de antes da cirurgia a memoria do horério de inicio de sono para
depois da cirurgia.

A seguir, apresentamos na Figura 10 o grafico da morfina intravenosa administrada na
Paciente 4 nas 60 horas apds a cirurgia.

Podemos notar, pelo grifico da Figura 10, que a Paciente 4 apresentou 20 momentos
de dor, isto é, em 20 das 60 horas apds a cirurgia foi necessdrio administrar morfina
intravenosa na Paciente 4.

O total de morfina intravenosa administrada na Paciente 4 foi de 184mg. Essa quanti-
dade de morfina ndo € um valor extremamente alto se comparado a morfina administrada
nas demais pacientes ja analisadas. Além disso, ocorreram apenas trés momentos em que
a quantidade de morfina representou um nivel elevado de dor (a saber 7h, 42h e 51h ap6s
a cirurgia), e partir das 54 horas apds a cirurgia ndo ocorreram mais momentos de dor, ou

talvez ndo ocorreram momentos de dor significativa.
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Figura 10: Grafico da dosagem de morfina intravenosa da Paciente 4.

Comparando, portanto, os niveis de atividade e a dosagem de morfina da Paciente 4,
podemos inferir que o fato dessa paciente conservar determinadas memorias, sendo essas
o horério de inicio de sono de antes da cirurgia para depois da cirurgia, ocasionou nos
niveis baixo de dor distribuidos ao longo das 60 horas apods a cirurgia.

2.3.1.5 Paciente 5

Os dados da Paciente 5 foram coletados por 13 dias, 22 horas, 11 minutos e 30 segun-

dos. O gréfico da Figura 11 contem os periodos de atividade e repouso dessa paciente.
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Figura 11: Grifico do nivel de atividade da Paciente 5.

A histerectomia total da Paciente 5, ocorreu, provavelmente, no sexto dia de coleta de
dados. Acreditamos nisso pelo periodo de repouso das 5Sh30 as 15h, descrito pela linha

azul na sexta barra horizontal do grafico da Figura 11.
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De acordo com o grafico da Figura 11, podemos obter algumas informag¢des sobre
os horarios de inicio de vigilia e inicio de repouso da Paciente 5 nos dias que antedem
a cirurgia: no primeiro dia de coleta, ela acordou por volta das 7h e dormiu as 22h30;
no segundo dia de coleta, ela acordou as 5h30 e dormiu também as 22h30; no terceiro
dia de coleta, ela acordou depois das 7h e dormiu perto das 22h; no quarto dia de coleta,
ela acordou as 6h e dormiu (provavelmente) por volta das 21h; e no quinto dia de coleta,
ela acordou as 8h e dormiu as 23h. Assim sendo, os horérios de inicio de vigilia sofrem
grandes alteracoes de um dia para o outro, chegando a uma amplitude de 2 horas e 30
minutos, portanto nao existe padrao nesse horario. Os hordrios de inicio de sono parecem
ser proximos as 22h, mas também tem uma varia¢ao grande, como do quarto dia de coleta
para o quinto dia de coleta que € em torno de 2 horas de diferencga. Dito isso, de maneira
geral, a Paciente 5 ndo apresenta caracteristicas sincronizadas para o ritmo bioldgico do
sono-vigilia.

Nos dois dias seguintes a cirurgia, a Paciente 5 apresentou longos periodos de ativi-
dade, sem quase repouso, como podemos ver no grafico da Figura 11, a partir da sétima
barra horizontal. Acreditamos que esse fato ocorreu pois a Paciente 5 apresentou niveis
elevados de dor, como vamos verificar no grafico da dosagem de morfina a seguir.

Antes porém, vamos analisar os niveis de atividade da Paciente 5 depois da cirurgia:
no terceiro dia apds a cirurgia, a Paciente 5 ainda apresentou poucos momentos de re-
pouso, mas conforme os dias passam, os intervalos de repouso aumentam. Os horérios de
inicio de vigilia e inicio de repouso continuam sem horério definido, como podemos ver
do décimo ao décimo quarto dia de registro de dados, disponiveis no grafico da Figura
11. Portanto, a Paciente 5 ap6s a cirurgia seguiu com comportamento dessincronizado do
ritmo bioldgico do sono-vigilia.

No grafico da Figura 12 podemos verificar a quantidade de morfina administrada na
Paciente 5, nas 60 horas seguintes a cirurgia.

Como ja interpretamos no grafico da Figura 11, a Paciente 5, nos dois dias seguintes
a cirurgia, apresentou momentos significativos de dor, e consequentemente os intervalos
de repouso foram reduzidos e a morfina intravenosa administrada nessa paciente foi em
maior quantidade, chegando ao total de 408mg de morfina intravenosa, como podemos
calcular através do grafico da Figura 12.

Além disso, podemos ver pelo grafico da Figura 12, que ocorreram trinta e oito mo-
mentos de dor, sendo nove deles de dor elevada e dois de dor muito elevada (interpretacao
pelo nivel de morfina administrada na Paciente 5).

Observando entdo os niveis de atividade da Paciente 5 e os momento de dor, podemos
concluir que a Paciente 5 ndo apresentou caracteristicas sincronizadas do ritmo biolégico
do sono-vigilia e apresentou niveis de dor significativos. Talvez esses dois componen-
tes ndo tenham uma relacdo direta, mas pelos dados das pacientes que estudamos até o

momento, podemos inferir que esses dois ritmos estejam de fato fortemente relacionados.
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Figura 12: Grafico da dosagem de morfina intravenosa da Paciente 5.

Apresentamos a seguir um caso em que um outro componente parece influenciar di-

retamente nos niveis de dor.

2.3.1.6 Paciente 6

A Paciente 6 teve seus dados de sono e vigilia coletados por 11 dias, 13 horas e 19

minutos. A Figura 13 traz o grafico com os niveis de atividade nesse periodo.
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Figura 13: Grifico do nivel de atividade da Paciente 6.

Do primeiro ao quarto dia de registro dos dados da Paciente 6, visualizando o gréfico
da Figura 14, podemos ver que os hordrios de acordar dela ndo apresenta um padrdo
bem definido, mas a maioria ocorre seguido das 7h; mas os horarios de dormir tem uma
dispersdo visivelmente maior, variando de meia noite até 2h30.

Os registros da Paciente 6 indicam que a cirurgia dela ocorreu, provavelmente, no
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quinto dia de andlise, antes das 9h. Assim, pelo grifico da Figura 13, podemos interpretar
o comportamento do ritmo do sono-vigilia da Paciente 6 apds a cirurgia: o horario de
acordar aconteceu em torno das 7h30; ja os horérios de dormir tem uma variagdo maior,
mas se aproximam bastante das 23h, excec¢do ao nono dia de coleta, cujo horario de dormir
ocorreu por volta das 21h.

Embora ocorra uma variagado significativa nos horarios de inicio de repouso da Paci-
ente 6, os horarios de inicio de vigilia dela, tanto antes quando depois da cirurgia, indicam
certo padrao. Embora ndo possamos garantir a sincroniza¢ao do ritmo do sono-vigilia da
Paciente 6, podemos visualizar que seu organismo conserva certas memorias.

Os niveis de morfina administrada na Paciente 6 nas 60 horas seguintes ao término da

cirurgia estdo disponiveis no grafico da Figura 14.
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Figura 14: Grifico da dosagem de morfina intravenosa da Paciente 6.

Interessante observarmos que a Paciente 6 conserva certas memorias de antes da ci-
rurgia para depois da cirurgia, similar a Paciente 2, por exemplo, mas a quantidade de
morfina administrada na Paciente 6 é de 112mg a mais que a morfina administrada na
Paciente 2. A quantidade total de morfina administrada na Paciente 6 é de 278mg, sendo
esta administrada em véarios momentos das 60 horas apds a cirurgia e cuja maioria das
doses € de Smg, como podemos ver no grafico da Figura 14.

Entretanto, o tempo de sono didrio da Paciente 6 é muito menor se comparado ao
tempo de sono didrio da Paciente 2. Em alguns dias antes da cirurgia o tempo de sono
diario da Paciente 6 é, em média, de 5 horas.

Assim sendo, acreditamos que o fato da Paciente 6 ndo apresentar sincroniza¢do no
ritmo do sono-vigilia somado ao fato de ter intervalos pequenos de sono, afetou os niveis
de dor no processo p0s cirdrgico. Para mais detalhes sobre a importancia dos intervalos
de sono veja [23, 24, 42] e referéncias.

Portanto, existem varios componentes que podem acarretar nos niveis de dor e influ-
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enciar na recuperacdo de uma paciente pds processo cirirgico. A seguir dispomos um

apanhado geral dos dados analisados.

2.3.2 Uma Breve Conclusao a Respeito dos Dados Apresentados

Das seis pacientes analisadas, o comportamento do ritmo biolégico do sono-vigilia
de cada uma delas, assim com o nivel de dor, e a possivel relacao entre os intervalos de

sono-vigilia e a dor, pode ser resumido como:

Paciente 1: tem os horarios de inicio de vigilia e inicio de sono muito bem definidos
antes da cirurgia; logo ap0s a cirurgia os horarios de despertar e dormir apresentam
o mesmo comportamento de antes da cirurgia; conserva, portanto, fortemente as
memorias do comportamento sincronizado do ritmo circadiano; tem poucos mo-

mentos de dor, e os niveis dor sdo baixos, indicando uma rapida recuperacao.

Paciente 2: ndo tem os horarios de inicio de atividade e inicio de sono muito bem
definidos antes da cirurgia; entretanto, apresenta certo padrdo, princialmente nos
horérios de acordar, que indicam talvez, um ritmo ultradiano; esse padrao também
pode ser visto nos dias seguintes a cirurgia; os niveis de dor ocorrem até as S0Oh
apos a cirurgia, porém em nivel baixo, salvo 2 momentos; portanto, conserva certas
memorias de comportamento do ritmo circadiano e as doses de morfina aponta pra

uma recupera¢do com baixo niveis de dor.

Paciente 3: possui os hordrios de inicio de vigilia e inicio de sono, no periodo
anterior a cirurgia, com padrdo regular e bem definido; apds a cirurgia, ndo con-
serva as memoria dos horarios de dormindo/acordado, mas apresenta um padrio
desses hordrios bem definidos; portanto, os niveis de atividade indicam um ritmo
circadiano sincronizado; apresentou nivel de dor significativa, porém se recuperou

rapidamente.

Paciente 4: ndo tem um horério aproximado para o inicio de vigilia nos dias antes
da cirurgia, porém, para o inicio de repouso, esse horario €, basicamente, 0 mesmo
todos os dias; apds a cirurgia, o horario de dormir segue quase que o mesmo de
antes da cirurgia, com uma variagdo um pouco maior; ja o hordrio de inicio de
vigilia chega a variar 3 horas de um dia para o outro; portanto, ndo possui um
ritmo circadiano sincronizado, mas conserva algumas memdrias; apresentou alguns

momentos de dor, mas apenas em trés momentos, o nivel de dor foi alto.

Paciente 5: ndo possui bem definido os horérios de inicio de vigilia, nem o horarios
de inicio de sono, antes da cirurgia; apds a cirurgia, os hordrios continuaram mal
definidos; portanto, tem um ritmo circadiano dessincronizado; necessitou de um

quantidade total alta de morfina, com altos niveis de dor em véarios momentos apos
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a cirurgia; poucos momentos de repouso logo apds a cirurgia, confirmando os niveis

elevados de dor.

Paciente 6: nao possui hordrio para o inicio de sono antes da cirurgia bem defi-
nido, mas o horério de inicio de vigilia sofre pouco variacdo; apds a cirurgia, 0s
horérios de dormindo/acordado seguem o mesmo comportamento de antes da cirur-
gia; portanto, conserva algumas memorias do comportamento do ritmo circadiano,
mas ndo mantém padrdo sincronizado; apresentou varios momentos de dor, a mai-
oria em niveis baixo; os momentos de dor se prolongaram até quase 60 horas apds
a cirurgia; periodos pequenos de sono didrio anterior a cirurgia e dessincroniza¢ao

do ritmo circadiano podem estar relacionados com os niveis de dor.

Assim sendo, ndo vamos diagnosticar os padroes em torno do comportamento do
ritmo circadiano e os niveis de dor. Entretanto, os dados da pacientes apontam que a
sincronizagdo do ritmo circadiano, ou pelo menos, alguma memodria de comportamento
bem definida e conservada do ritmo do sono-vigilia, estd diretamente relacionada com
baixo nivel de dor e recuperacao mais rapida. A Paciente 1 e a Paciente 5 exemplificam
claramente isso.

Evidente que outros fatores podem contribuir com a dor pos cirdrgica € com o tempo
de recuperagdo, como exemplo a Paciente 6. Mas os dados apresentados apontam forte-

mente a relag@o entre sincronizacio do ritmo circadiano e dor.



3 MODELOS DE WINFREE E KURAMOTO

Neste capitulo apresentaremos uma breve revisao do Modelo de Yoshiki Kuramoto
[12, 30, 52] utilizado como base das equagdes dinamicas do Modelo PIM. Antes porém,
€ necessario explanar o estudo desenvolvido por Arthur Winfree [56].

Por volta de 1960, muitos cientistas estavam trabalhando com problemas de
sincronizacgdo coletiva de sistemas naturais. Entretanto, foi Arthur Winfree o primeiro a
definir matematicamente esse problema. Ele propds um modelo de uma grande populagdo
de osciladores de fase interagindo com frequéncias naturais distribuidas [56]. Seu
propdsito foi analisar a sincronizag@o coletiva. Em seu modelo, Winfree assumiu que
os osciladores sdo quase idénticos, e que o acoplamento entre os osciladores € pequeno,
ou seja, as forcas de acoplamento entre os osciladores sdo forgas fracas.

Winfree descobriu que a sincronizagdo espontanea surge como um processo de limiar,
ou seja, a dispersao das frequéncias ndo pode ser maior que o acoplamento entre os 0s-
ciladores. Com tal hipétese, cada oscilador funciona em sua propria frequéncia natural,
fazendo com que a populaciao se comporte de maneira dessincronizada. Por outro lado,
no caso em que o acoplamento € suficientemente forte para superar a heterogeneidade nas
frequéncias, entdo o sistema entra espontaneamente em sincronia [56].

Em uma simplificacdo adicional, Winfree supds que cada oscilador estava acoplado
ao ritmo coletivo gerado por toda a populagdo, andlogo a uma aproximacao de campo
médio em fisica. A sensibilidade de cada oscilador ao ritmo coletivo € determinada por
uma funcdo Z, e sua propria contribui¢do ao ritmo coletivo € especificada por uma fungdo

X. Do ponto de vista matematico, o modelo de Winfree € dado por
. N
Oi(t) = w;+ | Y_X(0;(1) | Z(0:(t), i=1,...N, (3.1)
j=1

onde 6;(t) denota a fase do oscilador i no tempo ¢, e w; a sua frequéncia natural; Qz(t) é
a taxa de variacdo da fase do oscilador ¢ no tempo ¢, e N € o ntimero total de osciladores
[12, 52].

Através de simulagdes numéricas e aproximagdes analiticas, Winfree descobriu que as

populacdes de osciladores poderiam exibir o andlogo temporal de uma transicao de fase.
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Quando a propagacdo de frequéncias naturais € grande em comparacdo com o acopla-
mento, o sistema se comporta de maneira incoerente, com cada oscilador funcionando em
sua frequéncia natural. A medida que em que a disseminag¢ao € diminuida, a incoeréncia é
reduzia e a partir de um certo limiar, um pequeno grupo de osciladores entra em sincronia
[52].

Em 1975, intrigado acerca dos resultados de Winfree, Kuramoto comecou a trabalhar
com sincronizagdo coletiva. Kuramoto propds um modelo que consiste em osciladores
quase idénticos, fracamente acoplados, cujas equacdes dindmicas de fase se ddo da se-

guinte forma [52]

N

0i(t) = wi + > Ty(0;(t) — 0i(t)), i=1,..,N, (3.2)

Jj=1

onde a fun¢do de interagdo I';; determina a forma de acoplamento entre o oscilador 7 e
oscilador j.

As equagoes da forma (3.2) sdo ainda dificeis de analisar em geral, visto que a fun¢do
de interagdo I';; pode descrever qualquer tipo de acoplamento. Kuramoto entdo, con-
tinuou a trabalhar com seu modelo seguindo a ideia de Winfree sobre o campo médio.
Considerando assim o caso mais simples de acoplamento, assumiu que cada oscilador
afeta todos os demais, isto é, um acoplamento global que depende apenas da func¢ao sinu-
soidal, tendo assim as funcoes

D3 (6,(8) — 6:(t)) = %Sin(ﬁj(t) —0.(0)). (3.3)

Para facilitar os célculos, as frequéncias naturais w; sdo geralmente distribuidas de
acordo com uma densidade de probabilidade g(w) que é simétrica em torno de alguma
frequéncia €2, de modo que ¢g(2 + w) = ¢g(§2 — w) (distribuicdo gaussiana, por exemplo).
Para simplificar ainda mais, a frequéncia média 2 pode ser movida para 0 fazendo a
mudanca 0; — 0;+t. Isto € o mesmo que trabalhar numa estrutura que gira na frequéncia
média 2. As equagdes permanecem as mesmas e existe a simplificacdo adicionada que
g(w) = g(—w). Também é normalmente assumido que g(w) diminui monotonicamente

em cada lado do pico em w = 0 [12, 52].

As equacdes governantes do Modelo Kuramoto sdo

N
0,(t) = w; + % ; sin(0;(t) — 6:(t)), i=1,..,N, (3.4)

onde K € a constante de acoplamento, e /N é o nimero total de osciladores. O modelo
geralmente é usado como N — oo, entdo o fator 1 /N estd presente para manter o modelo

bem comportado nesse limite.



41

3.1 Boa colocacao para o Modelo de Kuratomo

Nesta secdo apresentaremos brevemente um resultado de boa colocagdo para o modelo
de Kuramoto (3.4), que se baseia nos resultados preliminares sobre sistemas de EDO’s

disponiveis na literatura matemadtica [15, 16, 17, 18, 33].

K
Lema 3.1: A funcao fi(t,0(t)) = w; + szi L sin(8;(t) — 6(t)), onde 6(t) =
(01(t),- -+ ,0n(t))" é continua com relacdo a t e Lipschitz continua com relacdo a se-

gunda variavel, para todot =1,--- | N.

Demonstracao: A continuidade segue da continuidade das funcées envolvidas na
defini¢do de f;. Como |sin X| < |X

varidveis estd provada. 0

, a Lipschitz continua com relacdo a segunda das

Do lema acima obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3.1: Para condigdes iniciais 0(ty) = (01(to)--- ,0n(t0))?, qualquer que seja
to € [0,T], o PVI governado pela equacdo diferencial (3.4) possui uma vnica solugédo
0(t) = (6,(t),---,0n(t)T € CY[0,T),RY), que depende continuamente dos dados
iniciais e dos parametros. Ainda, esta solucdo possui uma extensdo ao intervalo maximal
[0, +00].

Demonstracao: O resultado segue do Lema 3.1 e da teoria cldssica de EDO’s. [15, 17],

ou do Lema 3.1 e do Teorema A.32 - Teorema A.33 do Anexo A comn = 1. 0

3.2 Modelo de Kuramoto para osciladores nao lineares acoplados -
Resolvendo para K¢
Apresentaremos aqui alguns dos resultados importantes obtidos por Kuramoto ao ana-

lisar o acoplamento critico necessario para a sincronizacao, e apresentados por Daniels em
seu trabalho [12].

3.2.1 Parametros de Campo Médio

Rescrevendo as equagdes (3.4) do Modelo de Kuramoto, temos
|
ip(t) _ i0;(t)
re =N ;:1 eI\, 3.5

onde o médulo de 7 é a quantidade de comportamento coletivo no sistema e a fase 1(t)
define a fase média de todos os osciladores. Na Figura 15 podemos visualizar o parametro
T.

A ordem do parametro descreve o “campo médio” do sistema. Imaginemos que cada

oscilador € um ponto movendo-se em torno do circulo da unidade. Podemos imaginar
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que o parametro de ordem € uma seta apontando do centro do circulo, como mostrado na

Figura 15.

.
. . .‘N
(a) |r| =0.18 (b) |r| =0.44 (c) |r] = 0.91 (d) |r] = 0.99

Figura 15: Representacdo do sistema de campo médio. Fonte: Bryan Daniels, pagina 12 de [12].

Na Figura 15 a ordem do parametro € representada pelo vetor apontando do centro
do circulo de unidade. Podemos notar que o comprimento do parametro aumenta a me-
dida que as fases dos osciladores se aproximam. Por exemplo, se todos os osciladores
se movem em um Unico grupo, temos que r € aproximadamente 1 e a populacdo age
como um oscilador gigante. Por outro lado, se os osciladores estiverem espalhados ao
redor do circulo, entdo r € aproximadamente 0, entdo as oscilagdes individuais adicionam

incoerentemente € nenhum ritmo macroscépico € produzido [52].

A fim de escrevermos as equacdes governantes em termos da ordem do parametro,

primeiro multipliquemos ambos os lados da equacdo (3.5) por (), logo

N
1
m<<9@__ﬁ§:a i=1,.. N, (3.6)
7j=1
cujas partes imagindrias sao
rsin(y(t) — 0;(t §:$n 0:(t)), i=1,..,N. (3.7)

Substituindo (3.7) na equacdo (3.4), obtemos as equagdes governantes em termos da

ordem do parametro
0;(t) = w; + Krsin(y(t) — 0;(t)), i=1,..,N. (3.8)

Podemos observar que as interacdes entre os osciladores individuais podem ser des-
critas unicamente através das quantidades de campo médio r e ¢ (t). O termo de acopla-
mento diz que a fase de cada oscilador é puxada para a fase média de todo o conjunto,
com uma forca proporcional a magnitude da ordem do parametro. Esta maneira de olhar

para o problema, simplifica na interpretacdo de sincronizagao.
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3.2.2 Solucoes Estaveis

Na busca da sincroniza¢do podemos olhar somente para os estados estacionérios onde
r é independente do tempo e ¢(t) gira uniformemente a uma frequéncia angular §2. Assim,
procuramos os estados em que o sistema nao tem comportamento transitorio, o parametro
¢ de comprimento constante e gira em uma frequéncia também constante. Se entrar em
um quadro que estd girando com a mesma frequéncia (2, entdo r serd completamente es-
taciondrio, e podemos definir ¢(¢) para algum valor constante arbitrario. Portanto, vamos
definir ¢)(¢) = 0 no quadro giratorio. Na Figura 15 isso corresponde a uma configuragio
em que o vetor da ordem de parametros ndo esta girando ou mudando de comprimento.

E assim, as equacgdes (3.8) podem ser escritas como
0:(t) = w; — Krsin(6;(t)), i=1,...,N. (3.9)

A partir da equagdo (3.9), desde que sin(6;(t)) < 1, podemos ver que os oscilado-
res com frequéncias naturais, que podem ser positivas ou negativas de acordo com as
oscilagdes em sentidos opostos ao longo do ciclo limite, |w;| < Kr pode ter uma tnica

solugdo 6;(t) = 0 quando
w; = Krsin6,;(t). (3.10)

Tendo que os osciladores sao todos estaciondrios no quadro giratdrio, portanto sdo de
frequéncias bloqueadas. Esses osciladores serdo chamados de “bloqueados” porque estiao
bloqueados por fase na frequéncia original [52]. E possivel obter o ngulo de fase 6; (t) no
qual eles se bloqueiam usando a equagao (3.10). Os osciladores com frequéncias naturais
|w;| > K'r ndo poderdo bloquear a frequéncia (éi(t) # 0), entdo eles se movem em torno
do circulo da unidade de uma maneira ndo uniforme. Em termos da Figura 15 existem
alguns osciladores que sdo bloqueados em uma posi¢ao, mas também ha osciladores nao
sincronizados e a deriva ao redor.

Com a finalidade de encontrar as solu¢des do estado estaciondrio, vamos supor que r
e 1(t) sdo constantes, mesmo que haja osciladores a deriva. Para isso, a distribui¢do dos
osciladores ao redor dos circulo serad considerada como independente do tempo, mesmo
se os osciladores individuais estiverem se movendo. A fim de garantir que a distribuicdo
permaneca constante no tempo, vamos impor que esta seja inversamente proporcional a
velocidade dos osciladores em 6(t) - em uma drea onde ha menos osciladores, eles devem
estar indo mais rapido, para manter o mesmo numero de osciladores nessa drea. Assim,
definimos a densidade dos osciladores em funcdo da frequéncia angular w e da posi¢ao

angular 0(t) no circulo unitario, como sendo

C C

p(@(t),CU) - ‘(9(t)| - ‘(,u — KTSine(t)”

(3.11)
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onde p(0(t),w) db(t) é a fragdo de osciladores com frequéncia angular w que se encon-

tra entre 6(¢) e 6(t) + df(t), e C' é uma constante que pode ser encontrada através da

normalizagdo
= [ st
T do(t)
= 12
¢ T RKrsmo@) (3.12)
e assim
1
C = —yw?—(Kr) (3.13)

27
3.2.3 Solucao para o Parametro de Ordem e K

Na Secdo 3.2.2 foi identificado dois grupos distintos de osciladores: aqueles que sdao
de frequéncia bloqueada e aqueles que estdao a deriva. Utilizando a equagdo (3.5), para
resolver o parametro de ordem, podemos dividir a soma em duas partes. Ao estarmos no
quadro rotativo, 1 = 0 para qualquer ¢, entdo o parAmetro de ordem 7e¢¥ = re® = 7.
Logo r deve ser igual a soma do parametro de ordem médio dos osciladores bloqueados
e do parametro de ordem médio dos osciladores a deriva. Assim, com base na equagao

(3.5) e usando colchetes angulares para denotar médias populacionais, temos

r= <ei0>bloqueado + (") deriva (3.14)

onde a natureza do processo de média € descrita abaixo.

Integrando a distribuicdo p(#,w) em todo o circulo, para todos os osciladores que
ndo sdo bloqueados por frequéncia (w > K7) e, multiplicando pela contribui¢io e ao

parametro de ordem obtemos

<€i9>deriva = /_7r /|w|>Kr e p(0,w)g(w) dw db. (3.15)

Podemos observar na equagdo (3.11) que p(6 + 7, —w) = p(f,w), onde definimos ¢ tal

que g(—w) = g(w). Essas simetrias tornam os cédlculos mais simples. Portanto, temos

<ei0>deriva = 0. (3.16)

Desta forma, os osciladores a deriva se cancelam mutuamente € os Unicos contribuintes
para o parametro de ordem sdo os osciladores bloqueados. Podemos observar que nao
ha nenhum valor preferivel de 6, ou direcdo de rotacdo para esses osciladores, assim a
equagdo (3.16) tem total sentido.

Agora vamos analisar a contribuicao dos osciladores bloqueados. Da equagao (3.10),
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temos que ¢; = w;/kr. Como g(w) é centrado em zero e definido como sendo par, logo
as fases 6; dos osciladores bloqueados também serdo centradas simetricamente em zero,
significando (sin 9>bloqueado = 0. Resultando, apenas, na parte cosseno do complexo

exponencial, onde

ro= <€i9>bloquead0

= (cos 9>bloqueado

= / ' cos [0(w)] g(w) dw, (3.17)

—Kr

sendo 6(w) definido pela equagdo (3.10). Usando a equag@o (3.10) para alterar as varidveis

de w para 6, temos

ro o= /2 cos 0g(Krsin 0)Kr cos 6 db

N

= Kr/2 cos 0 g(Krsin 0) db. (3.18)

N

A equacdo (3.18) define solugdes que satisfazem a restricao inicial - parametro de ordem

constante.

Temos que » = 0 € sempre uma solugdo, sendo este o estado completamente incoe-
: L : ) 1

rente, ou seja, ndo hd sincronizagio. Da equacdo (3.11) nds temos que p(6, w) = o0 uma
7

constante, que significa que é igualmente provédvel encontrar um oscilador em qualquer

lugar do circulo.

As solugdes correspondentes a r diferente de zero sdo estados em que existe um con-
junto nao nulo de osciladores bloqueados por frequéncia (para r» < 1), mas apenas parci-

almente bloqueados por fase. Assim, dividindo a equacdo. (3.18) por r, obtemos
1= K/ cos® O(t)g(Krsin @) db. (3.19)
%

Considerando » — 0" na equag@o (3.19), podemos encontrar o ponto critico K¢ no qual

o parametro de ordem sobe de zero. Assim a equacgdo (3.19) torna-se
1 = K/ cos? 0g(Krsinf) df
%

= K¢ g(O)/Q cos? 0 df

0

= Kc¢ 9(0)5-

»

(3.20)
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Resolvendo para K¢, temos

(3.21)

Notemos que K¢ € o valor critico do acoplamento necessario para produzir um estado
parcialmente sincronizado em fase.

O trabalho de Bryan Daniels [12] traz resultados muito interessantes acerca do Mo-
delo de Kuramoto, os quais apresentamos alguns at€ o momento anterior. Tal modelo,
de maneira geral, faz uma andlise de N osciladores fracamente acoplados, considerado
N necessariamente grande e, entre outras caracteristicas, considera as forcas de acopla-

mento, entre os osciladores, todas iguais.



4 MODELO DE FASE DE STROGATZ E
GENERALIZACOES

Neste capitulo trazemos o Modelo de Fase proposto inicialmente por Strogatz [50] e
generalizagdes com a dinamica fraciondria, como proposta de modelar o ritmo circadiano.
Esse modelo € formado por dois osciladores de fase ndo-lineares, fracamente acoplados.
Cada oscilador descreve um ritmo biolégico do corpo humano - temperatura corporal e

sono-vigilia. O Modelo de Fase € apresentado em trés propostas:

e Modelo de Fase Inteiro: esse modelo foi o proposto por Strogatz em [50].
O intuito € ter um modelo simples e que capture as caracteristicas principais
do comportamento do ritmo circadiano, através da relacdo entre o ritmo da
temperatura corporal e o ritmo do sono-vigilia, que ainda possua solucdes de
sincronizacdo e dessincronizacdo analiticas. Apresentaremos os detalhes das
andlises de sincronizacio feitas pro Strogatz em [50] na Secdo 4.4, a qual servird
como base para descrever as generalizagdes do modelo que estamos propondo nesta
tese.

e Modelo de Fase Fraciondrio: essa é uma primeira generalizagdo para o modelo
de Strogatz, onde assumimos que o comportamento do ritmo circadiano, através
da relacdo entre os osciladores que representam o ritmo da temperatura corporal
e o ritmo do sono-vigilia, possue memoria. Tal memoria pode ser interpretada
como uma lembranga do organismo humano sobre determinado ritmo bioldgico ou
comportamento. Neste caso, a hipétese € que a dindmica dos osciladores do modelo
€ governada por derivadas de ordem fraciondria de mesma ordem. A andlise de
sincronizagdo € apresentada na Secdo 4.5. Uma andlise numérica preliminar deste

problema foi abordada em [10].

e Modelo de Fase Multi-fraciondrio: essa € uma segunda generalizagdo do modelo
de Strogatz, em que assumimos que a dinamica da cada um dos osciladores é
governada por derivadas fraciondrias de ordem distintas - os osciladores possuem

memorias distintas (ou seja, interpretamos que cada um dos ritmos biologicos lem-



48

bra de maneira distinta do seu comportamento). As consequéncias de tal hipétese é

discutida na Secao 4.6.

Apresentamos na Secdo 4.1 a proposta de acoplamento entre os osciladores, descre-
vendo as condic¢des iniciais de cada oscilador e as for¢cas de acoplamento que regem o
sistema. Seguido, na Secdo 4.2, pela estrutura matematica do Modelo, onde apresenta-
mos as equagoes dinamicas do Modelo de Fase.

Na Secdo 4.3 garantimos as condi¢des de existéncia, unicidade e dependéncia
continua dos dados inciais para o0 Modelo de Fase de Strogatz e Generalizacdes, ou seja,
garantimos que o problema seja bem colocado.

Para o Modelo de Fase Inteiro, apresentamos na Secdo 4.4 um estudo da sincronizagao
do ritmo circadiano [51], no qual dispomos a solu¢do analitica do Modelo de Fase Inteiro,
que depende das forcas de acoplamento, frequéncias intrinsecas e condi¢des iniciais.

Para o Modelo de Fase Fraciondrio, apresentamos na Secdo 4.5 um estudo da
sincroniza¢do do ritmo circadiano. Esse estudo ocorre através da andlise das condi¢Oes
necessdrias para a sincronizacao do ritmo circadiano, seguido pela solucao analitica do
problema, que, além de dependerem das forcas de acoplamento, frequéncias intrinsecas e
condicdes iniciais, dependem dos parametros de memoria.

Para o Modelo de Fase Multi-fracionério, embora contemple-se uma simplicidade do
modelo proposto, ndo apresentamos a solugdo analitica do problema, pois existe uma ri-
queza de fatores em torno das forcas de acoplamento e das frequéncias intrinsecas que
dificultaram o processo de obter analiticamente tal solu¢do. Assim, na Secdo 4.6 estuda-
mos as condicdes necessarias para a sincronizac¢ao do ritmo circadiano representado pelo
Modelo de Fase Multi-fraciondrio e mostramos que existem limitantes superior e inferior,
em que qualquer solucdo sincronizada existente estd confinada entre esses limitantes. As
solugdes limitantes dependem das forgas de acoplamento, das frequéncias intrinsecas, das
condig¢des iniciais e dos parametros distintos de memoria.

Nossa proposta € um estudo acerca da sincronizagao do ritmo circadiano, sendo assim,
solugcdes analiticas particulares de dessincronizacdo do Modelo de Fase nao serdo apre-
sentadas. SolugOes analiticas particulares para o caso dessincronizado do Modelo de Fase
Inteiro, proposta de Strogatz, podem ser encontradas em [22, 21, 50, 51]. No Capitulo
6 simulamos numericamente exemplos de possiveis ritmos circadianos dessincronizados

descritos pelo Modelo de Fase.

4.1 Topologia de Acoplamento

Consideremos 61 (t) e 65(t) dois osciladores de fase. As fases sdo observadas como
pontos sobre a circunferéncia unitdria, do circulo unitario ou, equivalentemente, como o
conjunto de nimeros complexos de médulo 1. A forma de acoplamento € representado

na Figura 16.
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Oscilador da Oscilador do
Temperatura Sono-Vigilia

Inicio da vigilia

0,(t=f2) = F
: Iiteisd
0,(t=0)=0 Baixa 0,(t = 0) =0 nicio do
temperatura sono
2 ‘....-— — ) B ——
_____ A F- -7 0,(t)
Acoplamento

Figura 16: Forma de acoplamento dos osciladores de fase que descrevem o ritmo biolégico da
temperatura corporal e o ritmo biolégico do sono-vigilia - Modelo de Fase - Proposta de Strogatz
[50].

O oscilador ¢, (t) descreve o ritmo da temperatura corporal, enquanto o oscilador 6,(t)

descreve o ritmo do sono-vigilia.

O sono é definido por uma fragdo f» do oscilador 0y(¢). Enfatizamos que essa fragdo
depende do periodo do ritmo bioldgico descrito pelo oscilador 05(¢). Supomos aqui que

o repouso perdure por todo o periodo [0, f5[. Assim, temos que
O(t=0)=0 4.1

e ainda, que 0,(t) = 0 para qualquer 0 < t < fs.

No inicio da atividade, temos

bs(t = o) = F. 4.2)

A temperatura corporal atinge o pico no final da tarde e declina significativamente
nas primeiras horas da manha [46]. Assim, a menos de uma mudanca de escala, e para

facilitar a andlise, vamos considerar que

61 (t =0) = 0. 4.3)

A equagio (4.3) indica que o ponto no oscilador 6, (t) estd na fase “zero”.
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4.2 Estrutura Matematica

Dada a topologia de acoplamento dos osciladores, as equacdes dindmicas do Modelo

de Fase sdo dadas por

D0y (t) = wi* — B cos(2m(0(t) — 01(t))) (4.4)
O5(t) =0, 4.5)
parat € [0, fo[ e
D*Oi(t) = wi' — B* cos(2m(62(t) — 01(1))) (4.6)
D*0y(t) = ws? + A cos(2m(01(t) — 02(1))), 4.7)

parat > fs.

Em (4.4)-(4.7), w; é frequéncia intrinseca do oscilador 7, sendo

1
Wi = —,
T
em que 7; é o periodo em horas do oscilador i (i = 1,2). Esses valores sdo sempre
positivos e nao nulos.

Além disso, os parametros A e B sdo as forcas de acoplamento que determinam o
quanto um dos osciladores influencia no outro, sendo A, B € [0;0, 1] devido ao “fraco”
acoplamento entre os osciladores. Estes valores ndo necessariamente sao iguais ou
simétricos, diferenciando assim esta proposta do modelo de Kuramoto com N = 2, o
qual apresentamos brevemente no Capitulo 3.

Os sinais que antecedem as for¢as de acoplamento nas equagdes dinamicas sao deter-
minados pela posi¢do dos osciladores e sentido do seu movimento. Assumimos que 0s
osciladores movem-se no sentido anti-hordrio. Assim a for¢ca de acoplamento que sai do
oscilador 6,(t) é contraria a0 movimento do oscilador 6, (t). Logo o sinal que antecede
a forca de acoplamento B é negativo; a for¢a de acoplamento que sai do oscilador 6, (t)
contribui com o movimento do oscilador #5(t), assim o sinal que antecede a forca A é
positivo.

Nas equacdes (4.4)-(4.7), temos que D“i(-) é o operador de derivadas fraciondrias de
Caputo [13] de ordem «; € |0, 1], para ¢ = 1,2. Tais parAmetros sdo definidos como
parametros de memoria.

O nivel de memdria esté diretamente relacionado com os valores 0 e 1, em que, quanto
mais proximo de O for o valor do pardmetro, maior a memoria; e, quanto mais proximo
de 1 for o valor do pardmetro, menor a memoria. Se o valor do pardmetro for exatamente
1, entdo ndo existe memoria, haja visto que as derivadas de ordem inteira sdo operadores
locais. Veja A.4.
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Notamos que o lado esquerdo das equacdes (4.4), (4.6) e (4.7) tem dimensdo de
(tempo)~*i, para i = 1,2, respectivamente. Portanto, na ordem de tempo em que a
dimenséao corresponde, os parametros w;, B e A no lado direito de (4.4), (4.6) e (4.7) t&ém
poténcias de magnitude «;, para i = 1, 2, respectivamente. Veja [14] para mais detalhes
sobre a consisténcia da dimensdo do sistema proposto. Além disso, é importante notar
que, no caso limite de oy; — 1, com f; = 0, o sistema (4.6)-(4.7) recai no modelo de fase
proposto por Strogatz [51]. Portanto, estamos analisando uma generalizacdo do modelo
proposto por Strogatz.

Nas se¢Oes seguintes, apresentaremos a Boa Colocag¢do do Modelo de Fase e um es-
tudo da sincroniza¢ao do Modelo de Fase para diferentes casos de memdéria. Sabemos,
da Defini¢do 1.1 que dois osciladores estdo sincronizados se, € somente se, a diferenca
de fase entre estes for constante. Portanto, a sincronizacao entre dois osciladores sé faz
sentido para 6,(t) # 0, de outra forma, 62 (¢) ndo influencia em 6, (¢). Consequentemente,

analisaremos apenas a sincronizagdo para t > fo.

4.3 Boa Colocacao para o Modelo de Fase de Strogatz e

Generalizacoes

Nesta sec@o, vamos provar a boa colocagdo do sistema fracionéario nao-linear de osci-
ladores acoplados (4.4)-(4.7) com as condigdes iniciais (4.1)-(4.3) para «; € ]0, 1], para
i=1,2.

Lema 4.1: O problema do valor inicial da ordem fraciondria (4.1)-(4.7) tem uma tinica
solugdo continua em [0, f5]. Sua solug¢do depende continuamente dos pardmetros, da

ordem fraciondria o, €0, 1] e da condigdo inicial (4.3).

Demonstracao: Como |cos(X)| < 1 < 1+ |z| segue-se que o lado direito do sistema
(4.4) é continuo em relacdo a t e Lipschitz continuo com respeito ao segundo argumento.
Segue a forma de Teorema A.32 - Teorema A.33 do Anexo A a existéncia de uma solucdo
tnica no intervalo [0, K., para algum K, > 0, que depende apenas dos pardmetros, da
constante de Lipshitz e de .

Visto que cos(X) é uniformemente limitado, segue-se que cos(X) < 1+ |z|*, para
algum 1 € [0, 1]. Portanto, o lado direito de (4.4) facilmente satisfaz [53, Teorema 3.2],

pois com a extensdo continua de uma solugcdo de (4.4)-(4.7) para o intervalo [0, f5).

Agora, podemos formular o seguinte resultado.
Teorema 4.1: Deixe o; € |0, 1], parai = 1,2, respectivamente. Deixe Fy, = 0. Entdo

i) Existe uma tnica solugcdo continua (0(t),0:(t))T para o sistema diferencial de
ordem multi-fraciondrio (4.6)-(4.7) com condigées iniciais (4.1)-(4.3) no intervalo

[0, K], para alguns K, > 0.
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ii) A solugdo (0,(t),0:(t))" do sistema diferencial de ordem multi-fraciondrio (4.6)-
(4.7) depende continuamente das condi¢oes iniciais (4.1)-(4.3), nos pardametros do

sistema e da ordem das derivadas «; € )0,1), parai =1,2.

iii) A solugdo (0,(t),0>(t))T do sistema diferencial de ordem multi-fraciondrio (4.6)-

(4.7) pode ser continuamente estendido para o intervalo [0, co|.

Demonstracao: Segue do Lema 4.1 que o item i) e item ii) sdo verdadeiros no inter-
valo [0, f2], pois com 05(t) é identicamente zero em [0, fs]. Além disso, 6,(f2) estd bem
definido.

Portanto, é suficiente provar a afirmagdo do Teorema 4.1 para o sistema diferencial de
ordem multi-fraciondrio (4.6)-(4.7) com condigdes iniciais 6,(t = 0) = 0,(f2) e também
Oo(t =0) = Fy := 0.

E feito de maneira semelhante aos argumentos em Lema 4.1.

Como | cos(X)| < | X |41 segue-se que o lado direito do sistema (4.6)-(4.7) é continuo
em relacdo a t e Lipschitz continuo em relacdo ao segundo argumento. Segue a forma
de Teorema A.68 do Anexo A a existéncia de uma solugdo tinica conforme reivindicado
no item i). Seguindo os passos de Teorema A.66 do Anexo A podemos ver que o sis-
tema (4.6)-(4.7) pode ser transformado em um sistema de derivada fraciondria de ordem
tinica, se o lado direito é continuo e Lipschitz continuo o sistema transformado também é
continuo e Lipshitz continuo. Portanto, podemos aplicar agora o Teorema A.68 do Anexo
A para concluir a existéncia de uma tinica solu¢do continua em [fs, K*| que depende
continuamente dos dados iniciais, dos pardmetros e das ordens das derivadas conforme
reivindicado em i) e ii).

A extensdo da solugdo de (4.6)-(4.7) para o intervalo [0, f5] jd foi provada no Lema
4.1. Novamente, uma vez que cos(X) é uniformemente limitado, segue-se que o lado
direito do sistema (4.6)-(4.7), com as condi¢édes iniciais em f5 acima, satisfaz facilmente
[53, Teorema 3.2], para a extensdo continua para o intervalo [ fo, co[. Conclui a alegacdo

do item iii).

Vale notar que, no caso de F, > 0, ndo podemos provar a continuidade de 05(¢) em
[0, ool ja que, pela suposigdo 05(t) = 0 por t € [0, fo[. No entanto, podemos considerar
uma solugo continua por partes (6, (t),0)” em [0, f»[ dado pelo Lema 4.1 e (6;(t), 02(¢))”
em [f2, oo[, segue a linha do Teorema 4.1.

O préximo corolério é uma parte essencial da andlise apresentada na Secao 4.6.

Corolario 4.1: Segue do Teorema 4.1 e dos passos na prova do Teorema A.66 do Anexo



53

A que a tinica solucdo para o sistema (4.6)-(4.7) é dada da seguinte forma

0.(t) = F(;) /Ow(x — 1) gy (t) dt (4.8)
() = (;) /0 ()0 gy (1) dt 4.9)
onde
91(t) = wi* — B cos(2m(6a(t) — 61(1))) (4.10)
galt) = WS + A% cos(2m(0 (1) — 0(1))). @.11)

O simbolo I' representa a funcdo gama que € uma extensao do fatorial para valores

reais e complexos.

Demonstracao: A existéncia e unicidade seguem do Teorema 4.1. Entdo, a afirmacdo
deste coroldrio segue de uma aplicacdo de componentes do Lema A.12 do Anexo A em
(4.6)-(4.7) com as condicoes iniciais (4.1)-(4.3).

4.4 Sincronizacao para o Modelo de Fase Inteiro

Apresentaremos nesta se¢ao o estudo da sincronizagao para o Modelo de Fase Inteiro,

proposto por Strogatz [51], para a modelagem do ritmo circadiano.

O Modelo de Fase de Strogatz ndo considera memoria na modelagem do ritmo circa-

diano, o que consiste em assumirmos que
ap = oy =1,

nas equacgdes dinamicas (4.4)-(4.7). Em outras palavras, o Modelo de Fase que analisare-

mos nesta se¢do consiste em

01(t) = wy — Bcos(2m(0a(t) — 01(1))) (4.12)
o(t) = wy+ Acos(2m(61(t) — 62(1))), (4.13)

parat > fs.

Para estudarmos a sincronizag¢ao entre os osciladores, para t > f5, consideremos a

diferenca de fase

W(t) = 01(t) — Oo(2). (4.14)
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Derivando (4.14) em relacdo a ¢, segue das equacdes (4.12) e (4.13) que

W(t) = Q — D cos(2m(t)), (4.15)

onde () = w; — ws € a diferenca das frequéncias intrinsecas dos dois osciladores, e D =
A+ B é o acoplamento total do sistema.

Lembrando que os osciladores estdao sincronizados se, e somente se, a diferenca de
fase entre eles é constante. Portanto, satisfaz 1[)(75) = 0. Segue de (4.15), que a solugdo

sincronizada ¢)*(t) para o modelo de Strogatz (4.12)-(4.13) satisfaz

Q2 — Dcos(2mp*(t)) =0

< cos(2mY*(t)) =

S

< 2m)*(t) = arccos (%)

— Y(t) = j:% arccos (%) . (4.16)

Em (4.16) temos duas solugdes implicitas, porém a solugdo estdvel é aquela que
d¢ /dy < 0 [25, 35], portanto

Pr(t) = % arccos (Q) 4.17)

¢ a solucdo estavel.

Observacao 4.1: E interessante notar que, como o dominio da fungdo arccos € | — 1, 1],

segue que a solucdo sincronizada para o modelo de fases de Strogatz implica em
D> |0 < A+B>|w —uwsl (4.18)
Portanto, caso

A+ B < |w1—w2

’

o sistema estd dessincronizado. Tal conclusdo coincide com as restri¢oes assumidas por
Winfree (veja Definicdo 1.2).

Substituindo (4.17) no sistema (4.12)-(4.13), obtemos que, durante a sincroniza¢ao

interna,

(4.19)

. B Q W] — Wa Aw; + Bw,
bull) = M_B<_ (A+B) A+B

: B B wi —wz\  Aw; + Bws

wlfelv
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Vamos resolver separadamente cada equagdo acima. Integrando ambos os lados da

igualdade (4.19), em relagdo a ¢, obtemos

A B
01(t) = (%) t + const;.

Sabemos, da condi¢io inicial (4.3), que

A B
0=06,00) = (%) -0+ const; .

Portanto, para qualquer tempo ¢, durante o estagio de sincronizacao, temos

Awy + Bw

Integrando ambos os lados da igualdade (4.20), em relac@o a ¢t obtemos,

Aw; + Bw

) t + const; .

Da condicao inicial (4.2), obtemos que

Awi + Bw
Fy =0(f2) = (/11732) - fa + consty,

de onde concluimos que

0 = (M0 -+ B 2k

Desta forma, concluimos que a solugdo analitica da sincronizag@o para o Modelo de

Fase Inteiro, dados pela dindmica (4.12)-(4.13), para t > f5, é dada por

01(t) = <%>t 4.21)
A B
bo(t) = (%) (t— f2) + Fo. (4.22)

Podemos observar, das solucdes (4.21) e (4.22), e da diferenca de fase (4.14), que

v(t) = (—A“j o

) f2 - F2 = 91(f2) - 92(f2),

é constante, confirmando assim a sincronizagdo. Esta influencia de fy e 65(f2) ndo é



56

capturada no trabalho original de Strogatz [51].

Vale observarmos que, a frequéncia de “compromisso” w* = 6;(t) = 6,(t) adotada
pelo sistema durante a sincronizacdo (isto €, para t > f,) pode ser obtida diretamente de

(4.19), ou, equivalentemente, de (4.20), e é dada por

_Awl—i—Bng
 A+B

*

w

(4.23)

Notamos ainda que a frequéncia de compromisso w* difere das frequéncias intrinsecas

w1 € wa, por valores dw; e dws, dados respectivamente por

5 . BN
w = —_ = ——
1 w W1 D
5 . AQ
W = — = —.
2T YTy

Finalmente, notamos que, durante a sincronizacao dos osciladores, as frequéncias sdao

deslocadas de seus valores intrinsecos na proporcao das for¢cas de acoplamento, ou seja,

B
=71 (4.24)

5@1

5&)2

4.5 Sincronizacao para o Modelo de Fase Fracionario

Nesta sec@o analisaremos uma das generalizacdes para o modelo de fases de Strogatz
discutido na secdo anterior. Nossa hipdtese aqui € que a dinamica dos osciladores, que
representam o ritmo da temperatura corporal e o ritmo do sono-vigilia, possuem memoria.
Neste caso o termo memoria deve ser interpretado como a capacidade do organismo hu-
mano de lembrar determinado ritmo bioldgico ou comportamento. Assumiremos ainda
que esta memoria € simétrica entre os osciladores, isto é, os osciladores 0, (t) e 05(t) pos-
suem a mesma capacidade de se lembrar dos seus ritmos. Por fim, assumiremos que tal
memoria € incorporada na dindmica dos osciladores pelas derivadas de ordem fraciondria.

Mais especificamente, assumiremos que
Q] = g = qQ,
nas equagdes dindmicas (4.4)-(4.7) do modelo de fase. Temos, parat > f,, que

DY01(t) = wi — B*cos(2m(h2(t) — 61(t))) (4.25)
D%0y(t) = w§ + A%cos(2m(01(t) — 62(2))), (4.26)



57

onde D representa o operador de derivadas de ordem fraciondria com « € |0, 1], segundo
Caputo'.

Como na seg¢do anterior, considere a diferenca de fase entre os osciladores,
Un(t) = 01(t) — 0a(2). (4.27)
Segue das equacdes (4.25)-(4.26) que
D%y (t) = Q — Dy cos(2min (t)) (4.28)

onde () = w{ — w§ € a diferenca das frequéncias intrinsecas dos dois osciladores e

D, = A* 4+ B® € o acoplamento total do sistema.

Como as derivadas de ordem fraciondria segundo Caputo de fun¢des constantes sao
zero (veja a Definicdo A.5 de derivada de Caputo no Anexo A), segue que a solugdo
sincronizada entre os osciladores 6,(t) e 65(t) correspondem aos pontos estaciondrios
estdveis de (4.28), ou seja, Dy (t) = 0.

Em outras palavras, a diferenga de fase estaciondria - solu¢do durante a sincronizagdo
Wi (t) - satisfaz

Qy — Dy cos(2mpi(t)) =0
<~ cos(2mYi(t)) = —
Q
< 2mj(t) = arccos (—1)
D,
1 Q
— Yi(t) = j:% arccos (311) . (4.29)

A solugdo estdvel de (4.29) é dada por

N o
Pi(t) = 5, Arccos (D1> . (4.30)

Observacao 4.2: As generalizacoes das restricoes de Winfree (descritas na Defini¢cdo
1.2) acerca da sincronizacdo podem ser recuperadas para o Modelo de Fase Fraciondrio

da seguinte forma: como o dominio da funcdo arccos € | — 1, 1], temos de (4.30) que
D1 > ’QI‘ :>Aa+Ba > |wf‘—w§‘|, (431)
para a sincronizagdo. Restando que, a dessincronizag¢do ocorre quando

A% + BY < |wf — w§|.

'Veja o Anexo A para detalhes.
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Substituindo a equacdo (4.30) no sistema (4.25)-(4.26), obtemos que, durante a

sincronizag¢do interna,

9] a _ L« Ao Ba e
D0, (t) = wit — B <—1) :wﬁ—Ba(wl “’2)2 STZ W 43

D, Ae 4+ Be Ae 4 Be
O w — W A% + BYwS
D e Aa 1 o Q Aa 1 2 _ 1 2 . 4.
92 (t) WQ + (Dl) WQ _I_ (Aa + Ba) Aa + Ba ( 33)

Vamos obter agora a solucao, separadamente, para cada um dos osciladores, utilizando

resultados do cdlculo fraciondrio, disponiveis no Anexo A.

Integrando de ordem fraciondria o de ambos os lados da igualdade (4.32), obtemos

A%wi + Bwg

o) = 01(0)+ﬁ/0t(t—x)a_l( p )da:.

Da condi¢@o inicial 6;(0) = 0 e da integracdo do lado direito da equagdo acima,

obtemos que a solug@o sincronizada para 6, () satisfaz,

(A% + Bw§)
al' (o) (A> + B®)

«

01(t) =

De forma andloga, integrando de ordem fracionéria o de ambos os lados da igualdade

(4.33), parat > f5, concluimos que

ba(t) — 92(f2)+ﬁ /f (t — 2)0 (A“j;iigjw? ) da.

Segue da integracao do lado direito da equagdo acima e do fato termos definido que
62(]”2) = FQ, que

(A% + Bw§)
al'(a)(A> + B®)

(1) = (t—f)*+F, t>fo.

Em suma, a solu¢do analitica da sincronizacdo para o Modelo de Fase Fracionério s6

acontece parat > f, e € dada por

(Avws + Bowg)
al'(a)(A> + B@)
(A% + Bw§)

bo(t) = -= oA+ B (t — f2)* + Fb. (4.35)

e (4.34)

Segue de (4.32), ou, equivalentemente, de (4.33), que a frequéncia de “compromisso”

adotada pelo sistema durante a sincronizagio w’ = D0, (t) = D“0,(t), satisfaz

. A%l + BYwy
o Aa + B

(4.36)

w
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Essa frequéncia difere das frequéncias intrinsecas w; e wy por valores d,w; € d,wo,

dada por
B>
*
o = W, —w; = — D,
A%
*
doy = W) —wo = D,
respectivamente.

Com isso, as frequéncias durante a sincronizagdo dos osciladores, sdao deslocados de

seus valores intrinsecos na proporcao das forcas de acoplamento de poténcia fraciondria,

B o
= (Z) . (4.37)

Abaixo apresentamos alguns comentarios com relacdo ao Modelo de Fase Fraciondrio.

ou seja,

5aw1

504(*)2

e Para garantirmos a hip6tese apresentada na andlise deste problema no estudo da
sincronizag@o, de que a diferenca de fase entre os osciladores 6;(t) e 05(t) é cons-
tante, € necessario uma transformacao linear de modo a transladar a solugao sincro-

nizada de 6,(t) para origem. E, assim vamos assumir que fo = 0.

e Pelas solucgdes (4.34) e (4.35) podemos verificar que o Modelo de Fase Fracionario

é uma extensao do Modelo de Fase Inteiro, basta considerar o = 1.

e Pelas Restricoes de Winfree (Definicdo 1.2) podemos observar que se o acopla-
mento total do sistema (soma das for¢as de acoplamento) for maior que a diferenca
das frequéncias intrinsecas dos osciladores (em mddulo), entdo o sistema sincro-
niza. No Modelo de Fase Fraciondrio as for¢as de acoplamento sao mais fortes
(elevadas a poténcia o) e assim o acoplamento total do sistema tende a ser mais forte
se comparado ao Modelo de Fase Inteiro. Sendo assim, existem situagdes em que
considerar a memoria na modelagem do ritmo circadiano acarreta na sincronizagcao

do mesmo. No Capitulo 6 apresentaremos tal situacdo (veja Exemplos ?? e 2?) .

4.6 Sincronizacao para o Modelo de Fase Multi-fracionario

Nesta secao, analisaremos os aspectos de sincroniza¢do de um modelo de fase em que
a dindmica da cada um dos osciladores é governada por derivadas fraciondrias de ordem
distintas, cuja dinimica é regida pelas equagdes (4.6)-(4.7), com o # g, ay, g € 10, 1],
et > fo. Essa hip6tese pode ser interpretada como a modelagem de dois osciladores
em fase que possuem memorias distintas, ou seja, interpretamos que cada um dos ritmos

bioldgicos lembra de maneira distinta do seu comportamento.
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Para entendermos o quanto podemos avangar no sentido de obter resultados para a

sincronizac¢do, definimos a diferenga de fase

Pa(t) = (01 — 02)(¢) (4.38)

onde 0(t) e O5(t) sdo as tnicas solu¢des de (4.6)-(4.7), com oy # s e o, s €]0, 1]

(veja Teorema 4.1 para o resultado de existéncia e unicidade).

Assim, segue das equacdes (4.8) e (4.9), que

) = [ (Sran -0 @
- [ (RS- 00 - (o))
[T (=)t F(ag)m_ - B
_ /0 o <F(a1)( Ba—ozg, (¢) gg(t)> dt. (4.39)

Somando e subtraindo o mesmo termo em (4.39), concluimos que ¥»(t) pode ser

reescrita na identidade

at) = [ ({86 - gm0 - o)

Dlaa) o ai—as _F(Oéz)x_ a1—as
F o = 0 lt) — [ = 0" )]

T =) T () e -
/0 I'(az) {F(Cm) (z=1) [91(t) = 92(2)]

+92(£83 (x — )2 — 1)1 dt

O B L(az)  yar-ae
[ 0 - w0 |2 - 0 a

) I(as) e
+/o T T(ay) 20 lmm)(f”‘t) 1} dt.  (4.40)

+

Hipotese 4.1: Para o que segue, assumiremos que g,(t) — g2(t) e go(t) ndo podem trocar

de sinal.

Segue da Hipétese 4.1 e do Teorema do Valor Médio A.1 do Anexo A que 3y € |0, x|,

tal que a igualdade (4.40) pode ser escrita como

x —t)el

wlt) = -y [ I 0 - sy i+

+ (g(%) (z — y)D‘ll) /Ox @;(iﬂ‘%(t) .

Oég)
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ou ainda, de forma explicita, como

wal) = oo g (e - o3 - (40 4 5 cos2mialt)) ot
+£EZ?§ <(x — ) - 1) Jo (<w§‘ + A Cos(27rw2(t))> dt). 4.41)

Uma consequéncia das escolhas feitas até agora é que somente o operador de integral

fracionario de ordem a» aparece em (4.41).

Aplicando a regra da cadeia para derivadas de ordem fracionéria (Teorema A.18), para

a ordem o, de ambos os lados de (4.41), obtemos

D*y(t) =
Fe = (= o) = (A% 4 %) cos2mia(0) )
+ EEZ?; ((:c — )N — 1) (w§‘2 + A*? cos(27rw(t))>
= offe-on it

A U )

wx Do2—1 |:Ja2 (wgzz 4+ A2 COS(27T’QD2(”)>:|

+ ’ Termos de ordem k& > 2 ‘

Como nos casos analisados anteriormente na Se¢do 4.4 e Secdo 4.5, buscamos como
a solugdo sincronizada 3 (t) que satisfaz D*2¢3(t) = 0. Contudo, diferentes dos casos
da Secdo 4.4 e Secdo 4.5, temos uma grande quantidade de fatores em torno das forgas de
acoplamento e das frequéncias intrinsecas, de forma que nao esta claro como poderiamos

obter uma solucdo sincronizada explicita, se esta existir.

Em vista da andlise mencionada acima, conjecturamos que a sincronizagao para dois

osciladores, com memdria diferentes, depende de outras forgas externas.

Como nao conseguimos obter uma solu¢do explicita para a solucdo sincronizada neste
caso, mostraremos que existem limitantes superior e inferior que dependem somente dos
parametros no modelo (4.6) - (4.7). Dessa forma, qualquer que seja a solugdo sincronizada

que exista, deve estar confinada entre tais quantidades.

Teorema 4.2: Assuma a Hipdtese 4.1 satisfeita, com g,(t) > g2(t) e go(t) > 0. Entdo, se
existir uma solucdo sincronizada 01 (t), 05(t) para (4.4)-(4.7), ela deve satisfazer 0;1,(t) <
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0;(t) < b, (t), onde

A%z )™ L B o2
0,1 (t ! 2__ g 4.42
lL( ) ole(ozl)(Aa2 + Ba1> ) ( )
Oor(t) = 0, (4.43)

A*2wit + BMwy?
- 4.44
alF(al)AO‘? ’ ( )
A2y 1 Bo 07
asl'(ag)(A22 + Bo)

O (1)

QQU (t)

(t = f2)* + Fa, (4.45)
para i = 1,2, respectivamente.

Demonstracao: A unicidade segue diretamente da unicidade de solucdes provadas no

Teorema 4.1. Suponha que tal solugdo sincronizada 1;(t) exista. Da restrigdo go(t) > 0,

segue que
wy? + A% cos (2mp3(t)) >0 <= cos (2mY5(t)) > —:%z (4.46)
Por outro lado, da restri¢do de que g1(t) > g2(t), segue que
wit — B cos (2m)3) > we? + A% cos (2m)5 (1))
= % > cos (2m5(t)) . (4.47)

Sejam (011,0s1) e (b1v,020), a tinica solucdo do sistema de equagdes diferenciais
fraciondrias

«g, Q1 o1, Q2
AWt + BYwj

Do) = — e (4.48)

DQQQQL(t) == 0

Aaz 01 Bo1 02
DalelU(t) _ Wi + Wy

Ae
_ A} B (4.49)
Aez 4 Bor

D20y (1)

com as mesmas condicoes iniciais que o sistema (4.4)-(4.7), respectivamente. Note que a
existéncia e unicidade segue os mesmos passos da demonstracdo do Teorema 4.1. Segue
da integracdo fraciondria de ordem o e ay em cada uma das linhas dos sistemas (4.48)
e (4.49), e das condicées iniciais, que (01r,021) e (01v, 0op) satisfazem, (4.42)-(4.43) e
(4.44)-(4.45), respectivamente.
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Agora o teorema segue de (4.46) e (4.47) e do principio de comparagdo de solugéeﬂs

de sistemas de ordem fraciondria em [55, Teorema 2].
Observacao 4.3: No lugar da Hipdtese 4.1 poderiamos assumir que g>(t) — g1(t) e g1(t)

ndo trocam de sinal. Tal conclusdo é equivalente ao que obtemos com a Hipotese-4.1,
considerando 1y (t) = 05(t) — 0, (t).

Observacio 4.4: Considerando como satisfeita a hipétese Yo(t) = (0 — 61)(t)
(Observacdo 4.3), com go(t) > g1(t) e g1(t) > 0. Entdo, se existir solucdo sincroni-
zada 0, (t), 02(t) para (4.4)-(4.7), ela deve satisfazer 0,; (t) < 6,(t) < 0,5(t), onde

6,:(1) = 0, (4.50)
AW + BMwy?

_ — — )2 L B 4.51

QZL(t) OCQF(OQ)(AOQ —|-Ba1)(t f2) + £, ( 5 )

A2 )™ 4 BY1yS2
0,+(t) = ! 2__ o 4.52
1U( ) ozlf(ozl) (AC"Q —{—Bal) ( )

ag, a1 a1, Q2
A*?wit + B*wj

Ooir(t) = T (o) B (t — f2)* + Fy, (4.53)

para i = 1,2, respectivamente. Tal resultado é obtido de maneira andloga a afirmagdo

da Hipotese 4.1
Agora apresentamos algumas conclusdes a respeito do resultado do Teorema 4.2.

e Comparando (4.48)-(4.49) com a solugdo sincronizada para ov; = a5 em (4.25)-
(4.26), podemos argumentar que a memoria deve agir como uma forga externa fa-
zendo que com o oscilador 6; () diminua sua intensidade, levado-o na dire¢do de
sincronizar com 6, ,(t), e, por outro lado, a memdria relacionada ao oscilador 6,(t)
faz com que esse acelere na dire¢do de 6y (t) quando |a; — ap| — 0, assintotica-

mente.

e A diferenca de fase, definida por ¢;(t), deve ser definida de forma que ou ¢ (¢) >
g2(t) e g2(t) > 0 ou go(t) > gi(t) e g1(t) > O sejam satisfeitas. Se tais relacoes
nao forem satisfeitas, entdo nao podemos obter os limitantes superior e inferior da

solucdo sincronizada para o Modelo de Fase Multi-fraciondrio.

e Podemos generalizar as restricdes de Winfree para o caso multi-fraciondrio. Assim

sendo, conjecturamos que se a restri¢ao
A% + B > Wit — wy?, (4.54)

for satisfeita, entdo os osciladores estao sincronizados. A aplicacdo dessa restricao

pode ser vista na Subsecdo 6.2.3.



5 MODELO PIM

Neste capitulo, estendemos a modelagem do ritmo da temperatura corporal e do sono-
vigilia, que consiste em dois osciladores de fase acoplados, acrescentando um novo osci-
lador para a dor acoplado aos outros dois. Chamamos este modelo de PIM (Pain Influen-
ced Model), cujo objetivo € modelar de forma simples a influéncia da dor nos fendmenos
de sincronizagao/dessincroniza¢do dos ritmos bioldgicos da temperatura corporal e do
sono-vigilia. Neste sentido, apresentamos mais uma extensdo para o Modelo de Fase de
Strogatz [50], discutidos na Se¢do 4.4.

Mais precisamente, o modelo PIM é formado por trés osciladores de fase nao-lineares,
fracamente acoplados. Cada oscilador descreve um ritmo biolégico do corpo humano -
temperatura corporal, sono-vigilia e dor. Nesta tese, nos deteremos a estudar trés possibi-
lidades para o modelo PIM:

e Modelo PIM Inteiro: € uma extensdo simples do modelo original proposto por Stro-
gatz [51] (veja também a Se¢do 4.4), o qual retrata algumas caracteristicas princi-
pais do comportamento do ritmo circadiano, que € descrito através da relacdo entre
o ritmo da temperatura corporal e o ritmo do sono-vigilia. A principal diferenca
entretanto, estd em acrescentamos a influéncia da dor na modelagem do problema.
A dor é conceituada como “uma experiéncia sensitiva e emocional desagradavel
associada, ou semelhante aquela associada, a uma lesao tecidual real ou potencial”
[1]. A analise do ritmo circadiano se divide em dois casos: sincronizado total e
sincronizado parcial. Apresentamos os detalhes da sincronizagdo total na Subsecao
5.4.1 e da sincronizagao parcial na Subse¢ao 5.4.2. Discutimos anteriormente parte

deste modelo juntamente com outros colaboradores em [21, 22].

e Modelo PIM Fraciondrio: consiste em analisarmos o Modelo PIM com efeitos
de memdria do ritmo circadiano modelado. Como anteriormente, interpretamos
a memoria como a capacidade que o organismo humano tem de lembrar de de-
terminado ritmo biolégico ou comportamento. Assim como no Modelo de Fase
Fracionario, que analisamos na Sec¢@o 4.5, a hipétese é que a memoria que cada um

dos ritmos biolégicos conserva pode ser governada por uma dindmica cujas deriva-



65

das sdo de mesma ordem fraciondrias. Esse modelo pode ser interpretado também
como um extensdo do Modelo de Fase Fraciondrio da Segdo 4.5 com efeitos de
dor. Analisaremos o comportamento do ritmo circadiano sincronizado total, cujos
detalhes da andlise estdo na Subsecdo 5.5.1, e sincronizado parcial, cujos detalhes

da andlise estdo na Subsecao 5.5.2.

e Modelo PIM Multi-fracionério: nesse modelo assumimos que os ritmos biologicos
da temperatura corporal, do sono-vigilia e da dor possuem memdrias distintas.
Desta forma, assumimos que a dinamica dos osciladores é governada por derivadas
de ordem fraciondria distintas. Discussdes acerca do comportamento do ritmo cir-
cadiano descrito por esse modelo sdo exploradas na Secdo 5.6. Assim sendo, esse
modelo € a proposta mais completa apresentada nesta tese para modelar o ritmo

circadiano com efeitos de dor € memoria.

Na Secdo 5.1 apresentamos a proposta de acoplamento entre os trés osciladores de fase
que descrevem os ritmos bioldgicos da temperatura corporal, sono-vigilia e dor. Além
disso, apresentamos as condi¢Oes iniciais de cada oscilador e as for¢cas que regem o aco-
plamento entre os osciladores do Modelo PIM.

Apresentamos na Secao 5.2 a estrutura matematica do Modelo PIM, com as equagdes
dindmicas do modelo, seguido, na Secdo 5.3, pelas condi¢cdes que garantem a boa
colocagdo do modelo. Em outras palavras, garantimos a existéncia, unicidade de uma
solucdo para o modelo PIM, bem como a dependéncia continua dos dados iniciais e dos
parametros de qualquer que seja a solucdo para o Modelo PIM.

Na Subsecdo 5.4.1 apresentamos o estudo da sincronizacao total do modelo PIM in-
teiro, € na Subsegdo 5.4.2, apresentamos um estudo da sincronizagdo parcial do ritmo
circadiano. Neste ultimo, consideramos a situacdo em que o osciladores que modelam
ritmos da temperatura corporal e sono-vigilia estdo sincronizados, enquanto o oscilador
que modela a dor ndo sincroniza com os demais osciladores. Nos dois casos, sincronizado
total e parcial, apresentamos a solucdo analitica, que depende das frequéncias intrinsecas,
for¢as de acoplamento e condi¢des iniciais.

Na Subsecdo 5.5.1, voltamos nossa atengdo para o estudo de sincroniza¢do do
modelo PIM Fracionario. Derivamos solugdes analiticas para a sincronizagdo total e
sincronizagdo parcial - quando a dor ndo sincroniza com os demais osciladores. Em
ambos os casos a solu¢do sincronizada depende das frequéncias intrinsecas, das forgas de
acoplamento, das condig¢des iniciais e da ordem da derivada.

Na Secdo 5.6, verificamos que a existéncia de uma solucdo analitica para a
sincronizacdo do Modelo PIM Multi-fracionario ndo € tdo simples. Assim como ob-
servado para o Modelo de Fase Multi-fraciondrio na Secdo 4.6, também aqui existe
uma grande quantidade de fatores em torno das forcas de acoplamento e frequéncias

intrinsecas, que superam nossa capacidade atual de analisar a existéncia de uma solucao
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sincronizada. No entanto, obtivemos limitantes superior e inferior para a solug@o sin-
cronizada de um caso particular, de maneira andloga ao feito para o Modelo de Fase
Multi-fraciondrio na Sec¢ao 4.6.

Neste capitulo, assim como em toda esta tese, nao estudamos € nem nos adentramos
em obter solugdes analiticas para os casos de dessincronizacdo. Porém, no Capitulo 6,
apresentamos soluc¢des simuladas numericamente de exemplos que descrevem possiveis

ritmos circadianos dessincronizados descritos pelo Modelo PIM.

5.1 Topologia de Acoplamento

Nesta secdo discutiremos a topologia de acoplamento dos trés osciladores que repre-
sentam o ritmo bioldgico da temperatura corporal, do sono-vigilia e da dor, dados por
01(t), 02(t) e 65(t), respectivamente.

Assumiremos que os osciladores de fase 0(t), 05(t) e 03(t) estao fracamente acopla-

dos entre si. A forma de acoplamento € representado pela Figura 17.

Oscilador do
Sono-Vigilia

Oscilador da
Temperatura

Inicio da vigilia
.t=f)=FhK

Baixa

6,(t=0)=0

Inicio d
8,(t = 0) = 0 nicio do

temperatura 0no
P )
- i
e R R gy W75
A ~ rFl ’
. b # ’
. . -~ £
\ e Acoplamentos s
B,
R Ay /‘
\\. ¢
. ," ;
& RN 70:(t =f3) = F3 &
.. Sem .
: dor,
Oscilador da .
Dor

Qzl(f)

Figura 17: Forma de acoplamento dos osciladores de fase que descrevem o ritmo bioldgico da
temperatura corporal, o ritmo biolégico do sono-vigilia e o ritmo biolégico da dor - Modelo PIM.

O oscilador 6, (t) descreve o ritmo da temperatura corporal, o oscilador () descreve
o ritmo do sono-vigilia e o oscilador 65(t) descreve o ritmo da dor. De maneira geral,
essa proposta de modelagem representa o acréscimo de um terceiro oscilador acoplado ao

Modelo de Fase apresentado no Capitulo 4.
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Assim como no Modelo de Fase, podemos observar condi¢des iniciais acerca dos
trés osciladores. O sono serd definido como uma fragdo f5 do oscilador (). Iremos
supor entdo, que o repouso permanega por todo o intervalo [0, fo[. Em outras palavras,

assumiremos que
02(t = 0) =0, (5.1)
e ainda, 05(t) = 0 para qualquer 0 < t < fo.

Quando a vigilia € iniciada, temos que

bo(t = f2) = Fo. (5.2)

A inexisténcia de dor, ou seja, quando um organismo nao apresenta dor, serd definida
por uma fra¢ao f3 do ciclo #3(¢). Vamos supor entdo, que a dor nao se manifeste por todo

o intervalo [0, f3[. E assim, temos que
B4(t = 0) =0, (5.3)
e ainda, 03(t) = 0 para qualquer 0 < t < fs.

Quando a dor surge temos que

93(75 = f3) = I3, (5.4)

E importante enfatizar que os valores f, e f; ndo sio necessariamente iguais. Para
fixar as ideias, vamos supor que f; > f3. Ou outros casos podem ser analisados de forma
andloga. Podemos interpretar que a dor se manifesta quando o organismo ainda estd no
estdgio de sono.

Como ja sabemos, a temperatura corporal atinge o pico no final da tarde e declina
significativamente nas primeiras horas da manha [46]. Assim, a menos de uma mudanca

de escala, e para facilitar a andlise, vamos considerar que
0:(t=0)=0, (5.5
isto significa que a “fase” do oscilador 6 (¢) estd no zero.

Pela Figura 17 € possivel observarmos que o Modelo PIM consiste na modelagem,
de maneira geral, de trés corpos mutuamente acoplados e em movimento no sentido anti-

horario.
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5.2 Estrutura Matematica

Dada a topologia de acoplamento dos osciladores, em que todos os osciladores influ-

enciam os demais, as equacdes dinamicas do Modelo PIM sao dadas por

D™10,(t) = ws — B cos(2m(0s(t) — 01(1))) — C cos(2m(05(t) — 01()))  (5.6)
0o(t) =0 (5.7
05(t) =0, (5.8)

parat € [0, fs],

DG, (t) = wi* — B cos(2m(6a(t) — 01(t))) — Cy* cos(2m(05(t) — 61(t)))  (5.9)
By(t) =0 (5.10)
D*05(t) = ws?® + AS? cos(2m(041(t) — 03(t))) — By® cos(2m(62(t) — 05(t))), (5.11)

parat € [fs, fa] e

D0y (t) = wi* — By cos(2m(02(t) — 61(t))) — CT* cos(2m(03(t) — 01(t))) (5.12)
D0,(t) = wy? + AT? cos(2m(01(t) — 02(t))) + C5* cos(2m(03(t) — O2(t))) (5.13)
D 05(t) = ws?® + A5® cos(2m(041(t) — 05(t))) — B3* cos(2m(62(t) — O5(t))). (5.14)

parat > fs.

Em (5.6)-(5.14), w; é frequéncia intrinseca do oscilador ¢, sendo

1
Wi = —,
Ti
em que 7; é o periodo em horas do oscilador 7. Tais valores sdo sempre positivos € nao
nulos.

Os parametros A;, B; e Cj, com | = 1,2, sdo as forcas de acoplamento que determi-
nam o quanto cada oscilador influencia os demais, (podemos observar as for¢as de acopla-
mento na Figura 17) que ndo necessariamente sdo iguais ou simétricas, diferenciando-se
assim da proposta do modelo de Kuramoto com /N = 3, apresentado no Capitulo 3.

Nas equagdes dinamicas do Modelo PIM alguns parametros das forcas de acopla-
mento podem ser precedidos pelo sinal negativo. A justificativa se da pela movimentacao
dos osciladores no sentido anti horério, e assim se a forca de acoplamento contribui com
o movimento do oscilador que a recebe, entdo o sinal que antecede esta forca é positivo,
caso contrdrio, se a forca de acoplamento retarda a movimentacdo do oscilador que a
recebe, entdo o sinal que antecede tal forca € negativo.

Nas equagdes (5.6)-(5.14), temos que D*(-) é o operador de derivadas fracionarias

de Caputo [13], de ordem «;, @ = 1, 2, 3. Esses parametros de memoria «, oy € ag estdo
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no intervalo |0, 1], e estdo relacionados ao nivel de memoéria de cada ritmo bioldgico.
Quanto mais o valor do parametro «; se aproxima de 0, maior € o nivel de memoria; e,
caso contrario, quanto mais o valor do parametro «; se aproxima de 1, menor € o nivel de
memoria desse ritmo bioldgico. Se o valor do parametro «; for exatamente 1, entdo nio é
considerada a memoria do ritmo bioldgico na modelagem do problema, haja visto que as
derivadas de ordem inteira sdo operadores locais (veja Anexo A.4).

Assim como no Modelo de Fase, notamos no Modelo PIM que o lado esquerdo das
equagdes (5.12)-(5.14) tém dimensdo (tempo) *, ¢ = 1,2,3. Portanto, na ordem de
tempo em que a dimensdo corresponde, os parametros w;, 4;, By e Cj,comi = 1,2,3 e
[ = 1,2, no lado direito de (5.12)-(5.14) t€m poténcia de magnitude «;, com ¢ = 1,2, 3,
respectivamente. O raciocinio é andlogo para as equacdes (5.6), (5.9) e (5.11). Para mais
detalhes veja [14].

Nas secOes seguintes, apresentaremos a boa colocacao para o Modelo PIM e um es-
tudo da sincronizagdo total e sincronizagdo parcial do Modelo PIM para diferentes casos
de memoria. Sabemos, da Definicdo 1.1, que dois osciladores estdo sincronizados se, €
somente se, a diferenca de fase entre eles € constante. Para o caso de trés osciladores €
necessario que sejam sincronizados dois a dois. Portanto, a sincronizacdo no Modelo PIM
s6 faz sentido para 05(t) # 0 e 03(t) # 0, de outra forma, esses osciladores nao se influ-
enciam e ndo influenciam em 6, (¢). Consequentemente, analisaremos a sincronizagéo do
Modelo PIM apenas parat > fs.

5.3 Boa colocac¢ao para o Modelo PIM

Nesta sec¢do, vamos provar a boa colocagdo do sistema fracionario ndo-linear de trés
osciladores acoplados (5.6)-(5.14) com as condi¢des iniciais (5.1)-(5.5) para «; € 10, 1],
para: = 1,2, 3.

Enfatizamos, porém, que a boa colocagéo para o Modelo PIM no intervalo [0, f5[ e no
intervalo [ f3, f2[ pode ser comprovada de maneira andloga ao que foi feito na na Secéo 4.3
fazendo as seguintes relagdes: no intervalo [0, f3[ 0 Modelo PIM tem apenas um oscilador
atuando, equivalente ao intervalo [0, fo[ do Modelo de Fase; e no intervalo [fs, fo] do
Modelo PIM dois osciladores atuam, equivalente ao intervalo [ f, oo[ do Modelo de Fase.
Dito isso, vamos provar a boa colocag¢do do Modelo PIM apenas para o intervalo [ f3, 0o,
no intervalo [0, fo[ vamos utilizar os resultados obtidos na Secéo 4.3.

Assim, vamos formular o seguinte resultado.

Teorema 5.1: Deixe «; € |0, 1], para i = 1,2, 3, respectivamente. Deixe Fy = F3 = 0.

Entdo

i) Existe uma tinica solucdo continua (0,(t),0:(t), 03(t))T para o sistema diferencial
de ordem multi-fraciondrio (5.6)-(5.14) com condicoes iniciais (5.1)-(5.5) no inter-

valo [0, K|, para alguns K, > 0.
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ii) A solugcdo (01(t),05(t),05(t))" do sistema diferencial de ordem multi-fraciondrio
(5.6)-(5.14) depende continuamente das condigées iniciais (5.1)-(5.5), nos

pardmetros do sistema e na ordem das derivadas «; € |0, 1], parai = 1,2, 3.

iii) A solucdo (01(t),05(t),05(t))T do sistema diferencial de ordem multi-fraciondrio

(5.6)-(5.14) pode ser continuamente estendida para o intervalo [0, co].

Demonstracao: Segue analogamente do Lema 4.1 que o item i) e item ii) sdo verdadeiros
no intervalo [0, f3], pois 05(t) e 05(t) sdo identicamente zero em [0, f3]. Além disso, 01( f3)
estd bem definido.

Também segue analogamente do Teorema 4.1 que o item i) e item ii) sdo verdadeiros
no intervalo [fs, fa], pois 03(t) € identicamente zero em [fs, f5]. E, além disso, 01(f2) e
05(f3) estdo bem definidos.

Portanto, é suficiente provar a afirmacdo do Teorema 5.1 para o sistema diferencial
de ordem multi-fraciondrio (5.12)-(5.14) com condi¢ées iniciais 01(t = 0) = 01(f>),
Or(t =0) = Fy:=0e03(t =0) = F5:=0.

E feito de maneira semelhante aos argumentos em Lema 4.1.

Como |cos(X)| < |X| + 1 segue-se que o lado direito do sistema (5.12)-(5.14) é
continuo em relagdo a t e Lipschitz continuo em relacdo ao segundo argumento. Segue
a forma de Teorema A.68 do Anexo A a existéncia de uma solucdo vnica conforme rei-
vindicado no item i). Seguindo os passos de Teorema A.66 do Anexo A pode-se ver que
o sistema (5.12)-(5.14) pode ser transformado em um sistema de derivada fraciondria de
ordem tinica, se o lado direito é continuo e Lipschitz continuo o sistema transformado
também é continuo e Lipshitz continuo. Portanto, pode-se aplicar agora Teorema A.68
do Anexo A para concluir a existéncia de uma vinica solu¢do continua em [fo, K*| que
depende continuamente dos dados iniciais, dos parametros e das ordens de derivadas
conforme reivindicado em i) e ii).

A extensdo da solugdo de (5.6)-(5.14) para o intervalo [0, f3] pode ser provada como
no Lema 4.1 e para o intervalo | f3, f5] pode ser provada analogamente no Teorema 4.1.
Novamente, uma vez que cos(X) é uniformemente limitado, segue-se que o lado direito
do sistema (5.12)-(5.14), com as condicédes iniciais em fy acima, satisfaz facilmente [53,
Teorema 3.2], para a extensdo continua para o intervalo [ fa, 00[. Conclui a alegagdo do

item iii).

Vale notar que, no caso de F3 > 0, ndo podemos provar a continuidade de 63(¢) em
[0, o], ja que, pela suposigdo 03(t) = 0 por t € [0, f3[. Assim como no caso de F» > 0,
nao podemos provar a continuidade de 5(¢) em [0, co|, pois pela suposicdo 05(t) = 0 por
t € 0, fal.
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No entanto, podemos considerar uma solugdo continua por partes (6;(t),0,0)”
[0, f3[ dado (analogamente) pelo Lema 4.1, (6;(t),0,03(¢))” em [f3, fo| dado pelo Teo-
rema 4.1 e (01(t),0:(t),05(t))T em [f2, o[, segue a linha do Teorema 5.1.

Corolario 5.1: Segue do Teorema 5.1 e dos passos na prova do Teorema A.66 do Anexo

A que a tinica solucdo para o sistema (5.12)-(5.14) é dada da seguinte forma

i) = (;) /0 o= gy (1) dt (5.15)
0y(t) = F(;) /:(x — )2 gy (t) dt (5.16)
05(t) = F(;g) /Ox(x — )37 g(t) dt (5.17)
onde
gi(t) = W — B cos(2m(B5(t) — 6, (1))) — O cos(2m(05(t) — 61(1)))  (5.18)

( ( (6s( (
Go(t) = wy? + AT? cos(2m(01(t) — 62(1))) + C52 cos(2m(03(t) — 62(2)))  (5.19)
g3(t) = wy® + AJ® cos(2m(01(t) — 65(t))) — Bs? cos(2m(0(t) — 05(¢))).  (5.20)

Demonstracao: A existéncia e unicidade seguem do Teorema 5.1. Entdo, a afirmagdo
deste coroldrio segue de uma aplicacdo de componentes de Lema A.12 do Anexo A em

(5.12)-(5.14) com as condigoes iniciais (5.1)-(5.5).
O

Observacao 5.1: Na Secdo 5.6 apresentamos uma proposta alternativa de interpretar
o acoplamento dos trés osciladores de fase, em que dois deles estdo sincronizados. Por-
tanto, vamos considerar que os osciladores 01(t) e 05(t) estejam fortemente sincronizados
de modo que podem ser interpretados como um vinico oscilador definido por 015(t), cujas

equacoes dindmicas da proposta sdo dadas por

Da12912(t) = wfzu 0104212 COS(ZTF(Qg(t) — 012(15))) (521)
Da393(t) = W3 + (Agg - BSVS) COS(QW(QIQ(t) - Hg(t))), (522)

e as condicoes inciais por

012(f12) = Fio (5.23)
O03(fs) = I3 (5.24)

A forma como os pardmetros de 015(t) foram definidos estd disponivel na Se¢do 5.6.

Note que a proposta a ser apresentada na Se¢ado 5.6, descrita na Observacdo 5.1, recai

em equacoes dindmicas de dois osciladores de fase acoplados. Assim, as garantias de
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existéncia da solu¢do, unicidade da solu¢do, e dependéncia continua dos dados iniciais, se
equivalem as apresentadas na Se¢do 4.3, com os referidos parametros das equagdes (5.21)-
(5.22), e condicoes inicias (5.23) e (5.24). O corolério a seguir que € uma parte essencial

da andlise apresentada na Sec¢do 5.6.

Corolario 5.2: Segue do Teorema 4.1 e dos passos na prova do Teorema A.66 do Anexo

A) que a vnica solugcdo para o sistema (5.21)-(5.22) é dada da seguinte forma

1 xX
612(t> = F(a12)A (fﬂ —t>a1271912(t) dt (525)
1 x
B0 = o /0 (z — 1) gy (1) dt (5.26)
onde
glg(t> = w?212 - Cil212 COS(27T(93(t) — 912(t>)) (527)
g3(t) = wg® 4+ (A% — B3®) cos(2m(01a(t) — O5(1))). (5.28)

Demonstracao: A existéncia e unicidade seguem do Teorema 4.1. Entdo, a afirmacdo
deste coroldrio segue de uma aplicacdo de componentes do Lema A.12 do Anexo A em
(5.21)-(5.22) com as condigées iniciais (5.23)-(5.24). 0

5.4 Sincronizacao para o Modelo PIM Inteiro

Apresentaremos nesta se¢ao o estudo da sincronizagado total e parcial para o Modelo
PIM Inteiro, que modela caracteristicas do ritmo circadiano.
O Modelo PIM Inteiro ndo considera memoria na modelagem do ritmo circadiano, o

que consiste em assumirmos
1 = g = (g = 1,
nas equagdes dinamicas (5.12)-(5.14). Assim,

01(t) = wy — Bycos(2m(05(t) — 01(t))) — Cy cos(2m(05(t) — 01()))  (5.29)
05(t) = wy+ Ajcos(2m(01(t) — 05(t))) + Cycos(2m(B3(t) — 0(t)))  (5.30)
O5(t) = w3+ Aycos(2m(61(t) — 05(t))) — By cos(2m(0(t) — 05(1))), (5.31)

parat > fs.

5.4.1 Sincronizacao Total

Na sincronizagdo total do Modelo PIM Inteiro os ritmos bioldgicos da temperatura

corporal, do sono-vigilia e da dor estio totalmente em sincronia.
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Para estudarmos a sincronizaco total entre os trés osciladores de fase, para t > f5,
vamos considerar a Defini¢do 1.1, ou seja, a diferenca de fase entre dois osciladores é

constante.

Por simplicidade, vamos considerar que a diferenca de fase entre os osciladores,
considerando-os dois a dois, é nula. Como cos(0) = 1, as equagdes dindmicas do Modelo
PIM, dadas por (5.29)-(5.31), parat > f5, podem ser escritas como

61(15) = W1 — B1 — Cl (532)
0y(t) = wy+ A1+ Cy (5.33)
O5(t) = ws+ Ay — Bs. (5.34)

Vamos resolver agora cada equacio separadamente. Integrando ambos os lados da

igualdade (5.32), em relagdo a ¢, obtemos
01(t) = (w1 — By — C4) t + consts.
Sabemos, da condi¢io inicial (5.5), que
0=0,(0) = (wy — By — C1)- 0 + consts.
Portanto, para qualquer ¢, durante a sincronizacdo, temos

01(75) = (w1 - Bl - Cl) t.

Integrando ambos os lados da igualdade (5.33), em relacdo a ¢, obtemos
O(t) = (we + Ay 4+ Cs) t + consty.
Da condigao inicial (5.2), obtemos que
Fy = 05(f2) = (wg + Ay + Cy)- fo + consty,
e assim, concluimos que

02(t) = (wa + Ay + Co)(t — fo) + F, t> fo.

Por fim, integrando ambos os lados da igualdade (5.34), em relacdo a ¢, obtemos

05(t) = (w3 + A2 — Bg) t + consts.
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Da condigao inicial (5.4), obtemos que
F3=05(f;) = (ws+ Ay — By)- f3 + consts,
de onde concluimos que
O5(t) = (w3 + Ao — Bo)(t — f3) + F5, = fs.

Sendo assim, concluimos que a solucao analitica da sincronizac¢ao total para o Modelo
PIM Inteiro, dado pela dinamica (5.32)-(5.34), para t > f5, € dada por

01 (t) = (w1 - B1 - Cl) t (535)
Qg(t) = (CUQ + Al + CQ)(t — fg) + FQ (536)
03(t) = (ws+ Az — Bo)(t — f3) + I3, (5.37)

A seguir, enfatizamos alguns comentérios com relagdo a sincronizacgdo total para o
Modelo PIM Inteiro.

e Similar ao Modelo de Fase Fraciondrio, para garantirmos a hipétese apresentada
na andlise deste problema no estudo da sincronizagdo total, de que a diferenca de
fase entre os osciladores, dois a dois, € nula, é necessario uma transformacao linear
de modo a transladar as solug¢des sincronizadas de 0 (t) e de 65(t) para origem. E,
assim vamos assumir que fo = f3 = 0, assim como, F» = F3 = (. Tal afirmacao

elimina, de maneira geral, a perturbacdo inicial nas fases dos osciladores.

e Da solugdo analitica, descrita por (5.35)-(5.37), podemos obter a seguinte con-

sequéncia:
wl—Bl—01:WQ+A1+CQZW3+A2—B2. (538)

Em outras palavras, € satisfeita a condi¢@o de sincronizagao total entre os trés osci-
ladores de fase quando as frequéncias intrinsecas de cada oscilador, com influéncia
das duas forcas de acoplamento que recebe dos outros dois osciladores, se igua-
lam. A frequéncia intrinseca de cada oscilador é influenciada pelas forcas de aco-
plamento dos outros dois osciladores do mesmo modo como os osciladores estdao
acoplados: se a for¢ca de acoplamento contribui com o movimento do oscilador que

a recebe, entdo a forca € positiva, caso contrario, negativa.

e Adiantamos que a sincronizagdo total do sistema, considerando trés osciladores
analisados dois a dois, ndo ocorre apenas com as igualdades (5.38) satisfeitas, mas

ocorre também quando cada par de osciladores satisfaz as restricoes de Winfree.
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Portanto, se as restrigdes

Al -+ B1 > |w1 — CUQ‘
A2 +Cy > |W1 — (,U3| (5.39)
By+Cy > |wy— wsl,

forem satisfeitas, entdo os trés osciladores sincronizam dois a dois. A aplicacdo

dessas restricdes podem ser vistas na Subsecdo 6.3.1.

5.4.2 Sincronizacao Parcial

Na sincronizagao parcial do Modelo PIM Inteiro dois osciladores de fase estao sin-

cronizados entre si, mas nao estio sincronizados individualmente ao terceiro.

Haja visto que pretendemos observar a influéncia da dor como um fator externo influ-
enciando no sistema, assumiremos que os osciladores 6, (t) e 02(t), que representam os
ritmos bioldgicos da temperatura corporal e do sono-vigilia, respectivamente, estao sin-
cronizados. No entanto, nenhum deles esta sincronizado com o oscilador da dor, 05(t).

Ressaltamos que outras andlises podem ser feitas de maneira andloga.

Podemos dizer que a situacdo analisada aqui pode ser interpretada como um orga-
nismo fortemente sincronizado para as atividades de dormir-acordar e temperatura corpo-

ral. Analisaremos as evidéncias de dor nesses ritmos.

Da hipétese de que os osciladores 6;(t) e 02(t) estdo sincronizados, temos que a

diferenga de fase 6, (t) — 02(t) = const, para todo t. Disso segue que
01(t) — 6x(t) = 0, (5.40)

durante a sincronizacdo. Das condicOes iniciais, e do principio de unicidade [48], segue
que const = 0. Portanto, 6, (t) = 6,(t), durante a sincronizagao desses osciladores. Como

cos(0) = 1, as equagdes dindmicas do Modelo PIM, durante a sincronizago parcial, sdo

dadas por
Hl(t) = Wi — B1 - CI COS(27T(93<t) - 91(t))) (541)
Oy(t) = wy+ Ay 4 Cocos(2m(B3(t) — B5(t))) (5.42)

Hg(t) = wsg+ A2 COS(27T(01(t) — 63(t>)) — B2 COS(27T(92(t> — Qg(t))) (543)

De (5.40) e das equagdes (5.41) e (5.42), obtemos

W1 — Wy — Al - B1 — CI COS(27T(03<t) — 6)1 (t)) - OQ COS(27T(93(t) - 92(75)) = 0(544)
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Vamos definir a diferenca de fase
P3(t) = 01(t) — O3(t) = 02(t) — O5(¢). (5.45)
Das equacdes (5.44) e (5.45), obtemos

Qg — E3 — D3 COS(27T¢3(t>> =0

Oy — E
—  cos(2ms(t)) = =2
D
Oy — E
—  27mi5(t) = arccos ———
3
1 Q3 — E
=  YPs(t) = 5 arccos 3D—33’ (5.46)

onde €23 = w; —wsy é a diferenca das frequéncias intrinsecas dos osciladores sincronizados;
E3 = Ay + B é a soma das forgas de acoplamento entre os osciladores sincronizados; e

D3 = Cy + Cy é a soma das forcas de acoplamento do oscilador 05(t).

Observacao 5.2: E interessante notarmos que, como o dominio da fun¢do arccos € | —

1, 1], segue que o oscilador 03(t) estd sincronizado com os osciladores 0, (t) e 05(t) se
D3 > |Q3 — E3| S Cl + CQ > \(wl — wg) — (Al + Bl)| (547)

Segue de (5.47) que a sincronizacdo de 05(t) com o sistema de 0(t) e 05(t) depende
das forcas de acoplamento C e Cs, que saem de 03(1), e da intensidade de sincronizacdo
entre os osciladores 01(t) e 05(t) (veja Subsecdo 4.4). Disto segue os seguintes co-

mentdrios:

e Se os osciladores 0,(t) e 04(t) estdo fortemente acoplados, entdo segue da
Observagdo 4.1 que E3 >> |Q3|. Portanto, segue de (5.47) que o oscilador 63(t) so
sincronizard com os osciladores 0,(t) e 05(t) se as for¢as de acoplamento Cy + Cy
for grande, ou seja, forem forcas que influenciam fortemente os osciladores que
a recebem. Portanto, a dor terd que influenciar fortemente pelo menos um dos

osciladores, temperatura corporal ou dormir-acordar.

e Se os osciladores 01(t) e 05(t) estdo fracamente acoplados, mas ainda assim sin-
, mas E5 — Q3] = 0. Por-

tanto, segue de (5.47) que o oscilador 05(t) sincronizard com os osciladores 01 (t)

cronizados, temos da Observacdo 4.1 que E3 > |Q3

e 05(t) mesmo que forcas de acoplamento Cy + Cy sejam relativamente pequenas.
Portanto, basta que a dor influencie um pouco um dos osciladores, temperatura

corporal ou dormir-acordar, para que esta sincronize com os demais.

Assim, podemos conjecturar que se a intensidade de sincronizagdo entre os oscilado-

res 01(t) e 05(t) € baixa, entdo a sincronizacdo com 05(t) é facilitada. Neste iiltimo caso,
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a dor se torna frequente no dia a dia.

Observacao 5.3: Se partirmos da ideia de que os osciladores 0,(t) e 03(t) sdo os os-
ciladores sincronizados, podemos obter de maneira andloga a restricdo que garante a

sincronizagdo de 05(t) com os sistema de 01(t) e 03(t), sendo esta dada por
By — By > \(wl — CU3) — (AQ + Cl>’ (548)

Assim como na situagdo anterior, a sincronizagdo de 05(t) com o sistema de 0,(t) e
05(t) estd diretamente relacionada com a intensidade de sincronizag¢do entre os oscilado-
res 01(t) e 03(t) e com as forcas de acoplamento que saem do os oscilador 05(t).

No caso anterior, para o oscilador da dor sincronizar ao sistema da temperatura cor-
poral e sono-vigilia, era necessdrio que a soma das forcas de acoplamento do oscilador
da dor seja maior que a intensidade de sincroniza¢do dos outros dois ritmos bioldgicos.
Agora, onde o ritmo biologico do sono-vigilia busca sincronizar ao sistema sincronizado
da dor e temperatura corporal, uma de suas forcas de acoplamento colabora de maneira
contrdria a sincronizacdo total: a forca de acoplamento By do sono-vigilia com a dor
influéncia na dessincronizacdo do ritmo biologico do sono-vigilia. Em outras palavras,
a dor sincronizada a temperatura corporal dificulta no comportamento sincronizado do
ritmo do sono-vigilia, e assim, se a dor é frequente no dia a a dia, os intervalos de sono
e vigilia tendem a ficar desregulados.

Desta forma, para que a sincronizacdo do sono-vigilia com o sistema da temperatura
corporal e dor ocorra é necessdrio um forte acoplamento do sono-vigilia com a tempera-
tura corporal, de modo a superar a intensidade de sincronizacdo do ritmo da temperatura
corporal com o ritmo da dor, e superar a forca de acoplamento do sono-vigilia com a dor.

Portanto, conjecturamos que se a intensidade de sincronizacdo entre os osciladores
01(t) e 05(t) € baixa, e 05(t) influéncia mais em 0,(t) que em 05(t), entdo a sincronizagédo
de 05(t) com o sistema 0, (t) e 03(t) é facilita.

Agora, considerando que os osciladores 05(t) e 05(t) sdo os osciladores sincroniza-
dos, podemos obter de maneira andloga a restricdo que garante a sincronizagdo de 01 (t)

com o sistema gerado por 05(t) e 05(t), dada por
A1 — AQ > ‘(wg — wg) — (BQ -+ Cz)l (549)

E, também de maneira andloga podemos conjecturar que se a intensidade de
sincronizagdo entre os osciladores 05(t) e 03(t) € baixa, e 6,(t) influencia mais em 05(t)
que em 03(t), entdo a sincronizagdo de 0,(t) com o sistema 05(t) e 05(t) € facilita.

Neste ultimo caso, se os periodos de sono e vigilia sdo bem regulados e a dor é
frequente no dia a dia, a temperatura corporal sé vai ter um ciclo didrio bem comportado

se estiver fortemente relacionada com os periodos de sono-vigilia e ndo com a dor.
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Observacao 5.4: Cada uma das restricoes (5.47)-(5.49) indica que dois osciladores
estdo sincronizados e juntos formam um tinico sistema, e assim, para o terceiro oscilador
sincronizar a esse sistema é necessdrio que a respectiva restricdo seja satisfeita. Veja que
a condicdo é necessdria, ndo podemos afirmar ainda que é uma condicdo suficiente para
a sincroniza¢do. Além disso, até o momento apenas imaginamos como é definido o sis-
tema dos dois osciladores sincronizados acoplados a um terceiro, mas outras propostas
ainda estdo em andlise. (Na Sec¢do 5.6 apresentamos uma proposta em que dois oscila-
dores sdo interpretados como um tnico oscilador e estudamos as condi¢des necessdrias

para a sincronizagcdo com o terceiro oscilado.)

Substituindo (5.46) nas equacdes do sistema (5.41)-(5.43), obtemos que, durante a

sincronizagdo parcial de 6, (t) e 05(t),

) 1 QO3 — B
0,(t) = wy — By —C)cos (27r (—— arccos u))

2m Ds
_ Clws + Cgcéll : 201 — B0y (5.50)
éz(t) = wy+ A; 4+ Cscos (27r (—% arccos Qg%ﬁ))
_ G + Cacéll : /(1;201 - BGy (5.51)

05(t) = ws+ Ascos <27T <% arccos 3T33)) — Bycos (27T (% ALCCOS 3D3 3))

_ (w1 —w2) = (A1 + B1)) (A2 — By)
= 1 Gy + w3 (5.52)

Vamos resolver separadamente cada equagdo acima. Integrando ambos os lados da

igualdade (5.50), em relagdo a ¢, obtemos

Cl(,LJQ + ngl + AlCl — Blcg)
0.(t) = t + constg.
1) ( Ci + Cs ¢
Temos, da condic¢ao inicial (5.5), que

0=06,(0) = (Clw2 i Czcgl—:_zg;Q - BICQ) -0 + constg.

Portanto, para qualquer ¢, durante a sincronizagdo de 6, (t) e 65(t), temos

o) = (Gt Cat AAZRG,

Integrando ambos os lados da igualdade (5.51), em relacdo a ¢, temos

02(t) _ (ClCUQ + ngl + AlCl — BlCQ

t + constr.
Cy + Cy ) !
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Da condi¢ao inicial (5.2), temos que

C’lwg + CQ(.UI + A101 — Blcg
Cr+ Oy

F2 = (92(f2) = ( ) . fQ + COIlSt7,

de onde concluimos que

Ciwy + Cywy + A1C — B,C
02(15):(12 2W1 1C1 1Co

e} )@—ﬁﬂf& t> fo

Por fim, integrando ambos os lados da igualdade (5.52), em relacdo a ¢, obtemos

_ (w1 —w2) = (A1 + B1)) (A2 — By)
%@_< Cy + Oy

+ wg) t 4 constg.

Temos, da condig¢ao inicial (5.4), que

((w1 — wa) = (A1 + B1))(Ag — By)
Ci + Cy

F3 = 63(]”3) = ( —+ CU3> . f3 + COHStg,

e, assim, podemos concluir que

%@:CWrﬂﬁ*&+&M%—&)

t— F t > fa.
Cy+ Cy +w3>( Js) + F. 2 fs

Desta forma, concluimos que a solugdo analitica da sincronizagdo parcial, em 6, (t) e

05(t), para o Modelo PIM Inteiro, dado pela dindmica (5.41)-(5.43), para t > f,, é dada

. Cl(.UQ + ngl + A101 — Bng
9@)_( e % (5.53)
. Cl(UQ + C’le + A16’1 — Bng
(w1 —w2) = (A1 + B1))(A2 — Bo)
= — Fs. .
byt ( Ll Fws ) (t— fi)+ Fs. (555

Tecemos a seguir, alguns comentarios com relagdo a sincronizagdo parcial para o Mo-

delo PIM Inteiro.

e Assim como em casos anteriores, para garantirmos a hipdtese apresentada na
andlise deste problema no estudo da sincronizagdo parcial, que a diferenga de fase
entre os osciladores 0, (t) e 65(t) é nula, é necessario uma transformacio linear de
modo a transladar as soluc@o sincronizada de 0,(t) para origem. Portanto, vamos
assumir que fo = 0, assim como, F, = 0. Com isso, as solugdes de ¢, (t) e O5(t),
dadas por (5.53) e (5.54), respectivamente, indicam a sincronizacdo entre esses dois

osciladores.
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e Pelas solucdes (5.53)-(5.55), podemos notar que a diferenca de fase entre 6, (t) e
05(t), assim como a diferenca de fase entre 05(¢) e 05(t), ndo € constante, indicando

portanto a dessincronizacao entre esses osciladores.

e Interessante notarmos que as solu¢des dos osciladores sincronizados 6, (t) e 0s(t)
dadas, nessa ordem, por (5.53) e (5.54), dependem apenas das suas frequéncias
intrinsecas, das forcas de acoplamento da interagdo entre eles e das forcas de acopla-
mento que recebem do oscilador 5(¢), mas ndo dependem da frequéncia intrinseca
de 05(t). Em outras palavras, os osciladores da temperatura corporal e sono-vigilia,
quando sincronizados, ndo sdo influenciados pelo periodo da dor, apenas pelas

forcas de acoplamento.

5.5 Sincronizacao para o Modelo PIM Fracionario

Nesta secdo apresentaremos o estudo da sincronizacao total e parcial para o Modelo
PIM Fracionario, que modela caracteristicas do ritmo circadiano com memdria.
O Modelo PIM Fraciondrio considera a memoria inica na modelagem do ritmo circa-

diano, o que consiste em assumirmos que
a1 = g = 03 = Q,

nas equagoes dinamicas (5.12)-(5.14). Assim,
D%0,(t) = wi — By cos(2m(02(t) — 01(t))) — Cy cos(2m(05(t) — 01(t)))  (5.56)
D%0,(t) = wy + AT cos(2m(0:1(t) — 02(t))) + C3 cos(2m(05(t) — 0a(t)))  (5.57)
D03(t) = wg + A5 cos(2m(01(t) — 05(t))) — BS cos(2m(62(t) — 05(t))),  (5.58)

parat > fs.

5.5.1 Sincronizacao Total

Na sincronizacao total do Modelo PIM Fracionario os ritmos biolégicos da tempera-
tura corporal, do sono-vigilia e da dor com memdria estao totalmente em sincronia.

Este estudo se difere do estudo da sincronizacao total para o Modelo PIM Inteiro, da
Subecdo 5.4.1, no que diz respeito a memoria na modelagem do problema. Neste caso,
além de ser um ritmo circadiano sincronizado, o organismo conserva certas caracteristicas
do comportamento do ritmo circadiano, como os horarios de inicio de vigilia e inicio de
sono, por exemplo.

Visando o estudo da sincronizagao total entre os osciladores 6, (), 05(t) e 65(t), para
t > f5, vamos considerar a Definicdo 1.1, ou seja, a diferenca de fase entre dois oscilado-

res sincronizados € constante.
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Vamos considerar, por simplicidade, que a diferenca de fase entre os osciladores, ana-
lisados dois a dois, é nula. Como cos(0) = 1, as equagdes dinadmicas do Modelo PIM,

dadas por (5.56)-(5.58), para t > f5, podem ser escritas como

D“0\(t) = w®—BY—(C"° (5.59)
DY0y(t) = wS + A% +C (5.60)
D05(t) = w§ + AS — BS. (5.61)

Vamos obter a solu¢do, durante a sincronizagdo, de cada equacao separadamente, uti-
lizando resultados do cdlculo fraciondrio, disponiveis no Anexo A.

Integrando de ordem fraciondria o de ambos os lados da igualdade (5.59), obtemos

1 t 1
— B . . 2
01(t) 91(0)+F( )/O(t x) (wi T=C7) dx (5.62)
Temos, da condicao inicial (5.5), que 6 (0) = 0, e da integragdo do lado direito da equagdo

(5.62), que a solugdo sincronizada para 6, (t) satisfaz

(wi = B = CF)

a (o) .

01(t) =

Da mesma forma, integrando de ordem fraciondria o de ambos os lados da igualdade
(5.60), obtemos

05(t) = 05(f2) + ﬁ/f (t — )1 (W + AT + CF) da. (5.63)

Dado que, 05(f2) = F5, e integrando do lado direito a equagdo (5.63), concluimos que

(WS 4+ A} 4+ C¥)
al(a)

bs(t) = (t = fo)* + I, t> fo.
Finalmente, integrando de ordem fraciondria o ambos os lados da igualdade (5.61),
obtemos que
1 ! a—1 a « a
F(Oé) fs
Da condigdo inicial (5.4), temos que 03(f3) = F3. E, portanto, integrando o lado direito

da equacdo (5.64), concluimos que

(w§ + A5 — BY)
al(a)

03(t) = (t—f3)*+Fs,  t> fs

Sendo assim, a solu¢do analitica da sincronizacdo total para o Modelo PIM Fra-
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(Wi = B = CT)
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0:(t) T (o) e (5.65)
(w5 + AT+ C8) .

Oo(t) = aT(a) (t— fo)* + Fy (5.66)

ooty = A B phe g (5.67)

al'(a)

Abaixo teceremos alguns consideragcdes sobre a sincronizagdo total para o Modelo

PIM Fracionario.

e Para garantirmos a hipétese apresentada na andlise deste problema no estudo da

sincronizacdo total, de que a diferenca de fase entre os osciladores, dois a dois,
¢ nula, € necessario uma transformacao linear de modo a transladar as solucdes
sincronizadas de 05(t) e de 03(t) para origem. E, assim vamos assumir que fo =

f3 =0, assim como, F;, = F3 = 0.

Se o = 1, as solugdes analiticas (5.65)-(5.67), sdo exatamente as mesmas equagoes

da sincronizac¢do total do Modelo PIM Inteiro, Secdo 5.4.1.

Da solucao analitica descrita por (5.65)-(5.67), temos como consequéncia que
wi — By —CY =wy + AT + CF = w3 + AS — B3 (5.68)

Temos, por (5.68), que a sincronizagdo total ocorre quando sucede a igualdade das
frequéncias intrinsecas de cada oscilador influenciadas pelas forcas de acoplamento

dos outros dois osciladores.

Antecipamos que a sincroniza¢do total do sistema com memoria Unica de trés
osciladores acoplados, considerando-os dois a dois, ocorre também quando a
generalizacdo das restricdes de Winfree sio validadas pra cada par de osciladores.

Portanto, se as restrigées

AT+ BT > wf —wy
AF+CT > |wi — Wi (5.69)

By + 03 > |wg —wyl,

forem satisfeitas, entdo os trés osciladores sincronizam dois a dois. A aplicacdo

dessas restricdoes podem ser vistas na Subsecdo 6.3.2.
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5.5.2 Sincronizacao Parcial

Na sincronizagdo parcial para o Modelo PIM Fraciondrio dois osciladores de fase

estao sincronizados entre si, mas estao dessincronizados individualmente ao terceiro.

Sem perda de generalidade na anélise do modelo proposto, estabeleceremos que o
ritmo biolégico da temperatura corporal e o ritmo bioldgico do sono-vigilia sdo os osci-
ladores que estdo sincronizados entre si € o ritmo biolégico da dor ndo esta sincronizado

com estes. Outras andlises podem ser feitas de maneira analoga.

Sabemos, da Definicdo 1.1, que se dois osciladores estdo sincronizados, entdo a
diferenca de fase entre eles é constante. Assim sendo, por simplicidade, vamos assu-
mir que a diferenca de fase entre os osciladores 6, (t) e 02(t) € nula. Como cos(0) = 1,
as equagdes dinamicas do Modelo PIM Fracionario, dadas por (5.56)-(5.58), parat > fs,

podem ser escritas como

Da91 (t) = (A)? — B? — Cfé COS(27T(93(75) — 01 (t))) (570)
DY0y(t) = w§ + AT + CF cos(2m(05(t) — 02(1))) (5.71)
D%03(t) = w§ + AScos(2m(01(t) — O5(t))) — Bs cos(2m(02(t) — 05(t))).(5.72)

Como a diferenga de fase entre 0, (t) e 05(t) foi fixada como nula, entdo, derivando na

ordem «, temos
D%0,(t) — D%Oy(t) = 0. (5.73)
De (5.73) e das equagdes (5.70) e (5.71), obtemos

wi —ws — BY — AT — C{ cos(2m(05(t) — 01(t))) — CF cos(2m(05(t) — 02(t))) = 0.

(5.74)
Agora, vamos considerar a diferenca de fase
Yy(t) = 61(t) — 03(t) = O2(t) — O5(¢). (5.75)
Das equacdes (5.74) e (5.75), temos
Q4 — E4 — D4 COS(QW?,D;;(IS)) =0
QO — FE
—  cos(2my(t)) = —2
D,
Oy — FE
—  2miy(t) = arccos ———
4

1 Oy — F

— () = — arccos — 1 (5.76)

2T D4
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onde 2, = wi — wg € a diferenca das frequéncias intrinsecas, com efeitos de memodria,
dos osciladores sincronizadas; Fy = A{ + By é a soma das forgas de acoplamento entre
osciladores sincronizados; e Dy = Cf 4+ C% € a soma das for¢as de acoplamento do
oscilador 03(t).

Assim como no estudo da sincronizacao parcial para o Modelo PIM Inteiro, disponivel
na Subsecdo 5.4.2, podemos analisar um resultado interessante como consequéncia de
(5.76).

Observacao 5.5: Como o dominio da fun¢do arccos € | — 1, 1], entdo o oscilador 05(t)

sincroniza ao sistema gerado pelos os osciladores 01(t) e 05(t) se
[Dal > | = Ea| = [C7+CF[>[(wf —wg) — (AT + Byl (53.77)

Segue de (5.77) que a sincronizagdo de 05(t) com o sistema 01(t) e 05(t) depende das
forgas de acoplamento C e Cs, que saem de 05(t), da intensidade de sincronizacdo entre
os osciladores 01(t) e 05(t), e do pardmetro de memdria o. Tal situagdo se iguala em
parte a apresentada na Observacdo 5.2, no que diz respeito na interpretacdo geral do
acoplamento do terceiro oscilador ao sistema dos outros dois osciladores acoplados e
sincronizados, entretanto, temos aqui os efeitos de memoria que influenciam no acopla-

mento dos osciladores. Disto segue os seguintes comentdrios:

e Se os osciladores 0,(t) e 0O4(t) estdo fortemente acoplados, entdo segue da
Observagdo 4.1 que E5 >> |Q3|. Portanto, segue de (5.77) que o oscilador 05(t)
s6 sincronizard com os osciladores 01(t) e 05(t) se as forcas de acoplamento in-
fluenciadas pela memdria do sistema, Cy + CS, for grande. Portanto, a dor terd
que influenciar fortemente pelo menos um dos osciladores, temperatura corporal

ou dormir-acordar.

e Se os osciladores 0,(t) e 05(t) estdo fracamente acoplados, mas ainda assim sin-
, mas E3 — |Q3] = 0. Por-

tanto, segue de (5.77) que o oscilador 05(t) sincronizard com os osciladores 01(t)

cronizados, temos da Observagdo 4.1 que E5 > [Q)3

e O5(t) mesmo que as forgas de acoplamento CY + C$' sejam relativamente peque-
nas. Portanto, basta que a dor influencie ao menos fracamente um dos osciladores,

temperatura corporal ou dormir-acordar, para que esta sincronize com os demais.

Conjecturamos, portanto, que se a intensidade de sincronizacdo entre os osciladores
01(t) e 02(t) com efeito de memdria é baixa, entdo a sincronizagcdo com 05(t) € facilitada.

Neste ultimo caso, a dor se torna frequente no dia a dia.

Observacao 5.6: Considerando os osciladores 01(t) e 05(t) como os osciladores sincro-

nizados, podemos obter, de maneira andloga, a restri¢cdo que garante a sincroniza¢do de
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05(t) com o sistema gerado por 0, (t) e 05(t), sendo esta
B = By > [(wi —w§) — (A3 + CT)l. (5.78)

E, da mesma forma, considerando que os osciladores 05(t) e 03(t) como os oscila-
dores sincronizados, podemos obter de maneira andloga a restricdo que garante a

sincronizacdo. Sendo assim
AG = A5 > (w5 — w§) — (B + O3l (5.79)

A interpretagcdo das restricoes (5.78) e (5.79) sdo andlogas as andlises dispostas na

Observacdo 5.3, mas nesse caso com memoria.

Assim sendo, de (5.78) conjecturamos que se a intensidade de sincronizacdo dos os-
ciladores 6,(t) e 05(t), com efeitos de memdria, é baixa, e 05(t) influencia mais em 01(t)
que em 05(t), entdo a sincronizagdo de 05(t) com o sistema 01(t) e 03(t) é facilitada. Em
outras palavras, se os ritmos bioldgicos da temperatura corporal e dor estdo sincroniza-
dos, mas com a sincroniza¢do fraca, entdo para que ocorra a sincronizagdo do ritmo do
sono-vigilia com o sistema formado pela temperatura corporal e dor, é necessdrio ape-
nas que a relagcdo entre o sono-vigilia com a temperatura corporal seja mais forte que a

relagdo entre o sono-vigilia com a dor.

Igualmente, de (5.79) conjecturamos que se a intensidade de sincronizagdo dos osci-
ladores 05(t) e 03(t), com efeitos de memdria, é baixa, e 0, (t) influencia mais em 0 (t) que
em 05(t), entdo a sincronizagcdo de 01(t) com o sistema 05(t) e 05(t) é facilitada. Ou seja,
se os ritmos biolégicos do sono-vigilia e dor estdo sincronizados, mas esta sincronizagdo
ndo é forte, entdo para que ocorra a sincronizagdo do ritmo da temperatura corporal com
o sistema formado pelo sono-vigilia e dor, é necessdrio apenas que a relacdo entre a tem-
peratura corporal com o sono-vigilia seja mais forte que a relagcdo entre a temperatura

corporal com a dor.

Enfatizamos que quanto mais forte é o nivel de memoria de um sistema, mas prova-
velmente esse sistema sincroniza. (Um exemplo para tal pode ser verificado na simula¢do

numérica computacional dos Exemplos ?? e ?? do Capitulo 6.)

Substituindo a equagdo (5.76) nas equagdes do sistema (5.70)-(5.72), durante a

sincronizagao parcial de 6, (t) e 05(t), obtemos que

1 Q—F
D*0,(t) = w{ — Cfcos <27T (2— arccos %))
n 4
~ CRws + Cswp + AFCY — BRCs
Ce+Cs

(5.80)
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[e} « « 1 Q4 - E4
D%0y(t) = w§ + CF cos (27 <% arccos ) ))

CPwg + Ot + AYCE — BYCS
Cy + Cg

1 Oy —FE
ws + A5 cos (27r <% arccos 4D4 4>>

o 1 Q4 — E4
—Bj cos (27r (% arccos Dy )
(Wi —wy) = (A} + BY)) (A5 — By)
= 5. 5.82
Co +Cs T -52)

(5.81)

D05(t)

Vamos resolver cada equacdo acima separadamente. Para tal, utilizaremos resultados

do calculo fracionério, disponiveis no Anexo A.

Integrando de ordem fraciondria o de ambos os lados da igualdade (5.80), obtemos

1 t CWe + CYw + AYC* — BoCY
9 t :9 O - t— a—1 12 21 11 12
1) 1)+ /0( @) ( ce+CY

o) ) dz. (5.83)

Sabemos da condicao inicial (5.5) que #;(0) = 0. E, integrando o lado direito da equagio

(5.83), concluimos que

(CTws + Cfwp + AYCT — BYCY)

te.
al(a)(CF+ CF)

91 (t) —

De maneira similar, integrando de ordem v ambos os lados da igualdade (5.81), obte-

mos, parat > f5, que

1 t Cfws + Cfwe + AYCY — BYCY
6 t) = 9 - t— a—1 12 21 11 12 d ) 584
N o A . ) dnssh

Segue, da condicdo inicial (5.2) que 6(f2) = F», e da integragdo do lado direito da

equacao (5.84), que

(CTwg + Cow? + ATCY — BYCY)

Ba(t) = aT(a)(Co + C3)

(t — f2)* + Fa, t> fo.

Por fim, integrando de ordem fraciondria v de ambos os lados da igualdade (5.82),

obtemos, parat > f3,

g L[ (st ) (AR B B |
05(t) = O5(f3) + /fS(t ) ( Co 1 O3 + 3) dx.

(o)
(5.85)

Da integracdo do lado direito da equagdo (5.85), e do fato de 65(f3) = F3, concluimos
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(e ) — (A5 + B3~ B) |8 :
i) = (= e o ) R 2

Portanto, a solucéo analitica da sincronizagio parcial, em 6y (t) e 05(t), para o Modelo
PIM Fracionario, dado pelas equacdes dindmicas (5.70)-(5.72), parat > f5, é dada por
C’Oé o COé « AO!CO[ _ BOCC’O&
0.(t) = (CTwg + CFwi 4+ ATCY 1 2>ta (5.86)
a (@) (CF + C3)
(Cws + Cowy + ATCY — BYCY)

0 (1) LI+ 08 (t— fo)* + Fy (5.87)
[ w8) — (AT BO)AS — Bg) | uh .
%() = < o T(a)(Cy + Cs) Ta r<a>) (= )"+ B

(5.88)

A seguir, vamos tecer alguns comentarios acerca da sincronizagao parcial para o Mo-

delo PIM Fracionario.

e Assim como no Modelo PIM Inteiro e em casos anteriores, para garantirmos a
hipdtese apresentada na andlise deste problema no estudo da sincronizagdo parcial,
de que a diferenca de fase entre os osciladores 0;(t) e 0(t) é nula, é necessario
uma transformagdo linear de modo a transladar a solug@o sincronizada de 6,(t)
para origem. Portanto, vamos assumir que f; = 0, assim como, F» = (. Com isso,
as solugdes de 6, (t) e 05(t), dadas por (5.86) e (5.87), respectivamente, indicam a

sincronizagdo entre esses dois osciladores.

e Das solucdes (5.86)-(5.88) podemos notar que a diferenca de fase entre 0;(¢) e
05(t), assim como a diferenca de fase entre 6,(t) e 03(t), ndo é constante, indicando

portanto a dessincronizacao entre esses osciladores.

e Pelas solucdes (5.86)-(5.88) podemos verificar que 0 Modelo PIM Fraciondrio € um
extensao do Modelo PIM Inteiro, ambos casos sincronizado parcial, basta conside-

rar « = 1, que as solucdes se tornam as mesmas obtidas na Subsecao 5.4.2.

e As solugdes analiticas (5.53) e (5.54), dos osciladores sincronizados 61 (t) e 05(t),
dependem das suas frequéncias intrinsecas, das forcas de acoplamento da interacao
entre eles, das forgas de acoplamento que recebem do oscilador 03(t) e do parAmetro
de memoria, mas ndo dependem da frequéncia intrinseca de 65(t), nem das forcas
de acoplamento de 0, (t) e 0,(t) para 03(t). Isto é, os osciladores sincronizados
dependem apenas das suas interacdes e de fatores externos que recebem (que nao

dessincronizam o sistema).
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5.6 Sincronizacao para o Modelo PIM Multi-fracionario

Nesta secdo, vamos analisar condi¢des da sincronizacdo para o Modelo PIM Multi-
fraciondrio, em que a dindmica de cada oscilador de fase é governada por derivadas fra-
ciondrias de ordem distintas. Assim sendo, as equagdes dinamicas do modelo sdo dadas
por (5.12)-(5.14), onde o; # g # ag, para ; € |0,1],7=1,2,3.

Como ja observamos na Se¢do 4.6, obter uma solucao analitica do acoplamento de
dois osciladores de fase com memorias distintas se mostrou um processo inalcangado. Por
outro lado, apresentamos, naquela situac@o solugdes superior e inferior de cada oscilador
que confinam a solucao sincronizada (se esta existir). Agora, com trés osciladores de fase
acoplados, alcangarmos a solugdo analitica para o Modelo PIM Multi-fraciondrio tende a
ser um processo mais complexo. Portanto, a fim de analisar a dor como um fator novo ao
sistema (ou seja, ndo dor cronica), vamos supor que os osciladores 6, (t) e 05(t) estejam
fortemente acoplados e, assim, esses osciladores podem ser interpretados como um tnico

oscilador.

Dito isso, as equacdes dinamicas do Modelo PIM Multi-fraciondrio, cujos osciladores

01(t) e O5(t) estdo fortemente acoplados, sdo dadas por

D*2015(t) = wiy? — C1y% cos(2m(05(t) — O12(1))) (5.89)
D*05(t) = ws® + (A — B3?) cos(2m(bh2(t) — 63(1))), (5.90)

onde, wy5 € a frequéncia de compromisso adotada pelo sistema sincronizado dos oscila-

dores 6, (t) e O5(t). O valor dessa frequéncia é dado por (4.23) na Seg¢do 4.4, sendo

Aywy + Biws

WRE AR,

e ws € a frequéncia intrinseca do oscilador 65(t); a2 € pardmetro de memdria resultante do
acoplamento entre os osciladores 6 (t) e 02(t), obtido pela média aritmética das memorias
desses osciladores, e a3 € o pardmetro de memoria do oscilador 65(t); Ci € a forca de
acoplamento resultante do acoplamento entre os osciladores 6;(t) e 0(t), obtida, pela
média aritmética das forcas de acoplamento C; e C'5 que sdo as forgas de acoplamento do
oscilador #3(t). O resultado dessas forcas é contraria a0 movimento do oscilador 615(t),
como podemos ver pelo sinal negativo que antecede C'j» na equacio (5.89); A, e B, sdo
as forcas de acoplamento dos osciladores () e 65(t), respectivamente. Para o oscilador
05(t), o resultado dessas forcas contribui com o movimento do oscilador 03(t), como

podemos ver pelo sinal positivo que antecede a relagdo dessas forcas na equagao (5.90).

Para ndo perdermos as propriedades dos Modelos de Strogatz e Kuramoto, é ne-
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cessario que as forcas de acoplamento que regem o sistema sejam positivas, assim temos

Cs? > 0

A3 —B3® > 0 = A3 > By®

No intuito de avangar nos resultados para a sincronizagdo, definimos

Ys(t) = (03 — b12)(t) (5.91)

de modo que 615(t) e O3(t) sdo as dnicas solugdes de (5.89)-(5.90), com a2 # ag, para

aq2, ag €0, 1] (veja Coroldrio 5.2 para o resultado de existéncia e unicidade).
Logo, segue das equagdes (5.25) e (5.26), que

wl) = [ (Lm0 - o)

_ z (l‘ — t)am*l P(OQQ) T — (a3—1)—(a1z—1) B
a /0 I'( (F(a3)< t) 93(1) 912(25)) dt

0412)

Tz =)zl (T (ays) o -
/o (ar,) (r<a3> (=) g5 (t) 912<t>> dt.  (5.92)

Somando e subtraindo o mesmo termo em (5.92), obtemos a seguinte identidade
para s (t).

_ t)a12*1

wlt) = [ ESE (e — 0lt) - gualo)

Ty = 07 0l T = )]
_ ’ (37 — t)an_l F(a12) T — t)es—a12 —
a /0 ['(a2) [F(Oé:a)( t) [95(t) — g12(1)]

F(a12) _ \asz—oa2 _
—l—912( T(a) (x—1) 1)} dt
A % [93(t) — 912(t)] {FF(((ZI;)) ($ — t)o‘3_0112:| dt
G I(ov2) T — )T _
+ /O Fa el [r =) 1} i, (5.93)

Hipotese 5.1: Assumiremos que g3(t) — g12(t) e g12(t) ndo podem trocar de sinal.

Observacao 5.7: A Hipdtese 5.1 poderia ser assumida como ¢12(t) — gs(t) e gs(t) sem

trocar de sinal. A conclusdo é equivalente a que serd obtida abaixo, considerando

s (t) = 1a(t) — 03(2)

Do Teorema do Valor Médio A.1 e da Hipétese 5.1, podemos inferir que 3 y € |0, z,
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tal que a igualdade (5.93) pode ser escrita como

ou ainda, de forma explicita, como

) = Tt - gpererngge (g - el + (A7 - B+ O cost2min(0) ) )
+FF<(2132)> ((x — )™ - 1) I <(wi32 - Cry? cos(%r%(t))) dt)- (5.94)

Aplicando a regra da cadeia para derivadas de ordem fraciondria (Teorema A.18), para

a ordem o1, de ambos os lados de (5.94), obtemos

Da127,/)5 (t) —
ezl e (o - W) + (AP - B+ O cos2min(t)

. Dlonz) ((z ) - 1) (wfgz — 0o cos(27r¢5(t)))

—

[(a)
k=1 + D! {%(l’ _ y)a3a12:| F(lfég;l—;l)

ot o (g = ) + (A5 = B + O cosC2run(e) )

+ oy P [Tt (=0 -1)

% Da12—1 {chm <wfé212 _ 010‘212 cos(27T77ZJ5 (U))]

+ ’ Termos de ordem k > 2 ‘

Como analisado no capitulo anterior, com dois osciladores, a solu¢g@o sincronizada
satisfaz D2 = (. Contudo, diferente dos casos da Secao 5.4 e Secdo 5.5, mas similar ao
caso da Sec¢do 4.6, temos uma grande quantidade de fatores em torno das forcas de aco-
plamento e das frequéncias intrinsecas de modo que ndo esta claro se existe uma solugao
sincronizada explicita. Em vista disso, acreditamos que a sincronizagdo geral do sistema,
com memorias distintas, depende de outras forgas externas.

Assim como na Se¢do 4.6, dado que ndo conseguimos obter a solucdo analitica para a
sincronizacao total do sistema, mostraremos que existem limitantes superior e inferior que
dependem dos pardmetros do oscilador 0;5(t) e 03(t), definidos pelas equacdes dindmicas
(5.89)-(5.90), tal que, se existir uma solugdo sincronizada, esta deve estar limitada entre

tais quantidades.
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Teorema 5.2: Assuma como verdade a Hipdtese 5.1, com gs(t) > gi2(t) e gi2(t) >
0. Entdo, se existir uma solugdo sincronizada 015(t), 03(t) para (5.89)-(5.90), ela deve
satisfazer 0151, (t) < 012(t) < O19p(t) e O51.(t) < O5(t) < O51(t), onde

Oi2r(t) = 0 (5.95)

(AP — Bty + oty
et = t— fa)* + B 5.96
3L( ) a3r(a3) (Ag‘3 _ Bgé:a + 03212) ( fB) + F3 ( )

(A3° — B3®)wiy® 4+ C1y°ws®
Oélgr(()élg) (Ag3 — ng + C104212>
(A3° — By wiy® + C1y°ws®

Baur(t) = sl () O (t— fo)* + F. (5.98)

6120 (1) (t — fi2)™? + Fio (5.97)

Demonstracao: A unicidade segue diretamente da unicidade de solu¢oes provadas no
Coroldrio 5.2. Suponha que tal solu¢do sincronizada 1% (t) exista. Da restrigdo gi(t) >
0, segue que

a12

W2 — O%2 cos (2nPE(E)) > 0 <= ggm > cos (2mi(1)). (5.99)
12

Por outro lado, da restrigdo de que g3(t) > gi2(t), segue que

wg® + (A3° — B3?) cos (2mi5(t)) = wiz® — Oy cos (2my)5)
i —

= 2t (t)) > .

COS( 7”/’5( )) - Agg . ng 4 C1a212

(5.100)

Sejam (0121,0s1) e (0120, 05v), a unica solugdo do sistema de equacédes diferenciais

fraciondrias
D*2051(t) = 0
Desgyy(t) = (A2 Br)wid + Cus (5.101)
3 AT -BY Oy
e

a3z a3z a12 @12, 03
(A2® — B3®)wis® + Cfy*ws
sz [e%} Q12
a3 as a12 a12, 03
(A2® — By®*)wiy® + Cly*ws

Dag 93[] (t) - Calz 3]
12

D*20,9(t)
(5.102)

cujas condigdes iniciais sdo 612(f12) = Fio e 03(f3) = F3, em que f15 é determinado
pelo tempo t que comega a sincronizagdo entre 01(t) e 02(t). Além disso, assumimos que
Ji2 > fs.

Note que a existéncia e unicidade segue os mesmos passos da demonstra¢do do Co-
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roldrio 5.2. Segue da integracdo fraciondria de ordem o5 e ag em cada uma das linhas
dos sistemas (5.101) e (5.102), e das condigdes iniciais, que (0121, 031) e (0120, 050) sa-
tisfazem, (5.95)-(5.96) e (5.97)-(5.98), respectivamente.

Agora o teorema segue de (5.99) e (5.100) e do principio de comparacdo de solugoes

de sistemas de ordem fraciondria em [55, Teorema 2].
O

Observacao 5.8: Considerando como satisfeita a hipdtese de que s (t) = (012 — 03)(1)
(Observagdo 5.7), com g12(t) > gs(t) e gs(t) > 0. Entdo, se existir solugdo sincronizada
6h2(t), O5(t) para (5.89)-(5.90), ela deve satisfazer 0,,; (t) < 612(t) < 0157(t) € 057 (1) <
O5(t) < O5;(t), onde

as as 12 a2 Q3
(AQ — B, )W12 + C15%ws

ot t— fip)2 4+ F 5.103
125 (1) ol (0a) (AT — B 4 C0) (t — fi12)™ + Fio ( )
O,:(t) = 0, (5.104)
e
(A2® — By®)wiy® + Cly*ws®
0,,7(t) = t— a2z B 5.105
106 () ol (an) (AF — B (t = f12)™2 + Fio ( )
A% BO3) 012 4 (2,08 N
0.0(1) = (A5 5" )wis W5y sy (5.106)

asl'(as) (A3" — By* + Cy?)
Tal resultado é obtido de maneira andloga a afirmacdo da Hipotese 5.1.

Abaixo temos alguns conclusdes a respeito do resultado do Teorema 5.2.

e A diferenca de fase, definida por ¢X(¢), deve ser definida de forma que ou gy2(t) >
g3(t) e gs(t) > 0 ou g3(t) > g12(t) e gr12(t) > 0 sejam satisfeitas. Se tais relacdes
nao forem satisfeitas, entdo ndo podemos obter os limitantes superior e inferior da

solugdo sincronizada para o Modelo PIM Multi-fracionario.

e Podemos generalizar as restricoes de Winfree para o caso multi-fracionério, sem
considerar os osciladores ;(t) e 05(t) como um tnico oscilador. Assim sendo,

conjecturamos que se a restricao

AP+ Bt > wrt — wh?
AP+ O > |wit — wi?| (5.107)

Qs a a «
By +C3% > |wg® — wy?|,

for satisfeita, entdo os osciladores estdo, dois a dois, sincronizados. A aplicacdo

dessa restri¢ao pode ser vista na Subsecdo 6.3.3.



6 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo, apresentamos resultados numéricos dos modelos propostos para mo-
delar o ritmo circadiano, propostos e estudados nos Capitulos 4 e 5, respectivamente o
Modelo de Fase e Modelo PIM.

Em todos os exemplos que apresentaremos abaixo, as aproximagdes numéricas das
solugdes dos sistemas de EDO’s correspondentes foram obtidos adaptando o algoritmo
proposto em [19]. Tal algoritmo utiliza um método de quadraturas para a convolugdo
baseados no método de Runge—Kutta [6]. A andlise de estabilidade e convergéncia do

método pode ser consultada em [19].

Na Secdo 6.1 descrevemos os parametros que serdo usados para as simulacdes
numéricas que apresentaremos nas se¢des seguintes. Na Secdo 6.2 descrevemos as
simulacdes numéricas para o Modelo de Fase. Tais simula¢des buscam refletir os resul-
tados tedricos discutidos no Capitulo 4, para os quais, em cada caso, com os valores dos

parametros, verificam as restricdes de Winfree para sincronizagao ou dessincronizagao.

Na Secdo 6.3 apresentamos os resultados numéricos para a sincronizacdo e
dessincronizagdo para o modelo PIM (que envolve os ritmos bioldgicos da temperatura
corporal, sono-vigilia e dor). Haja visto que temos agora trés osciladores, os resulta-
dos apresentados ddo conta de analisar as situagdes de sincronizagdo total, parcial ou
dessincronizagdo total, baseados em parametros que satisfacam as restricdes de Winfree

e generalizagoes.

Além disso, para os dois modelos propostos cujas memorias sdo distintas, Modelo de
Fase Multi-fracionario e Modelo PIM Multi-fracionério, vamos mostrar que as solugdes
obtidas numericamente estdo contidas entre as solucdes inferior e superior, obtidas para o
Modelo de Fase na Secdo 4.6 e para Modelo PIM na Secdo 5.6.

Enfatizamos que os grificos das simulacdes apresentados neste capitulo ndo descre-
vem o ritmo circadiano em si, mas sim uma caracteristica de seu comportamento, a
sincroniza¢c@o ou niao de modelo no espaco de fase. Para uma avaliacio do comporta-
mento do modelo no espaco fisico, é necessario tomar a Transformada Inversa de Fourier

[17, 20, 39], o que sera feito em contribui¢des futuras.
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6.1 Parametros

Nesta secao relatamos como foram feitas as escolhas dos parametros usados nas
simula¢des numéricas apresentadas neste capitulo. E importante salientar aqui que ne-
nhum dos parametros foram calibrados a partir de dados reais (dados dos pacientes no
Capitulo 2). Este serd um dos trabalhos futuros. Nossa abordagem aqui seré de apresentar
cendrios simulados, respeitando as restricdes de Winfree quando existentes, que descre-
vem os resultados tedricos obtidos nos capitulos anteriores. Desta forma, os parametros
foram escolhidos conforme descritos em cada exemplo.

Como a frequéncia intrinseca de cada oscilador 6;(t) estd relacionada com o periodo

7;, em horas, de cada oscilador 7 (z = 1, 2, 3), satisfazendo

Wi = —,
T
entdo, nas simulacdes escolhemos o parametro 7;, que reflete o intervalo, em horas, que o
ritmo bioldgico descrito pelo oscilador ¢ completa o seu respectivo ciclo (veja as tabelas
com os valores escolhidos em cada exemplo).

Para as forcas de acoplamento, seguimos as ideias de Winfree [56], assumindo que
os osciladores estdo fracamente acoplados. Desta forma, restringimos a escolha para as
forcas de acoplamento ao intervalo [0; 0, 1]. Note que tal restricdo faz-se necessario, pois
caso contrdrio, para forcas de acoplamento maiores que 0, 1, temos que as restricoes de
Winfree sao automaticamente satisfeitas, haja visto a escolha de 7; ( como as frequéncias
intrinsecas sdo definidos por uma fra¢do 1/7;, a diferenca modular entre duas frequéncias
¢ ainda um valor pequeno). Deste modo, os osciladores estao sempre sincronizados.

Além disso, como nossa andlise esta focada na sincronizagdo dos osciladores, analisa-
remos as solucdes dos modelos, somente a partir do momento em que todos estdo atuantes
no sistema. Desta forma, em todas as simula¢des, adotaremos f, = f3 = 0, assim como
F5, = F5 = 0, de forma que as condi¢des iniciais de ambos os modelos sio homogéneas.

Vale ressaltar que o parametro rege a dinamica fraciondria «;, que aqui adotamos
como o parametro que estd associado a introdu¢do de memoria no sistema, € escolhido
no intervalo ]0, 1], para todo (i = 1,2,3). Neste sentido, a escolha de «; préximo a 0
significa “memoria muito alta” e o; = 1 significa “sem memoria”.

A variavel t é definida pelo tempo de andlise do comportamento do ritmo circadi-
ano em horas. Considerando o tempo mais comum de coleta de dados das pacientes

disponiveis no Capitulo 2, definimos ¢ = 300h, ou seja, 12 dias e meio de simulagao.

6.2 Modelo de Fase

Apresentamos nesta secdo, alguns exemplos que descrevem possiveis ritmos circadi-

anos definidos pelos ritmos biologicos da temperatura corporal e do sono-vigilia, para os
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distintos modelos de Fase analisados no Capitulo 4. Com os valores dos parametros dis-
poniveis nos respectivos exemplos, simulamos numericamente cada exemplo, analisamos
os resultados graficos obtidos e verificamos se as Restricdes de Winfree se confirmam

indicando um ritmo circadiano sincronizado ou dessincronizado.

6.2.1 Modelo de Fase Inteiro

Nesta subse¢do, apresentamos simulagdes de exemplos que descrevem possiveis rit-
mos circadianos e analisamos se tais casos descrevem ritmos circadianos sincronizados

ou dessincronizados.

Exemplo 6.1. Os parametros para este exemplo sdo apresentados na Tabela 2.

Tabela 2: Tabela com os valores dos parametros correspondentes ao Exemplo 6.1.

Valor do Parametro Restricoes de Winfree
A B T1 Ty | 1 | Qg Hl(t) € Hg(t)
0,0016 | 0,03 |22 |24 | 1 1 | Sincronizado por (4.18)

Os valores definidos para 7; € 7, significam que o periodo do ritmo da temperatura
corporal € de 22 horas e o periodo do ritmo do sono-vigilia € de 24 horas, respectivamente.
Em relacdo as forcas de acoplamento, parametros A e B, elas indicam que o ritmo do
sono-vigilia tem maior influencia no ritmo da temperatura corporal, que vice-versa, dado
que B > A. Como a1 = ap = 1, entdo ndo existe memoria nesse exemplo.

Na Figura 18 temos o resultado numérico da simulacdo do Modelo de Fase Inteiro,
dado pelo sistema de equagdes (4.12)-(4.13), e na Figura 19 temos a diferenca de fase

entre os osciladores 6, (t) e 65(t), com os valores do Exemplo 6.1.

1270, i
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Figura 18: Solucdes 0;(t) e 62(¢t) do Modelo de Fase Inteiro com escolha de parimetros de
acordo com a Tabela 2.
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Figura 19: Diferenca de fase entre as solugdes 61(t) e 02(t) do Modelo de Fase Inteiro com
escolha de pardmetros de acordo com a Tabela 2.

O grafico da Figura 18 tras as curvas em azul e vermelho, que descrevem, nessa ordem,
os osciladores 6, (t) e 05(t). Podemos ver que, a menos das horas iniciais de simulag@o,
essas curvas sdo paralelas e, assim, a diferenca na fase entre os osciladores é uma cons-
tante. Mesmo que o valor de ¢ aumente a diferenca de fase entre os osciladores 6, (t) e
0, (t) permanece constante a partir das 10 horas iniciais de anélise, conforme podemos ver
no grafico da Figura 19.

A Definicdo 1.1 estabelece que dois osciladores estdo sincronizados se, e somente se,
a diferenca de fase entre eles € constante. Portanto, o ritmo da temperatura corporal € o
ritmo do sono-vigilia estdo sincronizados e, assim como indicam as Restri¢des de Winfree
(Tabela 2), o ritmo circadiano do Exemplo 6.1 esta sincronizado.

Dizer que os ritmos da temperatura corporal e sono-vigilia estdo sincronizados, signi-
fica dizer que esses ritmos estdo muito bem relacionados e que o acoplamento entre eles
resulta em uma nova frequéncia de compromisso adotada pelo sistema sincronizado, que
pode ser obtida por (4.23).

Exemplo 6.2. Os parametros para este exemplo sdo apresentados na Tabela 3.

Tabela 3: Tabela com os valores dos pardmetros correspondentes ao Exemplo 6.2.

Valor do Parametro Restricoes de Winfree
A B 1 To | O | Qo 91(15) 692(15)
0,008 | 0,009 | 16 | 23 | 1 1 | Dessincronizado por (4.18)

A interpretacdo dos valores definidos para 7, e 7» indicam que o periodo do ritmo da
temperatura corporal € de 16 horas e o periodo do ritmo do sono-vigilia € de 23 horas,

respectivamente. Para as forgas de acoplamento A e B, como B > A, entdo o ritmo



97

do sono-vigilia tem maior influencia no ritmo da temperatura corporal, que o contrario.
Assim como no Exemplo 6.1, ndo € definida memoria.

Nos gréficos da Figura 20 e da Figura 21, com os valores dos parametros do Exem-
plo 6.2, apresentamos o resultado numérico da simulacao do Modelo de Fase Inteiro, dado
pelo sistema de equagdes (4.12)-(4.13), seguido pela diferenca de fase entre os osciladores

do modelo.
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Figura 20: Solucdes 6;(t) e 62(t) do Modelo de Fase Inteiro com escolha de parimetros de
acordo com a Tabela 3.
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Figura 21: Diferenca de fase entre as solugdes 61 (t) e #2(t) do Modelo de Fase Inteiro com
escolha de pardmetros de acordo com a Tabela 3.

No gréfico da Figura 20 temos as solugdes 6, (t) e 02(t), que, nessa ordem, descrevem
o ritmo da temperatura corporal e o ritmo do sono-vigilia. Diferente do Exemplo 6.1, as
curvas que descrevem os osciladores 6, () e 02(t) deste exemplo, nao sdo paralelas. Con-

sequentemente, a diferenca de fase entre esses osciladores, disponivel no grafico da Fi-
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gura 21, ndo € constante. Podemos observar que, conforme o tempo aumenta, a diferenca
de fase entre os osciladores também aumenta.

Portanto, da Defini¢do 1.1, podemos concluir que o ritmo da temperatura corporal e o
ritmo do sono-vigilia estdo dessincronizados, e assim, o ritmo circadiano do Exemplo 6.2,
como indicam as Restrigdes de Winfree, estd dessincronizado.

Diferente do Exemplo 6.1, neste caso os ritmos da temperatura corporal e sono-vigilia
ndao se comportam com uma Unica frequéncia de compromisso, mas sim, cada ritmo
bioldgico tem sua propria frequéncia.

Apresentamos nesta subse¢do, a simulacdo de dois exemplos para o0 Modelo de Fase
Inteiro com o intuito de visualizarmos a sincronizagdo, ou a dessincroniza¢dao, de um
sistema com determinadas caracteristicas e periodos que pode representar um possivel

ritmo circadiano. A seguir analisaremos os efeitos de memoria no Modelo de Fase.

6.2.2 Modelo de Fase Fracionario

Nesta subse¢do, apresentamos simulagdes de exemplos que descrevem possiveis rit-
mos circadianos com memdria e analisamos se tais casos descrevem ritmos circadianos

sincronizados ou dessincronizados.

Exemplo 6.3. Os parametros para este exemplo sdo apresentados na Tabela 4.

Tabela 4: Tabela com os valores dos parametros correspondentes ao Exemplo 6.3.

Valor do Parametro Restricoes de Winfree
A B 1 D) aq (e%)) Ql(t) € 92(t>
0,008 | 0,009 | 16 | 23 | 0,9 | 0,9 | Sincronizado por (4.31)

O Exemplo 6.3 descreve em parte a mesma situacdo do Exemplo 6.2: o ritmo da
temperatura corporal tem periodo de 16 horas, o ritmo do sono-vigilia tem periodo de
23 horas, e o ritmo do sono-vigilia influencia mais o ritmo da temperatura corporal, que
vice-versa. Entretanto, no Exemplo 6.3 temos o acréscimo da memoria.

A memoria € o valor definido ao parametro o (consideramos aqui o« = a3 = aw),
e pode ser interpretada como uma lembranga do organismo sobre um determinado com-
portamento. No Exemplo 6.3 definimos uma memdria baixa para o sistema, dado que
a = 0,9 € um valor proximo a 1.

Com os valores dos parametros do Exemplo 6.3 apresentamos na Figura 22 o resultado
numérico da simulacdo do Modelo de Fase Fraciondrio, dado pelo sistema (4.25)-(4.26),
e na Figura 23 apresentamos a diferenca de fase entre os osciladores que modelam o ritmo
circadiano.

No grifico da Figura 22, podemos verificar que os osciladores 6;(t) e 0(t) estdo
sincronizados, pois a diferenca de fase entre esses osciladores é constante, tendo uma

leve perturbac@o ao longo do intervalo ¢ € [0,300] (a saber: menor que 0,01). Essa
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Figura 22: Solugdes 61 (t) e 02(t) do Modelo de Fase Fraciondrio com escolha de pardmetros de
acordo com a Tabela 4.
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Figura 23: Diferenca de fase entre as solugdes 61 () e 62(t) do Modelo de Fase Fracionario com
escolha de pardmetros de acordo com a Tabela 4.

perturbacdo na diferenca de fase entre os osciladores pode ser justificada pela diferenca
significativa no periodo de cada um dos ritmos bioldgicos. A diferenca de fase pode ser
melhor visualizada no gréfico da Figura 23.

Portanto, os ritmos biol6gicos da temperatura corporal e sono-vigilia com os valores
dos parametros do Exemplo 6.3 estdo sincronizados.

Ressaltamos que neste caso, ao acrescentarmos a memoria do ritmo circadiano na mo-
delagem do problema, o ritmo circadiano sincroniza. O ritmo circadiano com as mesmas
condicdes, mas sem memoria, dessincroniza (Exemplo 6.2), mas com memoria (Exem-
plo 6.3) indica comportamento sincronizado. Tal situagdo colabora com a tese de que a
memoria pode induzir a sincronizacao.

E importante enfatizarmos que as restricoes de Winfree sobre sincronizagdo utiliza-
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das no Modelo de Fase Fraciondrio sdo uma generalizagdo que propomos aos estudos de
Winfree, e portanto, no Exemplo 6.3 as escolhas dos parametros satisfazem tais restrigoes
generalizadas de Winfree.

Os Exemplos 6.2 e 6.3 nos permitem observar que a memoria, mesmo que pequena,
pode acarretar na sincroniza¢do de um sistema. Entretanto, nos questionamos se qualquer
nivel de memoria € suficiente para um sistema sincronizar. O exemplo a seguir auxilia na

resposta desse questionamento.

Exemplo 6.4. Os parametros para este exemplo sdo apresentados na Tabela 5.

Tabela 5: Tabela com os valores dos parametros correspondentes ao Exemplo 6.4.

Valor do Parametro Restricoes de Winfree
A B T1 T2 (03] [6%) (91(t> € 62(t>
0,0005 | 0,0009 | 18 | 26 | 0,6 | 0,6 | Dessincronizado por (4.31)

Pelos valores definidos aos parametro 71 € 7, do Exemplo 6.4, podemos interpretar
que o periodo do ritmo da temperatura corporal € de 18 horas e o periodo do ritmo do
sono-vigilia € de 26 horas. E dado que a; = as = a = 0, 6, interpretamos que a memoria
do sistema é mediana.

Se compararmos o Exemplo 6.4 com os exemplos anteriores desta secdo, vamos notar
que as forcas de acoplamento s@o mais fracas, a diferenga entre os periodos dos ritmos
bioldgicos € maior, e a memoria € mais forte.

Na Figura 24 temos o resultado numérico da simulagdo do Modelo de Fase Fra-
cionario, dado pelo sistema de equagdes (4.25)-(4.26), e na Figura 25 temos a diferenca

de fase entre os osciladores 6, (t) e 65(t), com os valores dos pardmetros do Exemplo 6.4.
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Figura 24: Solugdes 61 (t) e 62(t) do Modelo de Fase Fraciondrio com escolha de pardmetros de
acordo com a Tabela 5.
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Figura 25: Diferenca de fase entre as solugdes 6;(t) e 02(t) do Modelo de Fase Fraciondrio com
escolha de pardmetros de acordo com a Tabela 5.

No grafico da Figura 24 podemos visualizar as solu¢des 60 (t) e 02(t). O comporta-
mento dessas curvas €, em parte, similar, mas a diferenca de fase, Figura 25, entre esses
osciladores em ¢ € [0, 300], ndo é constante.

A diferenca de fase do grafico da Figura 25 ndo pode ser interpretada como uma
pequena perturbagdo como no Exemplo 6.3, porque essa diferenga de fase comeca a se
aproximar de um valor significativamente pequeno (como 0,05) a partir de 200 horas de
simulagdo. Talvez se a simulagdo se estendesse a um intervalo maior, entdo os osciladores
acoplados de fato sincronizassem.

Dito isso, os ritmos bioldgicos da temperatura corporal e sono-vigilia, Exemplo 6.4,
ndo satisfaz as restricdes generalizadas de Winfree, e logo estdo dessincronizados.

O Exemplo 6.4 € outra situacdo muito interessante a ser observada: o valor da memoria
€ um valor mediano, porém esse “nivel de memoria” nio € suficiente para sincronizar
um ritmo circadiano cuja diferenca dos periodos dos ritmos bioldgicos que o definem é
de 8 horas e as forcas de acoplamento entre os osciladores baixa. Todavia, a partir de
um determinado momento (200 horas, aproximadamente), a memoria comega a ter mais
influéncia no sistema, e esse comeca a apresentar caracteristicas de sincronizacgao.

Surge, portanto, outro questionamento: o que ocorre nessa mesma situacao se o nivel

de memoria for mais forte?

Exemplo 6.5. Os parametros para este exemplo sdo apresentados na Tabela 6.

No Exemplo 6.5, aumentamos o valor do parametro da memoria em relagdo ao Exem-
plo 6.4, a fim de analisarmos a influéncia do nivel de memoéria no comportamento do
ritmo circadiano em tais condi¢des.

Dito isso, o Exemplo 6.5 descreve em parte a mesma situagdo do Exemplo 6.4: o ritmo

da temperatura corporal tem periodo de 18 horas, o ritmo do sono-vigilia tem periodo de
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Tabela 6: Tabela com os valores dos paradmetros correspondentes ao Exemplo 6.5.

Valor do Parametro Restricoes de Winfree
A B 1 D) (o5} (6%)) Ql(t) € Qg(t)
0,0005 | 0,0009 | 18 | 26 | 0,4 | 0,4 | Sincronizado por (4.31)

26 horas, e o ritmo do sono-vigilia influencia mais o ritmo da temperatura corporal, que
vice-versa. Porém, a memoria tnica (o« = a1 = a») do sistema no Exemplo 6.5 é mais
forte que no Exemplo 6.4.

Nos graficos da Figura 26 e da Figura 27, com os valores do Exemplo 6.5, apresenta-
mos o resultado numérico da simulagdo do Modelo de Fase Fracionério dado pelo sistema

de equacdes (4.25)-(4.26), seguido pela diferenca de fase entre os osciladores do modelo.
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Figura 26: Solugdes 61 (t) e 62(t) do Modelo de Fase Fraciondrio com escolha de pardmetros de
acordo com a Tabela 6.

No gréfico da Figura 26 podemos observar o comportamento similar dos osciladores
01(t) e O2(t), cuja diferenga de fase estd na Figura 27. Essa diferenca de fase entre os osci-
ladores €, de maneira geral, “constante”, embora, assim como no Exemplo 6.3, apresenta
alguma variagdo (em torno de 0,02).

A variacao pequena na diferenca de fase entre os osciladores, ou mais especifica-
mente, a perturbacdo na fase dos osciladores, ocorre devido a diferenca de 8 horas nos
periodos dos ritmos biolégicos. Em outras palavras, a memoria do sistema acarreta na
sincroniza¢do dos ritmos bioldgicos, mas a diferenca no comportamento de cada ritmo
tende a contrariar a sincronizacao.

Portanto, o ritmo bioldgico da temperatura corporal e do sono-vigilia, com os
parametros do Exemplo 6.5 que satisfazem as generalizacOes das restricdes de Winfree,

estao sincronizados.
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Figura 27: Diferenca de fase entre as solugdes 6y (t) e 02(t) do Modelo de Fase Fraciondrio com
escolha de pardmetros de acordo com a Tabela 6.

Apresentamos nesta subsecdo alguns exemplos simulados do Modelo de Fase Fra-
ciondrio para visualizarmos os efeitos da memoria do ritmo circadiano na sincronizagao,
ou dessincronizacdo, de um sistema com determinadas caracteristicas e periodos.

Somados aos exemplos da Subsegdo 6.2.1, as andlises apontam que a memoria do
sistema tende a induzir a sincroniza¢do do mesmo, em que quanto mais fraco for o aco-
plamento dos ritmos bioldgicos e mais distintos forem seus periodos e necessirio uma

memoria mais forte para que a sincroniza¢ao ocorra.

6.2.3 Modelo de Fase Multi-fracionario

Nesta subse¢do, apresentamos simulagdes de exemplos que descrevem possiveis rit-
mos circadianos descritos por dois ritmos bioldgicos, o ritmo da temperatura corporal
com memoria e o ritmo do sono-vigilia com memoria, e analisamos se tais casos sao

sincronizados ou dessincronizados.

Exemplo 6.6. Os parametros para este exemplo sdo apresentados na Tabela 7.

Tabela 7: Tabela com os valores dos parametros correspondentes ao Exemplo 6.6.

Valor do Parametro Restricoes de Winfree
A B T1 D) (631 [6%) 01(25) € eg(t)
0,003 | 0,008 | 20 | 26 | 0,5 | 0,4 | Indisponivel / Sincronizado por (4.54)

A interpretacdo para os valores dos parametros do Exemplo 6.6 se da da seguinte
maneira: o ritmo da temperatura corporal tem periodo de 20 horas, o ritmo do sono-vigilia
tem periodo de 26 horas; o ritmo do sono-vigilia influencia mais o ritmo da temperatura

corporal, que vice-versa; as memorias dos ritmos bioldgicos sdo distintas; e a memoria
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do ritmo do sono-vigilia € mais forte que a memoria do ritmo da temperatura corporal.
Com os valores dos parametros do Exemplo 6.6 apresentamos na Figura 28 o resultado

numérico da simulagdo do Modelo de Fase Multi-fracionario, dado pelo sistema (4.6)-

(4.7), e na Figura 29 apresentamos a diferenca de fase entre os osciladores que modelam

o ritmo circadiano.

4

3.5 -

37 —

0 \ \ \ \ \
0 50 100 150 200 250 300

Tempo em horas

Figura 28: Solugdes 61(t) e 02(t) do Modelo de Fase Multi-fraciondrio com escolha de
parametros de acordo com a Tabela 7.
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Figura 29: Diferenca de fase entre as solugdes 6 (t) e 62(¢) do Modelo de Fase Multi-fracionario
com escolha de parametros de acordo com a Tabela 7.

No grafico da Figura 28, podemos notar que as curvas dos osciladores do ritmo da
temperatura corporal e do ritmo do sono-vigilia apresentam trajeto muito similar, e ana-
lisando a diferenca de fase entre esses osciladores, disponivel no grafico da Figura 29,
podemos notar que essa diferenca de fase entre ¢, (t) e 05(t) sofre leve variagdo (menor

que 0,01), sendo de maneira geral, “constante”.
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A variagdo na diferenca de fase entre os osciladores 6;(t) e 02(t) se d4, como nos
exemplos anteriores, pela diferenca nos periodos dos ritmos biolégicos da tempera-
tura corporal e sono-vigilia, mas agora também € somada pelas memorias dos ritmos
bioldgicos que sdo distintas e fortalecem cada uma o periodo do respectivo ritmo. Em
outras palavras, cada oscilador busca manter o seu comportamento individual.

Porém, como podemos visualizar na Figura 28 e Figura 29, os ritmos biologicos da
temperatura corporal e sono-vigilia com memorias distintas estdo sincronizados.

Nao obtivemos a generalizacdo das restricoes de Winfree para o Modelo de
Fase Multi-fraciondrio, dado que ndo fomos capazes de obter solucdes analiticas da
sincronizacdo de tal modelo, porém conjecturamos uma possivel generalizacdo das
restricoes de Winfree para avaliarmos se a relacdo entre os parametros indica a
sincronizag¢do ou dessincroniza¢ao, como nos outras casos do Modelo de Fase. A restricao
¢ dada por (4.54).

Assim sendo, testamos os valores dos parametros do Exemplo 6.6 nas restri¢cdes (4.54)
e verificamos que a restricdo foi satisfeita, indicando a sincronizacdo entre o ritmo da
temperatura corporal e o ritmo do sono-vigilia com memdrias distintas.

Na Secdo 4.6 apresentamos as solucdes inferiores e superiores analiticas do Modelo
de Fase Muti-fracionario, sendo definido ¢,(t) e ¢2(t) pelas equagdes (4.10) e (4.11),
nessa ordem. Assim sendo, de acordo com os valores dos parametros do Exemplo 6.6,
é possivel verificar que go(t) > ¢1(t) e g1(t) > 0 para todo ¢ € [0,300], e, portanto,
as solugdes limitantes do Modelo de Fase Multi-fraciondrio sdao dadas pelas equacdes
(4.50)-(4.51) inferiormente, e pelas equacoes (4.52)-(4.53) superiormente.

No gréfico da Figura 30 tracamos as solu¢des limitantes do Modelo de Fase Multi-
fraciondrio juntamente com as solugdes 6, () e 02(t) com os valores dos pardmetros do
Exemplo 6.6.

De fato, observando o grifico da Figura 30 podemos notar que as solugdes 6;(t) e
0,(t) estdo entre as respectivas curvas tracejadas em todo ¢ € [0, 300].

Pelas curvas limitantes de 6, () e 62(¢) podemos visualizar o resultado obtido na Sec¢ao
4.6, em que, se existe uma solugdo sincronizada para o ritmo circadiano modelado pelo
Modelo de Fase Multi-fraciondrio, entdo 6,,(t) < 0:1(t) < O1p(t) e Oap(t) < O(t) <
Oorr (t).

Exemplo 6.7. Os parametros para este exemplo sdo apresentados na Tabela 8.

Tabela 8: Tabela com os valores dos paradmetros correspondentes ao Exemplo 6.7.

Valor do Parametro Restricoes de Winfree
A B T T2 (071 (0% 91(25) € 02(25)
0,006 | 0,004 | 20 | 24 | 0,5 | 0,8 | Indisponivel / Dessincronizado por (4.54)

Os valores definidos pelo Exemplo 6.7 para 7; e 75 indicam que o periodo do ritmo
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Tempo em horas

Figura 30: Solugdes 0 (t) e 02(t); solu¢des limitantes inferior (4.50)-(4.51); e solu¢des limitantes
superior (4.52)-(4.53) do Modelo de Fase Multi-fracionario com escolha de parametros de acordo
com a Tabela 7.

da temperatura corporal é de 20 horas e o periodo do ritmo do sono-vigilia € de 24 horas.
Pelos valores de «; e oy, notamos que a memoria do ritmo da temperatura corporal é mais
forte que a memoria do ritmo do sono-vigilia. E pelos valores das forcas de acoplamento
A e B podemos concluir que o ritmo da temperatura corporal influencia mais no ritmo do
sono-vigilia, que o contrario.

Na Figura 31 temos o resultado numérico da simulacio do Modelo de Fase Multi-
fraciondrio, dado pelo sistema de equagdes (4.6)-(4.7), e na Figura 32 temos a diferenca

de fase entre os osciladores 6, (t) e 65(t), com os valores dos pardmetros do Exemplo 6.7.

0 \ \ \ \ \
0 50 100 150 200 250 300

Tempo em horas

Figura 31: Solugdes 6,(t) e #2(t) do Modelo de Fase Multi-fraciondrio com escolha de
parametros de acordo com a Tabela 8.

No gréfico da Figura 31 nés podemos ver como se comportam as solucdes 6;(t) e
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Figura 32: Diferenca de fase entre as solugdes 01 (¢) e 62(¢) do Modelo de Fase Multi-fracionario
com escolha de parametros de acordo com a Tabela 8.

05(t) no intervalo ¢ € [0,300], e com isso concluir que a diferenca de fase entre os rit-
mos bioldgicos da temperatura corporal e sono-vigilia ndo é constante € nem pode ser
interpretada como uma pequena perturbacao.

Assim, pela Defini¢do 1.1, e pelo gréifico da Figura 32, podemos concluir que os ritmos
bioldgicos da temperatura corporal e sono-vigilia estdo dessincronizados.

Assim como no Exemplo 6.6, neste exemplo analisamos o resultado da possivel
generalizagdo das restricoes de Winfree para o Modelo de Fase Multi-fracionario. Veri-
ficamos que os valores dos parametros do Exemplo 6.7 ndo satisfazem a restri¢ao (4.54),
indicando a dessincronizacao do sistema.

Interessante notarmos nesse Exemplo 6.7 que mesmo que uma das memorias seja
forte, ela ndo € forte o suficiente para ocasionar a sincroniza¢do do sistema.

Dizer que o ritmo circadiano do Exemplo 6.7 estd dessincronizado, mesmo sob efeitos
de memoria, significa dizer que a memoria, em niveis diferentes, dos ritmos da tempera-
tura corporal e do sono-vigilia, ndo € suficiente para sincronizar esses ritmos bioldgicos.
Em outras palavras, os ritmos da temperatura corporal e do sono-vigilia, e a relacdo entre
eles, descritos pelo Exemplo 6.7, ndo caracterizam um ritmo circadiano com periodo bem
definido.

Apresentamos nesta subsecdo 2 exemplos de possiveis ritmos circadianos, onde ava-
liamos a sincroniza¢do dos mesmos. Para o exemplo cuja sincronizacao € verificada,

visualizamos o resultado da Secao 4.6.

6.2.4 Consideracoes Gerais sobre o Modelo de Fase

O Modelo de Fase modela o ritmo circadiano através do acoplamento de dois oscila-

dores de fase ndo-lineares, que descrevem os ritmos bioldgicos da temperatura corporal
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e do sono-vigilia. A relagc@o entre os parametros desses osciladores acoplados garante a

sincroniza¢@o ou ndo do ritmo circadiano.

As Restricoes de Winfree garantem que: a soma das for¢as de acoplamento € maior
que o médulo da diferenca das frequéncias intrinsecas se, e somente se, os osciladores de
fase estdo sincronizados. O resultado de tais restricdes coincidiram com as simulagdes
dos exemplos do Modelo de Fase Inteiro. Testamos (na tabela de cada exemplo) a
generalizagdo das restricoes de Winfree para o Modelo de Fase Fraciondrio e verifica-
mos que tal generalizacdo também coincide com as simula¢des dos exemplos propostos.
Para o Modelo de Fase Multi-fraciondrio, testamos os valores dos parametros de dois
exemplos propostos e verificamos que nos dois casos a generalizacdo das restricoes de

Winfree se confirmam para o modelo com memdrias distintas.

As Restricdo de Winfree nao garantem a sincronizagdo dos osciladores se a soma das
for¢cas de acoplamento e o mddulo da diferenca das frequéncias intrinsecas for um valor

muito proximo, ou seja,
(A% + B) — oo, — 7] | <107

pode acarretar em uma perturbagdo no sistema de sincronizado para dessincronizado.

Portanto, se as devidas condi¢des forem satisfeitas, entdo as restricoes de Winfree, ou
uma generalizacdo delas, garantem a sincronizacdo do Modelo de Fase Inteiro, Modelo
de Fase Fracionario e, talvez, do Modelo de Fase Multi-fracionario.

Além das restricoes de Winfree e as generalizacdes da mesma, nds observamos que a
memoria tende a induzir a sincronizagio do ritmo circadiano. E necessério porém, que o
nivel de memoria seja mais forte nos casos cujo comportamento dos ritmos biolégicos da

temperatura corporal e sono-vigilia sdo muito diferentes e a relagc@o entre eles fraca.

6.3 Modelo PIM

Nesta sec@o apresentamos alguns exemplos que descrevem possiveis ritmos circadia-
nos definidos pelos ritmos biolégicos da temperatura corporal, do sono-vigilia e da dor.
Com os valores dos parametros disponiveis nos respectivos exemplos, simulamos nume-
ricamente cada exemplo, analisamos os resultados graficos obtidos e verificamos se as
Restricdes de Winfree se confirmam, considerando os ritmos bioldgicos dois a dois, in-
dicando um ritmo circadiano sincronizado total, sincronizado parcial ou dessincronizado
total.

6.3.1 Modelo PIM Inteiro

Nesta subse¢do, apresentamos simulagdes de exemplos que descrevem possiveis rit-

mos circadianos e analisamos se tais casos descrevem ritmos circadianos totalmente sin-
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cronizados, parcialmente sincronizados ou totalmente dessincronizados.

Exemplo 6.8. Os parametros para este exemplo sdo apresentados na Tabela 9.

Tabela 9: Tabela com os valores dos parametros correspondentes ao Exemplo 6.8.

Valor do Parametro
A1 Ag Bl Bg Cl CQ T1 T2 T3 | (1 | Qg | (3
0,009 | 0,005 | 0,008 | 0,002 | 0,007 | 0,006 | 23 |24 |25| 1 | 1 |1
Restricoes de Winfree
01(t) e Oo(t) | O1(t) e O5(t) | Oa(t) e O5(t) Conclusao
Sincronizado | Sincronizado | Sincronizado Sinc. Total por (5.39)

Os valores definidos para 71, 72 € 73 indicam que o ritmo da temperatura corporal tem
um periodo de 23 horas, que o ritmo do sono-vigilia tem um periodo de 24 horas e que o
ritmo do dor tem um periodo de 25 horas, respectivamente. Os valores das for¢as de aco-
plamento descrevem a relacao entre os osciladores e com eles podemos ver, por exemplo,
que a dor influencia mais o ritmo do sono-vigilia que vice-versa, dados os valores de Cs
e By. Como oy = aps = a3 = 1, ndo € considerado a memoria neste exemplo.

Nos gréficos da Figura 33 e da Figura 34, com os valores do Exemplo 6.8, apresen-
tamos o resultado numérico da simulacdo do Modelo PIM Inteiro, dado pelo sistema de

equagoes (5.29)-(5.31), seguido pelo grafico com as diferengas de fase dos osciladores,

dois a dois.
14
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Figura 33: Solugoes 60, (t), 02(t) e 63(t) do Modelo PIM Inteiro com escolha de pardmetros de
acordo com a Tabela 9.

No gréfico da Figura 33 a curva em azul é a soluc@o 6,(t), a curva em vermelho é
a solug@o 0y(t) e a curva em verde é a solugdo 05(¢), e assim, descrevem, nessa ordem,
os ritmos bioldgicos da temperatura corporal, sono-vigilia e dor. Observando o compor-

tamento dessas curvas podemos perceber que a diferenca de fase entre os osciladores,
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Figura 34: Diferencas de fase entre as solugdes 61 (t) e 02(t), 01(t) e 05(t), O2(t) e 03(t) do
Modelo PIM Inteiro com escolha de pardmetros de acordo com a Tabela 9.

considerando-os dois a dois, é constante (exceto nas horas inicias). Tais diferencas de
fase estdo tragadas no grafico da Figura 34, em que a curva em rosa descreve a diferenca
de fase entre os osciladores 6, () e 0(t), a curva em roxo descreve a diferenca de fase
entre os osciladores 0 (t) e 03(t), e a curva em cinza descreve a diferenca de fase entre os
osciladores 05(t) e 65(t), e, a menos das 20 horas iniciais de simulagdo, essas diferencas
de fase sdo todas constantes.

Relembrando a Definicdo 1.1, onde dois osciladores estdo sincronizados se, € somente
se, a diferenca de fase entre eles € constante, e considerando as Figuras 33 e 34, podemos
concluir que os ritmos bioldgicos da temperatura corporal, sono-vigilia e dor, cujos valo-
res sdo dados pelo Exemplo 6.8, estdo, dois a dois, sincronizados. Como os osciladores
de fase estao sincronizados dois a dois, entdo o sistema esta totalmente sincronizado.

Seguindo a mesma ideia, e tomando os osciladores dois a dois, as restricdes de Win-
free s@o confirmadas para os valores dos parametros dado pelo Exemplo 6.8 e indicam,
portanto, um ritmo circadiano totalmente sincronizado.

Dizer que os ritmos da temperatura corporal, sono-vigilia e dor estdo totalmente sin-
cronizados, significa dizer que esses trés ritmos biologicos juntamente se comportam com
um unico periodo. Além disso, a dor é algo comum ao organismo, ou seja, pode ser inter-

pretada como dor cronica.

Exemplo 6.9. Os parametros para este exemplo sdo apresentados na Tabela 10.

No Exemplo 6.9, os periodos dos ritmo bioldgicos sdo mais distantes entre si se com-
parados ao Exemplo 6.8 e algumas forcas de acoplamento sdo mais fracas.

A interpretacdo dos valores definidos para 71, 7» e 73 indicam que o periodo do ritmo
da temperatura corporal € de 22 horas, o periodo do ritmo do sono-vigilia é de 20 horas

e o periodo do ritmo da dor é de 34 horas, respectivamente. Pelos valores dos demais
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Tabela 10: Tabela com os valores dos parametros correspondentes ao Exemplo 6.9.

Valor do Parametro
Ay Ay By By Cy Cy T1 | T2 | T3 |01 | Qo | O3
0,001 | 0,004 | 0,006 | 0,009 | 0,0016 | 0,0045 |22 20|34 | 1 | 1 | 1
Restricoes de Winfree
01(t) e 05(t) 01(t) e O5(t) 0(t) e O5(t) Conclusao
Sincronizado | Dessincronizado | Dessincronizado Sinc. Parcial por (5.39)

parametros, podemos ver que os ritmos bioldgicos da temperatura corporal, sono-vigilia
e dor ndo influenciam fortemente uns aos outros. E dado que a; = a5 = a3 = 1, ndo
existe memoria considerada nessa situagao.

Na Figura 35 temos o resultado numérico da simula¢do do Modelo PIM Inteiro, dado
pelo sistema de equacdes (5.29)-(5.31), e na Figura 36 temos as diferencas de fase entre

os osciladores 0, (t), 02(t) e 05(t), dois a dois, com os valores dos pardmetros do Exem-
plo 6.9.

15
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Figura 35: Solugdes 6, (t), 62(t) e 63(t) do Modelo PIM Inteiro com escolha de pardmetros de
acordo com a Tabela 10.

No grifico da Figura 35 podemos notar que a curva do oscilador 05(t), que descreve
o ritmo biol6gico da dor, ndo tem similaridade com o trajeto das outras duas curvas, 01 (t)
e 05(t), que descrevem os ritmos biolégicos da temperatura corporal e do sono-vigilia. E
consequentemente a diferenca de fase entre ¢, (¢) e 63(¢) ndo é constante, assim como a
diferenga de fase entre 0, (¢) e 03(t) também ndo é constante. Podemos verificar o grafico
com essas duas diferencas de fase na Figura 36.

No entanto, é notdvel na Figura 35 que o comportamento de 6,(t) e 05(t) € muito
similar. Na Figura 36 podemos verificar que a diferenca de fase entre esses osciladores €,

de maneira geral, um valor constante com certas perturbacoes.
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Figura 36: Diferencas de fase entre as solugdes 61 (t) e 02(t), 01(t) e 05(t), O2(t) e 03(t) do
Modelo PIM Inteiro com escolha de parametros de acordo com a Tabela 10.

Assim sendo, os osciladores ¢, (t) e 05(t) estdo sincronizados e os osciladores 6 (t) e
05(t) estdo dessincronizados, assim como os osciladores 65(t) e 05(t) estdo dessincroniza-
dos. Em outras palavras, o ritmo da dor n@o sincroniza ao ritmo da temperatura corporal

e sono-vigilia, mas os dois tltimos estdo sincronizados.

Um fato interessante a destacarmos € a perturbacdo que ocorre nas fases dos oscila-
dores 01(t) e 05(t), visivel na diferenca de fase descrita pela curva em rosa no grafico
da Figura 36. Essa perturbacdo pode ser interpretada como a influéncia da dor num sis-
tema cujo ritmo da temperatura corporal e ritmo do sono-vigilia tem forte relacdo. A
dor perturba o sistema, mas ndo tem influencia suficiente para dessincronizar tais ritmos
biologicos.

Além disso, observando os valores dos periodos dos ritmos bioldgicos do Exemplo 6.9
(Tabela 10) podemos perceber que o periodo do ritmo biolégico da temperatura corporal
e do ritmo biolégico do sono-vigilia sdo proximos se comparados ao periodo do ritmo da

dor. Fato que contribui para a sincronizagdo parcial do sistema.

Podemos verificar que os valores dos parametros do Exemplo 6.9 satisfazem as
restricdes de Winfree apenas para os osciladores 0(t) e 65(t). E, portanto, como ja
analisamos, os parametros do Exemplo 6.9 descrevem um ritmo circadiano parcialmente

sincronizado.

A situacdo do Exemplo 6.9 € o que ocorre, por exemplo, com a Paciente 1, cujos dados
estdo disponiveis no Capitulo 2. Observando os dias seguintes a cirurgia, podemos notar
que os horérios de inicio de atividade e inicio de repouso sofrem algumas perturbacoes,
mas de maneira geral, seguem um padrdo bem definido. Essa paciente necessitou de mor-
fina, logo apresentou momentos de dor, porém tais momentos ocorreram poucas vVezes

e a dosagem de morfina administrada na Paciente 1 foi consideravelmente baixa. Po-
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demos concluir entdo que a dor na Paciente 1 ndo se manteve por muito tempo apds a
cirurgia. Em outras palavras, o ritmo circadiano da Paciente 1 apresentou comportamento
sincronizado, sendo evidenciados momentos de dor, que ndo sincronizaram ao ciclo do
sono-vigilia, mas também ndo afetaram sua sincronizacdo. (Para mais detalhes veja o item
2.3.1.1 da Subsecdo 2.3.1. Obs.: Nao estamos analisando os dias anteriores a cirurgia da
Paciente 1, pois tal situacido se enquadra como evidéncias de memoria do organismo, e

portanto serd analisado no Modelo PIM Fraciondrio da Subsecdo 6.3.2.)

Exemplo 6.10. Os parametros para este exemplo sao apresentados na Tabela 11.

Tabela 11: Tabela com os valores dos pardmetros correspondentes ao Exemplo 6.10.

Valor do Parametro
A1 A2 Bl Bg Cl Cg 1 T2 T3 | 1 | Gig | (3
0,0008 | 0,004 | 0,0007 | 0,009 | 0,0016 | 0,0045 [ 18 |20 (34| 1 | 1 | 1
Restricoes de Winfree
01(t) e 05(t) 01(t) e O5(t) 0(t) e O5(t) Conclusao
Dessincronizado | Dessincronizado | Dessincronizado | Dessinc. Total por (5.39)

O Exemplo 6.10 € similar ao do Exemplo 6.9, porém o periodo do ritmo da tempe-
ratura corporal ndo € tdo proximo ao periodo do ritmo do sono-vigilia, e as forcas de
acoplamento entre esses dois ritmos bioldgicos, A; e By, sdo mais fraca.

Dito isso, podemos interpretar os parametros do Exemplo 6.10 da seguinte maneira:
o periodo do ritmo da temperatura corporal € de 18 horas, o periodo do ritmo do sono-
vigilia é de 20 horas e o periodo do ritmo da dor € de 34 horas; o ritmo da temperatura
corporal influencia mais o ritmo do sono-vigilia, que o contrario (4; > Bj); o ritmo da
temperatura corporal tem mais influencia no ritmo da dor, que o contrdrio (A, > C);
assim como o ritmo do sono-vigilia tem mais influencia no ritmo da dor, que o contririo
(By > (3); amemoria dos ritmos bioldgicos ndo € considerada (o = ag = a3 = 1).

Com os valores dos parametros do Exemplo 6.10 apresentamos na Figura 37 o resul-
tado numérico da simulagdo do Modelo PIM Inteiro, dado pelo sistema (5.29)-(5.31), e
na Figura 38 apresentamos as diferencas de fase entre os trés osciladores que modelam o
ritmo circadiano, tomando os osciladores dois a dois.

Observando o grafico da Figura 37, podemos ver que as curvas que descrevem 0s 0sci-
ladores 0 (t), 65(t) e 63(t) ndo possuem similaridade no seu trajeto, e assim, obviamente,
as diferencas de fase entre os osciladores do modelo, tomados dois a dois, conforme dis-
ponivel na Figura 38, ndo sdo constantes. Ou seja, a diferenca de fase entre os osciladores
01(t) e 62(t), aumenta conforme ¢ aumenta, assim como, a diferenga de fase entre os
osciladores 6, (t) e 05(t), e entre os osciladores 05(t) e 03(t).

As restrigdes de Winfree ndo se verificam para qualquer par escolhido dos trés osci-

ladores acoplados, e assim como podemos ver nos graficos da Figura 37 e da Figura 38,



114

0 \ \ \ \ \
0 50 100 150 200 250 300

Tempo em horas

Figura 37: Solugdes 6, (t), 62(t) e 63(t) do Modelo PIM Inteiro com escolha de pardmetros de
acordo com a Tabela 11.
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Figura 38: Diferencas de fase entre as solugdes 61 (t) e 02(t), 01(t) e 05(t), O2(t) e O3(t) do
Modelo PIM Inteiro com escolha de pardmetros de acordo com a Tabela 11.

o ritmo bioldgico da temperatura corporal, o ritmo biolégico do sono-vigilia e o ritmo
bioldgico da dor ndo estdo sincronizados. E assim, o ritmo circadiano do Exemplo 6.10
esta totalmente dessincronizado.

Podemos interpretar o Exemplo 6.10 como um organismo cujo os periodos de tem-
peratura corporal, sono-vigilia e dor nao possuem um padrdo bem definido para os trés
ritmos biolégicos juntos.

Ou mais especificamente, podemos visualizar tal situacdo nos dados da Paciente 5,
disponiveis no item 2.3.1.5 do Capitulo 2. A Paciente 5 tem um ritmo circadiano dessin-
cronizado, isto €, ndo apresenta padrao bem definido para os horarios de inicio de vigilia
ou inicio de sono, assim como, os niveis de dor, que ocorrem em varios momentos apds a

cirurgia, mas que ndo seguem padrao bem definido.
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Nesta subsecdo apresentamos trés exemplos simulados do Modelo PIM Inteiro para
visualizarmos a sincronizacao, ou dessincroniza¢do, de um sistema com determinadas ca-
racteristicas e periodos que pode representar um possivel ritmo circadiano. Estes exem-
plos diferem dos exemplos da Subsecdo 6.2.1 no que diz respeito ao ritmo da dor. Aqui
buscamos analisar os efeitos da dor no organismo. A seguir, analisaremos também os

efeitos de memoria.

6.3.2 Modelo PIM Fracionario

Nesta subsec¢ao, apresentamos simulagdes de exemplos que descrevem possiveis rit-
mos circadianos com memdria e analisamos se tais casos descrevem ritmos circadianos

totalmente sincronizados, parcialmente sincronizados ou totalmente dessincronizados.

Exemplo 6.11. Os parametros para este exemplo sdo apresentados na Tabela 12.

Tabela 12: Tabela com os valores dos pardmetros correspondentes ao Exemplo 6.11.

Valor do Parametro
Ay Ay By By 4 Cy T | T2 | T3 | 1 | O | O3
0,0008 | 0,004 | 0,0007 | 0,009 | 0,0016 | 0,0045 | 18 | 20|34 | 0,6 | 0,6 | 0,6

Restricoes de Winfree
01(t) e () 01(t) e 03(t) Oo(t) e O3(t) Conclusao
Sincronizado | Sincronizado Sincronizado Sinc. Total por (5.69)

O Exemplo 6.11 descreve em parte a mesma situacdo do Exemplo 6.10: o ritmo da
temperatura corporal tem periodo de 18 horas, o ritmo do sono-vigilia tem periodo de 20
horas e o ritmo da dor tem periodo de 34 horas. Entretanto, neste caso, temos o acréscimo
da memodria na modelagem, definida como uma memdria mediana e tnica do sistema,
sendo oy = as = a3 = a = 0,6.

Na Figura 39 temos o resultado numérico da simulagdo do Modelo PIM Fracionério,
dado pelo sistema de equacdes (5.56)-(5.58), e na Figura 40 temos as diferencas de fase
entre os osciladores 6, (t), 0(t) e 05(t), dois a dois, com os valores dos pardmetros do
Exemplo 6.11.

No gréfico da Figura 39, podemos verificar que os osciladores dos ritmos biolégicos
da temperatura corporal, do sono-vigilia e da dor, estdao sincronizados. Isso ocorre porque
as diferencas de fase entre os osciladores, tomados dois a dois, sdo valores constantes,
com leves perturbagdes. Podemos verificar isso observando o comportamento de 6, (t),
0,(t) e 05(t) na Figura 39, ou visualizando as curvas que descrevem as diferencas de fase
no grafico da Figura 40.

Assim como em exemplos ja analisados anteriormente, ocorre certas perturbacdes nas
fases dos osciladores, comparando-os dois a dois. Essas perturbagdes ocorrem pelo fato

de que cada ritmo bioldgico tem um periodo diferente dos demais, € mesmo com efeitos
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Figura 39: Solucdes 6, (t), 02(t) e 5(t) do Modelo PIM Fracionario com escolha de pardmetros
de acordo com a Tabela 12.
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Figura 40: Diferencas de fase entre as solugdes 61 (t) e 02(t), 01(t) e 05(t), O2(t) e O3(t) do
Modelo PIM Fracionério com escolha de pardmetros de acordo com a Tabela 12.

de memoria na modelagem, as caracteristicas individuais de cada ritmo bioldgico ainda
dificultam a sincronizagdo geral do sistema. Porém, essas caracteristicas individuais nao
sdo suficientes para manter cada oscilador nas sua frequéncia intrinseca e individual, e
assim a memoria do organismo ocasiona a sincronizado entre os osciladores, dois a dois.

Portanto, pela andlise da Figura 39 e da Figura 40, concluimos que os oscilado-
res 01(t), O2(t) e 65(t) estdo sincronizados, dois a dois. Também com os valores dos
parametros do Exemplo 6.11, cada par de osciladores satisfaz as generalizacOes das
restricoes de Winfree, e assim descrevem relagdes sincronizadas. As generalizacdes das
restricdes de Winfree que foram testadas com os parametros do Exemplo 6.11 foram ob-
tidas no Modelo de Fase Fraciondrio, e consideradas para o sistema com trés osciladores

acoplados, tomados dois a dois, tais sdo definidas por (5.69). Logo, podemos concluir que
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os ritmos bioldgicos da temperatura corporal, do sono-vigilia e da dor estdao totalmente
sincronizados.

Oportuno observarmos que um ritmo circadiano com as mesmas condi¢des que este
exemplo, porém sem memoria, apresenta comportamento dessincronizado (valores dos
parametros dado pelo Exemplo 6.10), mas com o pardmetro de memoria apresenta com-
portamento sincronizado. E assim como nos Exemplos 6.2 e 6.3 do Modelo de Fase, a
memoria foi a responsavel pela sincronizacdo do sistema.

Interpretando a sincronizacgdo total do sistema dado pelo Exemplo 6.11 de maneira
bioldgica, significa dizer que os ritmos da temperatura corporal, do sono-vigilia e dor
estdo muito bem relacionados e, assim, o comportamento geral do sistema € descrito
por uma nova frequéncia de compromisso adotada pelo sistema sincronizado. Nessas
condi¢Oes a dor se torna tdo frequente quanto os periodos de sono e vigilia, e também

quanto a variacdo térmica corporal, ou seja, a dor se torna cronica.

Exemplo 6.12. Os parametros para este exemplo sao apresentados na Tabela 13.

Tabela 13: Tabela com os valores dos parametros correspondentes ao Exemplo 6.12.

Valor do Parametro
Ay Ay By By Cy Cy Ty | T2 | T3 | Q1 | Qg | (3
0,005 | 0,0003 | 0,009 | 0,0006 | 0,00028 | 0,0001 | 20 |22 |32 (0,7 ]0,7|0,7
Restricoes de Winfree
61(t) e 02(t) 01(t) e O5(t) Oo(t) e O5(t) Conclusao
Sincronizado | Dessincronizado | Dessincronizado Sinc. Parcial por (5.69)

O valor de 7; dita um periodo de 20 horas para o ritmo da temperatura corporal; o
valor de 7, dita um periodo de 22 horas para o ritmo do sono-vigilia; e o valor de 73 dita
um periodo de 32 horas para o ritmo da dor. Evidente que os periodos dos ritmos da
temperatura corporal e do sono-vigilia sdo periodos proximos e, além disso, pelos valores
de A, e B; podemos ver a forte relacdo entre esses ritmos biolégicos. O valor de o = 0,7
descreve a memoria tnica do sistema como uma memdoria ndo necessariamente forte.

Nos gréficos da Figura 41 e da Figura 42, com os valores dos parametros do Exem-
plo 6.12, apresentamos o resultado numérico da simulacdo do Modelo PIM Fracionario,
dado pelo sistema de equacgdes (5.56)-(5.58), seguido pelo grafico com as diferencas de
fase entre os osciladores, dois a dois.

A solugdo 65(t), no grifico da Figura 41, tem um comportamento que se difere das
solugdes 0 (t) e O5(t). Porém, as solucdes 0, (t) e O2(t) sdo curvas com um comportamento
semelhante. No gréifico da Figura 42, podemos verificar que a diferenca de fase entre os
osciladores 0 (t) e 0(t) é constante; mas conforme ¢ aumenta, a diferenga de fase entre
01(t) e O5(t) aumenta, assim como a diferenga de fase entre 0, (t) e 05(t), aumenta.

Considerando, portanto, as diferencas de fase entre cada par dos osciladores 6;(t),
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Figura 41: Solugdes 6, (t), 02(t) e 5(t) do Modelo PIM Fracionario com escolha de pardmetros
de acordo com a Tabela 13.
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Figura 42: Diferengas de fase entre as solugdes 01 (t) e 02(t), 61(t) e 05(t), O2(t) e O3(t) do
Modelo PIM Fracionério com escolha de pardmetros de acordo com a Tabela 13.

04(t) e 03(t), disponiveis no grafico da Figura 42, e a Defini¢do 1.1, podemos concluir
os osciladores 6, (t) e 05(t) estdo sincronizados, mas os osciladores 0 (t) e 05(t) estdo
dessincronizados, assim como os osciladores 65 (t) e 03(t) estao dessincronizados.

Vale mencionar que com os valores dos parametros do Exemplo 6.12, a generalizacdo
das restricoes de Winfree para o0 modelo com memoria dnica, dada por (5.69), é satis-
feita apenas para o acoplamento entre os osciladores ¢, (t) e 05(t), indicando portanto a
sincroniza¢do apenas entre esses dois osciladores.

Dito isso, podemos concluir que o ritmo da temperatura corporal € o ritmo do sono-
vigilia estdo sincronizados, mas o ritmo da dor ndo estd sincronizado a eles. Em outras
palavras, podemos dizer que os ritmos bioldgicos da temperatura corporal e sono-vigilia

estdo fortemente relacionados, e considerando a memoria do organismo, a dor nao per-
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turba a sincronizac¢do desses dois ritmos, mas também nao sincroniza a eles. Logo, temos
um sistema parcialmente sincronizado.

Note que a proximidade nos periodos da temperatura corporal e do sono-vigilia, assim
como o nivel de acoplamento mais forte entre esses dois ritmos bioldgicos contribuiu para
a sincronizag¢ao entre eles.

Considerando os dados da Paciente 1, disponiveis na Subsecdo 2.3.1, e as andlises
também apresentadas na subsecdo citada, podemos observar que a situacao descrita pelo
Exemplo 6.12 pode ser interpretada como os dados dessa paciente. O horarios de inicio
de vigilia e inicio de sono da Paciente 1 possuem um padrdo bem definido, antes e depois
da cirurgia, o que indica um ritmo circadiano sincronizado. A Paciente 1 tem momentos
de dor, referentes ao procedimento cirurgico em que doses de morfina intravenosa foram
administradas nela, porém a administracdo de morfina nela foi rapidamente finalizada,
indicando que a dor ndo se tornou frequente, ou seja, a dor ndo sincronizou ao organismo,
e como os hordrios de inicio de vigilia e inicio de sono permaneceram no mesmo padrao
de antes das evidéncias de dor, entdo a dor nao afetou a sincroniza¢do do ritmo circadiano
da Paciente 1. Aqui vimos os efeito de memoria no organismo: o fato da Paciente 1 con-
servar o comportamento sincronizado do ritmo circadiano de antes da cirurgia para depois

da cirurgia, mesmo com evidéncias de dor, € um consequéncia de memdoria conservada.

Exemplo 6.13. Os parametros para este exemplo s@o apresentados na Tabela 14.

Tabela 14: Tabela com os valores dos paradmetros correspondentes ao Exemplo 6.13.

Valor do Parametro

Al A2 B By Cy Cy T | T2 | T3 | Oq | Qi | (3

0,0003 | 0,0002 | 0,0001 | 0,00035 | 0,0006 | 0,0004 | 17 | 20 | 28 | 0,8 | 0,8 | 0,8

Restricoes de Winfree

01(t) e 05(t) 01(t) e O5(t) Oa(t) e 05(t) Conclusao

Dessincronizado | Dessincronizado | Dessincronizado Dessinc. Total por (5.69)

No Exemplo 6.13 os valores dos parametros indicam que o ritmo da temperatura
corporal tem periodo de 17 horas, o ritmo do sono-vigilia tem periodo de 20 horas e
o ritmo da dor tem periodo de 28 horas. Os valores das for¢as de acoplamento sdo
valores baixos,e assim as relacdes entre esses ritmos bioldgicos sdo fracas. E, como
ap = ag = az = a = 0,8 estd mais préximo de 1 que de 0, entdo a memoria do
sistema € fraca.

Na Figura 43 temos o resultado numérico da simulacdo do Modelo de Fase Fra-
ciondrio, dado pelo sistema de equagdes (5.56)-(5.58), e na Figura 44 temos o gréfico
com a diferenca de fase entre os osciladores (), 02(t) e 03(t), considerados dois a dois,

com os valores do Exemplo 6.13.
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Figura 43: Solucdes 6, (t), 02(t) e 5(t) do Modelo PIM Fracionario com escolha de pardmetros
de acordo com a Tabela 14.
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Figura 44: Diferengas de fase entre as solucdes 61 (t) e 02(t), 61(t) e 05(t), O2(t) e O3(t) do
Modelo PIM Fracionério com escolha de pardmetros de acordo com a Tabela 14.

No gréfico da Figura 43, podemos visualizar que as curvas dos osciladores 6 (t), 02(t)
e 05(t) ndo possuem semelhangas nas suas fases, e assim, como disposto no grifico da
Figura 44, as diferencas de fase entre cada par de osciladores ndo € constante.

Sabemos que se a diferenca de fase entre dois osciladores de fase acoplados nao é
constante, entdo a sincronizagao entre esses osciladores nao é verificada (Definicao 1.1).
E, portanto, os ritmos bioldgicos da temperatura corporal, do sono-vigilia e da dor ndo
estdo sincronizados, indicando, assim a dessincronizagao total do sistema.

As generalizagdes de Winfree testadas com os valores do Exemplo 6.13 apontam na
mesma direcdo, ou seja, escolhendo quaisquer dois dos osciladores acoplados, dentre

01(t), O2(t) e O5(t), as restrigdes (5.69) que garantem a sincronizagao entre os dois oscila-
dores ndo € satisfeita.
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Provavelmente os valores das forcas de acoplamento e a fraca memodria do sistema
ocasionou a dessincronizacao entre os ritmos da temperatura corporal, sono-vigilia e dor,
e, com isso, as frequéncias intrinsecas de cada oscilador tem maior influéncia no sistema,
ou seja, o comportamento individual supera o coletivo quando acoplados.

Portanto, o ritmo circadiano dado pelos valores dos parametros do Exemplo 6.13,
mesmo com efeitos de memoria, estd totalmente dessincronizado, ou seja, a memoria
conservada do organismo ndo € suficiente pra que os ritmos da temperatura corporal,
sono-vigilia e dor se comportem com uma unica frequéncia.

Apresentamos nesta subsecdo alguns exemplos simulados do Modelo PIM
Fraciondrio para visualizarmos os efeitos da memoria do ritmo circadiano na
sincronizagdo/dessincroniza¢do de um sistema com certas caracteristicas e periodos, e,
princialmente, um sistema com influéncia da dor. Assim como no Modelo de Fase Fra-
ciondrio, podemos observar que em certas situacdes, como o Exemplo 6.13, o acréscimo
da memoria do ritmo circadiano no sistema, alterou o comportamento do mesmo de des-

sincronizado para sincronizado.

6.3.3 Modelo PIM Multi-fracionario

Nesta subse¢do, apresentamos simulagdes de exemplos que descrevem possiveis rit-
mos circadianos descritos por trés ritmos bioldgicos, o ritmo da temperatura corporal com
memoria, o ritmo do sono-vigilia com memdria e o ritmo da dor com memdria, e anali-
samos se tais casos descrevem ritmos circadianos totalmente sincronizados, parcialmente

sincronizados ou totalmente dessincronizados.

Exemplo 6.14. Os parametros para este exemplo sdo apresentados na Tabela 15.

Tabela 15: Tabela com os valores dos pardmetros correspondentes ao Exemplo 6.14.

Valor do Parametro
Ay Ay B, By 4 Cy Ty | T2 | T3 | 1 | Q2 as
0,065 | 0,089 | 0,071 | 0,068 | 0,094 | 0,079 | 21 |23 (24| 0,5| 0,7 | 0,55

Restricoes de Winfree
O1(t) e Ox(t) | 61(t) ebs(t) | 6a(t) e b5(t) Conclusao
Ind. / Sinc. Ind. / Sinc. Ind. / Sinc. Ind. / Sinc. Total por (5.107)

Podemos interpretar alguns valores dos parametros do Exemplo 6.14 da seguinte
forma: 77 indica que o periodo do ritmo da temperatura corporal é de 21 horas; 75 in-
dica que o periodo do ritmo do sono-vigilia € de 23 horas; 73 indica que o periodo do
ritmo da dor € de 24 horas; como C é o maior valor das for¢as de acoplamento, entao nas
relacOes entre os osciladores, a influéncia do ritmo da dor no ritmo da temperatura corpo-
ral € a relagdao mais forte; como oy = 0, 5, entdo a memoria do ritmo do sono-vigilia € a

mais alta do sistema.
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Nos graficos da Figura 45 e da Figura 46, com os valores do Exemplo 6.14, apresen-
tamos o resultado numérico da simulacdo do Modelo PIM Multi-fracionario dado pelo
sistema de equagdes (5.12)-(5.14), seguido pelas diferencas de fase entre cada par de

osciladores do modelo.
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Figura 45: Solugdes 61(t), 02(t) e 05(t) do Modelo PIM Multi-fraciondrio com escolha de
pardmetros de acordo com a Tabela 15.
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Figura 46: Diferencas de fase entre as solugdes 61 (t) e 02(t), 01(t) e 05(t), O2(t) e 03(t) do
Modelo PIM Multi-fracionério com escolha de pardmetros de acordo com a Tabela 15.

No gréfico da Figura 45 podemos ver o comportamento similar das solugdes 6, (),
0(t) e O5(t), que descrevem diferencas de fase constantes, com leves pertubagoes, que
estdo no gréafico da Figura 46.

Como as diferencas de fase entre os osciladores, dois a dois, sdo “constantes”, entao
o sistema estd totalmente sincronizado. Isto €, os ritmos biologicos da temperatura cor-

poral com memoria, do sono-vigilia com memoria e da dor, também com memoria, €
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estas memorias em niveis distintos, estdo muito bem relacionados e, quando acoplados
e analisados como um unico sistema, apresentam um Unico periodo que descreve seu

comportamento geral.

As generalizacdes da restrigdes de Winfree ndo foram obtidas para este caso, dado
que analisamos os osciladores dois a dois, e para isso as restricoes de Winfree aqui se
referem ao Modelo de Fase Multi-fracionério, o qual ndo fomos nem mesmo capazes
de apresentar solucdes analiticas, dada a grande quantidade de fatores que envolvem as
possiveis solugdes. Entretanto, avaliamos uma possivel restricdo para o Modelo de Fase
Multi-fraciondrio, dada por (4.54), e, considerando os osciladores em pares, estendemos a
proposta para o Modelo PIM Multi-fracionario, dada por (5.107). Assim sendo, testamos
os valores dos parametros do Exemplo 6.14 em (5.107) e verificamos que tais condicdes
sdo satisfeitas, indicando que os ritmos biolégicos da temperatura corporal, sono-vigilia

e dor estao sincronizados. E com 1sso, 0 sistema estd totalmente sincronizado.

A interpretacdo bioldgica deste exemplo se dd da seguinte maneira: os ritmos
bioldgicos da temperatura corporal, sono-vigilia e dor apresentam, inicialmente, periodos
de comportamento distintos, € 0 organismo conserva em niveis distintos memorias sobre
cada um desses ritmos bioldgicos; porém, quando analisados conjuntamente, tais ritmos
descrevem um unico periodo de comportamento e, assim, definem um ritmo circadiano

sincronizado.

Dado que 6, (t) e 05(t) estdo sincronizados, entdo podemos interpreti-los como o os-
cilador 0;5(t) e observar a relagdo com 63(t), conforme proposta da Se¢do 5.6. Podemos
definir as equacdes dinamicas desse sistema de acordo com as equacdes (5.89) e (5.90),

respectivamente.

Nas subsecoes 5.4.2 e 5.5.2 obtivemos as restricoes necessarias que devem ser sa-
tisfeitas para o oscilador #3(t) sincronizar ao sistema definido por 0, (t) e 65(t), tais sdo
dadas por (5.47) e (5.77), respectivamente. Assim sendo, vamos estender tais resultados

ao Modelo PIM Multi-fraciondario. Portanto, conjecturamos que se
O +C52 > (Wi — wg®) — (AP + BYY)| 6.1)

for satisfeita, entdo o oscilador 65(¢) sincroniza ao sistema sincronizado definido por 6, ()
e Os(t).

Feito isso, analisamos a restri¢ao (6.1) com os valores do Exemplo 6.14 e verificamos
que a soma das forgas de acoplamento que saem do oscilador #3(¢) supera o nivel de
acoplamento entre os osciladores 6;(t) e 0(t), ou seja, verificamos que os valores do
Exemplo 6.14 satisfaz (6.1). E assim, tal restri¢cao indica que o oscilador #3(t) sincroniza
ao sistema resultante do acoplamento sincronizado de 6;(t) e (). (Para mais detalhes

sobre estd interpretacio veja Observacdo 5.2 ou Observacdo 5.5.)

Considerando assim o Exemplo 6.14 descrito pelas equagdes (5.89) e (5.90), e sa-
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bendo que esse sistema estd sincronizado, podemos entdo considerar as solu¢des limitan-
tes de 012(¢) e O5(t) obtidas na Secdo 5.6.

Os valores dos parametros do Exemplo 6.14 indicam que g3(t) > g12(t) e g12(t) > 0
para todo ¢ € [0, 300], e assim as solu¢des limitantes do Modelo PIM Multi-fracionério
sao dadas pelas equagdes (5.95)-(5.96) inferiormente e, equacdes (5.97)-(5.98) superior-
mente, que estdo disponiveis também na Secdo 5.6.

Assim sendo, nds tracamos as solugdes inferior e superior do Modelo PIM Multi-
fraciondrio cujos osciladores 6, (t) e 05(t) sdo interpretados como o oscilador 015(t), e este
tltimo estd sincronizado ao oscilador 03(t). No grifico da Figura 47 temos as solu¢des

012(t) e O3(t) juntamente com as solugdes limitantes.
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Figura 47: Solugdes 012(t) e 65(t); solugdes limitantes inferior (5.95)-(5.96); e solucdes limi-
tantes superior (5.97)-(5.98) do Modelo PIM Multi-fracionario, proposta discutida na Secdo 5.6,
e com escolha dos pardmetros de acordo com a Tabela 15.

De fato, observando o gréfico da Figura 47 podemos verificar que as solugdes 612(t) e
05(t) estdo entre as respectivas curvas tracejadas em todo ¢ € [0, 300].

Pelas curvas limitantes de 612(¢) e 05(t) podemos visualizar o resultado obtido na
Secdo 5.6, em que, se os osciladores 6, () e 0(t) estdo sincronizados e podem ser in-
terpretados como um tnico oscilador, 015(t), e se existe uma solugdo sincronizada entre
O12(t) e O5(t), entdo O191,(t) < 01(t) < br1ou(t) e O3.(t) < O5(t) < O3p(t).

Exemplo 6.15. Os parametros para este exemplo sdo apresentados na Tabela 16.

O valor de 7; aponta um periodo de 20 horas para o ritmo da temperatura corporal; o
valor de 7, aponta um periodo de 23 horas para o ritmo do sono-vigilia; e o valor de 73
aponta um periodo de 16 horas para o ritmo da dor. Os valores de A; e B; indicam que
o ritmo da temperatura corporal e o ritmo do sono-vigilia estdo mais fortemente relacio-
nados que os demais ritmos, dois a dois. O valor de a3 indica que a memoria da dor é

mais fraca que a memoria da temperatura corporal, e também mais fraca que a memoria
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Tabela 16: Tabela com os valores dos parametros correspondentes ao Exemplo 6.15.

Valor do Parametro
Ay Ay By By Cy Cy T | T2 | T3 | Q1 | a3
0,025 | 0,0032 | 0,061 | 0,002 | 0,0018 | 0,0012 | 20 |23 {16 | 0,6 | 0,5 | 0,8
Restricoes de Winfree
01(t) e O2(t) 01(t) e O5(t) 0(t) e 05(t) Conclusao
Ind. / Sinc. Ind. / Dessinc. | Ind. / Dessinc. | Ind. / Sinc. Parcial por (5.107)

do sono-vigilia.

Na Figura 48 temos o resultado numérico da simulacdo do Modelo PIM Multi-
fraciondrio, dado pelo sistema de equagdes (5.12)-(5.14), e na Figura 49 temos as
diferencas de fase entre os osciladores 6, (t), 02(t) e 05(¢), dois a dois, com os valores

dos parametros do Exemplo 6.15.
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Figura 48: Solugdes 6,(t), 02(t) e 05(t) do Modelo PIM Multi-fraciondrio com escolha de
parametros de acordo com a Tabela 16.

Podemos observar na Figura 48, pelo comportamento das solugdes 61 (t), 02(t) e 03(t),
e na Figura 49 pelo grifico das diferencas de fase entre os osciladores 6, (t), 05(t) e 65(t),
dois a dois, que a diferenca de fase entre 0, (t) e 05(t) pode ser interpretada como constante
com certas perturbacdes, e a diferenca de fase entre 0;(¢) e 03(t), assim como a diferenga
de fase entre 05(t) e 03(t), ndo é constante.

Como ja justificado nos casos anteriores, as perturbacdes na diferenca de fase en-
tre 01(t) e O(t) ocorre devido a diferenca nos periodos dos osciladores, e nesse caso,
com influéncia das memorias, que também sdo distintas. Isto é, o comportamento in-
dividual de cada ritmo bioldgico, e mais especificamente da dor nesse caso, perturba a
sincroniza¢do da temperatura corporal e sono-vigilia, mas ndo o suficiente para causar a

dessincronizagdo desses osciladores, como podemos ver nos graficos das Figuras 48 e 49.
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Figura 49: Diferencas de fase entre as solugdes 61 (t) e 02(t), 01(t) e 05(t), O2(t) e O3(t) do
Modelo PIM Multi-fracionario com escolha de pardmetros de acordo com a Tabela 16.

Desta forma, podemos concluir que os osciladores 6;(t) e 65(t) estdo sincroniza-
dos, mas ndo estdo individualmente sincronizados com o oscilador #3(¢), mesmo com
os parametros de memoria considerados na modelagem do problema.

Interessante mencionarmos que as forcas de acoplamento entre os osciladores 6, (t) e
05(t) sdo as mais fortes, e portanto, tal fato somado a influéncia das memdrias no sistema,
certamente acarretou na sincronizacao desses osciladores.

Testamos os valores dos parametros do Exemplo 6.15 na restri¢cao 5.107, que € uma
conjectura acerca da restricdo de Winfree para os modelos com memorias distintas, e
verificamos que apenas a primeira linha dessa restricao € satisfeita. Tal resultado condiz
com a interpretacdo de que apenas os osciladores ;(t) e 0(t) estdo sincronizados. E
assim, o sistema ¢ dito parcialmente sincronizado.

A situacdo descrita no Exemplo 6.15 pode ser interpretada por um organismo com
horérios de sono-vigilia e ciclo da temperatura corporal bem definidos e cujas memdrias
de comportamento sdo conservadas, e, que com efeito de dor permanece bem definido,
com leves perturbagdes. Entretanto, as evidéncias de dor ndo possuem padrao.

Apresentamos a seguir um exemplo em que considerar as memorias dos ritmos
bioldgicos na modelagem do ritmo circadiano ndo € suficiente para sincronizar o sistema,

nem mesmo sincronizar parcialmente.

Exemplo 6.16. Os parametros para este exemplo sao apresentados na Tabela 17.

Os valores dos parametros do Exemplo 6.16 podem ser interpretados da seguinte ma-
neira: o ritmo da temperatura corporal tem periodo de 28 horas; o ritmo do sono-vigilia
tem periodo de 22 horas e o ritmo da dor tem periodo de 17 horas; os osciladores estdo
fracamente acoplados; e a memoria da dor é a mais forte do sistema - embora ndo tao

forte, dado que 0, 7 estd mais proximo de 1 que de 0.



127

Tabela 17: Tabela com os valores dos parametros correspondentes ao Exemplo 6.16.

Valor do Parametro

Ay Ay B, By 4 Cy Ty | T2 | T3 | Q1 | Q2 a3

0,0003 | 0,0015 | 0,0002 | 0,004 | 0,0006 | 0,0007 | 28 | 22 | 17 | 0,8 | 0.9 | 0,7

Restricoes de Winfree

61(t) e O2(t) 01(t) e O5(t) O,(t) e O5(t) Conclusao

Ind. / Dessinc. | Ind. / Dessinc. | Ind./Dessinc. | Ind. / Dessinc. Total por (5.107)

Com os valores dos parametros do Exemplo 6.16 apresentamos na Figura 50 o resul-
tado numérico da simulacdo do Modelo PIM Multi-fracionério, dado pelo sistema (5.12)-
(5.14), e na Figura 51 apresentamos as diferengas de fase entre os trés osciladores que

modelam o ritmo circadiano, tomando-os dois a dois.

12

0 \ \ \ \ \
0 50 100 150 200 250 300

Tempo em horas

Figura 50: Solugoes 61(t), 02(t) e 03(t) do Modelo PIM Multi-fraciondrio com escolha de
parametros de acordo com a Tabela 17.

Podemos observar no grafico da Figura 50 que as curvas dos osciladores (), 02(t) e
05(t) ndo sdo similares, e assim, as diferencgas de fase entre esses osciladores, disponiveis
no grafico da Figura 51, ndo sdo constantes. Conforme ¢ aumenta as diferencas nas fases
dos osciladores também aumentam, indicando que o sistema estd totalmente dessincroni-
zado.

Nenhuma das linhas da restricao 5.107 é satisfeita com os valores dos parametros do
Exemplo 6.16, apontando para a dessincronizagdo entre os trés osciladores, dois a dois, e,
consequentemente, dessincronizagdo total do sistema.

Neste Exemplo 6.16, as memdrias dos ritmos bioldgicos da temperatura corporal, do
sono-vigilia e da dor, ndo s3o suficientes para sincronizar esses osciladores. Talvez o

fato dos periodos desses ritmos apresentarem 5 horas ou mais de diferenca e/ou o fraco
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Figura 51: Diferencas de fase entre as solugdes 61 (t) e 02(t), 01(t) e 05(t), O2(t) e 03(t) do
Modelo PIM Multi-fracionario com escolha de pardmetros de acordo com a Tabela 17.

acoplamento entre os osciladores contribuiu para a dessincronizagao total do sistema.

Tal situagcdo descreve uma pessoa que nao possui os hordrios de dormir e acordar bem
definidos, que também ndo possui um ciclo bem definido para a temperatura corporal e
que a dor ndo tem relacdo com o comportamento dos outros dois ritmos bioldgicos, e,
além disso, esses trés ritmos bioldgicos analisados juntos (acoplados) ndo tem relagao
com o periodo de 24 horas, e portanto, as memorias conservadas de cada ritmo bioldgico

nao garantem a sincronizacao.

Podemos comparar o Exemplo 6.16 com os dados da Paciente 2 e Paciente 4 do
Capitulo 2, em que certas memorias sdo conservadas, entre elas alguns padroes do com-
portamento do ritmo do sono-vigilia, mas tais memorias ndo sao suficientes para ocasionar

na sincronizacao do ritmo circadiano.

6.3.4 Consideracoes Gerais sobre o Modelo PIM

O Modelo PIM modela o ritmo circadiano através do acoplamento de trés osciladores
de fase nao-lineares, que descrevem os ritmos bioldgicos da temperatura corporal, do
sono-vigilia e da dor. A relacdo entre os parametros desses osciladores acoplados garante

a sincronizacdo total ou, a0 menos, a sincroniza¢do parcial entre os ritmos biolégicos.

Para dois osciladores de fase acoplados, as Restricoes de Winfree garantem que se
a soma das forcas de acoplamento é maior que o médulo da diferenca das frequéncias
intrinsecas, entdo estes osciladores estdo sincronizados [56]. Analisamos portanto, as
restri¢des de Winfree considerando os osciladores em pares: se as restricdes sao verifica-
das em todos os trés pares de osciladores acoplados, entdo o sistema € dito sincronizado
total; se apenas para um par de osciladores se verifica as restri¢des, entdo o sistema e

dito sincronizado parcial; caso em que nenhum par de osciladores verifica as restricoes de
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Winfree, entdo o sistema € dito dessincronizado total.

Para o Modelo PIM Inteiro, as restricoes de Winfree se aplicam diretamente em cada
par de osciladores e os resultados obtidos na andlise das restricdes (disponivel na tabela
de cada exemplo) coincidem com os resultados numéricos obtidos. Para o Modelo PIM
Fraciondrio, analisamos a generalizacdo das restricoes de Winfree obtidas no estudo do
Modelo de Fase Fraciondrio da Secdo 4.5, considerando os osciladores dois a dois, e
assim como no caso inteiro, as andlises das restricoes apontam no mesmo sentido dos
resultados numéricos obtidos. Para o Modelo PIM Multi-fracionario analisamos, para
cada dois osciladores, a restricdo proposta na Secdo 4.6 cujo resultado é uma conjectura
que propomos as restricdes de Winfree para o Modelo de Fase Multi-fracionario. Nos
exemplos propostos, tal restricdo também apresenta resultados numéricos aproximados.

Essa dltima proposta se mostrou bastante interessante, dado que ndo obtivemos
solugdo analitica para o Modelo de Fase Multi-fracionario, € menos ainda, para o Modelo
PIM Multi-fraciondrio, porém a proposta de generalizagcao das restri¢des de Winfree para
tal se mostrou veridica nos exemplos analisados. Portanto, acreditamos que os resultados
seguem nessa direcao.

Nas Subsecoes 5.4.2 € 5.5.2 analisamos a situagdo em que dois osciladores do Modelo
PIM estdo sincronizados e obtemos as condi¢cdes necessarias para o terceiro oscilador sin-
cronizar ao sistema gerado pelos outros dois osciladores sincronizados. Na Subsecao 5.6
propomos possiveis equacoes dindmicas para tal situacao considerando as memorias dos
osciladores distintas.

Generalizamos, portanto, tais restricdes obtidas nas Subsecdes 5.4.2 e 5.5.2 para
o caso multi-fracionario e no Exemplo 6.14 verificamos que a andlise das restricoes
condizem com os resultados numéricos obtidos através das equagdes propostas na
Subsecdo 5.6. Assim sendo, € possivel interpretarmos os osciladores acoplados e sin-
cronizados como um tunico oscilador.

Novamente, € necessdrio, para que as Restri¢cdes de Winfree garantam a sincronizacao
dos osciladores, que a soma das forcas de acoplamento e o médulo da diferenca das
frequéncias intrinsecas de cada par de osciladores seja maior que 1073,

Assim, se as devidas condicoes forem satisfeitas, entdo as restricdes de Winfree, ou
uma generalizacao delas, garantem a sincronizacdo do Modelo PIM Inteiro, Modelo PIM
Fracionario e, talvez, do Modelo PIM Multi-fracionario, considerando os osciladores dois
a dois. E também, provavelmente, garantem a sincronizagao interpretando dois oscilado-
res sincronizados como um tUnico oscilador.

Observamos também que a memoria tende a induzir a sincronizagdo do ritmo circa-
diano definido por trés osciladores de fase acoplados. E necessdrio porém, que o nivel
de memoria seja mais forte nos casos cujo comportamento dos ritmos biologicos sejam
muito distintos e a relacao entre eles fraca.

Existem algumas situacOes no caso multi-fracionario em que a generalizacdo das
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restricoes de Winfree indicam um determinado comportamento, mas o ritmo circadi-
ano sob tais condicdes se comporta de outra maneira. Isso ocorre, pois como vimos
na busca pelas solugdes analiticas do Modelo de Fase Multi-fracionario e Modelo PIM
Multi-fraciondrio, existe uma grande quantidade de fatores envolvendo as solugdes, ou
seja, existem outros aspectos que podem influenciar no comportamento do ritmo circadi-
ano, ou mais especificamente, podem influenciar nos intervalos de sono, na temperatura
enddgena ou nas evidéncias e nivel de dor. Assim, acreditamos que, além das restricoes
generalizadas de Winfree, outras devem ser satisfeitas para garantir a sincronizagdo. O
aprofundamento nesse ponto se dard em trabalhos futuros.

Na situagdo citada acima, temos como exemplo a Paciente 6, cujos dados estdo em
2.3.1.6 do capitulo 2. Seu organismo conserva certas memorias dos horarios de inicio
de vigilia, mas apds a cirurgia as evidéncias e niveis de dor dessa paciente sdo maiores,
necessitando de mais morfina que outras pacientes com situa¢do similar, ou seja, con-
trariou o “padrdo” das demais pacientes analisadas nesse mesmo capitulo. Entretanto, a
Paciente 6 apresentou intervalos didrios de sono com 5 horas, em média. Provavelmente

tal fato influenciou nas evidéncias e niveis de dor dessa paciente.



7 CONSIDERACOES FINAIS

Motivados pelos dados clinicos de seis pacientes acerca do comportamento do ritmo
circadiano e niveis de dor, neste trabalho, nos propomos a analisar, através de modelos
simples e que possam ser tratados de maneira analitica, caracteristicas da sincronizagdo /
dessincroniza¢do do ritmo circadiano e as influéncias no mesmo, quando exposto a uma

forca externa.

Para tal, a modelagem e andlise apresentadas tratam de duas extensdes do Modelo
de Fase proposto por Strogatz [50], o qual consiste na modelagem do ritmo circadiano
como uma dinamica de dois osciladores de fase, acoplados. Strogatz [50], assume que
cada oscilador de fase descreve um ritmo bioldgico de interesse. Neste caso, o ritmo da

temperatura corporal e o ritmo do sono-vigilia.

Primeiramente, propomos a introdu¢ao de memoria ao Modelo de Fase proposto por
Strogatz, através de uma dinamica fracionaria. Analisamos a existéncia de solucdes
analiticas sincronizadas para modelagem proposta, cuja memoria, em cada oscilador seja
igual (Modelo de Fase Fraciondrio na Sec¢do 4.5), bem como a situacdo em que cada um
dos osciladores possuam um nivel de memoria distinto (Modelo de Fase Multi-fraciondrio
na Secao 4.6). No caso em que a memoria € a mesma para ambos os osciladores, ob-
tivemos a solugdo sincronizada analitica estendendo os resultados [50], bem como, as
restri¢des (conhecidas como restri¢des de Winfree) que garantem a sincroniza¢do do pro-
blema em termos dos parametros do modelo. No caso em que as memorias sdo distintas,
a dindmica apresenta mais fatores e € dificil de tratar analiticamente. Mesmo assim, ob-
tivemos analiticamente as solucdes limitantes superior e inferior para qualquer que seja a
solugdo sincronizada. No Capitulo 6 apresentamos simulacdes numéricas que descrevem

os resultados acima mencionados.

Em um segundo viés, modelamos a influéncia de um terceiro oscilador em fase aco-
plado na sincronizag@o do ritmo circadiano. Nosso intuito € inferir, de maneira sim-
ples, os possiveis efeitos da dor no comportamento do ritmo circadiano da temperatura
corporal e do sono-vigilia. A este modelo, denominamos PIM (Pain Influenced Mo-
del) - veja o Capitulo 5. Para além disso, ainda analisamos os efeitos de memoria no

modelo, considerando dindmicas de ordem fraciondria. Embora a modelagem seja sim-
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ples, a complexidade do modelo PIM € grande, haja visto que é um modelo ndo-linear.
Desta forma, foram apresentados resultados analiticos para a sincronizacdo quando obti-
vemos as solugdes analiticas quando os trés osciladores estdo dois a dois sincronizados
(sincronizacao total do sistema), assim como, quando apenas dois dos osciladores estdo
sincronizados (sincronizagdo parcial do sistema). A complexidade do modelo PIM com
memorias distintas (denominado Modelo PIM Multi-fraciondrio, veja a Subsecdo 5.6), €
ainda maior. Para este caso analisamos uma situacgdo particular, em que consideramos
os osciladores da temperatura corporal e sono-vigilia fortemente acoplados, de modo que
podem ser interpretados com um unico oscilador. Com isso, analisamos os efeitos do
acoplamento com o oscilador da dor. Neste caso obtivemos analiticamente as solucdes
limitantes superior e inferior. Assim como para o Modelo de Fase, descrevemos nume-
ricamente diversos senarios de sincronizagdo/descincronizacao para o modelo PIM (veja
Capitulo 6).

Avancamos significativamente no que diz respeito as caracteristicas de sincronizagdo
do ritmo circadiano através da modelagem matemadtica, principalmente, na andlise dos
efeitos de memoria e/ou dor. Contudo, mesmo que nossa abordagem seja simples, ainda
apresenta diversas questdes em aberto, que serdo fruto de investigacoes futuras. A seguir,

trazemos pontos que ainda pretendemos nos aprofundar.

e Pretendemos calibrar os parametros dos modelos propostos neste trabalho a partir
do banco de dados reais que disponibilizamos no Capitulo 2. Analisando assim,
mais detalhadamente os dados clinicos que possuimos e, possivelmente, avaliar

novos dados.

e Os gréficos obtidos através das simula¢des numéricas trazem informacdes acerca
do comportamento dos ritmos bioldgicos considerados na modelagem do ritmo cir-
cadiano. Pretendemos, através da Transformada Inversa de Fourier [17, 20, 39],

obter caracteristicas mais especificas dos ritmos biol6gicos.

e Aprofundar os estudos dos modelos de fase Multi-fraciondrio e PIM Multi-
fraciondrio, de forma o buscar alternativas para obter as solu¢des analiticas para

a sincroniza¢dao dos mesmos.
e Estudar os modelos propostos nesta tese com atrasos no tempo (time-delay).

e Estudar de maneira aprofundada bifurcacdo para os modelos. E importante notar
que as restricdes de Winfree sdo uma espécie de bifurcag@o para a sincronizagao/

dessincronizagao.

e Estender a andlise feita nesta tese para sistemas de osciladores acoplados mais com-

plexos (contendo mais osciladores) e suas topologias de acoplamento.
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ANEXO A EQUAGOES DIFERENCIAIS FRACIONARIAS

Uma questdo levantada em 1965 pelo matematico Guillaume Frangois de L’Hopital ao
matematico Gottfried Leibniz, a respeito do significado da derivada cuja ordem é meio,
deu inicio ao célculo fraciondrio [4, 37]. Respostas a esta pergunta geraram as primeiras
defini¢des do célculo fraciondrio para derivadas e integrais. Com isso, pesquisadores de
diferentes areas vem discutindo e utilizando o cdlculo fraciondrio em seus estudos.

Sendo assim, vamos elencar alguns resultados, de forma muito resumida, de equagdes
diferenciais ordindrias fraciondrias. Para mais detalhes sobre tais resultados e as devidas

demonstracoes consultar [13, 15, 16, 17, 18, 33] e referéncias.

A.1 Motivacao Inicial

O célculo fracionario se relaciona diretamente com o classico calculo diferencial e

integral.

Teorema A.1: (Teorema do Valor Médio). Seja f uma fun¢do continua no intervalo [a, ]

e diferencidvel no intervalo (a,b). Entdo existe ¢ € (a,b), tal que

£~ f(a)

7o) = H0—1

Teorema A.2: (Teorema Fundamental do Cdlculo Cldssico). Seja f : |a,b] — R uma
fungdo continua, e seja F : [a,b] — R definido por

F(z) = / f@) dt.
Entdo, F ¢ diferencidvel e
F'=f.

Existe, portanto, uma relagdo muito proxima entre operadores diferenciais e operado-

res integrais.
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Definicao A.1: (a) Por D, denotamos o operador que mapeia uma fungdo dife-

rencidvel em sua derivada, ou seja,

(b) Por J,, denotamos o operador que mapeia uma funcdo f, assumida como (Rie-
mann) integrdvel no intervalo compacto [a, b], em sua primitiva centrada em a, ou

seja,

Juf(2) = / ") dt

paraa < x < b.

(c) Paran € N, usamos os stimbolos D" e J]' para denotar as n vezes iteradas de D
e J,, respectivamente, ou seja, definimos Dy := D, J! := J, e D" := DD" !¢
Jr = J,J" ! paran > 2.

Como podemos estender os conceitos da Definicdo A.1 (c) paran ¢ N?

A.2 Operadores Diferenciais e Integrais de Riemann — Liouville

A.2.1 Integrais de Riemann-Liouville
Definicdo A.2: Sejan € R,. O operador J!, definido em L1[a, ] por

(@) = ﬁ / "= f(8) db

para a < x < b, é chamado operador integral fraciondrio Riemann — Liouville da ordem

n.

Para n = 0, definimos JC? := I, o operador identidade.

Podemos observar que a defini¢do da integral fraciondria acima coincide com a
defini¢do cldssica no caso em que n € N, exceto pelo fato de termos estendido o dominio

de fung¢des integraveis de Riemann para fungdes integraveis de Lebesgue.

Teorema A.3: Seja [ € Lila,b] e n > 0. Entdo a integral J" f(x) existe para quase

todos os x € [a,b]. Além disso, a funcdo J' f em si também é um elemento de Ly[a,b].
Temos uma propriedade que também vale nesta generalizacao:

Teorema A.4: Sejam m,n > 0e ¢ € Ly[a,b]. Entdo

TG = T
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mantém quase todos os lugares em |a,b|. Se, além disso, ¢ € [a,bjoum +n > 1, a

identidade se mantém em todo lugar de [a, b].

Corolario A.1: Sob as premissas do Teorema A.4,
JI I = Jr .

Existe uma maneira algébrica de declarar esse resultado.

Teorema A.5: Os operadores {J' : Li|a,b] — Li[a,b];n > 0} formam um semigrupo
comutativo com relagdo & concatenacdo. O operador identidade J? é o elemento neutro

deste semigrupo.

Agora vamos consideramos algumas propriedades de mapeamento do operador J;'.
De modo geral, veremos que a integracdo fracionaria melhora as propriedades de suavi-

dade das funcoes.

Teorema A.6: Seja ¢ € H,[a,b] para algum p € [0, 1], e deixe 0 < n < 1. Entdo

¢(a)

Joo(x) = Tn+1)

(z —a)" + B(x)
com alguma funcdo ®. Esta funcdo ® satisfaz

d(z) = O((x — a)"*") (A.1)
como x — a. Além disso,

H,inla,b] sep+n <1,
®e Hfa,b| sep+n=1,
Hila,b] seu+n>1.

Observacio A.1: E possivel mostrar uma afirmagdo ainda mais forte no caso ji+n > 1:
sob essa suposi¢do temos que ® € C'la,b] e ¥’ € H,4,_1a,b]. Para mais informagdes

veja [13] e referencias nele.

Um resultado semelhante pode ser obtido quando assumimos que o integrando ¢ esta

em uma classe apropriada de Lebesgue.

Teorema A.7: Sejan > 0, p > max{l,1/n} e ¢ € L,[a,b]. Entdo

Tio(@) = o (x — )" 17)

como x — a+. Se, além disso, n—1/p & N, entdo J'¢ € C"=V/Pl[q b], e DI"=1/P1 Jr¢ €
Hn—l/p—Ln—l/pJ [CL, b]
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Observacao A.2: No cason — 1/p € N, uma declaragdo ligeiramente modificada pode
ser mostrada. A condi¢do Holder na derivada de J) ¢ deve ser substituida por uma
condicdo semelhante a que define o conjunto H*. Para mais informacoes veja [56] e

referencias nele.

A seguir, discutiremos o intercimbio de operacdes com limites e integracdo fra-

cionaria.

Teorema A.8: Seja n > 0. Suponha que (fi)7, seja uma sequéncia uniformemente
convergente de fungdes continuas em [a,b]. Em seguida, podemos trocar o operador

integral fraciondrio e o processo de limite, ou seja,
(J;‘ lim fk) (x) = <lim Jgfk> (x).
k—o00 k—o0
Em particular, a sequéncia de fungdes (J2' fi,)72, € uniformemente convergente.

Corolario A.2: Seja [ analitico em (a — h,a + h) para alguns h > 0 e deixe n > 0.

Entdo

)k+n

Z; k'n#—k )T(n) D¥f(a)

paraa <z <a-+h/2 e
= (x—a)ktn
Dk
;;Fk+1+n f(a)

para a < x < a+ h. Em particular, J"' f é analitico em (a,a + h).

Teorema A.9: Seja 1 < p < oo e seja (my)32, uma sequéncia convergente de niimeros

ndo negativos com limite m. Entdo, para cada f € L,|a, ],
lim JJ" f = J"f
k—o00

onde a convergéncia estd no sentido da norma Ly|a, b].

No entanto, quando lidamos com o espaco Ca, b] equipado com a norma Chebyshev,

a situac@o é mais complicada.

Teorema A.10: Seja f € Cla,b] e m > 0. Além disso, assuma que (my,) é uma sequéncia

de niimeros positivos tais que limy,_,.. my = m. Entdo, para cada € > 0,

lim sup |J*f(x)— J"f(x)| =

k=00 yelate,b]
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Se, além disso, m > 0 ou f(x) = O((z — a)°) conforme x — a para alguns § > 0, entdo
tim (17 — T 0.
k—o00

A.2.2 Derivadas de Riemann - Liouville

Tendo estabelecido essas propriedades fundamentais dos operadores integrais de Ri-
emann — Liouville, chegamos agora aos operadores diferenciais correspondentes. Para

motivar a definicdo, lembramos (sob certas condi¢des) a identidade
D'f = D" f

onde m e n sdo nimeros inteiros tais que m > n. Agora, vamos assumir que 7 nao €
um numero inteiro. Entdo ainda podemos escolher um nimero inteiro m tal que m > n.
Em vista da teoria apresentada na se¢ao anterior, o lado direito da identidade permanece
significativo. No entanto, existe uma grande diferenca no caso cldssico em que m e n
sd0 numeros inteiros: agora descobrimos que o operador obtido dessa maneira depende
da escolha do ponto a. Portanto, chegamos a definicdo A.3 se escolhermos o valor do

nimero inteiro m o menor possivel:
Definicao A.3: Sejan € Ry e m = [n]. O operador D7, definido por
Dif = DmJn

é chamado operador diferencial fraciondrio de Riemann — Liouville da ordem n.

Para n = 0, definimos D° := I, o operador de identidade.

Lema A.1: Sejan € R, e sejam € N tal que m > n. Entdo,
D} = D™mjr ",

O préximo resultado contém uma condi¢@o bastante simples para a existénciade D f.

Lema A.2: Seja f € Alla,bl e 0 < n < 1. Entdo D"f existe quase em toda parte em
[a,b]. Além disso, D' f € Lyla,blparal <p <1/ne

Dy f(x) = F(ll_ ) <(xf_(ac)b)n + /m flt)(x—t)™ dt) .

Teorema A.11: Suponha que nqi,ny > 0. Além disso, deixe Li]a,b] e f = JMTm2¢.

Entdo,

DZLI D:ff _ D21+n2 1.



143

Observe que, para aplicar essa identidade, ndo precisamos conhecer a funcao ¢ expli-
citamente; € suficiente saber que essa funcdo existe. Em vista do Teorema A.7, a condi¢do
em f implica ndao apenas um certo grau de suavidade, mas também o fato de que, como

r — a, f(x) — 0 é suficientemente rapido.

Teorema A.12: Seja n > 0. Entdo, para cada f € Li|a, b,
Do Jif=f
quase em todos os lugares.

Teorema A.13: Seja n > 0. Suponha que (k)52 seja uma sequéncia uniformemente
convergente de fungdes continuas em |a, b| e que D7 fi. exista para cada k. Além disso,
suponha que (D! ;)32 converge uniformemente em [a + €, b] para cada ¢ > 0. Entdo,

para cada v € (a,b|, temos
( lim D" fk> (z) = (Dg lim fk) (2).
k—o0 k—o0
Podemos deduzir imediatamente um analogo do Corolério A.2.

Corolario A.3: Seja f analitica em (a — h,a + h) para alguns h > 0, e deixe n > 0,
n ¢ N. Entdo

n C x_a)k—n k
Dy f(x Z()—Hl_n)w(w)
paraa <z <a+h/2 e

n S - k
Difle ;rkﬂ—nl}ﬂa)

para a < x < a+ h. Em particular, D! f é analitica em (a,a + h).

Neste resultado, os coeficientes binomiais ( ) paran € Re k € Ny sdo definidos por

n nn—1)n-2)---(n—k+1)
</€) = ] . (A.2)

Outra peculiaridade interessante da diferencia¢do fraciondria surge quando analisa-
mos as generalizacdes das regras classicas para diferenciar fungdes que sao compostas de

outras fun¢des de uma certa maneira. O primeiro resultado nessa conexao € trivial.

Teorema A.14: Seja f1 e f> duas fungées definidas em [a, b], de modo que D! f, e D7 fy

existam quase em toda parte. Além disso, deixe ¢y, ca € R. Entdo, D" (c1 f1 + cofo) existe
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quase em toda parte, e

D(:L(lel + CQfQ) = ClDZLfl + CQDZfQ.

Quando se trata de produtos de fungdes, a situagdo € completamente diferente. No
caso cldssico, temos o seguinte resultado conhecido (que ja usamos na prova do Coroldrio
A3):

Teorema A.15: (Formula de Leibniz). Sejan € N, e seja f, g € C"[a, b]. Entdo,

D1 =3 () 040 o)

k=0

Apontamos duas propriedades especiais desse resultado: a formula € simétrica, ou
seja, podemos trocar f e g de ambos os lados da equagdo sem alterar a expressio e,
para avaliar a n-ésima derivada do produto fg, precisamos apenas de derivadas até a
ordem n de ambos os fatores. Em particular, nenhum dos fatores precisa ter uma (n + 1)-
ésima derivada. O teorema a seguir transfere a férmula de Leibniz para a configura¢ao

fraciondria e é imediatamente evidente que essas duas propriedades sao perdidas.

Teorema A.16: (Féormula de Leibniz para operadores de Riemann-Liouville). Seja

n > 0 e, assuma que f e g sdo analiticas em (a — h,a + h), com alguns h > 0. Entdo,

[n] [e'e)
Didle) =3 () PEN@0 @+ X (1) @O )

k=0 k=|n)+1
paraa < x < a+ h/2.

Observe no teorema que % percorre os ndmeros inteiros nao negativos; portanto, po-
derfamos ter escrito D* f em vez de D* f no lado direito. Além disso, k percorre todos
os numeros inteiros nao negativos e, portanto, precisamos ter f € C'*[a, b] para ter um
lado direito que faca sentido. Os requisitos de suavidade de g parecem ser muito me-
nos restritivos (derivadas de g sdo necessdrias apenas até a ordem 7), mas para a nossa
prova precisamos da analiticidade do produto fg, e isso geralmente s6 € garantido se g
for analitico também. Isso mostra que as duas principais propriedades declaradas acima
estdo realmente perdidas. Finalmente, mencionamos que os operadores integrais Rie-
mann — Liouville surgem do lado direito. Nenhuma dessas expressoes estava presente na
formulagao cldssica. Apesar de todas essas diferengas, recuperamos o resultado classico
do resultado fraciondrio, usando um valor inteiro para n, pois 0s coeficientes binomiais
(") sdo zero para k > n, de modo que a segunda soma (a que causa todas as diferencas)

k
desaparece.
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A outra regra importante para a avaliac@o € a regra da cadeia,

Dlg (f()l(x) = (Dg) (f(z)) Df(x).

No mesmo sentido que a férmula de Leibniz € a generalizacdo da regra do produto para
primeiras derivadas para derivadas de ordem arbitraria n € N, a regra da cadeia também
pode ser generalizada para o caso de n-ésimas derivadas com n € N. O resultado é
conhecido como Férmula de Faa di Bruno. Ele pode ser escrito de varias formas, a mais
conhecida das quais é provavelmente a chamada versdo de parti¢do definida que agora

lembramos.

Teorema A.17: (Féormula de Faa di Bruno). Se g e [ sdo fun¢cdes com um niimero

suficiente de derivadas e n € N, entdo
D"[g(f(N=>_ (D o) [[ (D f(=
pn=1

onde a soma estd sobre todas as parti¢ées de {1,2,...,n} e para cada particdo, k é o

niimero de blocos e b; é o niimero de blocos com exatamente j elementos.

Teorema A.18: (Formula de Faa di Bruno para operadores de Riemann — Liouville).

Sob premissas adequadas sobre as funcoes | e g, temos

DL ()] () k
- SR S e Y T (2

ay

k=1 /=1 (a1,es0)EAR 0 T= 1
r—a)™"
+mf (g(x)) (A.3)

onde (ay,...,a) € Agy, significa que

k
ai, ..., ar € N, Zmr:k e Zar:ﬁ
r=1

r=1

A estrutura do lado direito de (A.3) é tao complexa que dificilmente parece ser util.

Uma pergunta natural a ser feita é: O que pode ser dito sobre o D' f conforme n —
m € N?

Teorema A.19: Seja f € C™|a, b| para alguns m € N. Entdo,

lim D"f = D™f

n—m-—

num sentido pontual em (a, b. A convergéncia é uniforme em |a, b| se, além disso, f(x) =
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O ((a: — a)m+5) para alguns 6 > 0, conforme x — a+.

Observacao A.3: Hd mais uma diferenca fundamental entre operadores diferenciais de
ordem inteira e os derivativos fraciondrios de Riemann-Liouville: os primeiros sdo ope-
radores locais, os segundos ndo. O significado da palavra local aqui é o seguinte, para
calcular D" f(z) para n € N, basta conhecer [ em uma vizinhang¢a arbitrariamente
pequena de x. Isto decorre da representagdo cldssica de D" como um limite de um quo-
ciente de diferenca. No entanto, para calcular D" f(x) paran ¢ N, a defini¢do nos diz

que precisamos conhecer f durante todo o intervalo [a, x].

Essa propriedade € exibida de uma maneira ainda mais evidente no préximo Lema,

que fornece uma representacdo alternativa da derivada de Riemann — Liouville.
Lema A.3: Sejan > 0,n ¢ Nem = [n]. Suponha que f € C™[a,b] e x € [a,b]. Entdo,

1

/m(a: — )" (t) dt.

O integrando exibe uma singularidade de ordem n 4 1 que € estritamente maior que
uma e, portanto, a integral em geral nao existe nem no sentido proprio nem no improprio.
Portanto, definimos essa integral de acordo com o conceito de parte finita de Hadamard.

(Para mais informacdes consulte [56].)

Observacao A.4: Outra caracteristica interessante dessa representacdo aparece se for-
malmente assumirmos que n é negativo, n = —n* com alguns n* > 0. Entdo a identidade

do Lema A.3 assume a forma de

DL fo) = s [ o= 0

e descobrimos que a expressdo do lado direito é simplesmente J" f(z).

A.2.3 Relacgoes entre integrais e derivadas de Riemann — Liouville

Tendo estabelecido uma teoria dos operadores diferenciais e integrais de Riemann —
Liouville separadamente, agora investigamos como eles interagem. Um primeiro resul-
tado muito importante nesse contexto ja foi mostrado no Teorema A.12 acima: D] € o
inverso a esquerda de J!'. Evidentemente, ndo podemos afirmar que € o inverso a direita.

Mais precisamente, temos a seguinte situagao.

Teorema A.20: Seja n > 0. Se existir algum ¢ € Lq[a,b], tal que f = JI', entdo
JoDof =1

em quase todos os lugares.
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Se f nao for conforme exigido nas premissas do Teorema A.20, obteremos uma

representacdo diferente parao J' D] f.

Teorema A.21: Sejan > 0em = |n| + 1. Suponha que f é tal que J" " f € A™[a, b).

Entao,
m— 1 n k—1
(x —a)
JrDr lim D™kt jm=n
f F zZ—a+ f( )
k=0
Especificamente, para 0 < n < 1, temos
(x —a)”

lim JI 7" f(2).

F(n) z—a+

Ja Dy f(x) = f(x) —

Outro resultado basico importante na anélise cldssica € o Teorema de Taylor. Ja utili-
zamos sua versao cldssica na prova do Teorema A.19. Ele pode ser demonstrado a seguir,
que é um pouco mais instrutivo do que a formulacdo padrao oferecida na maioria dos li-
vros texto, no sentido de que ele oferece uma visao adicional sobre a estrutura do conjunto
A™. A maneira classica de declarar esse teorema pode ser obtida considerando-se apenas
a implicac@o (a) = (b) e escolhendo y = a.

Teorema A.22: (Expansao de Taylor). As seguintes declaragées sdo equivalentes
(a) f € A" a,b]

(b) Para todo x,y € [a,b],

fa) = 3 Dk () gD ),

Com base nos resultados apresentados até o momento, podemos encontrar uma

generalizagdo fracionada dessa afirmacdo.

Teorema A.23: (Expansao Fracionaria de Taylor). Sob as premissas do Teorema A.21,

temos

(.T — a)n—m m—n
F(n—m—i—l) zl—lglJrJ f(z)

k+n—m

flx) =

Tr—a
1 Dk+nm nHn )
+Zrk+n_m+1)zgg+ f(z) + T3 Dy f(x)

Observe que no caso com n € N temos m = n + 1 e, portanto, o limite fora da
soma desaparece. Assim, podemos recuperar o resultado cldssico (com m substituido por
m — 1).
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A.3 Abordagem de Caputo

A abordagem de Caputo tende a ser mais adequada ao tentar modelar fendmenos do
mundo real com equacdes diferenciais fracionarias.
A.3.1 Definicio e Propriedades Basicas

Comecamos com uma defini¢cao preliminar.

Definicao A.4: Sejan > 0e m = [n]. Entdo definimos o operador f)g por
Drf = Jrpmf

sempre que D™ f € Lq[a,b).
Vamos comecar olhando para o caso n € N. Aqui temos m = n e, portanto, nossa
definicdo implica

Dyf=JiD"f = D"f.

ou seja, recuperamos a defini¢do padrao no caso cléssico.

Observacao A.5: Exigimos m = [n] na Definicdo A.4. A mesma condi¢do foi imposta
na definigdo D! := D™ J"~" da derivado de Riemann-Liouville (Defini¢do A.3). No en-
tanto, no ultimo caso, vimos no Lema A.1 que essa restricdo na verdade ndo é necessdria;
pode-se usar qualquer m € N com m > n no caso de Riemann-Liouville. Para o ope-
rador recém-introduzido f)g = J""" D™ da Definigdo A.4, a situagdo é diferente: aqui

ndo podemos substituir m = [n| por algum m € N com m > [n].

A chave para a construgao do operador diferencial alternativo que estamos procurando
¢ a seguinte identidade envolvendo derivados de Riemann-Liouville por um lado e o ope-

rador recém-definido por outro.

Teorema A.24: Sejan > 0em = [n]. Além disso, assuma que f € A™[a,b]. Entdo,
Dy f =Dy lf = Tnalfia]

quase em todos os lugares. Aqui T,,_1[f; a] denota o polinémio de Taylor de grau m — 1

para a fungdo f, centrado em a; no caso m = 0 definimos T,,_1(f; a] := 0.

Definicdo A.5: Assuma que n > 0 e que f € tal que existe D[f — T,,—1[f;a]], onde

m = [n]|. Entdo definimos a fungcdo D, f por
Dy f = Dg[f = Tualfsall.

O operador D7}, é chamado de operador diferencial de Caputo de ordem n.
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Mais uma vez, notamos para n € N que m = n e, portanto,
D f = Di[f = Taalf;al] = D" f = D™ (T, [f;a]) = D" f

porque T;,_1[f;a] é um polindmio de grau n — 1 que € aniquilado pelo operador cldssico
D"™. Portanto, neste caso, recuperamos também o operador diferencial usual. Em particu-
lar, Dga ¢ mais uma vez o operador de identidade.

Levando em consideracao a definicdo do operador de Caputo e o Lema A.3, obtemos

uma consequéncia direta.
Lema A.4: Sob as premissas do Lema A.3, temos

1
[(=n)

DLf@) = s [ o= A0 — Tl fral(0) .

Observacao A.6: Como no caso dos operadores de Riemann-Liouville, vemos que as

derivadas de Caputo também ndo sdo locais.
Ainda outra representacao para o operador Caputo pode ser apresentada.

Lema A.5: Sejamn > 0, m = [n] e f € C™[a,b. Entdo, para x € (a,b],

D) = Jim 73 () o = k) = ol ialla = k)]

comhy = (x —a)/N.

O proximo objetivo € expressar a relagdo entre o operador de Riemann-Liouville e o

operador Caputo de uma maneira diferente.

Lema A.6: Sejamn > 0 e m = [n]. Suponha que f seja tal que DI f e D f existam.

Entdo,
m—1 Dk
DLF(w) = DLf(0) = Y o = )
k=0

Uma consequéncia imediata deste lema € o Lema A.7.

Lema A.7: Assuma as hipoteses do Lema A.6. Entdo,
Dy f=D..f (A4)
mantém-se se, e somente se, f tem m-vezes zero em a, ou seja, se, e somente se,

D¥f(a) =0 para k=0,1,...,m— 1.
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Lema A.8: Sejamn > 0, m = [n] e f € C™[a,b. Entdo, para x € (a,b],
N m—1
n 1 Dkf k—n
Druf(z) 135“00@2 () flw = khy %r —n+1)<x_a>
comhy = (x —a)/N.

Quando se trata da composi¢do de integrais de Riemann-Liouville e operadores di-
ferenciais de Caputo, descobrimos que a derivada de Caputo também € um inverso a

esquerda da integral de Riemann-Liouville.

Teorema A.25: Se f for continuo e n > 0, entdo

Dt f = f.

*a~ a

Mais uma vez, descobrimos que a derivada de Caputo nao é o inverso correto da

integral de Riemann-Liouville.
Teorema A.26: Suponha que n > 0, m = [n] e f € A™[a,b]. Entdo

JMD™ f(z) = mz
k=

(x — a)*.

Um andlogo fraciondrio do teorema de Taylor segue imediatamente.

Corolario A.4: (Expansao de Taylor para derivados de Caputo). Sob as premissas do
Teorema A.26,

- a)k + JZLLDZaf(x)

m—1 Dk
-3
k=0

As relagdes mostradas no Teorema A.26 e no Corolario A.4 t€m implicagcdes impor-
tantes quando se trata da solugdo de equagdes diferenciais envolvendo os dois tipos de
operadores diferenciais. Especificamente, assuma que / é uma dada fun¢do com a pro-
priedade de que existe alguma funcdo g tal que h = D!'g. Entdo, a solu¢@o da equacdo

diferencial de Riemann-Liouville
Dif=h

¢ dada por
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com constantes arbitrarias ¢;. Isso segue pelas mesmas técnicas que alguém empregaria
para equacoes diferenciais de ordem inteira, porque a equacao € linear e nao homogénea.
Por construcio, g € uma solucdo da equacao ndo homogénea e, cada um dos termos na

soma resolve a equacdo homogénea correspondente.

Da mesma forma, se h, é uma dada fun¢do com a propriedade de que h, = D7} g. e,

S€ queremos resolver
Dfaf* — h*’

entdao encontramos
1@) = g.@) + 3Gl — )71,

novamente com constantes arbitrarias c}f. Assim, para obter uma solugdo dnica, é mais
natural prescrever os valores f.(a), Df.(a), ..., D171 f,(a) no cendrio de Caputo, en-
quanto no caso de Riemann-Liouville seria preferivel prescrever derivadas fraciondrias de

fema.

Definicao A.6: Seja n > 0 e seja v uma fungdo inteira com a expansdo da série de
poténcias v(x) = ZZO:O cxx®. Entdo, o operador 9™ que mapeia esta fungdo v para a

Sfuncdo P™v com

" ‘ > I'(kn+1) 4
P"l) = chl“(lm%— 1— n)m
k=1

€ chamado de operador Gel fond-Leont’ev de ordem n.

Teorema A.27: Seja n > 0 e seja v uma fungdo inteira com a expansdo da série de

poténcias v(x) = > -, cpx®. Além disso, seja f(x) := v(a™) para x > 0. Entdo,
DI f(x) = 2"v(z").

O seguinte resultado estabelece outra diferenga significativa entre as derivadas de

Riemann-Liouville e Caputo.

Lema A.9: Sejan > 0, n & Nem = [n]. Além disso, assuma que f € C™[a,b]. Entdo,
D:Laf S C[CL, b] e D:Laf(a) = 0

Lema A.10: Sejan > 0, n € N em = [n]. Além disso, assuma que [ € A"[a,b] e as-
suma que D", f € Cla,b] para algumn € (n,m). Entdo, D", f € Cla,b] e D", f(a) = 0.

a

Lema A.11: Seja f € C*[a,b] para algum a < b e algum k € N. Além disso, seja
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n,e > 0 tal que exista algum { € N com{ < ken,n+ € € [{ — 1,{|. Entdo,

DS, Dl = Diff.

a *a

Observacao A.7: Dois comentdrios sobre o Lema A.11 precisam ser feitos:

(a) Ndo se pode esperar que tal resultado se mantenha em geral se as derivadas de

Riemann-Liouville forem usados em vez das derivadas de Caputo.

(b) A condicdo que exige a existéncia do niimero com as propriedades mencionadas no

Lema ¢ essencial.
Teorema A.28: Seja f € C"|a,b| para algum p € N. Além disso, sejan € |0, p]. Entdo,
Dy "Dy, f = D" f.

Observe que o operador D* que aparece no lado direito da afirmagao do Teorema A.28

¢ um operador diferencial cldssico (de ordem inteira).

Teorema A.29: Se f € C"[a,b| para algum i € Ne 0 < n < pu, entdo

PN e ()

Dlf(x) = ; T @O @

com alguma funcdo g € C*~I"[a, b]. Além disso, (1 — [n))ésima derivada de g satisfaz

uma condig¢do de Lipschitz de ordem [n]| — n.

As principais regras computacionais para a derivada de Caputo sio semelhantes, mas

nao idénticas, as da derivada de Riemann-Liouville.
Teorema A.30: Sejam f1, fo : [a,b] — R tal que D, f1 e DY, f> existem quase em todo
lugar e seja ¢y, co € R. Entdo, DY (c1f1 + cofs) existe quase em todo lugar, e

D? (eifi + cafe) = a1t DY, fi + ca Dy, fo

Para a férmula de Leibniz, apenas declaramos o caso 0 < n < 1 explicitamente.

Teorema A.31: (Féormula de Leibniz para operadores de Caputo). Seja0 <n <1, e

suponha que f e g sdo analiticos sobre (a — h,a + h). Entdo,

(x—a)™
I'(1—n)

* g (Z) (Ja " g(x)) D%y f(2)-

D[ fgl(x) = 9(a)(f(x) = f(a)) + (Dlg(x)) f(x)
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A.4 Equacoes Diferenciais Fracionarias de Caputo de tnico termo:

teoria basica e resultados fundamentais

Nesta secdo analisaremos o problema correspondente para os operadores de Caputo.
Na secdo que se segue, as consideracdes serdo estendidas a uma classe mais geral de
equagdes, a saber, equacdes contendo mais de um operador diferencial.

A.4.1 Existéncia de Solucoes

Comecamos com equagdes da forma

Diyy(z) = f(z,y(x)), (A.5)

combinado com condig¢des iniciais apropriadas, essas condi¢des t€ém a forma
Dry(0) =y,  k=0,1,...,m—1, (A.6)

onde, como sempre, definimos m = [n].
O primeiro resultado é um resultado existencial que corresponde ao teorema classico

de Peano da existéncia para equagdes de primeira ordem.

Teorema A.32: Seja 0 < nem = [n]. Além disso, deixe y((]o), R y((]m_l) €ER K >0e
h* > 0. Defina G := {(z,y) : x € [0, h*], |y — iy« yo /k'] < K} e deixe a fungdo
[+ G — R ser continua. Além disso, defina M := sup, e |f(z,2)] e

h* se M =0,
min{h*, (KT(n 4+ 1)/M)*/"}  outro,

Entdo, existe uma funcdo y € C|[0, h| resolvendo o problema do valor inicial (A.5)-(A.6).

Observacao A.8: Tratamos aqui apenas o caso escalar, porém, todos os resultados po-
dem ser estendidos para funcoes com valor vetorial y (isto é, sistemas de equacdes) sem

problemas.

Observacao A.9: Em muitas aplicagdes temos 0 < n < 1. Nesse caso, o conjunto G

definido no Teorema A.32 é apenas o retdngulo simples G = [0, h*| x [yéo) -K, y(()o) + K.

Lema A.12: Suponha as hipdteses do teorema A.32. A fungdo y € C|0, h] é uma solucdo
do problema do valor inicial (A.5)-(A.6) se, e somente se, for uma solu¢cdo da equacdo

integral ndo-linear de Volterra do segundo tipo

Z ? I(n) /ox(x — )" (L (1)) dt (A7)

comm = [n].
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Observacao A.10: Podemos comparar o comportamento das solucoes das equagoes di-
ferenciais fraciondrias do tipo Caputo com as do tipo Riemann — Liouville. Ao fazer isso,
descobrimos que o problema de continuidade na origem que encontramos para o cendrio
de Riemann — Liouville ndo surge no ambiente de Caputo. Pelo contrdrio, verifica-se que

a continuidade da funcdo [ implica a continuidade da solucdo y ao longo do intervalo
fechado [0, h).

Observacao A.11: Vejamos de (A.7) alguns n € (0,1] e dois valores diferentes de x,

digamos x1 e x5 com x1 < xo e subtraia a segunda dessas equagodes da primeira. Isso

gera
y(as) —y(z)) = ﬁ/om(m—t)”‘lf(t,y(t)) dt
0 | e o) d
_ %n) / (e — = (= Y () de
+ﬁ / (w2 — " f (1, y (1)) dt. (A8)

Agora, vamos considerar primeiro o caso classico (ndo fraciondrio) n = 1. Aqui,
o termo entre parénteses no lado direito de (A.8) € zero e, portanto, a primeira integral
inteira desaparece. Essa equagao implica o fato bem conhecido de que, se ja conhecemos
a solugdo y(x1) do nosso problema de valor inicial (A.5)-(A.6) no ponto x; > 0, pode-
mos calcular a solu¢do no ponto xo > x, exclusivamente em base de y(x;) e fungao f.
Nao precisamos usar nenhuma informagéo em y(z) para x € [0,x;). Essa observago,
que € apenas outra maneira de expressar a localidade do operador diferencial de ordem
inteira, € a base de quase todos os métodos cldssicos para a solu¢do numérica de equagdes
diferenciais de primeira ordem, e também € de importancia fundamental na modelagem
matematica de muitos sistemas em fisica, engenharia e outras ciéncias porque afirma que
¢ suficiente observar o estado de um sistema de primeira ordem em um ponto arbitrario

no tempo para calcular seu comportamento no futuro.

Porém, quando analisamos o caso fraciondrio 0 < n < 1, a situagdo é fundamental-
mente diferente. Aqui, a primeira integral do lado direito de (A.8) ndo desaparece em
geral. Portanto, sempre que queremos calcular a solu¢do y(z2) em algum ponto x5, é
necessdrio levar em consideragdo todo o histérico de y desde o ponto inicial 0 até o ponto
de interesse x5. Isso reflete a ndo localidade dos operadores diferenciais fracionérios de
Caputo. Obviamente, essa observacao tem uma influéncia substancial na constru¢ao de
métodos numéricos para essas equacoes. Além disso, para um sistema de ordem fra-
ciondria modelando alguns fendmenos do mundo real, podemos tirar a conclusdo de que

aqui seria for¢cado a medir o estado do sistema no ponto inicial e ndo seria permitido me-
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dir em um ponto arbitrario. Esta dltima conclusdo, no entanto, ndo estd correta, como
veremos no Teorema A.41.

Portanto, as equagdes de ordem inteira sao ferramentas apropriadas para a modelagem
de sistemas sem memoria, enquanto as equacdes de ordem fraciondria sao o método de
escolha para a descri¢ao de sistemas com memoria.

Obviamente, como notamos que as derivadas de Riemann — Liouville também nao
sdo locais, essa observacdo também se aplica as equacgdes diferenciais fraciondrias de

Riemann — Liouville.

Observacao A.12: Como afirmado na observacdo anterior, (A.8) tem um grande im-
pacto na base teorica dos métodos numéricos para equagoes diferenciais fraciondrias.
Os métodos padrdo geralmente levam isso em consideracdo adequadamente, mas geral-
mente ndo fazem uso de todo o poder dessa equacdo. Especificamente, mesmo que o
termo entre parénteses no lado direito de (A.8) ndo seja zero, ele serd muito pequeno
em magnitude em determinadas situacoes (por exemplo, se x1 e x4 forem grandes em
comparag¢do para xro — x1, uma situacdo bastante comum para métodos numéricos em
que T — x1 pode ser pequeno no tamanho de etapa). Assim, pode-se conseguir apro-
ximar a primeira integral do lado direito de (A.8) por um método menos preciso, mas

barato, reduzindo assim a complexidade total sem perder significativamente a precisdo.

Temos dois casos especiais do Teorema A.32. O primeiro afirma que, sob certas
suposicdes, a solucdo existe em todo o intervalo [0, h*] (e, portanto, para todos os x para

os quais f(x,y) estd definida) e ndo apenas para um subintervalo [0, h| com algum h < h*.

Corolario A.5: Suponha as hipéteses do Teorema A.32, exceto o conjunto G, ou seja, o
dominio de definicdo da funcdo f no lado direito da equacdo diferencial (A.5), agora é
considerado G = [0,h*] x R. Além disso, assumimos que f é continuo e que existem

constantes c; > 0, co > 0e 0 < p < 1 de modo que
1f(z,y)| < +celyl*  paratodo (xz,y) € G. (A9)

Entdo, existe uma fungcdoy € C|0, h*] resolvendo o problema de valor inicial (A.5)-(A.6).
Observacao A.13: Comentdrios com relacdo a condigcdo (A.9):

(a) Uma condigcdo suficiente em f para (A.9) ser satisfeita é que f seja continua e

limitada em G.

(b) No Teorema A.32, f era requerido para ser uma fungcdo continua em um conjunto
compacto e, portanto, era automaticamente delimitado. Nesse coroldrio, f ainda
é continua, mas agora é definida em um conjunto ndo compacto e, portanto, temos

que exigir um limite adequado explicitamente.

(c) A condi¢do (A.9) pode ser considerada uma restricdo bastante severa, pois é
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violada mesmo por alguns tipos de equacoes muito elementares e praticamente
importantes, como, por exemplo, equacées lineares. Portanto, sdo necessdrias

investigacoes adicionais.

O segundo corolario do Teorema A.32 afirma a existéncia de uma solu¢@o em todo o

semi-eixo [0, co) sob condi¢des apropriadas.

Corolario A.6: Suponha as hipdteses do Coroldrio A.5, exceto que o conjunto G, isto é,
o dominio de definicdo da fungdo f no lado direito da equacdo diferencial (A.5), agora é
considerado G := R?. Entdo, existe uma fungdo y € C|0,0) que resolve o problema do
valor inicial (A.5)-(A.6).

Obviamente, a observacao A.13 também se aplica a esse coroldrio.

A.4.2 Unicidade de Solucoes

A seguir, chegamos a um teorema da unicidade, que corresponde ao conhecido resul-
tado Picard-Lindelof.

Teorema A.33: Seja 0 < nem = [n]|. Além disso, y(()o), v y(()mfl) €ER K >0e

h* > 0. Defina o conjunto G como no Teorema A.32 e deixe a funcdo f : G — R ser

continua e preencher uma condigdo de Lipschitz em relagcdo a segunda varidvel, ou seja,

|f (@, 91) = f(2,92)] < Ly — v2]

com alguma constante L. > 0, independente de x, 1y, e yo. Entdo, denotando h como
no Teorema A.32, existe uma funcdo exclusivamente definida y € C|0, h| resolvendo o
problema do valor inicial (A.5)-(A.6).

Observacao A.14: A observagdo A.10 que tinhamos afirmado acima em relagdo a

existéncia de solucoes também se aplica aqui na discussdo de questoes de unicidade.

Observacao A.15: No que diz respeito a conexdo entre a afirmagdo de unicidade e a

condicdo de Lipschitz, examinamos a equacdo diferencial
Dy =y"
com (0 < pu < 1. Com condigdes iniciais homogéneas
y(0)=0 e Dy *y(0)=0 (k=1,2,...,[n]—1).

e encontramos duas solugoes (iguais no caso Riemann — Liouville, a saber), como pode-
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maos ver.

comj=mn/(1-p).

Uma fraqueza aparente na afirmacdo do Teorema A.33 € que ela produz a existéncia
e a unicidade da solu¢@o do problema do valor inicial que ndo estd no intervalo [0, h*]
onde o primeiro argumento da fun¢do dada f foi permitido, mas apenas no intervalo
possivelmente menor [0, k] com h = min{h*, (KI'(n + 1)/M)¥/™}. A esse respeito, o
Teorema A.33 € completamente andlogo ao Teorema A.32 da existéncia do tipo Peano.
Para o ultimo, derivamos o Corolério A.5 e Corolario A.6 que deram condigdes suficientes
para a soluc@o existir no intervalo completo [0, 4*] ou mesmo em [0, c0). Os resultados

correspondentes também podem ser mostrados para a questiao da unicidade.

Corolario A.7: Suponha as hipdteses do Teorema A.33, exceto o conjunto G, ou seja, o
dominio de definicdo da funcdo f no lado direito da equacdo diferencial (A.5), agora é
considerado G := [0,h*] x R. Além disso, assumimos que f é continua e que existem

constantes c; > 0, co > 0e 0 < pu < 1 de modo que
\f(z,y)| < +celylt  paratodo (z,y) € G. (A.10)

Entdo, existe uma fungdo y € C[0, h*| resolvendo o problema do valor inicial (A.5)-(A.6).

Corolario A.8: Suponha as hipdteses do Coroldrio A.7, exceto o conjunto G, isto é, o
dominio de definicdo da funcdo f no lado direito da equacdo diferencial (A.5), agora é
considerado G := R?. Entdo, existe uma fungdo y € C|0,00) que resolve o problema do
valor inicial (A.5)-(A.6).

Observacao A.16: Como na Observacdo A.13, queremos comentar sobre a condi¢cdo
(A.10):

(a) Como temos que assumir a continuidade de f de qualquer maneira, uma condicdo
suficiente em f para (A.10) ser satisfeita é que f ¢ limitada a G. Como G ¢ ilimitado

agora, a delimitacdo de f ndo é uma consequéncia automdtica de sua continuidade.

(b) A condicdo (A.10) pode ser considerada uma restricdo bastante severa, pois é vi-
olada mesmo por alguns tipos de equacoes muito elementares e praticamente im-

portantes, como, por exemplo, equagcoes lineares.

A ultima observacao aqui nos motiva a incluir outro teorema da existéncia e da unici-
dade. Ele usa um conjunto de premissas um pouco diferente que realmente nos permite
derivar um resultado global de existéncia e unicidade para uma grande classe de equacoes

que agora inclui as equagoes lineares.
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Teorema A.34: Seja 0 < nem = [n]. Além disso, deixe y(()o), s y(()m_l) €EReh* >
0. Defina o conjunto G := [0,h*] X R e deixe a funcdo f : G — R ser continua e
preencha uma condigdo de Lipschitz em relacdo a segunda varidvel, com uma constante
de Lipschitz L > 0 que é independente de x, vy, e ys. Entdo existe uma fungdo definida
unicamente y € C[0, h*| resolvendo o problema do valor inicial (A.5)-(A.6).

Em particular, esse teorema € aplicdvel a equagdes lineares, ou seja, equacdes da

forma

Dioy(x) = fx)y(x) + g(x)
com certas fungdes f, g € C|0, h*], porque aqui podemos escolher L = || f||s < 0.

Obtemos no Corolédrio A.9 uma consequéncia imediata.

Corolario A.9: Seja 0 < nem = [n]. Além disso, deixe y(()o), ...,y(()m_l) EReh* >
0. Defina o conjunto G := [0,00) X R e deixe a fun¢do f : G — R ser continua e
preencha uma condigdo de Lipschitz em relacdo a segunda varidvel, com uma constante
de Lipschitz L > 0 que é independente de x, v, e yo. Existe entdo uma fungdo definida

unicamente y € C[0, 00) que resolve o problema do valor inicial (A.5)-(A.6).

Lema A.13: Suponha as hipdteses do Teorema A.34. Além disso, denote p(z,t) == (v —
t)"~1/T'(n). Esta fungdo p possui as seguintes propriedades:

(a) Para cada x > 0, p(x,-) é absolutamente integrdvel em |0, x|.

(b) Para cada funcdo k € C|0, h*] e todas as &1, & € [0, h*], as expressdes

&2 T
/p<x,t>f<t,k:<t>>dt e / pla )£ (t, k(1)) dt

&1 0

sdo continuos em relacdo a x.

(c) Existem nimeros 0 = hg < hy < hy < ... < hy = h* tal que para todos
i€{0,1,...,N — 1} e todo = € [h;, h*] temos

min{z,h;y1} 1
L/ p(, )] dt < .
hi 2
(d) Para cada x > 0,
T+
(Sl_lglJr ’ Ip(x + 0,t)| dt = 0.

Na verdade, podemos encontrar a soluc¢do de uma classe simples de equagdes diferen-

ciais fraciondrias do tipo Caputo explicitamente, nomeadamente para a classe de equacoes
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lineares homogéneas com coeficientes constantes, onde no maximo a condicao inicial de

ordem mais baixa € ndo homogénea.

Teorema A.35: Sejan > 0, m = [n] e A € R. A solucdo do problema do valor inicial
Diyy(z) = Ay(x), y(0) =y, y®(0)=0 (k=1,2,..,m—1)
é dado por
y(x) = yoE,(A2"), z>0.

Para concluir esta se¢do, recordamos mais um resultado cldssico da teoria das
equagoes diferenciais de primeira ordem e examinamos possiveis generalizacdes desse
resultado para o cendrio fraciondrio. E um teorema bem conhecido intimamente relacio-

nado a questdes de unicidade.

Teorema A.36: Seja [ : [a,b] x [c,d] — R continua e que satisfaca uma condicdo de
Lipschitz em relacdo a segunda varidvel. Considere duas solucoes vy, e vy da equagdo

diferencial

Dly;(x) = f(z,y;(x))  (1=12) (A.11)

sujeito as condigdes iniciais y;(x;) = y,o, respectivamente. Entdo as fungdes y; e iy

coincidem em qualquer lugar ou lugar nenhum.

Vamos interpretar a afirmacdo do Teorema A.36. Para este fim, comecamos com
uma solugdo y; da equacdo diferencial (A.11) com alguma condic@o inicial y;(z;) =
y10- Podemos entdo, escolher uma abcissa arbitraria z- e prescrever uma condi¢do inicial
y2(x2) = yoo nessa abcissa. Pode acontecer que o ponto (s, yso) esteja localizado no
gréfico de y;. Nesse caso, as funcdes y; € y» sdo idénticas. Caso contrario, os graficos de
Y1 € Yo NUNca se encontrardo nem se cruzarao.

Notemos que no Teorema A.36 ndo importa os valores x; € xo, isto €, as abscissas em
que as condi¢des iniciais sdo especificadas, coincidem ou nao.

Notamos que a prova do Teorema A.36 depende fortemente da localidade do ope-
rador diferencial D!. J4 afirmamos na observacdo A.11 que essa propriedade ndo estd
disponivel no caso fraciondrio e, portanto, a prova ndao pode ser transferida diretamente.
Além disso, como consequéncia dessa ndo localidade, descobrimos que agora importa se
as abscissas das condig¢des iniciais coincidem ou nao.

O Teorema A.36 lida com equacdes diferenciais de ordem 1, isto €, com equagdes
sujeitas a exatamente uma condigdo inicial. E sabido que uma afirmacdo semelhante
nao vale para equacdes de ordem superior. Efeitos semelhantes surgem no contexto de

equagoes diferenciais fraciondrias com mais de uma condicao inicial (isto €, equacdes de



160

ordem n > 1). Portanto, ndo podemos esperar mais do que o resultado do Teorema A.37.

Teorema A.37: Seja 0 < n < 1 e assuma que f : [0,b] X [¢,d] — R seja continua
e satisfaca uma condig¢do de Lipschitz em relagdo a segunda varidvel. Considere duas

solucoes v, e ys da equacdo diferencial

sujeito as condigées iniciais y;(0) = y,o, respectivamente, onde Y19 # Yao. Entdo, para

todo x onde y(x) e yo(x) existem, temos y1(x) # yo(x).

Teorema A.38: Seja 0 < n < 1 e assuma que f : [0,b] X [¢,d] — R seja continua
e satisfaca uma condig¢do de Lipschitz em relagdo a segunda varidvel. Considere duas

solugoes vy, e Yo da equacdo diferencial

Dfoyj(x) = f($ay](x)) (] = 1a2)

sujeito as condigdes iniciais y;(0) = yjo, respectivamente. Seja b* € (0,0] tal que, as
solugdes 1y, e yo existam em [0,b0*]. Entdo, y,(x) # yo(x) para todo x € [0,b*] ou
y1(z) = ya(x) para todo x € [0, b*].

Teorema A.39: Seja 0 < n < 1 e assuma que g : [0,0] X [v* — K,y* + K] — R seja
continua e satisfaca uma condicdo de Lipschitz em relacdo a segunda varidvel. Além
disso, seja g(x,0) = 0 para todo x € [0, b] e seja y* # 0. Entdo, a solug¢do y da equagdo

de Volterra

* ]' ‘ n—1
W) = + o / (z— 0" gt (1)) dt (A.13)

satisfaz y(x) # 0, para todo x.
Teorema A.40: O Teorema A.37 é vdlido se, e somente se, o Teorema A.39 for vdlido.
Uma consequéncia trivial dos resultados acima € o Corolario A.10.

Corolario A.10: Suponha as hipoteses do Teorema A.37. Além disso, deixe 119 < 1op.

Entdo, y1(x) < yo(x), para todo x, para o qual ambas as solucdes existem.
Do Teorema A.37, podemos deduzir o resultado A.41.

Teorema A.41: Seja 0 < n < 1 e assuma que [ : [0,b] X [c,d] — R seja continua e
satisfaca uma condigcdo de Lipschitz em relagdo a segunda varidvel. Entdo, para cada

z* € [0,b] e cada y* € [c,d|, a equagdo diferencial

Diyy(x) = f(z,y(z)) (A.14)
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sujeito a condi¢do
y(z®) =y° (A.15)

tem no mdximo uma solugado.

Assim, temos um teorema de unicidade para as solu¢des de uma equagao diferencial
fraciondria da forma usual, combinada com um valor prescrito da solu¢do desconhecida
em um ponto que pode diferir do ponto de partida do operador diferencial fraciondrio. No
caso x* = 0, essa € apenas a condicao inicial padrdo que discutimos minuciosamente no
inicio desta se¢do, mas se x* > 0, temos um problema significativamente diferente que
as vezes € chamado de problema de valor terminal, porque geralmente estd interessado
na solucdo no intervalo [0, z*], ou seja, fornece uma condi¢@o na solugdo desconhecida
no ponto terminal do intervalo de interesse. O seguinte teorema da equivaléncia simples

elucida a diferenca de caréter entre os problemas de valor inicial e terminal.

Teorema A.42: Suponha as hipoteses do Teorema A.41 e deixe 0 < x* < b. Entdo, a
equacdo diferencial fraciondria (A.14) combinada com a condi¢do (A.15) é equivalente

a equagdo integral fracamente singular

* 1 I*
V) =+ s / G, )t y(0)) dt (A.16)
onde

—(z* —t)" 1, parat > x,

G(z,t) =
(1) (x —t)" ' — (2" = )", parax <t.

(A.17)

A diferenga substancial entre a equagdo integral (A.16) e a equacgdo integral (A.7)
derivada no Lema A.12, no caso z* = 0, € que agora temos uma equagao integral de
Fredholm do tipo Hammerstein, enquanto (A.7) era uma equacao de Volterra. Assim, em
analogia com os resultados correspondentes para equacdes de ordem inteira, seria natural
interpretar a condi¢@o (A.15) como uma condic¢ao de contorno € ndo como uma condi¢ao
inicial. Portanto, em contraste com a situagdo observada para equagdes diferenciais de
primeira ordem, o problema do valor terminal consiste em equagdes (A.14) e (A.15) esta
muito mais relacionado a um problema de valor-limite do que a um problema de valor ini-
cial. Isso também € bastante natural, pois precisamos encontrar uma solu¢do no intervalo
[0, 2*], cujos pontos finais desempenham um papel importante na defini¢do do problema
- o ponto final esquerdo € usado para definir o operador diferencial e o ponto final direito

fornece a condicao adicional que afirma a unicidade da solugao.
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A4.3 Influéncia de Dados Perturbados
Um problema € dito bem colocado se tiver as seguintes trés propriedades:

e Existe uma solucdo;
e A solugdo € tnica;
e A solugdo depende continuamente dos dados iniciais.

Os primeiros dois pontos ja foram discutidos nas se¢des anteriores. Em particular,
notamos uma diferenga importante entre a configuracado fraciondria e a cldssica: na teoria
cldssica das equacdes diferenciais, geralmente se assume os valores iniciais e a funcdo f

no lado direito da equagao diferencial

D*y(z) = f(z,y(w), Dy(x), ..., D" 'y(x))

a ser dada, e entdao o comportamento da solucdo sob perturbacdes dessas expressoes €

discutido; na configuragdo fraciondria, uma equacao diferencial da forma

Dioy(x) = f(z,y(x))

surge. Aqui, o(s) valor(es) inicial(is), o lado direito f, e a ordem do operador diferencial,
dependem de constantes de materiais que sao conhecidas apenas até uma certa precisao.

Ao longo desta sec¢do, assumimos que y € a solucdo exata do problema do valor inicial

Diy(z) = [f(z,y(z)), (A.18)
DFy(0) = 4,  k=01,...m—1, (A.19)

onde, como de costume, definimos m = [n]. Além disso, assumimos que f é tal que as
hipéteses do Teorema A.33 sdo satisfeitas, de modo que podemos ter certeza de que existe
uma solugdo continua em algum intervalo [0, h], e que essa solugdo € tnica. Temos entao
que comparar esta solucao y com a solugdo de outro problema de valor inicial envolvendo
dados perturbados, para provar que perturbacdes em qualquer um dos dados fornecidos

geram pequenas perturbacgdes na solugio.

Lema A.14: Seja n, T, €1, o € R,. Além disso, assuma que § : [0,T] — R é uma

fungdo continua que satisfaz a desigualdade, do tipo Gronwall,

16(2)] < €1+ % /Ox(x — s (t)| dt

para todo x € [0, T)]. Entdo

6(2)] < €1 By (ea™)
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para x € [0,T).
Aqui, E,, denota mais uma vez a fun¢do Mittag-Leffler de ordem n.

Teorema A.43: Seja y a solugdo do problema do valor inicial (A.18)-(A.19), e seja z a

solucdo do problema do valor inicial

Diyz(z) = f(z,z(2)), (A.20)
DF20) = 2, k=0,1,...,m—1 (A.21)

L. . k k ~ , .
Além disso, seja € == maxXp=01,. m—1 \y((] ) _ z(() )|. Entdo, se € é suficientemente pequeno,

existe algum h > 0, tal que ambas as fungdes y e z sdo definidas em [0, h), e
k k
sup ly(x) — 2(z)| = O ( max [ — = >D |
0<z<h k=0,1,...,m—1

Teorema A.44: Seja y a solugcdo do problema do valor inicial (A.18)-(A.19), e seja z a

solugdo do problema do valor inicial

Dlz(z) = flz,2(z)), (A.22)
DF2(0) = ¢, k=0,1,..,m—1 (A.23)
onde f deve satisfazer as mesmas hipoteses de f.  Além disso, seja ¢ =

MaX(z, z0)ec | f(@1,22) — f(x1,22)|. Entdo, se € é suficientemente pequeno, existe al-

gum h > 0, tal que ambas as fungdes, y e z, sdo definidas em [0, h], e temos que

).

Teorema A.45: Seja y a solucdo do problema do valor inicial (A.18)-(A.19), e seja z a

sup,Iy(o) ~ +(0)] = O (x| (e1.2) = for,z)

0<z<h z1,22)€EG

solucdo do problema do valor inicial

Dl z(z) = f(z,2(x)), (A.24)
DF2(0) = o, k=0,1,..m—1. (A.25)

onde i > n e m := [n]. Além disso, seja € :=n —n, e

0 sem =m,
6* = (k) ~ (A26)
max{’yo ‘ :mgkgm—l} outro.

Entdo, se € e € sdo suficientemente pequenos, existe algum h > 0, tal que ambas as
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fungdes y e z sao definidas em [0, h|, e temos que

sup |y(z) — z(x)| =O(n —n) + O (max{O,maX{’yék)’ m<k<m-— 1}})

0<z<h

Corolario A.11: Assuma as hipoteses do Teorema A.16. Além disso, seja m = m. Entdo

sup [y(z) — 2(z)| = O(7 — n).

0<z<h

Corolario A.12: Assuma as hipdteses do Teorema A.16. Além disso, seja m > m e

y(()k) =0, para k = m,m+ 1,....m — 1. Entdo,

sup [y(z) — z(z)| = O(n — n).

0<z<h

A.4.4 Suavidade das Solucoes

Um resultado sobre a suavidade da solu¢do de uma equacdo diferencial, sob certas

suposicoes nos dados fornecidos, é o Teorema A.46.

Teorema A.46: Sejam k € Ne f € C*1(G), onde G = [yo — K,yo + K] x R. Entdo, a

solugdo vy, do problema do valor inicial

Dy(z) = f(x,y(z)),  y(0) =y,

€ k vezes continuamente diferencidvel.

Como na se¢do anterior, assumimos que y € a solugdo exata do problema do valor

inicial

Diy(x) = [f(z,y(z)), (A.27)
DFy(0) = 4,  k=01,...,m—-1 (A.28)

onde, mais uma vez, definimos m = [n]. Além disso, assumimos que f é tal que as
hipéteses do Teorema A.33 sdo satisfeitas, de modo que podemos ter certeza de que existe

uma solugdo continua em algum intervalo [0, k], e que essa solugdo € tnica.
Teorema A.47: Nas hipdteses acima, temos que y € C™ 1[0, h).

Teorema A.48: Assuma as hipoteses do Teorema A.47. Além disso, sejammn > 1, n ¢ Ne
f € CYQ). Entdo y € C™(0, h]. Além disso, y € C™|0, h] se, e somente se, f(0, y(()O)) _
0.

Observacao A.17: Uma vez que a funcdo [ e o valor inicial y[()o) sdo dados, é fdcil

verificar se a condigdo f(0, y(()o)) = 0 é cumprida ou ndo.
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Observacao A.18: Uma comparacdo com o Teorema A.46 revela uma diferenca sig-
nificativa entre a configuracdo cldssica e a fraciondria: na primeira, a suavidade da
fungdo dada f implica suavidade da solucdo y; no iltimo, isso é vdlido apenas sob cer-

tas condigoes adicionais.
E possivel generalizar esta ideia e manter vélidas as Observacdes A.17 e A.18:

Teorema A.49: Assuma as hipoteses do Teorema A.47. Além disso, sejam k € N, n > k,
n ¢ Ne f e CHG). Seja z(t) == f(t,y(t)). Entdo, y € C™*=1(0, ). Além disso,

y € C™E=L(0, h] se, e somente se, z tiver k-vezes zero na origem.

Vejamos resultados semelhantes se n for pequeno e impondo condi¢des de suavidade

mais fortes em f.

Teorema A.50: Assuma as hipoteses do Teorema A.47. Além disso, seja f € C*(G).
Entdo, y € C*(0,h] N C™ 10, h], e para £ = m,m + 1,..., k temos y*) (x) = O(z"~"),

conforme v — Q.

Teorema A.51: Considere o problema do valor inicial (A.27)-(A.28), e assuma que f
é analitica em um conjunto adequado G. Defina T (x) = Z;.n:_ol y((]j )i /jl. Entdo, y é

analitico se, e somente se, f(x,T(x)) = 0, para todo .

Observacao A.19: Mais uma vez, notamos que f é a funcdo dada do lado direito da
equagdo diferencial em consideragdo, e 'I' também é conhecido porque é um polinémio
cujos coeficientes podem ser calculados a partir das condicoes iniciais fornecidas. Assim,
na prdtica é sempre possivel verificar se a condi¢do f(x,T(x)) = 0, para todo z, é

satisfeita ou ndo.

Corolario A.13: Considere o problema do valor inicial (A.27)-(A.28) e assuma que f é
analitica em um conjunto adequado G. Se a solucdo y deste problema de valor inicial for

analitica, entdo

m-1 _(j)
y(x) = B
Jj=0 J:
Em outras palavras, a unica classe de fungdes analiticas que pode surgir como a
solu¢do de uma equacdo diferencial fraciondria do tipo Caputo, de ordem n, com uma
funcdo analitica dada no lado direito, consiste nos polindmios de ordem m — 1. Podemos

expressar esse fato de uma maneira diferente, mas também bastante instrutiva.

Corolario A.14: Suponha que a solugdo do problema do valor inicial (A.27)-(A.28) seja

analitica, mas ndo um polindémio de grau m — 1. Entdo, a funcdo f ndo é analitica.

De maneira geral, se ndo lidarmos com o caso especial do Teorema A.51, devemos es-

perar que alguma derivada da solug@o tenha uma descontinuidade na origem. A natureza
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desta descontinuidade pode ser analisada para obter algumas informacdes bastante tteis
sobre o comportamento preciso da solucdo perto da origem.

A natureza precisa dos resultados que podemos apresentar depende se a ordem n
da equacdo diferencial é ou ndo racional. Come¢amos examinando o caso dos valores

racionais de n.

Teorema A.52: Seja n = p/q, onde p > 1 e q > 2 sdo dois inteiros relativamente
primos. Considere o problema do valor inicial (A.27)-(A.28), e assuma que f pode ser
escrita na forma f(z,y) = f(z/9,y) onde f é analitica em uma vizinhanca de (0, y(()o)).
Entdo, existe uma fungdo analitica determinada exclusivamente por j : (—r,r) — R,

com algum r > 0, tal que y(z) = y(x/9), para x € [0, 7).

As suposicdes bdsicas afirmam a existéncia de uma solu¢do em algum intervalo [0, /),
enquanto o Teorema A.52 d4 uma representacdo vélida em [0,r) com algum r. Tal

parametro 7 serd o raio de convergéncia da representacdo da série de poténcias de .

Corolario A.15: Sejan = p/q, onde p > 1 e q > 2 sdo dois inteiros relativamente
primos. Considere o problema do valor inicial (A.27)-(A.28) e assuma que f ¢ analitica
em uma vizinhanga de (0, y(()o)). Entdo, existe uma fungdo analitica determinada exclusi-

vamente por j : (—r,r) — R, com algum r > 0, tal que y(x) = 5(x'/?), para x € [0,r).

Corolario A.16: Sob os pressupostos do Teorema A.52 ou Coroldrio A.15, a solugcdo y do
problema de valor inicial (A.27)-(A.28) pode ser escrita em uma vizinhanca da origem

na forma de série convergente

com certos coeficientes ;. Além disso, §; = 0sei <pei/q & N.

Teorema A.53: Seja n um niimero irracional positivo. Considere o problema do valor
inicial (A.27)-(A.28) e assuma que f pode ser escrita na forma f(z,y) = f(x,2",y)
onde f é analitico em uma vizinhanga de (0,0, yéo)). Entdo, existe uma func¢do analitica
determinada exclusivamente i : (—r,r) X (—=r",r") — R com algum r > 0 tal que

y(x) = y(z,2™) para x € [0,r).

Corolario A.17: Seja n um niimero irracional positivo. Considere o problema do valor
inicial (A.27)-(A.28) e assuma que f é analitica em uma vizinhanga de (0, 0, y(()o)). Entao,
existe uma funcdo analitica determinada exclusivamente y : (—r,r) X (—r",r") — R

com algum r > 0, tal que y(z) = y(z,2"), para x € [0, 7).

Esse resultado pode ser deduzido do Teorema A.53 da mesma forma que o Corolério
A.15 foi mostrado a partir do Teorema A.52.

O segundo corolario € uma expansao da solu¢do y que segue imediatamente do Teo-
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rema A.53.

Corolario A.18: Sob as premissas do Teorema A.53, y é da forma

y(@) = 3 Gt

w,v=0

O Teorema A.53 nos d4 uma representagdo da solugdo em termos de uma funcao
analitica y de duas varidveis, enquanto a funcdo analitica do Teorema A.52 (lidando com
n racional) era uma funcao de apenas uma varidvel. Exemplos simples mostram que nao
podemos esperar que o ultimo seja vdlido em geral no caso irracional. Podemos, entre-
tanto, construir uma representacdo como a do Teorema A.53 no caso racional. O problema
aqui é que essa representacao nao € mais Unica porque muitos dos expoentes i + nv que
aparecem na forma da expansdo mostrada no Coroldrio A.18 podem ser representados

como uma combinacdo linear de 1 e » em mais de uma maneira.

Teorema A.54: Seja n = p/q, onde p > 1 e q > 2 sdo dois inteiros relativamente
primos. Considere o problema do valor inicial (A.27)-(A.28) e assuma que | pode ser
escrito na forma f(x,y) = f(x'/9,y) onde f € CI([0, h*] x [y(()o) - K, y(()o) + K]) com
algum K > 0, h* > 0 e 5 € N. Entdo, a solu¢do y de (A.27)-(A.28) tem uma expansdo
assintdtica em poténcias de /1 como x — 0. Em particular, o menor expoente ndo

inteiro nesta expansdo é n.

Teorema A.55: Seja n um niimero irracional positivo. Considere o valor inicial pro-
blema (A.27)-(A.28) e assumi que f pode ser escrito na forma f(x,y) = f(z,2",y)
onde f € C([0,h*] x [0, (h*)"] x [yéo) - K, y(()o) + K1) com algum K > 0, h* > 0 e
j € N. Entdo, a solugdo y de (A.27)-(A.28) tem uma expansdo assintotica em poténcias

mistas de x e x", conforme x — Q.

Os teoremas acima nos deram uma grande quantidade de informacdes sobre as propri-
edades de suavidade das solucdes de equacdes diferenciais fraciondrias, e em particular
sobre o comportamento exato da solu¢do quando x — 0, mais notavelmente a expansao

assintotica formal.

A.4.5 Problemas de Valores de Contorno

Nesta subsecdo apresentamos resultados de andlises sobre problemas de valores de
contorno.

Considere a equacao diferencial
Diyy(z) = f(z,y(x)),  x€l0,T], (A.29)

com algum n > 0.

Sabemos, pela teoria dos problemas de valor inicial, que o nimero de condicdes que



168

devemos impor para obter resultados de existéncia e unicidade razodveis é [n]. Assim,
primeiro olhamos para o caso 0 < n < 1, onde € apropriado impor exatamente uma

condicdo de contorno. A forma mais natural para tal condig¢do é
ay(0) + by(T) = ¢ (A.30)
com certas constantes a, b, c € R. Nesse caso, podemos reformular o problema do valor

de contorno como uma equacao integral de Fredholm da seguinte maneira.

Lema A.15: Seja 0 < n < 1, a, b, ¢c € Rea+b # 0. Além disso, assuma que
f:10,T] x R — R € continua. Entdo, a fungcdo y € C[0,T] é uma solucdo do problema

do valor de contorno (A.29), (A.30) se, e somente se, for uma solucdo da equacdo integral

We) = e | @m0 o) d
1 b [T et
_Wwb/o (T — 1" f(t, y (1)) dt. (A1)

Temos dois casos especiais desse resultado a ser mencionados: se b = 0, entao (A.30)
se reduz a uma condig¢do inicial, e assim recuperamos o Lema A.12; e, se a = 0, entdo

(A.30) torna-se uma condi¢ao terminal e estamos na situagdo do Teorema A.42.

Observacao A.20: No caso a + b = 0, s6 podemos obter o resultado mais fraco de que
qualquer solugcdo do problema do valor de contorno (A.29), (A.30) satisfaca a equag¢do

integral

‘= Lb/ﬁ (T — 0" £t y(8)) d.

['(n)

A equacdo (A.31) é uma equacdo integral do segundo tipo e a equagdo integral da
Observacdo A.20 é uma equacao do primeiro tipo. As equacdes de Fredholm do segundo
tipo sao muito mais bem comportadas do que as do primeiro tipo no que diz respeito
as questdes de existéncia e unicidade das solucdes e a continuidade das solu¢des com

respeito aos dados iniciais.

Teorema A.56: Assuma as hipoteses do Lema A.15. Se, além disso, f satisfaz uma
condigdo de Lipschitz, com a constante de Lipschitz L, em relacdo a sua segunda varidvel,

e se

0]

la + b|

LT" (1 + ) <T(n+1) (A.32)

entdo o problema do valor de contorno (A.29), (A.30) tem uma solucdo tnica y €

Clo, .
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Teorema A.57: Assuma as hipoteses do Lema A.15. Se, além disso, [ é uniformemente
limitado por uma constante absoluta, entdo o problema do valor de contorno (A.29),
(A.30) tem uma solucao y € C[0,T).

Considere equagdes diferenciais fraciondrias do tipo Caputo de ordem n € (1,2).

Nosso problema de valor limite agora tem a forma

Digy(z) = f(z,y(z)), (A.33)
ajoy(0) + ajy'(0) + bjoy(T) + by (T) = ¢ (1 =1,2), (A.34)
com algum n € (1,2).

Lema A.16: Sejal < n < 2, aji, bj, cx, € R(j = 1,2, k = 0,1) e assuma que
f:]0,T] x R — R € continua. Se a matriz

o [0 + b1 a1 + Thip + bny
ago + bao  az1 + T'bag + b

é regular, entdo temos que y € C*(0,T] é uma solugdo do problema do valor de contorno

(A.33)-(A.34) se, e somente se, for uma solugcdo da equacdo integral de Fredholm

1 o
y(x) = a1 + agr + m/o (x —t)" " f(t,y(t)) dt (A.35)

onde oy, aip sdo determinados pelo sistema linear

of, -t (Tt
c1— Jo [bio +bn f(t,y(t)) di
.M<%> W |

R e e 0L

(A.36)

Qo

Com base neste resultado, podemos agora formular um analogo do Teorema A.56 e
do Teorema A.57.

Teorema A.58: Assuma as hipoteses do Lema A.16. Além disso, seja [ uniformemente
limitado por uma constante absoluta. Entdo, o problema do valor de contorno (A.33)-
(A.34) tem uma solugdo y € C1[0,T).

Finalmente, o teorema da unicidade é o Teorema A.59.

Teorema A.59: Assuma as hipdteses do Lema A.16. Além disso, deixe f satisfazer uma
condigdo de Lipschitz com respeito a segunda varidvel, com uma constante de Lipschitz
suficientemente pequena. Entdo, o problema do valor de contorno (A.33)-(A.34) tem uma

solugdo tinica y € C[0,T].

Observacao A.21: No caso de problemas de valor de contorno de ordem n € (0,1),
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também temos existéncia e unicidade apenas se a constante de Lipschitz de f for sufici-
entemente pequena. E evidente a partir de (A.32) que o valor mdximo permitido L da
constante de Lipschitz nesta conexdo depende dos pardmetros da condicdo de contorno,
ou seja, dos valores a, b e T. Da mesma forma, no caso 1 < n < 2 sob consideracdo

agora, o valor permitido da constante de Lipschitz dependerd de aji, b;, e T

A.5 [Equacoes Diferenciais Fracionais de Caputo Multi-Termo

Vamos considerar aqui equacdes contendo mais de um operador diferencial. Um tipo

mais geral destas equacdes € dado por

g(x,y(w), :}(%y($)a fgy(:t),,D*ngy(IL')):O

com 0 < n; < ny < ... < ng e uma certa fungdo g. Uma equacdo desse tipo serd cha-
mada de equacdo diferencial fraciondria multi-termo (ou, mais precisamente, k-termo).
Uma vez que para tal equacdo geral quase nenhum resultado parece ser conhecido. Res-
tringimos nossa atengdo a certos casos especiais, vamos olhar para equacdes explicitas,
ou seja, equagdes que podem ser resolvidas para a derivada de ordem mais alta D,}y(z)

e investigamos as propriedades mais fundamentais.

Definicao A.7: A equacdo diferencial fraciondria

9(z,y(x), Digy(z), Digy(z), ..., Digy(z)) =0

com () < ny < ng < .. < nygeuma certa fungdo g, é chamada comensurdvel se os
nimeros ny, Ny, ..., Ny, sdo comensurados, ou seja, se os quocientes n,, / n, sdo niumeros

racionais para todos , v € {1,2,...k}.

Observacao A.22: Uma notacdo diferente para sistemas de equacoes diferenciais fra-

ciondrias pode ser apresentada da forma

Df(’fyk(x):fk(%yl(fﬂ)a7Z/N(37))’ k:1727"'7N

e dizer que tal sistema é proporcional se n, = ny = ... = ny.

A comensurabilidade € importante porque nos permite seguir uma abordagem bem
conhecida da teoria das equagdes diferenciais de ordem inteira: podemos transformar a
equacdo dada em um sistema de equacdes diferenciais envolvendo apenas um operador
diferencial. Dessa forma, podemos invocar a teoria das equagdes de um termo para inves-
tigar questdes de existéncia e unicidade ou para derivar outras propriedades das solugdes.
Além disso, podemos usar métodos numéricos para equacdes de um termo para aproximar

as solugoes.



171

E claro que a suposicdo de comensurabilidade restringe significativamente a classe
de equagdes diferenciais que podem ser consideradas, mas podemos dizer que muitas

equagdes derivadas em aplicacgoes fisicas ou de engenharia tém essa propriedade.

Para tornar as considera¢des um pouco mais simples, a partir de agora introduzimos
a hipdtese mencionada acima na equacdo diferencial dada: assumimos que ela pode ser
resolvida explicitamente para a derivada de ordem mais alta, ou seja, que a equacgao dife-

rencial pode ser reescrita na forma

Diy(z) = f(z,y(z), Digy(z), D3y(x), ..., Dig~'y(x))

com uma fung¢ao adequada f.

A afirmacgao chave do Teorema A.61 abaixo, é que a situagdo com equacdes diferen-
ciais fraciondrias de multiplos termos comensuraveis, sujeitas a valores iniciais apropria-
damente escolhidos, € essencialmente a mesma que para equacdes diferenciais de ordem
inteira mais alta: tais problemas de valor inicial podem ser reescritos na forma de um

sistema de equagdes de ordem Unica.

Teorema A.60: Considere a equacdo
Digy(x) = f(z,y(z), Digy(x), Di§y(x), .., Dig ™ y(x)) (A.37)
sujeito as condigoes iniciais
yD0) =9y, j=0,1,.,[n] 1 (A.38)

ondeng > np_1 > ...>ny >0,n; —nj_y < 1lparatodoj=2,3,... kel <n; <1
Suponha que n; € Q para todo j = 1,2, ..., k, defina M como o minimo miiltiplo comum
dos denominadores de ny, ns, ..., ny e conjunto v := 1/M e N := Mny. Entdo, este

problema de valor inicial é equivalente ao sistema de equagoes

Dlyyo(z) = wyi(x),
Digyi(z) = yo(z),

(A.39)
Dlgyn—2(z) = yn-1(z),
DZOyN—1<m> - f(l’, y()(l’), ym/’y(x)a ) ynk_l/'y(x))’
junto com as condigoes iniciais
(/M) :
Y se j/M € Ny,
y;(0) = { 0 / ’ (A.40)
0 outro,
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no seguinte sentido:

1. Sempre que Y = (yo,...,yn—_1)" com yy € C™1(0,b], para algum b > 0, é a
solucdo do sistema (A.39)-(A.40), a fungdo y := 1y resolve o problema do valor
inicial da equacdo de miiltiplos termos (A.37)-(A.38).

2. Sempre que y € C!"™1[0,b] é uma solucdo do problema de valor inicial de
miiltiplos termos (A.37)-(A.38), a fungdo vetorial Y = (yo,...,yn_1)T =
(y, D)y, ngy, ey Diév_l)vy)T resolve o problema do valor inicial multidimensi-

onal (A.39)-(A.40).

No caso n; € N, para todo j, temos M = 1 e v = 1, e portanto recuperamos um
resultado padrdo da teoria das equagdes diferenciais ordindrias (de ordem inteira). Assim,
de agora em diante, assumimos que pelo menos um dos n; nd@o € um inteiro. Como

consequéncia, temos M > 2 e, portanto, 0 < v < 1/2.

Teorema A.61: Considere a equacdo (A.37) sujeita as condicoes iniciais (A.38), como
no Teorema A.60. Deixe agoral > ni > ng_1 > ... > ng > 0, e assuma que a equacdo
é comensurdvel. Defina iv; == nj/ny para j = 1,.... k, seja M o minimo muiltiplo comum
dos denominadores dos valores 1y, ...,y e defina v = nl/]\7[ e N := Mnk/nl. Entdo,
este problema de valor inicial é equivalente ao sistema de equacoes (A.39) junto com as

condigoes iniciais (A.40) no mesmo sentido que no Teorema A.60.

Observacao A.23: No caso do Teorema A.61, devido a restricdo ny,, < 1, as condigoes

iniciais (A.40) do sistema podem ser simplificadas para

(0) .
v, se 7 =0,
y;(0) = { )
0 outro.

Teorema A.62: Assuma as hipoteses do Teorema A.60 ou Teorema A.61. Além disso, seja
K >0 1" >0eG =0,k x [y" — K,.y8" + K] x [T'_, T, onde T; = [~ K, K] se
n; € Noel; = [y(()nj) - K, y[()nj) + K] outra. Se f : G — R é continua, entdo o problema
do valor inicial de miiltiplos termos (A.37)-(A.38) tem uma solucdo no intervalo [0, h]

com algum h > 0.

Teorema A.63: Assuma as hipoteses do Teorema A.60 ou Teorema A.61. Além disso,
defina o conjunto G' como no Teorema A.62. Se f : G — R é continua e satisfaz uma
condicdo de Lipschitz com respeito a todas as varidveis, exceto para a primeira, entdao
existe algum h > 0, tal que o problema do valor inicial de miiltiplos termos (A.37)-(A.38)

tem uma solugdo vinica no intervalo [0, h].
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Lema A.17: (Primeira desigualdade de Gronwall para equacoes de dois termos).

Sejam ny > 0 e ny, 1y € (0,n3) escolhidos de modo que as equagdes
Digy(x) = f(z,y(2), Digy(x)) (A.41)
sujeito as condigoes iniciais

y(0) = 0,5/ (0) = v, ..., y 217D (0) = y{™17Y (A.42)

D™ x(x) = f(z, 2(x), D™ 2(x)) (A.43)
sujeito as mesmas condigoes iniciais
2(0) = 4o, 2/(0) = g, ..., 2[217D(0) = g1~V (A.44)

onde [ satisfaz uma condicdo de Lipschitz em seu segundo e terceiro argumentos em um
dominio adequado, tém solugdes continuas tinicas y, z : [0,h] — R. Assumimos ainda

que |ny| = |ny|. Entdo, existem constantes K, e K, tais que
ly(z) — 2(2)] < Kilng — fia| Eny (K20"™) (A45)
para todo x € [0, h].

Observacao A.24: Observe que se ny, Ny, ny sdo todos racionais, entdo as equagoes
(A.41)-(A.42) e (A.43)-(A.44) podem ser reescritas como sistemas de equacdes conforme

descrito no Teorema A.60, e ambas as equagoes tém solucdes continuas vinicas em vista
do Teorema A.63.

Uma afirmacgdo analoga € verdadeira se variarmos a ordem do outro operador diferen-

cial.

Lema A.18: (Segunda desigualdade de Gronwall para equacoes de dois termos). Se-
jamny > 0 e ny, Ny € (ny,00) escolhidos de modo que [12] = [nay] e, de forma que as
equacoes (A.41)-(A42) e

DZz(x) = F(, 2(x), Dijz(x)) (A46)
sujeito as mesmas condicoes iniciais

2(0) = yo, 2'(0) = g, ..., 217D (0) = o {I"217Y), (A.47)
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onde f satisfaz uma condicdo de Lipschitz em seu segundo e terceiro argumentos em um

dominio adequado, e assim tém solugdes vinicas continuas vy, z : [0, h] — R. Entdo

sup |y(z) — z(x)| = O(ny — na). (A.48)
z€[0,h]

Teorema A.64: Deixe a funcdo limitada f : [0, h] x R* — R satisfazer uma condigdo de
Lipschitz uniforme em seu segundo e terceiro argumentos, e ser continua em seu primeiro

argumento. Segue-se que a equagcdo
Diy(x) = f(z,y(z), D§y(x)) (A.49)
onde ny > ny > 0, sujeito as condigoes iniciais
k (k)
D¥y(0) =y, ', k=0,1,...,[na] — 1,

tem uma unica solugdo continua em [0, h).

Teorema A.65: Seja y a solucdo de
Diy(x) = f(z,y(x), Disy(z), Dgy(x), ... Dig~ y()),
com condi¢des iniciais
y0) =y’ G=0,1,.,[m] —1
e, seja z a solugdo de
Diz(x) = (v, 2(x), DI 2(x), Digz(x), ... Dig ™ 2(x)),
com condigoes iniciais
A0 =y, =01, ] -1,

onde |nj — n;| < € paratodo j = 1,2,....k. Entdo, existe algum h > 0 de modo que

ambas as equagdes tém uma vinica solucdo continua no intervalo [0, h], e
|y = 2| oo, = OC(e), e — 0.

Observacao A.25: Segue-se, pela aplicacdo do Teorema A.65, que a solugdo de qualquer
equacdo diferencial fraciondria de miiltiplas ordens ndo comensurada, pode ser arbitra-
riamente aproximada ao longo de um intervalo finito [0, h] por solugcdes de equagdes de

ordem racional (que pode ser resolvido pela conversdo para um sistema de equagoes de
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ordem inferior).

A partir de agora, a abordagem para lidar com equacgdes de vérios termos € baseada
em uma forma alternativa de configurar um modelo matematico envolvendo mais de uma
derivada fraciondria. Especificamente, podemos usar um sistema de equacdes diferenciais
fraciondrias em que cada equacdo tem uma ordem que pode ou nio coincidir com as

ordens das outras equagdes. Para ser mais formal, isso leva a um modelo do tipo

Dl'yi(xz) = filx,yi(x), ... ye(2)),
(A.50)

Dl*yr(r) = fulz,y1(2), ..., ye(2)).

Como veremos, € suficiente para nossos propositos assumir que 0 < n; < 1, para todo j.
Isso implica que as condicdes iniciais para o sistema de equacdes diferenciais (A.50) tem

a forma

yi(0) =y 0  (=12..k). (A.51)

Um sistema desta classe serd denominado sistema diferencial fracionério de multiplas or-
dens. Os sistemas diferenciais fraciondrios de multiplas ordens parecem ser investigados
com menos frequéncia do que as equacdes de varios termos, mas agora descreveremos
algumas conexoes estreitas entre os dois conceitos. Mais uma vez, queremos reescrever a
equacao diferencial fraciondria de multiplos termos fornecida na forma de um sistema de
equagoes de termo unico. Em contraste com o método descrito acima, este sistema sera
agora um sistema de multiplas ordens. Para tanto, sera util supor que todos os inteiros
contidos no intervalo (0,7,) também sdo membros da sequéncia finita (n;)_,. Entdo,
dada a equagdo (A.37), podemos escrever 3; = ny, B; == n; —nj_1, j = 2,3,...,k,
Y1 i=yey; = D'y, j = 2,3, ..., k. Observe que, de acordo com nossas suposicdes
sobre n;, € claro que 0 < 3; < 1 para todo j. Entdo, podemos concluir o resultado de
equivaléncia dado pelo Teorema A.66.

Teorema A.66: Sujeito as condigbes acima, a equacdo de miiltiplos termos (A.37), com

as condicoes iniciais (A.38), é equivalente ao sistema

Dlyi(x) = wa(a),
Dlys(z) = ys(2),
(A.52)
Ditypa(z) = yu(w),
Dlyp(z) = flz,01(2),y2(2), ... yr(x)),
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com as condi¢oes iniciais

Yo sej =1,
y;(0) =<y sen;_, =l €N, (A.53)
0 outro,

no seguinte sentido:

1. Sempre que a funcdo y € C"™1[0, X] é uma solugdo da equagdo de muiiltiplos
termos (A.37), com as condicoes iniciais (A.38), a funcdo de valor vetorial Y =

(yla sy ?/k)T’ com

y(x) se j =1,
() == A.54
(o) {DIJ-’“y(w) sej>2, (A9

€ uma solugdo do sistema diferencial fraciondrio de miiltiplas ordens (A.52), com

as condicoes iniciais (A.53).

2. Sempre que a funcdo de valor vetorial Y := (y1,...,yr)" é uma solugdo do sis-
tema diferencial fraciondrio de miiltiplas ordens (A.52), com as condigoes iniciais
(A.53), a funcdo y = y1 é uma solucdo da equagdo de miiltiplos termos (A.37),

com as condi¢oes iniciais (A.38).

Considere agora, uma equagado de varios termos expressa da forma

Df+6k,£ky<x) _ f(l‘, Doy(m), Dgo,ly(x>7 ceny Di&%y(l‘),

Dly(x), DXy (), ... Diﬂsl‘ély(w), (A.55)
Dhy(a)..., DYy @),

onde 0 < 01 < 952 < ... < djp, < 1 paratodo j. As condigdes iniciais correspondentes

sao
y;(0) =9y, j=0,1,2,... k. (A.56)

Para alcancar nosso objetivo, definimos

pn—1 k
s(p, o) ::a+u+1Z€j e N:zs(k,ﬁk)—lzk—i-Zﬁj.
=0 =0

Observe que /N € o nimero total de operadores diferenciais de ordem estritamente positiva
em (A.55). Assim, em nossa terminologia, (A.55) é uma equagdo de N-termos. Usando

essa notagdo, chegamos a seguinte declaracao.
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Teorema A.67: O problema do valor inicial multi-termo (A.55)-(A.56) é equivalente ao

sistema N -dimensional

DY ys0)(T) = Ysuo)(@
Do) (T) = Ysuir0)
Skm

D"y (@) = flz,yi(2),y2(2), ..., yn ()

z), p=01,., k-1, (A.57)

onde 6, = {, se 0 < u < kedy:=1{,— 1, comas condigdes iniciais

(k) . .
se existe k, tal que 7 = s(k,0),

0 outro,

no seguinte sentido:

1. Sempre que a fungdo y € CF[0, X] é uma solucdo da equacdo de muiltiplos
termos (A.55), com as condicoes iniciais (A.56), a funcdo de valor vetorial Y =

(Y1, ..., yn)T com

D*y(x) para o = 0,
s(u,0)\ L) = :O,l,...,k, A.59
Yo () {Df”“"’y(ac) parac =1,2,..,6, s ( )

é uma solugcdo do sistema de miiltiplas ordens (A.57), com condigbes iniciais
(A.58).

2. Sempre que a fungdo de valor vetorial Y = (y1, ..., yn)? é uma solucdo do sistema
de miiltiplas ordens (A.57), com condicées iniciais (A.58), a funcdo y := y, é uma

solucdo da equacdo de miiltiplos termos (A.55), com condigoes iniciais (A.56).

Considere agora, um problema de valor inicial da forma

Diyy(z) = f(z,y(x),  yPO) =y  (k=01,..[n] 1), (A.60)

com algum ndmero nao inteiro n > 1, podemos interpretar o lado direito da equagao
diferencial formalmente como uma fungio de z ¢ D*y(x), k = 0,1,..., [n] — 1, que na
verdade ndo depende de D*y(z), k = 1,2, ..., [n] — 1. Entdo, usando nossas técnicas de-

senvolvidas no Teorema A.66, podemos reescrever o problema dado na forma equivalente

Dyi(z) = yala),
Dly2($) = y3(w),
: ' (A.61)
D'y-i(z) = ym (@),
Dy ™My (x) = fla,m(z),
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com condig¢des iniciais
_ (k1) _
yr(0) =y, (k=1,2,...,[n]), (A.62)

ou seja, como um sistema de multiplas ordens com ordens menores ou iguais a 1. Po-
deriamos ter aplicado o Teorema A.67 em vez do Teorema A.66 também; neste caso
especial, ambas as abordagens conduzem ao mesmo sistema. O sistema (A.61)-(A.62) é
um objeto um pouco mais facil para o trabalho numérico, pois alguns algoritmos tendem

a se comportar muito pior quando aplicados a equagdes de ordem superior.

Teorema A.68: Sejan; > O paraj = 1,2, ...,k e considere o problema do valor inicial

dado pelo sistema diferencial fraciondrio de miiltiplas ordens
DPy;i(z) = fi(z,yi(x), ..., ye(2)), j=1,2,..k (A.63)
com condicdes iniciais
y0) =49, =01, -1, =12,k (A.64)

Suponha que as fungées f; : [0, X] x RF - R, j =1,2,..., k, sdo continuas e satisfazem
as condigoes de Lipschitz com respeito a todos os seus argumentos, exceto o primeiro.
Entdo, o problema do valor inicial tem uma solugcdo continua determinada de maneira
unica.

Observacao A.26: Evidentemente, a combinagdo do Teorema A.68 e do Teorema A.66
nos dda um segundo método para provar a existéncia geral e o resultado da unicidade

para equacoes de miiltiplos termos ( Teorema A.64).

Para equacdes lineares, é possivel derivar expressdes explicitas para a solucdo. As
fun¢des de Mittag-Leffler de dois parametros revelaram-se ferramentas muito tteis neste
contexto. Devemos exigir o seguinte resultado fundamental em relacdo a transformada de

Laplace de certas fun¢Oes intimamente relacionadas a essas fun¢des de Mittag-Leffler:

Lema A.19: Considere a fungdo de Mittag-Leffler de dois parametros E,,, ,, para algum
ny, ne > 0. Sejaj € No,a € Re

o in1+no—1 j n
2y (x) = 2ImTne E,(L]l)m(iax .

Entdo, para s > |al,

ni—nz

jls
gZi(S) = W



