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RESUMO

Esta Tese de Doutorado analisou a influéncia da variavel aleatdria erro de modelo
na avaliacdo da confiabilidade estrutural de lajes lisas de concreto armado submetidas a
puncdo, sem armadura de cisalhamento. Foram analisados os modelos de resisténcia a
puncdo prescritos pelas normas ABNT NBR6118 (2014), ABNT NBR6118 (2023),
ACI318 (2025), EUROCODE2 (2023) e FIB MC2020 (2024). O erro de modelo foi
definido a partir da comparacao entre as resisténcias experimentais e aquelas previstas
pelos critérios normativos. A analise estatistica ¢ fundamentada em um banco de dados
composto por 288 resultados experimentais disponiveis na literatura. A partir desses
dados, foram avaliados os desempenhos dos modelos normativos e a caracterizagdo
estatistica do erro de modelo, com ajuste de distribui¢des de probabilidade. Os célculos
das resisténcias a puncgdo ¢ erro de modelo foram realizados em Python, enquanto a
analise estatistica na linguagem R. A formulagdo da FIB MC2020 apresentou o melhor
ajuste estatistico, sendo adotada como referéncia para o erro de modelo utilizado nas
analises de confiabilidade. A caracterizacao estatistica evidenciou coeficientes de
variagao significativos, confirmando a relevancia da incerteza de modelagem. As analises
de confiabilidade estrutural foram realizadas pelo método FORM, com validagao pelos
métodos SORM e de simulacdo de Monte Carlo com Amostragem por Importancia
Adaptativa, considerando 96 casos representativos de lajes lisas. Foram avaliados
cenarios com e sem a inclusao do erro de modelo, considerando combinagdes simultineas
da resisténcia do concreto, da espessura das lajes e das razdes de carregamento. Os
resultados mostraram que a consideracdo do erro de modelo reduz de 15% a 35% os
indices de confiabilidade. Entre as normas analisadas, a ACI318 apresentou o maior erro
de modelo médio, seguida pela NBR6118 ¢ EUROCODE2, enquanto a FIB MC2020
apresentou comportamento mais proximo dos resultados experimentais. A analise de
sensibilidade evidenciou o erro de modelo como a variavel dominante na composi¢ao do
indice de confiabilidade, com cerca de 37,5% da sensibilidade média total, reforcando a
importancia de sua incorporagdo em avaliagdes probabilisticas de estruturas submetidas
a pungdo. A norma EUROCODE?2 apresenta os maiores indices de confiabilidade,

seguido pela FIB MC2020, enquanto a ACI318 apresenta os menores valores.

Palavras-chave: Erro de modelo, Confiabilidade estrutural, Indice de

confiabilidade, Resisténcia a pun¢ao, Resisténcia experimental.



ABSTRACT

This doctoral thesis analyzes the influence of the random variable model error on
the structural reliability assessment of flat reinforced concrete slabs subjected to punching
shear, without shear reinforcement. The punching shear resistance models prescribed by
the ABNT NBR6118 (2014), ABNT NBR6118 (2023), ACI318 (2025), EUROCODE2
(2023) and FIB MC2020 (2024) standards are analyzed. The model error is defined by
comparing experimental resistances with those predicted by normative criteria. The
statistical analysis is based on a database composed of 288 experimental results available
in the literature. Based on these data, the performance of the normative models and the
statistical characterization of the model error were evaluated, with adjustment of
probability distributions. The punching resistance and model error calculations were
performed in Python, while the statistical analysis was performed in the R language. The
FIB MC2020 formulation showed the best statistical fit and was adopted as the reference
for the model error used in reliability analyses. Statistical characterization revealed
significant coefficients of variation, confirming the relevance of modeling uncertainty.
Structural reliability analyses were performed using the FORM method, with validation
by SORM and Monte Carlo simulation methods with Adaptive Importance Sampling,
considering 96 representative cases of flat slabs. Scenarios with and without the inclusion
of model error were evaluated, considering simultaneous combinations of concrete
strength, slab thickness, and load ratios. The results showed that considering model error
reduces reliability indices by 15% to 35%. Among the standards analyzed, ACI318
presented the highest mean model error, followed by NBR6118 and EUROCODE?2, while
FIB MC2020 showed behavior closest to the experimental results. Sensitivity analysis
revealed model error as the dominant variable in the reliability index, accounting for
approximately 37.5% of the total average sensitivity, reinforcing the importance of its
incorporation in probabilistic evaluations of structures subjected to punching shear. The
EUROCODE?2 standard has the highest reliability indices, followed by FIB MC2020,
while ACI318 has the lowest values.

Keywords: Model error, Structural Reliability, Reliability index, Punching

resistance, Experimental resistance.
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1. INTRODUGAO

Para Albuquerque e Real (2020), assegurar niveis adequados de seguranca nas
estruturas, garantindo um bom desempenho, ¢ um dos principais desafios da Engenharia.
As normas de projeto utilizam modelos baseados em estados limites, que definem uma
série de critérios de segurancga durante o dimensionamento das estruturas. O impacto das
incertezas na seguranga pode ser avaliado por meio da anélise da probabilidade de falha
de um estado limite.

De acordo com Albuquerque (2021), a confiabilidade ¢ uma ferramenta em
ascensao na Engenharia, pois possibilita a quantificagdo das incertezas nas variaveis de
projeto, ajudando assim na tomada de decisdes mais importantes em relagdo a seguranga
de uma estrutura. A confiabilidade de um projeto ¢ a medida probabilistica da seguranca
de que um determinado estado limite ndo sera atingido (VERMA et al., 2016; HALDAR
e MAHADEVAN, 2000). Conforme Araujo (2014), uma estrutura nao deve atingir nem
um estado limite Gltimo, que corresponderia a ruina ou ao colapso; nem um estado limite
de servico, que tornaria inviavel a sua utilizacao.

Conforme Staciarini (2020), a confiabilidade ¢ uma ferramenta que permite
considerar as incertezas relacionadas aos projetos estruturais de Engenharia, e a analise
de confiabilidade pode ser utilizada para verificar e comparar o nivel de seguranga entre
diversas solucdes estruturais.

Para Martins (2014), as estruturas sao submetidas a inimeras solicitagdes durante
sua vida 1til e as incertezas geradas pela aleatoriedade de alguns parametros envolvidos
devem ser estimadas quando se deseja quantificar as probabilidades de falha do sistema.
De acordo com Veiga (2008), os métodos de confiabilidade estrutural sdo instrumentos
indispensaveis na avaliacao da integridade das estruturas e no desenvolvimento de novos
formatos de seguranca estrutural.

Para Shen et al. (2022), a incerteza ¢ inevitadvel no mundo fisico real, ¢ ¢
necessario levar em conta seus efeitos no projeto estrutural. Segundo Justino (2018), a
quantificacdo de incertezas tem sido alvo de constantes pesquisas devido a sua
importancia em diversas areas na Engenharia. Este interesse decorre do fato de que
incertezas sao inevitaveis em projetos de Engenharia e o que se procura ¢ quantifica-las
para que seja possivel tomar melhores decisdes com niveis conhecidos de confianga.

Conforme Beck (2024), as incertezas de modelo tém sua origem na representagao

do comportamento estrutural por meio de modelos simplificados. A incerteza de modelo
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pode ser representada através da varidvel aleatoria erro de modelo, onde sua distribui¢do
de probabilidade pode ser determinada através de uma caracterizacao estatistica, e ¢
definida realizando comparagdes entre ensaios experimentais € a resisténcia determinada
via modelo. Parte da literatura menciona que os parametros estatisticos do erro de modelo
sdo determinados diretamente desta comparacdo (MIRZA e SKRABECK, 1991; MIRZA
e SKRABECK, 1992; BECK et al., 2009; NOWAK et al.,2012; SYKORA et al., 2013).

De acordo com Furst (2020), a incorporacao das incertezas de modelo nos projetos
estruturais ¢ um tema bastante atual e abordado pela literatura. Contudo, detalhes a
respeito da determinag@o do erro de modelo sdo escassos, ndo havendo consenso sobre
como este deve ser medido e qual seu verdadeiro impacto nas aplicagdes em problemas
de Engenharia.

Nesse contexto, torna-se fundamental ndo apenas caracterizar estatisticamente o
erro de modelo associado a resisténcia a pun¢ao, mas também avaliar de forma objetiva
o impacto de sua incorporagdo nas analises de seguranca estrutural. A comparagao entre
avaliagdes realizadas com e sem a consideragdo explicita dessa incerteza permite
quantificar sua influéncia nos niveis de confiabilidade estimados e verificar em que
medida a omissdo do erro de modelo pode conduzir a interpretacdes ndo realistas da
seguranga de lajes lisas de concreto armado.

Assim sendo, esta Tese investiga o efeito da incorporagao da varidvel aleatoria
erro de modelo associada a resisténcia a pung¢ao de lajes lisas de concreto armado, com
base nos modelos teoéricos previstos nas normas ABNT NBR6118 (2014) e ABNT
NBR6118 (2023), ACI318 (2025), EUROCODE2 (2023) e FIB MC2020 (2024).
Avaliando de que forma a consideragao explicita dessa variavel influencia as estimativas
de seguranca estrutural e os niveis de confiabilidade obtidos.

Galdino (2022) explica que as lajes lisas recebem esse nome pela auséncia de
vigas no sistema estrutural, o que faz com que as lajes se apoiem diretamente sobre os
pilares, como mostrado na Fig. 1.1. Esse sistema oferece vérias vantagens, como
facilidade nas instalagdes prediais, versatilidade geométrica, menores alturas de pé-

direito e, consequentemente, a possibilidade de construir mais andares, entre outras.
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Figura 1.1 — Lajes lisa de concreto armado

Fonte: Carvalho (2022)

Aratjo (2014) afirma que devido ao fato de as lajes lisas se apoiarem diretamente
sobre os pilares, ocorre uma grande concentracao de tensdes cisalhantes nas regides de
conexao entre a laje e os pilares. A principal consequéncia dessas tensdes elevadas ¢ a
ruptura, que se caracteriza pela falha sem escoamento da armadura, resultando em uma
ruptura fragil. Esse fendmeno de altas tensdes cisalhantes ¢ denominado pungdo,
representando um estado limite ultimo por cisalhamento nas areas proximas as forgas
concentradas.

A teoria mais recente para determinar a resisténcia a puncao ¢ a Teoria da Fissura
Critica de Cisalhamento (TFCC), proposta por Muttoni (2008). Ela se baseia na ideia de
que a resisténcia a puncao diminui & medida que aumenta a rotagdo da laje. Essa teoria

integra as formulacdes de dimensionamento da FIB MC2020 (2024).

1.1. Motivacgao

A incorporacdo das incertezas nos projetos estruturais de concreto armado ¢ de
fundamental importancia para a seguranca e durabilidade destas estruturas. Diversos
acidentes ao longo das ultimas décadas demonstram que a ruptura por puncdo em lajes

lisas de concreto armado pode ser o mecanismo inicial de colapsos progressivos de grande
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magnitude, com sérias consequéncias humanas e econdmicas. Entre os casos registrados,
destacam-se episoddios emblematicos apresentados a seguir, os quais evidenciam a
necessidade de compreender melhor os efeitos da puncdo e de incorporar as incertezas
dos modelos de calculo nas avalia¢des de seguranca.

O edificio 2000 Commonwealth Avenue (Fig. 1.2), em Boston (EUA), colapsou
em 1971 durante a fase de construgdo, apos a ruptura por pun¢do de uma laje superior. O
colapso se propagou progressivamente pelos pavimentos inferiores, resultando no
empilhamento das lajes. Investigagdes técnicas apontaram a falha na ligacao laje—pilar

como o mecanismo inicial do colapso (KING e DELATTE, 2004).

Figura 1.2 — Edificio 2000 Commonwealth Avenue apos o colapso

Fonte: King e Delatte (2004)
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O edificio Skyline Plaza (Fig. 1.3) na Virginia (EUA), colapsou em 1973 durante
a constru¢do. Os dois fatores que contribuiram para isso foram a remogao prematura dos
escoramentos abaixo da laje do 23° andar e a baixa resisténcia do concreto na area que
suportava o peso da laje do 24° andar, criaram condi¢des para uma falha por puncao, que

desencadeou colapso progressivo (LEYENDECKER e FATTAL, 1977).

Figura 1.3 — Edificio Skyline Plaza ap6s o colapso

Fonte: Leyendecker e Fattal (2004)
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O edificio Harbour Cay Condominium (Fig. 1.4) na Florida (EUA), colapsou em
1981 enquanto se concretava a laje de cobertura. Foi identificado que a capacidade de
puncdo da laje do 5° pavimento foi insuficiente (espessura menor que o necessario,
problemas na execug¢do e no controle da qualidade do concreto), levando a ruptura por

puncdo em torno do pilar e colapso progressivo, vitimando 11 pessoas (LEW et al., 1982).

Figura 1.4 — Edificio Harbour Cay Condominium apos o colapso

Fonte: Lew et al. (1982)

O edificio Pipers Row Car Park (Fig. 1.5) em Wolverhampton (Reino Unido),
colapsou parcialmente em 1997. Uma investigacdo mostrou que a deterioragdo, reparos
inadequados e fatores de projeto/construcao reduziram a seguranga. Uma ruptura por
puncgdo num pilar originou a progressao do colapso sobre areas adjacentes. Este caso
tornou-se referéncia sobre vulnerabilidade de lajes planas a colapsos por pungdo (WOOD,

2003).
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Fonte: Wood (2003)

O edificio Tropicana Casino parking garage (Fig. 1.6) em Atlantic City (EUA),
colapsou em 2003 durante uma concretagem. Investigacdo apontou problemas de
escoramento, conexdes deficientes e praticas de construgdo que permitiram sobrecargas
temporarias e falhas locais que incluem mecanismos de puncao, tendo vitimado quatro

trabalhadores (AYUB, 2004).

Figura 1.6 — Edificio Tropicana Casino parking garage apds o colapso

Fonte: Ayub (2004)
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Esses acidentes evidenciam que, apesar da evolucdo dos critérios normativos,
ainda existem incertezas significativas associadas aos modelos de calculo da resisténcia
a pungdo em lajes lisas de concreto armado. Logo, a motivagao desta Tese ¢ analisar o
nivel de seguranca dos modelos de calculo de lajes lisas de concreto armado,
incorporando as incertezas dos modelos de resisténcia na analise de confiabilidade,

através da variavel aleatoria erro de modelo.

1.2. Justificativa

Na ultima década, houve um aumento significativo na demanda cientifica pela
quantificagdo de incertezas. Essa demanda ¢ sustentada por duas situagdes principais de
acordo com Ang e Tang (2007): (a) uma percepgdo crescente de que tudo estd sujeito a
incertezas; (b) se houver incertezas nas variaveis de entrada de um problema de
Engenharia, também havera incertezas nos seus resultados. Assim, na analise da
seguranca de estruturas, diferentes modelos podem ser usados para representar o
comportamento de um sistema estrutural. Esses modelos sdo aproximagdes, pois
envolvem simplificagdes que impossibilitam uma representacdo exata da resposta da
estrutura. Dessa forma, os modelos utilizados em problemas de engenharia estdo sujeitos
as incertezas de modelo.

Existem diversas normas que orientam os critérios e parametros de calculo para
estruturas de concreto armado. Porém, cada modelo inclui suas especificagdes, e assim,
para uma mesma estrutura, podem apresentar resultados distintos. Para avaliar os
diferentes modelos de calculo ¢ necessario analisar a presenca das incertezas em cada
modelo, comparando os resultados de testes experimentais existentes na literatura, com
os resultados determinados dos critérios normativos, através da variavel erro de modelo.
Entdo, surge a necessidade de utilizagdo de analise estatistica da varidvel erro de modelo,
avaliando as distribui¢des de probabilidade que melhor se ajustam e representam esta
variavel, para que dessa forma seja incorporado na analise de confiabilidade. E para
assim, identificar a influéncia desta variavel na confiabilidade das estruturas, esperando-

se entdo que o resultado represente melhor o nivel de seguranga de uma estrutura real.
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1.3. Limitagoes

Apesar dos avancos apresentados, esta pesquisa apresenta limitagdes que devem
ser consideradas na interpretagdo dos resultados. O banco de dados utilizado contempla
exclusivamente lajes lisas sem armadura de puncdo e sob condigdes de carregamento
centrado, ndo abrangendo situacdes com elevados momentos transferidos, tampouco
outros sistemas estruturais, geometrias mais complexas ou efeitos construtivos

especificos.

1.4. Objetivos

Os objetivos desta pesquisa sdo classificados em geral e especificos.

1.4.1. Objetivo geral

Esta Tese tem como objetivo analisar a influéncia da varidvel aleatoria erro de
modelo da resisténcia a pungdo na confiabilidade estrutural de lajes lisas de concreto
armado, por meio da aplicacdo de métodos de confiabilidade estrutural, considerando os

modelos tedricos de calculo prescritos por diferentes normas técnicas.

1.4.2. Objetivos especificos

Este trabalho tem como objetivos especificos:
e Avaliar o desempenho dos modelos normativos de previsao da resisténcia a pungao,
prescritos pelas normas NBR6118, ACI318, EUROCODE2 e FIB MC2020, por meio da
comparag¢do entre resisténcias previstas e resultados experimentais;
e Quantificar a variavel aleatoria erro de modelo da resisténcia a pungao associada a cada
modelo normativo analisado;
e Analisar a relagdo entre os valores experimentais e os valores previstos, identificando
tendéncias de subestimagdo ou superestimagao dos modelos;
e Determinar a distribui¢do de probabilidade que melhor se ajusta a variavel erro de
modelo, considerando lajes lisas submetidas a puncao;
e Avaliar estatisticamente o desempenho dos modelos normativos, utilizando métricas de

erro, com vistas a comparagao de sua precisao e variabilidade;
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e Validar a determinacdo do erro de modelo da resisténcia a pungdo, por meio da
comparacdo das médias e dos valores inversos dos erros obtidos com resultados de
estudos consolidados da literatura;

e Realizar andlises de confiabilidade estrutural de lajes lisas de concreto armado,
considerando cenarios com e sem a incorporacao do erro de modelo na funcdo estado
limite;

e Analisar a influéncia de diferentes modelos normativos de célculo nos indices de
confiabilidade estrutural através de suas comparagdes;

e Avaliar a importancia relativa das variaveis aleatdrias na composi¢do do indice de
confiabilidade, por meio da analise de sensibilidade obtida a partir do método FORM,
considerando a presenca e a auséncia do erro de modelo;

e Comparar os indices de confiabilidade estrutural obtidos a partir das diferentes normas
de projeto (NBR6118, ACI318, EUROCODE?2 e FIB M(C2020), em funcao da resisténcia
caracteristica do concreto, considerando a inclusdo do erro de modelo, de modo a avaliar

o desempenho relativo de cada abordagem normativa.

1.5. Metodologia

A metodologia adotada nesta Tese inicia-se com a coleta de dados experimentais,
por meio de um banco de dados composto por 288 resultados disponiveis na literatura,
referentes a resisténcia a pungdo de lajes lisas de concreto armado sem armadura de
cisalhamento. Esses dados experimentais servem de base para a avaliagdo do desempenho
dos modelos normativos de previsao da resisténcia a pungao.

Na sequéncia, os modelos de calculo de resisténcia a pungdo prescritos pelas
normas ABNT NBR6118 (2014), ABNT NBR6118 (2023), ACI318 (2025),
EUROCODE2 (2023) e FIB MC2020 (2024) sao avaliados por meio da comparagao entre
as resisténcias previstas e aquelas observadas experimentalmente. A partir dessa
comparagdo, foram determinados os parametros estatisticos associados a variavel
aleatoria erro de modelo da resisténcia.

Com base nos resultados obtidos, foram ajustadas as distribui¢cdes de
probabilidade que melhor representam o erro de modelo, bem como analisadas possiveis
correlagdes entre os parametros envolvidos. Para a avaliacdo da qualidade do ajuste,

foram empregados testes de aderéncia, a analise dos critérios de informagao Akaike (AIC)
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e Bayesiano (BIC), bem como a verificagdo grafica por meio de diagramas Quantil-
Quantil (Q-Q plot).

Essas analises foram implementadas por meio de scripts desenvolvidos na
linguagem de programagdo R (R CORE TEAM, 2023), devido a sua ampla aplicagdo em
analises estatisticas, flexibilidade e eficiéncia na manipulagdo e visualizacdao de dados.

De forma complementar a caracterizacao probabilistica do erro de modelo, foi
realizada a avaliagdo comparativa do desempenho dos modelos normativos por meio da
analise de regressao linear entre as resisténcias experimentais e as resisténcias previstas,
bem como pela aplicagdo de métricas estatisticas de erro. Nessa etapa, a inclinagdo e o
intercepto das retas de regressdao permitiram identificar tendéncias sistematicas de
subestimac¢do ou superestimagdo, enquanto os indicadores MAE, RMSE, R? e NRMSE
forneceram medidas quantitativas da precisdo e da capacidade explicativa de cada
modelo.

A andlise conjunta dessas métricas, associada a inspe¢do grafica dos diagramas
comparativos e dos histogramas do erro de modelo, possibilitou identificar os modelos
com comportamento mais consistentes € menores variabilidades. Com base nesses
resultados, definiu-se a exclusdo da ABNT NBR6118 (2014) e do FIB MC2020 Nivel I
da etapa de confiabilidade, restringindo as andlises de confiabilidade aos modelos que
melhor representam o comportamento experimental da resisténcia a pungao.

Adicionalmente, foi realizada a validacdo da determinacdo do erro de modelo da
resisténcia a pung¢do, por meio da comparacao dos resultados obtidos nesta pesquisa com
aqueles apresentados em estudos consolidados da literatura. Para essa finalidade, foram
considerados os trabalhos de Silva (2022) e Silva Junior ¢ Gomes (2023), que analisaram
a resisténcia a pungao de lajes lisas sem armadura de cisalhamento com base nas normas
ABNT NBR6118 (2014) e ACI318 (2025).

A validagao foi conduzida por meio da comparagao das médias do erro de modelo
e de seus valores inversos, verificando-se a consisténcia € a coeréncia dos resultados
obtidos neste estudo em relacao as referéncias adotadas. Essa etapa permitiu assegurar a
representatividade estatistica e a consisténcia da variavel aleatoria erro de modelo antes
de sua incorporagdo nas analises de confiabilidade estrutural.

Ap0s a caracterizagdo estatistica do erro de modelo, foram realizadas as analises
de confiabilidade estrutural, considerando-se duas situagdes: com e sem a incorporagao
da variavel aleatdria erro de modelo na funcao estado limite das lajes analisadas. Essas

analises tém como objetivo avaliar o indice de confiabilidade estrutural e quantificar de
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forma objetiva a influéncia do erro de modelo na seguranca das estruturas. Para isso,
foram considerados 96 casos de lajes lisas de concreto armado, representativos de
diferentes condigdes geométricas, mecanicas e de carregamento.

A anélise de confiabilidade foi conduzida principalmente pelo método FORM
(First Order Reliability Method), sendo os resultados validados por meio dos métodos
SORM (Second Order Reliability Method) e do método de simulacdo de Monte Carlo
com Amostragem por Importdncia Adaptativa (MCAIA), de modo a garantir a
consisténcia e a robustez das estimativas obtidas.

A aplicagdo do método FORM permite ainda a obten¢do dos coeficientes de
sensibilidade das variaveis aleatorias, possibilitando identificar a importancia relativa de
cada parametro na composi¢do do indice de confiabilidade. Essa analise foi realizada
considerando-se cendrios com e sem a inclusao do erro de modelo, permitindo avaliar sua
influéncia direta no comportamento probabilistico da estrutura.

Com base nos indices de confiabilidade obtidos nas anélises probabilisticas, foi
realizada uma avaliagdo comparativa do desempenho das diferentes normas,
considerando a variagdo da resisténcia caracteristica do concreto (f.) € a inclusdo do erro
de modelo. Essa etapa permitiu analisar o comportamento relativo dos modelos
normativos, identificar diferencas nos niveis de confiabilidade estimados e avaliar o grau
de conservadorismo associado a cada abordagem normativa.

A comparagdo sistematica dos resultados possibilitou estabelecer uma
hierarquizagdo entre as normas analisadas, contribuindo para uma compreensdo mais
abrangente do impacto das formulagdes normativas na seguranca estrutural de lajes lisas
submetidas a pungao.

As analises de confiabilidade estrutural foram implementadas na linguagem de
programagdo Python (PYTHON SOFTWARE FOUNDATION, 2019), utilizando a
biblioteca RealPy (REAL, 2024), a qual adota uma abordagem orientada a objetos para a
estruturacao das fungdes estado limite e dos métodos probabilisticos.

A escolha do Python deve-se a sua simplicidade, eficiéncia computacional, ampla
disponibilidade de bibliotecas cientificas e ao carater open source, que possibilita
flexibilidade e transparéncia na implementacao dos modelos.

Por fim, o fluxograma que sintetiza as principais etapas metodoldgicas

desenvolvidas nesta pesquisa € apresentado na Figura 1.7.
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Figura 1.7 — Fluxograma das etapas metodoldgicas adotadas na pesquisa

Fonte: Autora
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1.6. Organizacao do trabalho

Esta Tese esta estruturada em nove capitulos, organizados de forma a estabelecer
uma sequéncia ldgica que permita a compreensao progressiva e aprofundada da influéncia
do erro de modelo na confiabilidade estrutural de lajes lisas de concreto armado
submetidas a pungao.

O Capitulo 1 apresenta as consideragdes iniciais do estudo, incluindo a
contextualiza¢cdo do tema, motivacdo, justificativa, limitagdes, objetivos e a metodologia
adotada.

O Capitulo 2 contempla a revisdo bibliografica sobre a utilizacdo do erro de
modelo em estruturas de concreto, reunindo trabalhos classicos e recentes que
fundamentam o desenvolvimento da pesquisa.

O Capitulo 3 descreve os modelos normativos de calculo da resisténcia a puncao,
conforme prescritos pelas normas NBR6118, ACI318, EUROCODE?2 e FIB MC2020.

O Capitulo 4 aborda os conceitos teodricos relacionados a quantificacdo de
incertezas e a defini¢do do erro de modelo no contexto da Engenharia Estrutural.

O Capitulo 5 apresenta os fundamentos da confiabilidade estrutural, incluindo os
principais conceitos probabilisticos aplicados a analise da seguranca de estruturas.

O Capitulo 6 descreve os métodos de confiabilidade estrutural empregados no
trabalho, abrangendo os métodos de simulacio de Monte Carlo e os métodos de
transformagao, como FORM e SORM.

O Capitulo 7 apresenta a analise estatistica dos resultados, com énfase na
quantificagdo, caracteriza¢do e validacdo do erro de modelo associado a previsao da
resisténcia a punc¢ao de lajes lisas de concreto armado sem armadura de cisalhamento.

O Capitulo 8 ¢ dedicado as analises de confiabilidade estrutural, nas quais o erro
de modelo ¢ incorporado a fungdo estado limite, permitindo a avaliagdo de sua influéncia
nos indices de confiabilidade das lajes analisadas.

O Capitulo 9 apresenta as conclusdoes do trabalho, destacando as principais

contribuigdes e sugestdes para pesquisas futuras.
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2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

Esse capitulo ¢ destinado a sintetizar alguns trabalhos recentes e importantes que
apresentam a utilizacdo do erro de modelo em estruturas de concreto, fazendo uma anélise
estatistica e de confiabilidade nos exemplos apresentados nos seus resultados e, também,

mostrando a importancia do tema para a Engenharia Estrutural.

2.1. Estado da arte

Albuquerque et al. (2021) realizaram uma andlise inferencial dos modelos de
bielas e tirantes aplicados a vigas-paredes encontradas em ensaios experimentais da
literatura, avaliando as distribui¢des de probabilidade que melhor se ajustam a varidvel
aleatoria erro de modelo. Essa avaliagdo foi realizada através do teste de aderéncia
Kolmogorov-Smirnov. Os dados empregados neste trabalho foram dimensionados de
acordo com o critério de calculo das normas ABNT NBR6118 (2014) e ACI318 (2019).
Nos resultados, os autores observaram, por meio de testes de aderéncia, que ndo ha
evidéncias para rejeitar que as distribuicdes Lognormal e Normal ndo possam representar
os dados, embora graficamente a distribuicdo Lognormal pareca mais adequada,
mostrando que representa melhor os dados considerando os modelos teodricos de calculo
de vigas-paredes das normas ACI318 e NBR6118.

Gomes e Beck (2021) propuseram um indice de conservadorismo do modelo que
¢ baseado na teoria da confiabilidade estrutural e visa quantificar o grau de
conservadorismo de um modelo estrutural. O célculo do indice de conservadorismo
proposto requer os mesmos dados empregados para calcular estatisticas de erro do
modelo. O método pode ser empregado para avaliar modelos usados no projeto estrutural
e modelos corrigidos usados na andlise de confiabilidade estrutural. O método ¢ aplicado
a varios exemplos, envolvendo diferentes tipos de modelos simplificados, € mostrado
para classificar com precisdo os modelos como conservadores/ndo conservadores. Os
autores também apresentaram um estudo de caso pratico, que inclui um modelo ndo linear
de elementos finitos, para demonstrar que o indice proposto pode ser aplicado em
situacdes do mundo real.

Marque e Nogueira (2021) apresentaram resultados do indice de
confiabilidade S obtidos para ligagdes laje-pilar a partir de analises de confiabilidade

utilizando o método FORM, segundo o modelo da norma brasileira, e considerando a
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varidvel erro de modelo. Os contornos criticos C e C’ sem armadura de pungdo foram
analisados. Os resultados mostraram que a falha no contorno C ¢ muito improvavel,
enquanto que as probabilidades de ruptura no contorno C’ quando se considera a
influéncia do erro de modelo sdo maiores que valores alvo recomendados na literatura
para o estado limite ultimo.

Thai ef al. (2021) analisaram a confiabilidade e a aplicabilidade das equacdes de
projeto atualmente em uso nos codigos AISC 360-16 (2016), EUROCODE4 (2004) e
ASNZS2327 (2017) onde foram utilizados para o dimensionamento de pilares. Um banco
de dados abrangente com mais de 3200 testes foi coletado para desenvolver as estatisticas
dos erros do modelo para diferentes tipos de pilares. Técnicas de simulagdo de Monte
Carlo e subconjuntos foram desenvolvidas com base nos algoritmos de Markov Chain,
para prever com precisdo e eficiéncia o indice de confiabilidade de estruturas com baixa
probabilidade de falha, levando em conta todas as incertezas nas propriedades materiais
e geométricas, cargas e erros de modelo. Os resultados da andlise de confiabilidade
indicam que o indice de confiabilidade do pilar concéntrico projetado pelos trés codigos
considerados ¢ muito superior ao do pilar excéntrico (ou seja, viga-pilar). Os resultados
do estudo paramétrico sugerem que os trés coddigos podem ser utilizados com seguranca
para o projeto de pilares.

Halvonik et al. (2022) determinaram o coeficiente parcial de pungoamento e sua
comparagdo com um valor normativo da norma EUROCODE2 (2004). Os autores
avaliaram o fator de seguranga parcial para propriedades de resisténcia utilizando a
avaliacdo estatistica de um modelo de resisténcia para a previsdo da capacidade de
puncdo, levando em consideracgdo as incertezas do material, do modelo e geométricas. A
resisténcia a puncdo sem armadura de cisalhamento foi avaliada estatisticamente com
base em 550 resultados de ensaios experimentais. O fator de correcdo do modelo e o
coeficiente de variacdo do erro do modelo foram avaliados. Os pardmetros estatisticos
das variaveis basicas nas fun¢des de resisténcia foram assumidos de acordo com as
recomendagdes do Codigo do Modelo Probabilistico JCSS (2001). A comparacao
mostrou que o valor do fator de seguranga obtido na analise € superior ao valor normativo
definido para cisalhamento e pungoamento.

Liberati et al. (2022) apresentaram uma investigacdo de modelos analiticos de
previsdo da resisténcia a pungao de lajes lisas de concreto armado, de acordo com quatro
especificagdes de projeto: EUROCODE?2 (2004), FIB MC2010 (2013), ABNT NBR6118
(2014) e ACI318 (2019). O estudo utilizou 249 resultados experimentais de carga de
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ruptura de lajes lisas com ou sem armaduras de cisalhamento, como também de lajes com
ou sem aberturas, sendo que todas foram submetidas a carregamento centrado, de modo
que estatisticas da variavel aleatoria erro de modelo pudessem ser construidas. Os autores
concluiram que as prescricdes dos codigos EC2 e NBR6118 foram as mais eficazes na
previsdo da carga de ruptura das lajes analisadas, apresentando resultados mais precisos
e menos dispersos.

Teichgraber et al. (2022) desenvolveram uma formulagdo para garantir que os
modelos avancados levem ao mesmo nivel de seguranca dos modelos padrdes. A
formulagdo foi aplicada através de exemplos do modelo de carga de vento da norma
EUROCODE2 (2004), que ¢ comparado com técnicas mais avangadas de modelagem de
carga de vento. Para isso, seguiram alguns passos, como a determinacao de um portfolio
de situacdes de projetos, estimativa e determinacdo da distribui¢do de probabilidade da
variavel erro de modelo e calculo da probabilidade de falha. Os autores discutiram de
forma abrangente o papel da segurancga oculta no projeto estrutural codificado e seus
efeitos na confiabilidade. E ainda, mostraram nos resultados que a estrutura proposta
garante que os codigos de projeto semiprobabilisticos sejam calibrados de forma que os
modelos avancados e os modelos estabelecidos sejam levados ao mesmo nivel de
seguranca.

Yi et al. (2022) coletaram bancos de dados de testes experimentais de
cisalhamento de regides D de concreto armado (regides de descontinuidade ou
perturbacdo). A maioria dos dados analisados estdo concentrados em faixas de parametros
de alta taxa de armadura principal, pequenas dimensdes gerais ou baixa resisténcia do
concreto. Com base na andlise de regressdo desses bancos de dados, foram estimados
erros de modelo em coeficientes de resisténcia a compressao de bielas para modelo de
bielas e tirantes. A fim de simplificar o procedimento de projeto e eliminar a incerteza,
uma equacdo de projeto de cisalhamento unificada baseada no coeficiente de biela ¢
proposta para regides D, incluindo a varidvel erro de modelo. A precisdo da equagdo
unificada ¢ verificada pelo banco de dados de testes de cisalhamento consistindo de vigas
profundas simples e continuas, consolos, paredes de cisalhamento e vigas de acoplamento
curto, mostrando que a equagdo previu bem a resisténcia ao cisalhamento e refletiu os
efeitos dos principais parametros.

Silva Jinior e Gomes (2023) apresentaram modelos baseados em aprendizado de
maquina, onde foram desenvolvidos e comparados para prever a resisténcia a pungao de lajes

lisas de concreto armado sem armadura de cisalhamento. Os modelos foram baseados em 373
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resultados experimentais de lajes apoiadas sobre pilar intermediério. Os algoritmos de rede
neural artificial, arvore de decisdo, floresta aleatéria e extreme gradient boosting foram
empregados. Os resultados das resisténcias ao cisalhamento obtidos foram mostrados em
cinco codigos de projeto de concreto armado, e comparados com os dados experimentais.
Quanto aos modelos de normas de projeto, foram observadas grandes discrepancias entre
eles, com a norma brasileira apresentando maior precisao que as demais na previsao da carga
de ruptura das lajes.

Seventekidis e Giagopoulos (2023) mostraram o efeito do erro do modelo para
uma identificagdo experimental de danos em trelicas de ponte em escala de laboratorio.
Um classificador de Rede Neural foi aplicado, treinado por respostas de elementos finitos.
A confiabilidade dos classificadores treinados numericamente depende da qualidade dos
dados de treinamento em termos do erro do modelo. Cenarios de identificacao de danos
mais e menos distintos foram testados e a confiabilidade dos dados numéricos foram
avaliadas em fung¢ao do erro do modelo e da dificuldade de identificagdo de danos. Mesmo
que os modelos de elementos finitos possam ser atualizados no estado intacto para melhor
conformidade com o experimento, algum erro de modelo ainda permanece para estruturas
mais complexas. Os resultados mostraram que danos maiores e mais distintos podem ser
classificados com maior precisdo em relagdo aos pequenos e menos distintos. A
confiabilidade dos dados numéricos reflete-se nos deslocamentos de caracteristicas
experimentais e numéricos do estado intacto.

Li et al. (2023) propuseram o método bayesiano-MCMC (Markov Chain Monte
Carlo) para estabelecer os modelos probabilisticos para a resisténcia ao cisalhamento de
vigas parede. Os modelos foram baseados em um extenso banco de dados de 645 resultados
experimentais € a incerteza para os principais parametros foram quantificadas pelo erro de
modelo que foi investigado comparando os resultados dos testes experimentais e do modelo
de calculo de normas europeias e americanas. Os autores investigaram o desempenho dos
modelos probabilisticos de acordo com os indicadores de avaliacdo contendo média,
coeficiente de variacdo e erro de modelo, mostrando que esses modelos aprimorados pelo
método bayesiano-MCMC apresentaram previsdes mais precisas e robustas.

Yu et al. (2023) investigaram as caracteristicas das incertezas do modelo de
abordagens baseadas em deformacdes usando a Teoria Critica de Fissuras de
Cisalhamento (CSCT) para a resisténcia a pun¢do de membros estruturais de concreto.
As incertezas do modelo de diferentes niveis de aproximacdo (LoA) do CSCT para

pungoamento também sdo comparadas. A relagdo entre as incertezas do modelo
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relacionadas aos diferentes LoAs sdo investigadas ndo apenas a partir de um ponto de
vista tedrico, mas também quantificando as incertezas correspondentes com base na
avaliagdo de dados experimentais aplicando o método de inferéncia bayesiana. O
resultado da quantificacdo realizada pelos autores confirma que a incerteza do modelo do
LoA mais alto do CSCT tem menor variabilidade e também viés menos conservador do
que o LoA mais baixo. Dessa forma, usando o modelo CSCT como exemplo, mostraram
que os fatores parciais aplicados aos submodelos sao mais adequados para LoAs mais
elevados, uma vez que podem efetivamente contabilizar a mudanga de incerteza do
modelo associada @ mudanga do modo de falha.

Borzovic et al. (2023) analisaram a estatistica de precisdo e confiabilidade do
modelo de projeto de vigas e lajes unidirecionais refor¢adas com barras de polimero
reforcado com fibra de vidro (GRFP) e sem armadura de cisalhamento. A andlise foi
realizada utilizando um banco de dados de 288 ensaios experimentais. O fator de
correcao do modelo e o coeficiente de variagao do erro do modelo foram avaliados de
acordo com a norma EUROCODE2 (2004). As propriedades probabilisticas das variaveis
aleatorias na fung¢do de resisténcia foram assumidas de acordo com as recomendagdes do
Codigo do Modelo Probabilistico JCSS (2001). A seguranca do modelo foi confirmada
através da comparacdo dos resultados com o desempenho das disposi¢cdes de projeto da
norma canadense CSA 806-12 (2012) e do codigo americano ACI 440 (2015). Os autores
propuseram um ajuste na disposi¢do de projeto do EC2 com o objetivo de aumentar a
confiabilidade do modelo e manter o valor normativo do fator parcial de cisalhamento.

Ponsi et al. (2023) apresentam a aplicacdo de um procedimento de detecg¢ao de
danos baseado em redes neurais a uma ponte ferroviaria e propdem um procedimento para
levar em conta o erro do modelo na fase de treinamento. A saida da rede, que depende
das caracteristicas dindmicas dadas como entrada, permite classificar o estado da estrutura
como intacta, levemente danificada ou severamente danificada. O procedimento emprega
apenas dados simulados, mas inclui uma série de expedientes para abordar uma situagao
real, como a modelagem estocastica de erros de medicdo ¢ o uso de dois modelos
diferentes para contabilizar o erro do modelo. O desempenho das redes ¢ analisado em
relagcdo aos conjuntos de dados gerados pelos dois modelos diferentes. Os resultados
mostram a relevancia de contabilizar o erro do modelo na calibra¢do da rede para obter
uma identificacao robusta dos danos.

Abood et al. (2024) desenvolveram modelos de arvore de regressao impulsionada

por gradiente (GBRT) para prever com precisao a resisténcia ao cisalhamento de lajes de
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concreto reforcada com polimero refor¢ado com fibras (FRP). Um banco de dados de 238
resultados experimentais foi compilado da literatura. Diferentes algoritmos de
aprendizado de maquina foram considerados, ¢ o desempenho dos modelos GBRT foi
avaliado em relagdo a esses algoritmos. Os resultados indicaram que o modelo GBRT
atingiu a maior precisao de predicdo, de acordo com erro quadratico médio (RMSE), erro
absoluto médio (MAE) e coeficiente de determinacdo (R?). A analise enfatizou a
importancia de variaveis como espessura da laje, taxa de refor¢o de FRP e perimetro
critico da sec¢do. Este estudo evidenciou a eficdcia do modelo GBRT na previsdo de
resisténcia a puncao de lajes de concreto reforgadas com FRP, apresentando alta precisao.
Foram realizadas andlises de regressao nos conjuntos de dados sobre incertezas do
modelo, com o objetivo de determinar a sensibilidade dos parametros criticos de projeto
da capacidade do cisalhamento.

De acordo com os artigos apresentados nesta sessdo, ainda ndo existe uma
metodologia definitiva em relagdo a determinacdo da variavel aleatoria erro de modelo.
Sendo assim, nao ha consenso sobre a forma de medicao e o impacto real nas suas
aplicagdes. Com o objetivo de aprimorar a compreensao das metodologias disponiveis
para o ajuste de modelos de calculo e suas limitagdes, pesquisas recentes visam incorporar
a incerteza por meio do erro de modelo, que ¢ fundamental para aprimorar a precisao
desses modelos na Engenharia. Muitas vezes, os critérios normativos utilizados em
projetos de engenharia nao refletem toda a complexidade do sistema real, o que pode
levar a diferencas significativas entre as resisténcias teodricas e os resultados
experimentais. Além disso, foi observado também que esses modelos requerem uma

avaliacao detalhada em relacdo a confiabilidade estrutural.

2.2. Consideragoes sobre ineditismo

A contribui¢do desta Tese consiste em apresentar uma caracterizagdo estatistica
dos erros de modelo das normas mais recentes (ABNT NBR6118 (2023), ACI318 (2025),
FIB MC2020 (2024) e EUROCODE?2 (2023)) para a resisténcia a puncao de lajes de
concreto armado. Além disso, avalia o efeito da variavel aleatoria erro de modelo nessas
normas atualizadas, por meio de um estudo comparativo da confiabilidade com e sem a
consideragdo do erro de modelo. Somando-se a isto, ¢ também uma importante
contribuicao a identificagao do erro de modelo como variavel dominante nas analises de

confiabilidade de lajes lisas submetidas a pungdo. Dessa forma, assegura-se a inovacao
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das conclusdes alcangadas e a relevancia da contribui¢do cientifica, abrindo caminho para
que pesquisas futuras possam continuar investigando o impacto dessa varidvel na
confiabilidade estrutural, levando em consideragdo modelos de calculos normativos ou

modelos numéricos.
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3. RESISTENCIA A PUNGAO DE LAJES LISAS DE
CONCRETO ARMADO

Para Furst (2020), os métodos de dimensionamento de elementos de concreto,
principalmente os presentes em critérios normativos, estdo em constante desenvolvimento
e aperfeicoamento. O método dos estados limites com a aplicagdao de coeficientes de
ponderagdo ¢ um processo simplificado bastante utilizado. Segundo Graziano (2005),
esse método semi-probabilistico ¢ um procedimento intermediario entre a teoria
probabilistica pura e a teoria das tensdes admissiveis.

Ainda, conforme Furst (2020), faz-se necessario a atualizagcdo frequente do
conhecimento referente aos modelos de predig¢ao de resisténcia de elementos de concreto
armado, assim como, ¢ fundamental avaliar a conformidade das formulagdes utilizadas
nos critérios normativos para representar o comportamento das estruturas submetidas a
resisténcias ultimas.

Este capitulo pretende descrever a fundamentagdo teodrica basica referente aos
modelos de resisténcia a pungdo de lajes lisas de concreto armado apoiadas sobre pilares
intermediarios sem refor¢o de cisalhamento, através dos critérios e especificacdes das
normas, ABNT NBR6118 (2023), ACI318 (2025), EUROCODE?2 (2023) e FIB MC2020
(2024).

3.1. Lajes lisas de concreto armado

De acordo com a ABNT NBR6118 (2023), lajes lisas de concreto armado sdo
sistemas estruturais apoiados diretamente sobre pilares, eliminando a necessidade de

vigas na estrutura, como mostrado na Fig. 3.1.

Figura 3.1 — Laje lisa de concreto armado

Fonte: Nicécio (2018)
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Silva (2022) explica que em lajes apoiadas em vigas, as tensdes maximas de
cisalhamento resultantes de carregamentos uniformes se concentram nas secoes médias
das bordas e raramente geram um estado limite Gltimo na estrutura. No entanto, nas lajes
que se apoiam diretamente sobre os pilares, a reacdo do pilar em uma éarea reduzida da
laje pode causar ruptura por pung¢ao.

Segundo Mangalathu et al. (2021), quando ocorre uma falha por pungao, o pilar e
a laje se separam fisicamente, o que compromete de forma significativa o equilibrio da
conexao entre a laje e o pilar. A falha ocorre ao longo de um formato de cone truncado

na estrutura, como apresentado na Fig. 3.2.

‘ Superficie de falha

Y

Figura 3.2 — Modo de falha por puncgao em lajes lisas

Fonte: Mangalathu et al. (2021)

Conforme Marque e Nogueira (2021), a pun¢do representa um estado limite
ultimo resultante da concentragao de tensao em areas especificas da laje ao redor do pilar.
Isso ocorre quando o pilar comeca a penetrar na laje, originando um modo de falha fragil
(acontecendo de forma inesperada), como mostrado na Figura 3.3. Quando a ruptura esta
prestes a acontecer, forma-se um cone de pung¢ao ao redor do pilar, causado pelas tensdes

principais de tragao geradas pelas forgas de cisalhamento na conexao entre a laje e o pilar.
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Figura 3.3 — Ruptura por pun¢ao em laje lisa sem armadura de cisalhamento

Fonte: Guandalini (2005)

Muttoni (2008) discute que o fendmeno de puncdo em lajes sem reforgo
transversal esta relacionado a formacao de uma fissura critica de cisalhamento. A partir
disso, propde um novo critério de falha para puncdo que se baseia na rotacdo da laje.
Esses critérios conseguem descrever especificamente as falhas de puncao observadas em

experimentos, mesmo em lajes com baixas taxas de armadura.

3.2. Teoria da Fissura Critica de Cisalhamento

A proposta tedrica de Muttoni (2008) fundamenta-se na ideia de que a resisténcia
a puncdo diminui @ medida que a rotacao da laje aumenta. Mostrando que a resisténcia ao
cisalhamento diminui com o aparecimento de uma fissura critica que se propaga pela
espessura da laje, atravessando a biela comprimida que transmite a forga cortante para o

pilar. Esse mecanismo estd ilustrado na Fig. 3.4.

Ts

v

1

1

I . rar

: Adotado Fissura critica
A

S ——

Proporcional a ¥.d

Figura 3.4 — Teoria da Fissura critica ao cisalhamento

Fonte: Adaptado de Muttoni (2008)
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Como mostrado na Fig. 3.4, a abertura da fissura de cisalhamento critica reduz a
resisténcia da biela de compressao inclinada que suporta o cisalhamento e eventualmente
leva a falha por pungdo. Conforme Muttoni e Schwartz (1991), a largura dessa fissura
pode ser assumida como proporcional ao produto W.d, levando a formulagdao de um

critério de falha semi-empirico, através de:

Ve _ 1 3.1)
bod3\/F, Ydy?’
OV ()

onde: Vi € a forga cortante resistente, d ¢ a altura util em relagdo a armadura de flexao da
laje, by € o perimetro da se¢do critica em d/2 da face do pilar, f. ¢ a resisténcia a
compressao do concreto e W € a rotagdo da laje.

De acordo com Walraven (1981), a rugosidade da fissura critica e sua capacidade
de resisténcia as forcas de cisalhamento podem ser levadas em consideragdo ao dividir a
largura nominal da fissura, pela soma (dgo + dg), onde d; € o tamanho maximo do
agregado e dgo ¢ um valor de referéncia igual a 16 mm. Com base nessa abordagem,
Muttoni (2003) propos uma formulag@o aprimorada para o critério de falha, apresentada
em:

Ve 3 / 4 (3.2)

bodVfe 14 T2
g g

Muttoni (2008) afirma que para determinar a resisténcia Ultima a puncgdo, €
necessario conhecer a relacao entre a carga aplicada V e as rotagdes da laje W. Na maioria
dos casos, essa relacdo pode ser obtida por meio de uma andlise ndo linear do
comportamento a flexao da laje. No entanto, ¢ possivel utilizar expressoes simplificadas

com boa precisdo, conforme apresentado através de:

3 (3.3)
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onde: Vyiey € a forga correspondente a capacidade de flexdo da laje, 7 € a distancia entre
o eixo do pilar e a linha de momentos nulos, f,, € a tensdo de escoamento da armadura de

flexdo tracionada e E; ¢ o mddulo de elasticidade da armadura de flexdo tracionada.

3.3. Prescrigcoes normativas

Nesta sessao, sdo apresentados os modelos de célculo tedricos de quatro normas
vigentes, que levam em consideragdo a resisténcia a puncao de lajes sem armadura de

cisalhamento.

3.3.1. ABNT NBR6118 (2023)

O modelo de verificagdo da resisténcia a pungdo estabelecido pela ABNT
NBR6118 (2023) mantém a mesma base conceitual e 0 mesmo modelo mecéanico adotado
na ABNT NBR6118 (2014), sendo distintas apenas quanto aos pardmetros associados ao
efeito de escala e a taxa de armadura longitudinal. Dessa forma, as expressdes
apresentadas a seguir sdo validas para ambas as versdes da norma, as quais sio
apresentadas ao longo do texto.

O modelo de calculo da resisténcia a pungdo da ABNT NBR6118 (2023)
estabelece a verificagdo das lajes sem armadura de cisalhamento em pelo menos duas
superficies criticas, onde estdo localizadas as forgas concentradas:

e A primeira superficie critica, chamada contorno C, esta relacionada ao pilar ou
as especificagdes de carga concentrada e permite a avaliagdo indireta da tensdo de
compressao diagonal do concreto, utilizando a tensdo de cisalhamento.

e Na segunda superficie critica, conhecida como contorno C’, localizada a 2d do
pilar ou carga concentrada, ¢ utilizada para verificar a capacidade da ligagdo a
puncdo, que estd relacionada a resisténcia a tracdo diagonal. Essa verificagdo
também se baseia na analise da tensdo de cisalhamento, no contorno C'.

Essas verificagdes exigem que a tensao solicitante de calculo seja menor ou igual
a tensdo resistente de calculo. Para pilares internos, as superficies criticas C e C' estdo

ilustradas na Fig. 3.5.
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critico curvo

Figura 3.5 — Perimetros criticos em pilares internos

Fonte: ABNT NBR6118 (2023)

Para pilares internos, o efeito do carregamento simétrico na tensdo de

cisalhamento pode ser considerado como:

_ Fsq (3.4)
T g

_ (de + dy) (3.5)
= >,

onde: d € a altura 1til da laje ao longo do contorno C', d, d,, sdo as alturas uteis nas duas
direcdes ortogonais, u ¢ o perimetro de C' e Fs; € a forca ou reacdo concentrada de
calculo.

Para pilares internos, com efeito de momento, além da forca vertical, ocorre
transferéncia de momento da laje para o pilar. Assim, ¢ necessario considerar o efeito de

assimetria do carregamento, de acordo com:

==

F .M 3.6
Tog = —5 + = G0

ud  W,.d’

onde: Mgq € 0 momento de célculo transmitido da laje para o pilar, W, € o médulo de

resisténcia plastica do perimetro critico e k € o coeficiente que fornece a parcela de Mg,
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transmitida ao pilar por cisalhamento, depende da relacao Cl/ C, © assumem valores em

funcdo da relacdo entre as dimensdes da se¢do do pilar, indicados na Tab. 3.1.

Tabela 3.1 — Valores de k
c./C, 0,5 1,0 2,0 3,0
k 0,45 0,60 0,70 0,80

Sendo: C; a dimensao do pilar paralela a excentricidade da forga;
C, a dimensao do pilar perpendicular a excentricidade da forca.
Para pilares circulares internos, deve ser adotado o valor k = 0,6

Fonte: ABNT NBR6118 (2023)

Os valores de W, devem ser calculados a seguir:

e Para um pilar retangular

CE 5 (3.7
e Para um pilar circular
W, = (D +4d)?, (3.8)

onde: D ¢ o didmetro do pilar.
W, pode ser calculado desprezando a curvatura dos cantos do perimetro critico,

através de:

u 3.9
wp=f|e| dy, (39
0

onde: d; ¢ o comprimento infinitesimal no perimetro critico u; e ¢ a distancia de d; ao
eixo que passa pelo centro do pilar e sobre o qual atua o momento fletor Mg,.

A tensdo resistente na superficie critica C’ ¢ calculada levando em consideragdo a
presenca ou nao de armadura de pungdo. A Eq. (3.10) apresenta a estimativa de
resisténcia para lajes sem armadura de cisalhamento, conforme a ABNT NBR6118

(2023), sendo que a diferenca em relagdo a ABNT NBR6118 (2014) estd associada a
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definigdo e a limitagdo dos pardmetros § e p;, 0os quais nao possuiam limites explicitos na

versdo de 2014.

Vygr = 0,1383/100p,fr u.d, (3.10)
sendo,
) 200 ) (3.11)
E - d — )

pr=\[pPx-pPy <2%, (3.12)

onde: ¢ € o fator de escala para puncdo, f. € a resisténcia caracteristica a compressao do
concreto, d o valor médio da altura efetiva na dire¢do x e y, p; ¢ a taxa de armadura
longitudinal em X'e py, p,, sdo as taxas de armadura nas duas diregdes ortogonais, assim

calculadas.

3.3.2. FIB MC2020 (2024)

O modelo de calculo da resisténcia a pungao da FIB MC2020 (2024) ¢
fundamentado na TFCC proposta por Muttoni (2008). De acordo com essa norma, a
avalia¢do da resisténcia a pun¢do deve ser realizada em um perimetro de controle (by),
localizado a uma distincia equivalente a metade da altura efetiva (0,5d,,) da face do pilar
conforme mostrado na Fig. 3.6. A profundidade efetiva resistente ao cisalhamento da laje
(d,) ¢ a distancia do centroide das camadas de reforco de tracdo até a area de suporte,

como representada através da Fig. 3.7.

> -3
E ot A
= = by Q 2
f.-r’ H“ rI-f" ‘\1 f‘f \ 5&}-\‘
! ! | l £ Q-
] bﬂ | |b|:| (
\ ! | I !. |
\‘*-.. - / l'\ .-"'] “ y

Figura 3.6 — Perimetros basicos de controle

Fonte: Adaptado do FIB MC2020 (2024)
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dv
I
d
dv

age

-} 0.5d-
Figura 3.7 — Altura efetiva da laje (d,,) e altura 1til (d)

Fonte: FIB MC2020 (2024)

O dimensionamento para puncao de lajes lisas, conforme o FIB MC2020 (2024),
¢ realizado através da comparagao da forca resistente com a forga solicitante a pungao

calculada. A condigao de seguranca ¢ considerada atendida quando:

Verd = Vera,c + Vras (3.13)

onde: Vgq ¢ € a resisténcia do concreto a pungdo e Vgq ¢ € a resisténcia a pungdo devido a
armadura de cisalhamento.
Considerando Vgq . = Vi pmc, @ resisténcia ultima a pungdo, para uma laje sem

armadura de cisalhamento, pode ser definida como:

N (3.14)

Veme = Kw—— b dy,,
Ye
onde: y,. € o coeficiente de minoracdo da resisténcia do concreto, by ¢ o perimetro de
controle definido por 0,5dv e d,, ¢ a distancia do centroide da armadura de flexao a area
de apoio. Ky depende da rotacdo da laje e para seu valor médio, sendo determinada

através de:

B 1 (3.15)
1,5+ 0,9 Kgg¥d’

Ky

Em que d corresponde a altura util da laje, considerada nas dire¢des x e y, ¥ representa

a aproximagdo da rotacao da laje; e Kqg € um parametro dependente do didmetro maximo

do agregado (dg). Conforme as recomendagdes normativas, o didmetro maximo do

agregado ndo deve ser inferior a 16 mm; dessa forma, pode-se adotar Kgz = 1 ou utilizar

o valor obtido por meio da equacao apresentada:
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32 (3.16)
K4 = —=0,75.
€~ 16+dg =

O célculo da rotagdo no momento da falha da laje pode ser realizado em quatro
niveis de aproximagao. Para o nivel I de aproximagao a rotagdo da laje pode ser obtida a

através da Eq. (3.17) e ilustrada na Fig. 3.8:

Ts fya (3.17)

onde: 75 € a posi¢do em relagdo ao eixo do pilar onde o momento fletor € igual a zero, f,

¢ a resisténcia ao escoamento do ago e E ¢ o mddulo de elasticidade do ago.

Figura 3.8 — Rotacgao (y) da laje

Fonte: FIB MC2020 (2024)

O nivel I ¢ utilizado para lajes analisadas com base na teoria eléstica, nas quais
ndo ocorre uma redistribui¢do significativa das forgas internas. O nivel II de aproximacao
mostra uma formulagao mais precisa para determinar a rotagdo da laje, considerando tanto

0 momento atuante quanto o momento resistente da laje, conforme mostrado em:

q;=1,5ﬁfy_d(

@)1'5 (3.18)
d E, ’

Mgq

sendo, Mg; o momento médio atuante por unidade de comprimento da armadura de flexao

numa faixa (para a direcdo considerada) e Mg, € a resisténcia a flexdo média do momento
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numa faixa de suporte. Os momentos Mg; € Mg, para pilares internos sao determinados

através das Egs. (3.19) e (3.20), respectivamente:

; (3.19)
P Jya
Mgq = szfyd 1- fy )
2 Lck
Ye
1 ey (3.20)
Msg = Vga (g + Z_bs)

onde: Vg4 € a forga de cisalhamento do modelo de calculo, e, ; € a excentricidade da forca
de cisalhamento resultante com o respectivo perimetro de controle basico na direcao

pesquisada e by ¢ a largura da faixa carregada ou analisada para o célculo de Mgy:

bS = 1,5 WITS,X * Ts'y > Lmin . (321)

O nivel III de aproximacdo oferece uma estimativa aprimorada para lajes
calculadas com o modelo linear-eléstico e utiliza a mesma formulag¢ao apresentada no
nivel II. No entanto, o coeficiente 1,5 da Eq. (3.18) pode ser substituido por 1,2 se as
configuracdes de calculo forem determinadas por:

e 1% ¢ calculado usando um modelo elastico linear;
e M, ¢ calculado como o valor médio do momento de flexao de calculo em by;
e b, ¢ determinado como no nivel II.

O nivel IV de aproximagdo ¢ utilizado com base em andlises ndo lineares da
estrutura, considerando os efeitos de fissuragdo, o escoamento das armaduras ¢ outros
efeitos lineares que ndo sdo importantes. Essa abordagem leva em consideracao todos os
efeitos relevantes para uma determinagao precisa do valor da rotagao.

A resisténcia a pungdo fora da zona das armaduras de cisalhamento ¢ dada pela
Eq. (3.22), e limitada pela biela de concreto comprimida na area da forca concentrada,

sendo seu valor calculado através de:

Nz Ve 6.22)

Vemc = Ksys * Kg=—— by d, < by dy,

c )/C




54

o coeficiente Kgys € responsavel pelo desempenho dos sistemas de reforgo de
cisalhamento por pungéo para controlar fissuras de cisalhamento. O coeficiente Kgys € 2,4
para estribos e barras dobradas com comprimento de desenvolvimento suficiente na face

de compressdo da laje. Ky € 2,8 para conectores (studs). Kgys € 2 para outros casos.

3.3.3. ACI318 (2025)

O modelo de calculo da resisténcia a pungdo da ACI318 (2025) recomenda a
analise de tensodes cisalhantes em secdes criticas aplicada em um perimetro efetivo (bg)
afastado das faces dos pilares a uma distancia igual a d /2, como ilustrado na Fig. 3.9. A
verificagdo da resisténcia a puncdo em lajes lisas sem armaduras de cisalhamento ¢

realizada com base em uma unica superficie de controle.

-
| A

”
|—=-'

'l
\bu

] ’
1 #
- -

Figura 3.9 — Perimetro efetivo conforme a ACI318 (2025)

Conforme o ACI318 (2025), para determinar a resisténcia de lajes sujeitas a
puncdo € necessario observar a condicdo de seguranga que ¢ considerada atendida

quando:

V, =V, + Vg, (3.23)

onde: V. ¢ a for¢a resistente do concreto e Vg € a forca resistente da armadura de puncao.

Em se tratando de lajes sem armadura de cisalhamento, a norma recomenda que a
carga de ruptura a pun¢do na ligacdo laje-pilar seja determinada exclusivamente pela
resisténcia do concreto, assumindo o menor valor entre as Egs. (3.24), (3.25) e (3.26)

apresentadas a seguir:
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1 : 3.24

Vacr = 5/15/1% bod, (3:24)

1 2 : 3.25

Vaci =7 (1 + E> A bod, (3.25)

1 a.d : 3.26

Vacr = E(Z + ;0 )ASAJfT byd, (3.26)

onde: f.' € a resisténcia especificada a compressdo do concreto em MPa adotada na
ACI318, limitada a0 maximo de 70 MPa, A ¢ o fator de modificagdo que leva em
consideragdo a redugdo das propriedades mecanicas de concretos leves em comparagao
aos concretos normais de mesmo fc'. by ¢ o perimetro de controle afastado a uma
distancia de d/2 da face do pilar, a,: constante que depende da posi¢do do pilar, sendo
igual a 40 para pilares internos, 30 para pilares de borda e 20 para pilares de canto, d o
valor médio da altura efetiva na direcdo x e y, 8: razao entre a maior dimensao do pilar e

a maior largura e Ag ¢ o fator de modificagdo do efeito escala, como mostrado na Eq.

(3.27):
5 (3.27)
= [—— <
A= T50008a =t

3.3.4. EUROCODE2 (2023)

O modelo de célculo da resisténcia a pungdo da EUROCODE?2 (2023) mudou em
relagdo a sua versao anterior EUROCODE?2 (2004). A versao de 2023 aprimorou um
modelo simplificado e mais geral para a resisténcia a pungdo de lajes e elementos de
concreto armado, propondo um modelo de projeto mais integrado, que considera uma
maior diversidade de condi¢des. As principais alteragdes observadas dizem respeito aos
modelos propostos para a verificacdo da seguranca contra o esfor¢o transversal e o
puncoamento, especialmente para elementos sem armaduras transversais.

O dimensionamento para pungdo de lajes lisas, de acordo com a EUROCODE?2
(2023), determina que a tensdo maxima de cisalhamento solicitante ndo deve exceder a

tensdo maxima resistente. A condicdo de seguranca ¢ considerada atendida quando:
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Tea < Tra (3.28)

a tensdo de cisalhamento solicitante (tg4) de calculo pode ser calculada diretamente a
partir de uma analise da distribuicao da tensdo de cisalhamento ao longo do perimetro de

controle, como:

Via (3.29)
=g,
v

sendo, d,, ¢ a profundidade efetiva resistente ao cisalhamento da laje e V4 € a forca de
cisalhamento do modelo de célculo no perimetro de controle por unidade de comprimento
(bos)-

Héa também alteragdes significativas em relagdo ao documento de 2004,
especialmente na defini¢do do perimetro de controle para a verificagdo da seguranga
contra o pungoamento, onde o valor médio das tensdes atuantes agora ¢ definido a uma
distancia 0,5d,, do contorno da area de apoio. A distincia entre o perimetro de controle
(bos) e a face do pilar deve ser aumentada para que o comprimento do perimetro (bg)
seja minimizado. Na Fig. 3.10 sdo ilustrados os perimetros de controle de acordo com a

EUROCODE2 (2023).

S
<
n,
o

Area de apoio Area de apoio Area de apoio

Figura 3.10 — Perimetros de controle tipicos (bg 5) € perimetros (bg) em torno das areas
de apoio.

Fonte: Adaptado da EUROCODE2 (2023)
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No caso de lajes sem armadura de cisalhamento, a norma recomenda o uso da Eq.

(3.30) para calculo da resisténcia a pungao:

1
0,6 ddg 3 0,5 (3.30)
Veco = — -kpb 100p; fer—— bo,s d<— \/fck'
)2 d, Yo

v

onde:

P1= /Px-Py, (3.31)

Px, Py $30 as taxas de armadura nas duas diregOes ortogonais, ¥, € o fator parcial para
resisténcia ao cisalhamento e a pung¢do sem refor¢o de cisalhamento, k,;, € o coeficiente

de aumento do gradiente de cisalhamento de puncao, que pode ser calculado através de:

, (3.32)
1 <ky,=36|1-—<25,
b0,5

d4g4 € um pardmetro que depende do tipo de concreto e de suas propriedades de agregado,

representado por:

16 mm+ D <40 mmpara f, < 60 MPa (3.33)
2

60
16 mm+ D (f_) < 40 mm para f,, > 60 MPa,
ck

onde D ¢ igual ao diametro maximo do agregado.
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4. QUANTIFICAGAO DE INCERTEZAS E ERRO DE
MODELO NA ENGENHARIA

O estudo das incertezas e erro de modelo tem sido alvo de inimeras pesquisas
devido a sua importancia na Engenharia Estrutural. Este capitulo ¢ destinado a conceituar
as incertezas e o erro de modelo. Para Justino (2018), o termo incerteza ¢ frequentemente
utilizado como sindnimo de erro, o que ndo condiz com a realidade. Estes dois termos tém
defini¢des e caracteristicas distintas.

De acordo com Vandepitte e Moens (2011), o erro ¢ definido como uma deficiéncia
identificavel que ndo resulta da falta de conhecimento. Trata-se da relagdo entre o valor obtido
em um processo de medicao ou experimento e o valor real.

Conforme Olalusi e Viljoen (2020), modelos sdo meios pelos quais representamos
e expressamos nossa compreensao da realidade. Por ser praticamente impossivel
compreender e representar a realidade em sua complexidade absoluta, os modelos sdo
representacdes parciais que resultam em um estado de incerteza. A incerteza do modelo
pode ser entendida como a consideracdo epistemologica de efeitos omitidos nas

formulagdes do modelo e simplificacdes nas relagdes matematicas.

4.1. Classificagao de incertezas

Segundo Kiureghian e Ditlevsen (2009), embora possa haver muitas fontes de
incerteza, no contexto da modelagem, ¢ conveniente categorizar o carater das incertezas
como aleatorias ou epistémicas. Uma incerteza aleatoria ¢ aquela que se presume ser a
aleatoriedade intrinseca de um fendmeno. Uma incerteza epistémica é aquela que se
pressupde ser causada pela falta de conhecimento (ou dados).

Para Beck (2024), as incertezas aleatorias sao divididas em fisicas e de previsao,
dessa forma, sdo ditas objetivas e previsiveis, e estdo relacionadas a varidveis e
fenomenos observaveis. Ja as incertezas epist€émicas sdo divididas em estatistica, de
decisdo e de modelo, logo, tendem a ser subjetivas, em alguns casos podendo ser
observaveis e relacionadas ao nosso conhecimento sobre as variaveis. A maioria dos
problemas de Engenharia envolve ambos os tipos de incertezas. A Fig. 4.1 ilustra os tipos

de incertezas.
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Incerteza de

Incertezas aleatdrias o
previzio

T

Tipos de incertezas

)

Incertezas epistémicas

Incerteza fisica

Incerteza de
decisdo

Incerteza
estatistica

Incerteza de
muodelo

Figura 4.1- Tipos de incertezas

Fonte: Autora

De uma forma geral, a classificacdo de incertezas em problemas de Engenharia

Estrutural podem ser agrupadas da seguinte forma (BECK, 2024):

Fisica, corresponde a aleatoriedade natural dos fenomenos fisicos, quimicos,
biologicos, atmosféricos que nos rodeiam, e que afetam o comportamento de
sistemas de Engenharia. Incertezas fisicas podem ser quantificadas em termos de
probabilidades, e representadas através de varidveis aleatdrias, processos
estocasticos e campos estocasticos.

Previsdo, este tipo de incerteza se refere a previsao de condi¢des futuras de um
processo ou sistema. Muitas vezes, a informacao disponivel sobre determinado
processo ¢ limitada a um curto periodo, mas deve ser extrapolada para o periodo
de vida util da estrutura.

Estatistica, quando a média, por exemplo, de uma variavel ¢ determinada a partir
de uma amostra, a variancia do resultado corresponde a uma incerteza estatistica
nesta média. A incerteza de medicao, que tem sua origem na imperfei¢do ou na
faixa de erro do instrumento de medi¢ao utilizado, também pode ser classificada
como uma incerteza estatistica.

Decisao, esta relacionada com a definicao sobre se determinado evento ocorreu

ou ndo. O conceito de estados limites, por exemplo, implica em escrever uma
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funcdo de estado limite que estabelece uma fronteira discreta, tipo entrada/saida,
entre os estados de sobrevivéncia e de falha.

e Modelo, tem sua origem na representagao do comportamento estrutural através de
modelos simplificados. Ao determinar a resisténcia de um elemento de concreto
armado com base nas resisténcias do ago, do concreto e nas dimensdes do
elemento, ocorre a introducao de um erro de modelo. A incerteza de modelo pode
ser representada através de uma varidvel aleatoria, e sua distribuicdo de
probabilidades pode ser determinada, por exemplo, realizando comparagdes entre
ensaios experimentais e a resisténcia determinada via modelo.

Conforme Haldar (2006), as incertezas associadas a previsao da capacidade de
carga de uma estrutura, as intensidades das cargas que se espera serem aplicadas e os

efeitos dessas cargas podem ser representados por variaveis aleatorias.

4.2. Fontes de incertezas

De acordo com Yu et al. (2023), a quantificacdo das incertezas associadas aos
modelos de resisténcia esta se tornando cada vez mais complexa devido a evolugdo desses
modelos. Entretanto, essa quantificagdo e sua descri¢do probabilistica sdo essenciais para
garantir uma verificacdo eficaz da confiabilidade na pratica do projeto, conforme

ilustrado na Fig. 4.2.

1- Fontes de 2- Estados 3- Propagacdo
Incerteza Limites das Incertezas
Variaveis Aleat::rl_as Modelo do Sistema Probabilidade de
Processos Estocasticos Falha

JaN

Figura 4.2 - Esquema geral da quantificacdo de incertezas em Engenharia de estruturas

Fonte: Kroetz (2019)
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Kroetz (2019) afirma que a questdo da quantificagdo de incertezas na Engenharia
pode ser segmentada em trés etapas distintas, como mostrado na Fig. 4.2. Essas etapas
sdo adaptadas para um problema de confiabilidade estrutural. Sdo elas: tratamento e
quantifica¢do das fontes de incerteza (1); modelagem do comportamento de interesse do
sistema estrutural, por meio dos estados limites (2); e a propagacdo das incertezas através
do sistema, que usualmente resulta na determinacao de uma probabilidade de falha (3).

Soares (1997) observa que o objetivo da analise de confiabilidade foi expandido,
abrangendo tanto a incerteza fundamental das varidveis quanto a incerteza estatistica dos
parametros. Furst (2020) complementa que a elaboragdo de projetos estruturais
fundamentados na confiabilidade requer a compreensdo de que as varidveis fisicas
envolvidas nos problemas de Engenharia estdo sujeitas a incertezas.

Para Beck (2024), incertezas de modelo tém sua origem na representagdo do
comportamento estrutural através de modelos simplificados. Conforme o modelo do
JCSS (2001), a resposta de uma estrutura considerando a variabilidade das propriedades

dos materiais e das a¢des pode ser dada por:

Y= f(X, (4.1)

onde: Y ¢ a resposta do modelo, f ¢ a fungdo do modelo e X; variaveis aleatorias
(propriedades dos materiais e as a¢des). A fun¢do do modelo (f) geralmente ¢ incompleta
e inexata, de modo que o resultado ndo pode ser previsto sem erro, mesmo que os valores de
todas as variaveis aleatorias sejam conhecidos.

Para Ang e Cornell (1974), as incertezas de modelo podem ser incorporadas na
analise de confiabilidade através da consideragao da varidvel multiplicativa erro de

modelo, como representada em:

V;axp = En. Vm, 4.2)

onde a varidvel erro de modelo (E,,) atua na correcdo da varidvel obtida através de
resultados de modelos normativos (V;,), resultando em uma estimativa aprimorada da

variavel associada aos resultados reais ou experimentais (Veyxp).
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4.3. Erro de modelo

De acordo com Beck (2024), a incerteza de modelo pode ser representada através
de uma varidvel aleatoria, e sua distribuicdo de probabilidades pode ser determinada
realizando comparacdes entre ensaios experimentais e a resisténcia determinada via
modelo, definindo o erro de modelo. Para Mirza e Skrabeck (1991), a relacdo entre os
resultados experimentais e tedricos ¢ atingida por variagdes proporcionais. Baseado na
Eq. (4.2), as realizagdes do erro de modelo sdo dadas pela razdo entre resisténcia real,

obtida no ensaio experimental (Vzy,), € a resisténcia tedrica de calculo, obtida do modelo

(Vn):

Vexp (4.3)
E, = ,
m Vm

onde Ey, € o erro de modelo, V,,, € a resisténcia do ensaio e V,, € a resisténcia do modelo.

Segundo Beck (2024), um erro de modelo com média maior que 1 indica que o
modelo ¢ conservador em média. Isso significa que o modelo prevé mais provavelmente
resisténcias menores que a resisténcia real. De acordo com a eq. (4.3) pode-se afirmar

que:

En=1seVyn = Vexp (4.9)
En <1,se Vi > Vexp
Em > 1,se Vi < Vexp.

De acordo com Furst (2020), a média amostral do erro de modelo reflete,
teoricamente, o viés conservativo do modelo, e o coeficiente de variagdo indica a precisao
dos resultados. Caso os modelos em analise resultem em valores teoricos de resisténcia
inferiores aos obtidos nos ensaios, o erro de modelo serd, em média, superior ao valor
ideal unitario, indicando conservadorismo. Para Santos (2012), a varidvel aleatoria E,,
representa o carater de tendenciosidade do modelo.

Conforme Menezes (2020), os valores de capacidade resistente previstos por cada
norma, em seus critérios, sd3o comparados a valores experimentais a fim de determinar
sua precisdo e tendenciosidade. Para avaliar a precisdo, a tendenciosidade do erro de
modelo quando o resultado da sua média ¢ diferente de 1, faz-se uma corregao, dividindo-

se os valores estimados (vindos dos critérios normativos) pela média calculada. Com esse
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procedimento ¢ obtida uma varidvel aleatdria de média unitaria para o erro de modelo, o
que permite verificar a influéncia apenas da dispersdo dos dados. A comparagao da
avalia¢do do erro de modelo com e sem corre¢do explicita o impacto da tendéncia do
modelo do codigo normativo no calculo do indice de confiabilidade.

Beck (2024) afirma que modelos de célculo aproximam, de forma abstrata, a
complexa natureza do comportamento das estruturas, em especial proximo as situagdes
de falha ou colapso, de interesse para a confiabilidade estrutural. Na Engenharia
Estrutural estas aproximagdes sdo tipicamente conservadoras, e sdo feitas usualmente no
sentido de aumentar as margens de seguranga.

Neste trabalho, o erro de modelo ¢é tratado exclusivamente como uma incerteza
epistemologica associada a formulagdo normativa da resisténcia a puncdo, sendo
incorporado as andlises estatisticas e de confiabilidade estrutural desenvolvidas nos

capitulos 7 e 8.
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5. CONFIABILIDADE ESTRUTURAL

Beck (2024) afirma que a confiabilidade estrutural ¢ uma medida do grau de
confianga em que uma estrutura ou sistema estrutural cumpra aos requisitos técnicos de
projeto, como: fungdo, resisténcia e equilibrio. Este grau de confianga reflete os modelos
estatisticos utilizados na quantificacao das incertezas, bem como os modelos fisicos,
matematicos e de Engenharia utilizados no célculo.

Segundo Choi et al. (2007), a analise de confiabilidade avalia a probabilidade de
falha estrutural determinando se as fungdes de estado limite sdo excedidas. Contudo, a
analise de confiabilidade ndo se limita ao céalculo da probabilidade de falha. A avaliagao
de diversas propriedades estatisticas, como fun¢des de distribui¢ao de probabilidade e
intervalos de confianca de respostas estruturais, desempenha um papel importante nesta
analise.

Este capitulo pretende abordar os principais topicos relacionados aos conceitos de
probabilidade e estatistica, assim como, alguns métodos que caracterizam a

confiabilidade estrutural, incluindo os fundamentos da analise de confiabilidade.

5.1. Conceitos de Estatistica e Probabilidade

Conforme Ferreira (2015), em um estudo estatistico, tem-se como maior interesse
conhecer o comportamento de variaveis. Além disso, os métodos estatisticos sdo
essenciais no estudo de situacdes em que as variaveis de interesse estdo sujeitas a
variagOes aleatorias, fato inerente a qualquer resultado obtido a partir de uma amostra.
Neste caso, tornam-se imprescindiveis as distribui¢des de probabilidade.

Segundo Haldar e Mahadevan (2000), a teoria da probabilidade usa informagdes
sobre um fendomeno aleatério para calcular a probabilidade de eventos especificos a ele
associados. Um evento ¢ um subconjunto contido no espago amostral. Um espaco
amostral contém todos os possiveis resultados de um fendmeno, denominados pontos
amostrais, que sao mutuamente exclusivos. Ang e Tang (2007) salientam a importancia
destes conceitos para a construcdo das chamadas distribuicdes de probabilidade,
fundamentais no estudo de fenomenos aleatorios. A seguir, apresentam-se alguns desses

conceitos.
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5.1.1. Variaveis aleatérias

Chama-se espacgo de probabilidade a terna (Q2, &, P), onde Q representa um espaco
amostral, Z representa a familia de subconjuntos deste espago amostral que representam
eventos e P suas probabilidades de ocorréncia (BUSSAB e MORETTIN, 2010).

Denomina-se variavel aleatoria a uma fun¢do do espaco amostral 1 em R, que
associa cada ponto amostral ou subconjunto pentencente a classe F a um nimero real.
Isto significa que para cada valor x € Q, existe um f(x) € I, sendo I ¢ R (BUSSAB
e MORETTIN, 2010; MAGALHAES, 2006). Isto significa que o dominio da funcéo ¢ o
espago amostral e a sua imagem esta contida no conjunto dos nimeros reais.

Beck (2024) evidencia que o dominio da fungdo variavel aleatoria X € o espaco
amostral Q. Quando este dominio ¢ formado por um nimero enumeravel de pontos, a
variavel aleatoria ¢ dita discreta. Quando o dominio ¢ formado por um conjunto de valores

ndo enumeravel, a variavel aleatdria € dita continua.

5.1.2. Distribuigcao de probabilidade

Para Magalhdes (2006), uma distribui¢do de probabilidade ¢ uma funcdo que
associa cada valor de uma variavel aleatoria X a sua probabilidade de ocorréncia. Se esta
variavel € uma varidvel aleatéria continua, existe uma funcdo, denominada Fungao
Densidade de Probabilidade (FDP), que faz a caracterizagdo da distribuicdo de

probabilidade e que deve satisfazer as seguintes condigdes: f(X) = 0 para todo x € R
e f_:o f(X) dX = 1. Conforme Haldar e Mahadevan (2000), uma FDP deve ser uma
funcdo positiva que, teoricamente, varia de - co a + oo,

Se f(X) é uma FDP, para qualquer a € R e para qualquer b € R, sendo a < X <
b, tem-se:

b
Pla<X<bh) = f fOOdX. -1

a

Isto significa que, a probabilidade da variavel aleatéria X pertencer ao intervalo
limitado pelos dois valores, a ¢ b, ¢ dada pela area compreendida entre o intervalo
considerado no eixo das abscissas e a curva representativa de f(X), podendo ser
encontrada por integracao.

Na determinacao destes valores de probabilidade, ¢ bastante usual utilizar a fungao

de distribuicao acumulada (FDA). Segundo Beck (2024), a FDA de uma varidvel aleatéria
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X, F(X;), corresponde a probabilidade de que essa varidvel assuma qualquer valor menor

que X, e € representada através de:
Fx)=PX <x)= [ f(x) dx. (5.2)

Beck (2024) explica que a derivada em relacdo a x da FDA ¢ chamada de Fungao

de Densidade de Probabilidade (FDP), ou fx(x), tal que:

_dF(X) (5.3)
fX) = T
Plx <X <x+dx]=f(X)dx. (5.4)

Segundo Magalhaes (2006), as distribui¢cdes continuas de probabilidade podem
ser caracterizadas por seus momentos. O primeiro momento centrado na origem ¢ a sua

média ou valor esperado, que pode ser encontrado por:

EQX) =y = j x F(x)dx. (5-5)

J4 o segundo momento centrado na média ¢ a variancia, que pode ser encontrada

por:

e o o 2 (56)
V(X)) =0%= f (x— w?f(x)dx = f x2f(x)dx — (f xf(x)dx) .

Algumas variaveis aleatorias, independentemente de serem discretas ou
continuas, possuem um padrdo comum de comportamento, com algumas especificidades
definidas por alguns parametros. E possivel variar algumas caracteristicas da distribuicao,
mas sua forma funcional permanece, originando os modelos tedricos de probabilidade.
Existem modelos tedricos que descrevem comportamentos de variaveis aleatorias
discretas (Bernoulli, Binomial, Poisson, Hipergeométrica) e continuas (Normal, t de
Student, Quiquadrado). A seguir, comentam-se alguns modelos tedricos utilizados no

estudo de variaveis continuas (Magalhaes, 2000).
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5.1.3. Distribuigdes tedéricas de probabilidade

Existem diversas distribui¢des de probabilidade, sendo que neste trabalho serdo
abordadas cinco utilizadas para descrever o comportamento de variaveis aleatdrias
continuas, que sdo as distribuicdes Normal, Lognormal, Gumbel, Weibull ¢ Gama,

usualmente utilizadas neste tipo de estudo.

Distribuicao Normal

Verma et al. (2016) destacam que a distribuicao Normal ¢ amplamente observada
em aplicacdes praticas, pois a soma de um grande niimero de varidveis aleatérias
estatisticamente independentes converge para uma distribuicdo Normal (Teorema do
Limite Central). Segundo Melchers e Beck (2018), essa distribui¢ao constitui um modelo
adequado para descrever observagdes associadas a diversos processos ou propriedades
fisicas. Além disso, pode surgir como caso particular ou aproximagdo de outras
distribui¢des de probabilidade.

Se X ¢é uma variavel aleatéria continua normalmente distribuida, a sua FDP ¢

apresentada na Eq. (5.7) e sua FDA através da Eq. (5.8):

1 1 /% — 2 (5.7)
o1 1 x— py? (5.8)
F(x):j_oomexp[—z( pn )]dx,

onde: E(x) = ueV(x) = o2 representam a média e a variancia, respectivamente.

Nos graficos das Figs. 5.1 e 5.2 foram consideradas trés distribui¢des normais com
a mesma média zero, mas diferentes desvios padroes. Observa-se que na Fig. 5.1, a
alteracdo do desvio padrao faz com que a curva fique mais alta e com caudas mais pesadas

ou mais achatada e com caudas mais leves, alterando seus valores de probabilidade.
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Figura 5.1 — Distribuicdo Normal — Func¢ao de Densidade de Probabilidade

Fonte: Autora
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Figura 5.2 — Distribui¢do Normal — Fun¢do de Distribuicao de Probabilidade

Fonte: Autora

Haldar e Mahadevan (2000) afirmam que a determinagdo de probabilidades por
meio da integracdo ndo ¢ uma tarefa simples. Uma abordagem bastante usual para
resolver esse problema consiste em transformar a variavel analisada em uma variavel

normal padrao, conforme Eq. (5.9), simplificando sua funcao densidade de probabilidade
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por apresentar média igual a zero e desvio padrdo igual a unidade, e, em seguida, calcular

a integral numericamente.

-1 (5.9)

Distribuicdo Lognormal

Uma variavel aleatoria positiva continua X ¢ considerada uma distribuicdo
Lognormal se o seu logaritmo natural ¢ normalmente distribuido (VERMA et al., 2016;
MELCHERS e BECK, 2018). Haldar e Mahadevan (2000) destacam que, em diversos
problemas de Engenharia, uma varidvel ndo pode ter valores negativos devido as
particularidades fisicas do problema, e nesse contexto, modelar a varidvel como
Lognormal pode ser bastante adequado, uma vez que essa distribui¢do lida
exclusivamente com valores positivos.

Se Y ¢ uma variavel aleatoria continua normalmente distribuida com média u e
desvio padrio o, e Y = In(x), entdo x apresenta distribuicdo Lognormal. Neste caso, a

FDP ¢ expressa pela Eq. (5.10) e sua FDA através da Eq. (5.11):

)

1 1 /Inx — A\? (5.10)
f(x)=mexp[—§<7>l, 0 < x £ w

* 1 1 /Inx — A\ (5.11)
F(x)=j;mexp[—§(7>ldx.

Os momentos da variavel Lognormal podem ser determinados por:

Uy = exp [A+ 0,50?], (5.12)

07 = py+/(exp[(?] - 1), (5.13)

e os parametros sao calculados a partir dos momentos, de tal forma que:

2 = In(u,) — 0,502, (5.14)
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¢ =yIn(1+ (62/u)?) - (5.15)

A representacdo grafica de trés distribuicdes deste tipo com parametros

especificados pode ser vista nas Figs. 5.3 e 5.4.
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Figura 5.3 — Distribui¢cdo Lognormal — Funcao de Densidade de Probabilidade

Fonte: Autora
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Figura 5.4 — Distribuicdo Lognormal — Fungao de Distribui¢do de Probabilidade

Fonte: Autora
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As Figuras 5.3 e 5.4 apresentam o comportamento da distribui¢do Lognormal,
sendo possivel observar que as fungdes de densidade de probabilidades e distribuicao de

probabilidade acumulada admitem somente valores positivos e ndo nulos.

Distribuicao de Gumbel

Segundo Haldar e Mahadevan (2000), seja X uma variavel aleatdria representada
por uma fung¢do de distribui¢do de probabilidade f(x). Se conjuntos de diferentes
amostras do mesmo tamanho de n forem alcangados para x, cada conjunto tera valores
distintos para minimos e maximos. Usando todos esses conjuntos, funcdes de
distribui¢des para os valores extremos podem ser definidas.

A FDP da distribuicdo Gumbel ¢ expressa pela Eq. (5.16) e sua FDA através da
Eq. (5.17), e graficamente através das Figs. 5.5 ¢ 5.6.

f(x) = aexp[—a(x—u)—e G W] —0 < x < oo, (5.16)

F(x)= exp[-e ** W] —0 < x < oo, (5.17)
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Figura 5.5 — Distribuicdo Gumbel — Fung¢ado de Densidade de Probabilidade

Fonte: Autora
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Fonte: Autora

As Figura 5.5 e 5.6 ilustram o comportamento da distribuicdo de Gumbel para

diferentes parametros. Na andlise de confiabilidade estrutural, essa distribuicdo ¢

comumente usada para representar cargas acidentais e a a¢do do vento (EL-REEDY,

2013).
Para Melchers e Beck (2018), os pardmetros dessa distribuicao sdo u, que ¢ a
moda da distribui¢do e a, que ¢ uma medida de sua dispersdo. Tanto u quanto & podem

ser obtidos, usando os momentos da distribui¢do, para o ajuste da curva aos dados

observados, e representados por:
|4 5.18
ﬂx =u + E} ( )
0. = T _ (5.19)

X a \/g
onde y = 0,577216 ¢ a constante de Euler. Conhecidos os momentos, os parametros sao
determinados, tal que:

u=u, _£’ (5.20)

T (5.21)
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Distribuicdo de Weibull

Segundo Verma et al. (2016), a distribuicio Weibull tem ampla aplicagdo no
calculo de confiabilidade devido a sua flexibilidade na modelagem, sendo uma das
fungdes de distribuicao mais utilizadas na analise de confiabilidade. Conforme Haldar e
Mahadevan (2000), a distribuicdo de Weibull, também denominada distribui¢do de
valores extremos do Tipo III, pode ser obtida pela convergéncia de diversas distribuigcdes
comumente conhecidas que apresentam limite inferior.

Seja X uma varidvel aleatéria continua. Sua distribui¢do de probabilidade sera

Weibull se sua FDP ¢ expressa pela Eq. (5.22) e sua FDA através da Eq. (5.23):
k ,x\k-1 x \K (5.22)
f(x)—;(;) exp[— (;) ], x >0,

P = 1- e[~ ()] (5.23)

onde: k ¢ um parametro de forma e w ¢ um parametro de escala e ambos devem assumir
valores positivos.
Os graficos das Figs. 5.7 e 5.8 mostram o comportamento de trés distribui¢cdes de

Weibull, evidenciando sua plasticidade em fungdo de k e w.
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Figura 5.7 — Distribuicdo Weibull — Func¢ao de Densidade de Probabilidade

Fonte: Autora
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Fonte: Autora

Billinton e Allan (1992) afirmam que a distribui¢do Weibull tem um papel muito
importante dentro do campo de andlise estatistica de dados experimentais, pois, pode
assumir um formato que se adeque melhor aos dados, de acordo com os parametros
definidos.

Para Beck (2024), tanto k quanto w podem ser obtidos, usando os momentos da

distribuicao, sendo representados por:

ye wr(1+%>, (5.24)
, 1 (5.25)
o |T (1+%) »
— 1 ,
re (1+E)

onde I' ¢ a funcdo Gama. Se a média e o coeficiente de variagdo forem conhecidos, a
seguinte aproximagao pode ser usada para calcular os pardmetros k e w para aplicagdes
praticas:

k= 8108, (5.26)
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o (5.27)

Distribuicdo Gama

Conforme Choi et al. (2007), a distribuicdo Gama ¢ importante porque nos permite
definir duas familias de distribuicdes de variaveis aleatorias, a Exponencial e a
Quiquadrado, que sdao amplamente utilizadas em Engenharia Aplicada e Estatistica. De
acordo com Bussab e Morettin (2006), esta distribui¢do ¢ uma extensdo da distribuicao
Exponencial, razao pela qual ¢ comum utilizar o modelo de distribui¢do de probabilidade
Gama para varidveis que assumem valores positivos, € se enquadra na classe dos modelos
lineares. De acordo com Kinas e Andrade (2020), a distribuicao Quiquadrado ¢ um caso
especial desta distribui¢do.

Seja X uma variavel aleatéria continua, a FDP da distribuicdo Gama ¢ expressa

conforme Eq. (5.28):

a
b x® e Bx, 0 < x < oo (5.28)

fx) = @ ) <

onde: os pardmetros a e [ satisfazem as condi¢des: ¢ =1 e >0,¢c amédiace a
A . ~ . a 2 a
variancia s3o dadas por, respectivamente, 4 = 560" =4

J4 a funcdo Gama ¢ determinada de acordo com a Eq. (5.29):

” 5.29
r(a) = J x% e * dx, sendo a >0, (5.29)
0

enquanto a FDA da distribuicdo Gama ¢ representada pela Eq. (5.30):

F(x) = fox Ff:) x% le=Bxgy. (5-30)

As Figs. 5.9 e 5.10 mostram o comportamento dessa distribui¢ao para diferentes
parametros, evidenciando a plasticidade da distribui¢dao que assume diferentes formas de

acordo com os valores de a ¢ 3.
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Figura 5.9 — Distribui¢do Gama — Funcao de Densidade de Probabilidade

Fonte: Autora
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Figura 5.10 — Distribuicdo Gama — Fung¢ao de Distribui¢do de Probabilidade

Fonte: Autora

As Figuras 5.9 e 5.10 ilustram o comportamento da distribui¢do Gama. Segundo
Verma et al. (2016), essa distribuicao ¢ semelhante a distribui¢do Weibull e ¢ comumente

utilizada para modelar o tempo de vida de sistemas.
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5.2. Fungao estado limite

Segundo Melchers e Beck (2018), a forma como uma estrutura de Engenharia reage
ao carregamento ¢ determinada principalmente pela carga aplicada e pela resisténcia da
estrutura. Quando essa resposta ¢ considerada positiva, ela abrange a seguranca da
estrutura contra colapso, limitacdes de danos ou outros critérios. Cada um desses
requisitos pode ser denominado estado limite. A ultrapassagem de um estado limite pode
ser definido como a obtenc¢ao de uma condi¢do indesejavel para a estrutura.

Beck (2024) explica que os modos de falha e os estados limites sdo representados
estritamente por falhas em estruturas. Os estados limites sdo basicamente distinguidos por

duas categorias principais: ultimo e servi¢o, como apresentado na Tab. 5.1.

Tabela 5.1- Tipos de Estado Limite

Estado Limite

Descrigao

Exemplos

sdo relacionados ao colapso,
ou a qualquer outra forma de
ruina estrutural, que determine

a paralisagdo do wuso da

*perda de equilibrio da estrutura,
admitida como corpo rigido;
*esgotamento  da  capacidade

resistente da estrutura;

ultimo estrutura. *colapso progressivo;
*mudancga fisica ou geométrica da
estrutura;
*ruptura ou instabilidade de pecas
estruturais.
sdo aqueles determinados *formacdo de fissuras ou trincas
pelos requisitos de servigos e exageradas;
condicdes de wuso, e estdo *flechasexcessivasem vigas e lajes;
Servigo relacionados a durabilidade, *forte vibracao da estrutura;
ao conforto do wusuario, a *deformagdo em nivel nao
aparéncia e a boa utilizacdo da aceitavel.

estrutura

Fonte: Adaptada da ABNT NBR6118 (2023)

Beck (2024) menciona que cada forma distinta de chegar em um estado

indesejavel ¢ chamada, genericamente, de um modo de falha. Cada modo de falha resulta
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em uma equagio de estado limite g(X), que ¢é fungio do vetor de variaveis aleatorias X =
{X1, X3, ..., X}, de tal forma que o estado limite fica determinado pela seguinte

igualdade:
g(X) = g(Xl,Xz, ...,Xn) == 0 (531)

Uma equagdo de estado limite g(X) ¢é escrita de forma a dividir o dominio do

problema em dominios de falha (s e de seguranca (1, tal que:

Qr = {X|g(x) < 0}, (5.32)

Qs = (X|g(X) > 0} (5.33)

O dominio de falha ;s ¢ constituido por todos os pontos do espago amostral X
que levam a falha da estrutura. O dominio seguro s € o conjunto complementar ao
dominio de falha.

De acordo com Melchers e Beck (2018), assim como existem incertezas nos
projetos de engenharia, também ha riscos de que um sistema estrutural ndo alcance o
desempenho previsto. Isso significa que o desempenho do sistema nao pode ser garantido
como totalmente seguro. Assim, para Santos (2014), ¢ conveniente definir a fungdo estado
limite, considerando uma estrutura com resisténcia R e solicitacdo S, sendo possivel,
entdo, o que permite avaliar a probabilidade de falha. Em uma andlise probabilistica, uma

fungdo de estado limite pode ser determinada por:

g(x) = R(x) — S(), (5.34)
onde x é o vetor de variaveis aleatorias do problema; R(x) é a variavel aleatoria que
representa a resisténcia da estrutura; S(x) é a varidvel aleatoria que representa a agio ou
o esforco solicitante.

Para Beck (2024), a probabilidade de falha (P;) de uma estrutura € definida
quando a resisténcia ¢ menor que a solicitacdo, e a probabilidade de seguranga (Pg) €

quando a resisténcia € maior ou igual a solicitagdo, sendo dadas pelas equagdes:

Pr = Plg(x) < 0], (5.35)
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Ps=1-P;. (5.36)

Em conformidade com o JCSS (2001), a probabilidade de falha deve ser calculada
considerando o tipo de distribui¢do conjunta das variaveis basicas, bem como o
formalismo distributivo padronizado para lidar com a incerteza do modelo e a incerteza
estatistica.

Segundo Haldar e Mahadevan (2000), calcular a probabilidade de falha com
precisao em estruturas praticas e critérios de desempenho ¢ uma tarefa complexa. No
entanto, uma estimativa de primeira ordem utiliza uma medida chamada indice de
confiabilidade (denotado por f).

Conforme Sakamoto (2016), uma definicido amplamente utilizada na pratica
devido a sua simplicidade ¢ o indice de confiabilidade de Cornell (f.), onde uma medida
quantitativa de confiabilidade com base no valor médio ou valor esperado E[g(x)] e na

variancia Var|[g(x)] da fungédo de estado limite linear g(x), dado por:

P ]C)) (5.37)

Através da transformacgdo sugerida por Hasofer e Lind (1974), o indice de
confiabilidade também pode ser obtido geometricamente como a menor distdncia da
origem a fungdo de estado limite no espago padronizado. Considerando a Eq. (5.34) com
variaveis aleatorias R e S estatisticamente independentes e com distribuicao de
probabilidade normal, com médias py € g € desvios padrdes oy € dg, pode-se transformar
as variaveis R e S em variaveis reduzidas (Y e Ys), com média zero e desvio padrao

unitario, utilizando a Eq. (5.9), tem-se as equacgdes:

R — g (5.38)
YR = )
OR
S —
v = Hs (5.39)
Os

Substituindo as Egs. (5.38) e (5.39) na Eq. (5.34), a fungdo desempenho no estado

limite linear no espago padronizado pode ser descrita por:
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9g(Sg, Ss) = Yrog — Ysos + (ug — Us). (5.40)

Para Beck (2024), o indice de confiabilidade calculado em problemas envolvendo
variaveis aleatdrias normais estatisticamente independentes e uma funcao de estado limite
linear do tipo g(x) = R — S, corresponde a menor distincia entre a origem e a fungéo, e
¢ dada através de:

g = MR — Us (5.41)

Joi + a? .
Conforme Haldar e Mahadevan (2000), a probabilidade de falha pode ser obtida

em funcdo do indice de confiabilidade, se R e S tiverem distribui¢gdes normais, como

ilustrado na Fig. 5.11 e determinada por:
Pr = (=p), (5.42)

onde ® ¢ a fun¢do de distribuicdo acumulada da varidvel normal padrao, definida por:

B
o= [ Lot 64

AO(

| |
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 5.11 — Probabilidade de falha em func¢ao do indice de confiabilidade
Fonte: Beck (2024)
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De acordo com Melchers e Beck (2018), para fungdes de estado limite lineares, a
probabilidade de falha pode ser obtida diretamente a partir do indice de confiabilidade.
Para fungdes ndo lineares, embora ainda possa ser definida, isso ocorre apenas em relagdo
a um plano tangente aproximado. Em ambos os casos, S representa a menor distancia

entre a origem no espaco normal e o plano tangente, como mostra a Fig. 5.12.

oy

[

Figura 5.12 — Representa¢do do indice de confiabilidade.

Fonte: Albuquerque (2021)

Observando a Fig. 5.12, e ainda segundo Melchers e Beck (2018), o ponto
correspondente no hiperplano ¢ denominado ponto de projeto. Esse ponto ¢ o de maior
densidade de probabilidade dentro do espaco abrangido pela regido de falha.

Para Haldar e Mahadevan (2000), a fungdo de estado limite ¢ fundamental no
desenvolvimento de métodos para a analise de confiabilidade estrutural. O estado limite
pode ser uma func¢do explicita ou implicita das variaveis aleatorias basicas. Métodos de
analise de confiabilidade foram desenvolvidos correspondendo a estados limites de

diferentes tipos e complexidades.
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6. METODOS DE CONFIABILIDADE

Para Beck (2024), a solucdo de problemas de confiabilidade estrutural
independentes do tempo, envolve a determinagdo (ou uma aproximagdo) da funcdo
conjunta de densidade de probabilidades, bem como aproximacdes do dominio de
integracdo. Diferentes métodos de solucao, incluindo métodos de transformagio e
simulagdo de Monte Carlo, envolvem diferentes aproximagdes de f;.(x) e do dominio de
integracgao.

Segundo Haldar e Mahadevan (2000), um projeto de Engenharia envolve a
definicdo de elementos essenciais para que um sistema atenda a diversos critérios, como
desempenho, seguranga, facilidade de manutencdo e durabilidade. No entanto, existem
inimeras fontes de incerteza nos parametros relacionados a esses critérios. Os métodos
de confiabilidade apresentados nesta pesquisa pretendem identificar e quantificar

incertezas em variaveis aleatorias.

6.1. Simulagao de Monte Carlo

A simulacdo de Monte Carlo ¢ um método numérico que se baseia em
amostragens aleatdrias. Segundo Beck (2024), em Engenharia de Estruturas, esse método
se adapta tanto a problemas lineares quanto ndo lineares, estaticos ou dindmicos. Em
confiabilidade estrutural, a simulagdo resolve, com a mesma facilidade, problemas
envolvendo uma tnica equacao de estado limite, dependente do tempo ou nao.

Segundo Santos (2014), em confiabilidade de estruturas, especialmente na
simulacdo de Monte Carlo, um passo fundamental ¢ a geracdo de amostras de variaveis
aleatorias. Considerando que uma variavel aleatoria pode ser definida por sua fungao de
densidade de probabilidade, a partir da fungdo cumulativa de probabilidade Fy(x), pode-
se obter uma amostra aleatoria da seguinte forma:

a) Geragdo de um numero aleatorio u,; com distribuicao uniforme de probabilidade,

que esta entre O e 1;

b) A partir da inversa da fun¢do cumulativa de probabilidade (FDA) se obtém o

numero aleatorio com distribuigdo prescrita, como mostra:

x; = F'(u). (6.1)
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Esse procedimento pode ser visualizado na Fig. 6.1.

4 Fy(u), Fy(x)

Mo, f U(u] T1 P f;,_(x]
U ki :
. / :
U : k 3 5
- 4 - i A J >
U; 0 X;

Figura 6.1 — Geragao de nimeros aleatorios com distribui¢ao prescrita

Fonte: Adaptado Haldar e Mahadevan (2000)

O procedimento descrito ndao se adequa para distribuigdo Normal e
consequentemente Lognormal, uma vez que ndo existe uma solucdo analitica para a
funcao cumulativa de probabilidade dessas distribui¢des. Dessa forma, é recomendada a
utiliza¢do de algoritmos especificos. Pode-se adotar um par de numeros aleatorios u, e
U,, independentes e com distribui¢do de probabilidade uniforme, no intervalo de [0,1],
para gerar um par de nimeros aleatorios y, € y, de uma variavel normal padrao (SOONG

e GRIGORIU, 1993). Os nimeros y; € y, sao obtidos por:

y1 = +—21In(uy) cos(2m u,) (6.2)

Vo = /—2In(uy) sin(2m u,). (6.3)

Transformando os numeros aleatorios do espaco normal padrdao Y para o espago

X, utiliza-se a transformac¢ao de Hasofer-Lind, dessa forma, tém-se:
Xi=Yyio+ u (6.4)

onde i e ¢ s3o a média e o desvio padrio, respectivamente, da variavel X.
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Se as variaveis aleatorias do problema sdo independentes, entdo a distribuigdo

conjunta de probabilidade pode ser obtida através de:

n (6.5)
0 = | [ At
i=1

sendo fx,(x;) a fungdo de densidade de probabilidade marginal da varidvel X;. Isto
significa que utilizando as Egs. (6.1) e (6.4) os numeros aleatorios podem ser gerados de
forma independente dos demais (BECK, 2024).

De acordo com Albuquerque (2021), o método de simulagao Monte Carlo ¢ dito
bruto ou for¢a bruta quando este ¢ apresentado em sua forma mais simples. A solucao de
problemas de confiabilidade através da simulagdo ¢ realizada utilizando uma fungado

indicadora I; (x) tal que:

I(x)=1seg(x) <0 (6.6)
{Ig(x) =0,seg(x) =0

sendo, g(x) < 0 (dominio de falha) ¢ g (x) = 0 (dominio de seguranga), podem-se
estender os limites de integracdo sobre todo o dominio da fun¢do g(x) das varidveis

aleatdrias para se calcular a probabilidade de falha, como mostrado em:

Pf :f Ig(x) fx(x) dx. (67)
g9(x)

6.1.1. Amostragem por importancia

Uma das técnicas para acelerar a convergéncia na simulagdo de Monte Carlo ¢
uma amostragem por importancia. Essa técnica visa calcular a probabilidade de falha na
regido do estado limite. Beck (2024) afirma que a amostragem por importancia envolve
o uso de uma fun¢do de amostragem, com o intuito de evitar a geragao de amostras que
estejam distantes da regido de interesse, ou seja, do dominio de falha. Nesse mesmo
contexto, Haldar ¢ Mahadevan (2000) explicam que o objetivo da amostragem por

importancia € concentrar a distribui¢do dos pontos de amostragem na regido mais



85

significativa. A Fig. 6.2 ilustra o funcionamento do Método de simulagao de Monte Carlo

com amostragem por importancia, para um caso bidimensional.

==X
Figura 6.2 — Método de Monte Carlo com Amostragem por Importincia

Fonte: TITELLO (2020)

Segundo Beck (2024), as técnicas de amostragem por importancia estao entre as
mais eficientes. Os pontos sdo gerados a partir de uma fun¢do de amostragem hy(x).

Multiplicando e dividindo a Eq. (6.7) por hx(x), tem-se:

Py —f l[ (x )fX(x) hy (x)dx. ©8)

hx (x)

Ainda conforme Beck (2024), essa expressao corresponde ao valor esperado da

fx(x)
hx(x) ’

estimado com base em amostra de tamanho N, e representado através de:

fungdo I,(x) em relagdo a fungdo de amostragem, hy(x). Este valor pode ser

B fX(xi) (6.9)
Pr~Fr = NZ S e
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ao ponto (x;,x,) mostrado na Fig. 6.3 esta associado um peso wy, << 1, que ¢

representado pela razdo entre as fungdes fx(x) e hy(x), conforme Eq. (6.10). A variancia

da probabilidade de falha ¢ estimada pela Eq. (6.11).

_ fx®) (6.10)

Wie = hx (x)

(6.11)

Figura 6.3 - Amostragem por importancia usando o ponto de projeto.

Fonte: Beck (2024)

Beck (2024) explica que utilizando amostragem por importdncia no ponto de
projeto, o nimero de amostras necessarias torna-se praticamente independente da ordem
de grandeza da probabilidade de falha procurada. Isto ocorre porque aproximadamente

metade das amostras caira dentro, ¢ metade fora, do dominio de falha.
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6.1.2. Amostragem por importancia adaptativa

De acordo com Beck (2024), a amostragem por importancia adaptativa (MCAIA)
esta baseada na atualizagdo da fungdo de amostragem hy(x) de forma adaptativa, a
medida que os resultados da simulag¢do vao sendo computados. Considerando a Eq. (6.8),

o erro estatistico da amostragem por importancia sera nulo se:
hy (x) < fx (x|x € Q). (6.12)

Ainda segundo o Beck (2024), sendo H o vetor de varidveis aleatorias cuja fungao
de densidade conjunta corresponde a fungdo de amostragem hy(x). Levando em
consideragdo a condi¢cdo da Eq. (6.12), e aplicando aos dois primeiros momentos de H,

tem-se que:

E[H]=E[XX € O], (6.13)
Cov[H,H'] = Cov[(X,X")|X € O],

onde, a partir de amostras iniciais, calcula-se E[H] e Cov[H,H!], estes valores sdo
utilizados para construir a nova fungao de amostragem. Quando a probabilidade de falha
€ muito pequena, pode ser necessario um nimero de amostras com muitos elementos para
obter os primeiros pontos no dominio da falha. Dessa forma, a amostragem adaptativa
deve ser combinada com alguma outra técnica de amostragem, por exemplo, por

importancia utilizando pontos de projeto.

6.2. Métodos de transformagao

Para Beck (2024), os métodos de confiabilidade chamados de métodos de
transformagao sao o FORM e SORM. Esses métodos consistem na transformacao de
Hasofer-Lind reduzindo um vetor de variaveis aleatorias normais com médias e desvios
padrao, a um vetor de varidveis aleatorias normais padrao com média zero e desvio padrao
unitario ndo correlacionados. Segundo Albuquerque (2021), nos métodos de
transformacao cada varidvel ¢ interpretada por dois momentos, ou seja, média e desvio
padrao, e ainda, pode ser representada por uma distribuicao Normal (ou gaussiana).

De acordo com Haldar e Mahadevan (2000), o FORM pode representar uma

fun¢do de estado limite ndo linear por meio de uma aproximagdo de primeira ordem



88

utilizando variaveis normais equivalentes. Por sua vez, o SORM calcula a probabilidade
de falha aproximando-se da fun¢do de estado limite nao linear com uma representagao de
segunda ordem. O FORM utiliza um hiperplano para se aproximar da fun¢do de estado
limite no ponto de projeto, enquanto o SORM por uma hipersuperficie quadratica. A Fig.

6.4 ilustra a aproximagao de primeira e segunda ordem.

M

Figura 6.4 — Aproximagao de primeira e segunda ordem (FORM e SORM)
Fonte: Albuquerque (2021)

6.2.1. FORM

Para Beck (2024), o método FORM ¢ amplamente utilizado para a obtengdo do
indice de confiabilidade. No espaco das varidveis normais padronizadas, o indice de
confiabilidade £ pode ser obtido por meio da interpretacdo geométrica da fungao estado
limite. Na Fig. 6.5 o indice de confiabilidade representa a menor distancia entre a origem
e a funcdo de estado limite. O método FORM envolve a construgdo de uma fungao
conjunta de probabilidades, fy(x), bem como uma transformagdo desta para o espaco
normal padrao y. Esta transformagao envolve a eliminacao da correlacao entre variaveis

aleatorias e o célculo de variaveis normais equivalentes, representado na Fig. 6.5.
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estado limite

Figura 6.5 — Transformacdo do espaco normal para o normal equivalente

Fonte: Adaptado Youn ef al. (2005)

De acordo com Haldar e Mahadevan (2000), o FORM ¢ fundamentado na
construcdo da funcdo de probabilidade fx(x) e na sua transformacao para o espaco normal
padrdo fy (y). Esse processo envolve a eliminagao da correlagdo entre variaveis aleatorias
e o calculo das varidveis normais equivalentes. Essa transformagdo corresponde a um
mapeamento indireto do vetor X € X para o espago Y, como mostrado na Fig. 6.5.

Conforme Beck (2024), na constru¢do da fungdo conjunta de probabilidade no
espaco de projeto X, a descrigcdo estatistica das variaveis de projeto ¢ realizada através

das distribui¢des de probabilidades marginais:

in(xi)l i = 1! 2) - (614)

e através de uma matriz de correlagdo Ry entre pares de variaveis, como mostrado em:

Pxi1 Pxip - Pxoy (6.15)
Px,,  Px,, 0 Pxyn

Ry = : : . S
an1 anZ i an3

onde n é o numero de variaveis aleatorias e Px; = 1,comi=1,2,..,n.
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Segundo Beck (2024), a transformacgdo de fy(x) para fy(y) representa um
mapeamento um-a-um que transporta pontos do espaco original para o espago reduzido.
Teoricamente, esse mapeamento pode ser realizado por meio da Transformagdo de
Rosenblatt, sendo inapropriada na pratica, por envolver integracoes multidimensionais e
distribuicdes condicionais que dificilmente sao conhecidas.

Conforme Melchers e Beck (2018), a busca pelo ponto de projeto y* € uma das
etapas essenciais para a obten¢do da probabilidade de falha pelo método FORM. A
transformagdo de varidveis quaisquer, correlacionadas ou ndo, em varidveis normais
equivalentes estatisticamente independentes ¢ realizada por meio da transformacado do
modelo de Nataf.

De acordo com Ditlevsen e Madsen (2007), a transformagao baseada no principio
da aproximacdo normal consiste no mapeamento realizado de X — Y, e esse ¢ dito
indireto, pois se utiliza uma transformagao da distribuicao conjunta de probabilidade das
variaveis X € X em uma distribui¢ao conjunta de variaveis normais equivalentes Z € Z,
onde Z ¢ o espaco de probabilidade das varidveis aleatérias normais equivalentes que
mantém possiveis correlagdes entre pares de varidveis aleatorias. Os parametros da

q

. . .~ . R ne . ~ ne ~ . .
distribui¢do Normal equivalente, media iy, 1 & desvio padrao oy, '» sdo obtidos impondo

duas condigoes, através de:

Efh(x) = Fy(x)), (6.16)
fi 1) = frlx). (6.17)

Ao utilizar a transformag¢ao de Hasofer-Lind, conforme a Eq. (5.9), obtém-se um
conjunto de variaveis Z = (Zy,Z,,...,Z,), possivelmente correlacionadas, com

distribui¢do Normal padrdo, mostrado em:

e (6.18)
Z: =

i neq
O'Xi

Reescrevendo as Egs. (6.16) e (6.17) em fungdo de z;, obtém-se as equagoes:
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* neq
. Xi — My, . (6.19)
F}Zeq(xi) — @( l o ) = ®(z)),
O'Xi
ey = 1= gD 620)
X)) = —p—exp|—3 = :
RN PN o

onde ®(z;) e ¢p(z]) sdo, respectivamente, fungdo de distribuigdo acumulada normal
padrdo e fungdo densidade de probabilidade normal padrido da variavel z;.
Da Equacao (6.20) obtém-se uma expressao para o desvio padrao da distribuigao

Normal equivalente, dada por:

gnea _ 9 ’ (6.21)
o G

e, utilizando a Eq. (6.18) obtém-se uma expressdo para a média da distribuicdo Normal
equivalente, dada por:
,u;fq = x; — Z;a;fq : (6.22)

Beck (2024) explica que esta transformag¢do ¢ aplicada a cada uma das
distribui¢gdes marginais e € valida somente no ponto x*. Assim, a medida que o algoritmo
de busca do ponto de projeto avanga (x;, — x*), a transformacdo deve ser refeita. Assim
como a transformagdo de Hasofer-Lind, a transforma¢do de X — Z também pode ser
escrita matricialmente a partir de um vetor de médias V"9 e de uma matriz diagonal de

desvio padrao D™°4, contendo os parametros das distribui¢des Normais equivalentes, ou

seja,

Vned = (9, ., o)t (6.23)
pnred — diag(a;(lfq, ...,G)qu)’

sendo, a inversa da matriz diagonal de desvios padrio denotado por (D™¢9)~1,

Introduzindo as matrizes jacobianas, utilizando a Eq. (6.18), tém-se:
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1 6.24
aZi —Teq parai =j ( )
.]ZX = a_ = O-Xi )
X; , ,
0, parai # j
J= [2x] _fox® parai=) (6.25)
x 0z; 0, parai#j’

comi=1,2,..,nej=1,2,..,n.
As respectivas transformagdes X = Z e Z — X, sao dadas de forma matricial pelas

equacoes.

z= Jplx — V", (6.26)

X =],z + Ve, (6.27)

Para Santos (2012), ¢ fundamental observar que, caso exista correlagdo entre as
variaveis originais X, a transformacao dada pela Eq. (6.27) ndo elimina a correlacao entre
as variaveis normais padrao Z. Beck (2024) explica que a correlacdo entre pares de
varidveis originais deve ser considerada na distribuicdo conjunta normal padrao f;(z2),
isto é, fz(z) = @(z, R,) onde R, é a matriz de correlagdo equivalente a ser determinada.
Essa transformacgao pode ser feita por meio da transformagdo de Nataf.

Segundo Liu e Kiureghian (1986), a transformacdo recomentada por Nataf
consiste em construir uma aproximagdo para a funcdo conjunta de densidade de
probabilidade fy(x) a partir da funcdo de densidade normal padrio com matriz de

correlagdao R,, como apresentado através de:

fx, ) fx, (2) o fx, () (6.28)

A= R g, 630, Ga) - 01, C)

onde fx,(x;) é a distribuigdo marginal de X; e @,(z) ¢ a fungdo densidade de
probabilidade normal padrao, com i=1,2,..,n. Os coeficientes de correlacao
equivalentes para as distribuigdes marginais normais podem ser obtidos de forma iterativa

por meio de:
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®re (6.29)
pXij:f f z;Z; O, (zi,zj,pzij) dz;dz;,

onde @,(.) ¢ a distribui¢do normal padrio bivariada. A Eq. (6.29) permite calcular Pz,
em fung¢do do Px,;> para construir uma matriz de correlagdo equivalente, porém calcular

o termo desconhecido dentro da integral dupla, pode ser bastante trabalhoso.
Liu e Kiureghian (1986) desenvolveram um conjunto de formulas analiticas

aproximadas que fornecem uma relagao R;; entre Pz;; € Px;; para varias combinagdes de

distribui¢des, como mostrado por:

_ Pz (6.30)

le'j

Elimina-se a correlag@o entre os pares de varidveis aleatorias levando-as de Z —
Y. Essa eliminacdo pode ser obtida por meio da decomposicdo ortogonal ou da
decomposicdo de Cholesky da matriz de covariancia. Sendo, Cy e Cz, respectivamente,
as matrizes de correlagdo em Y e Z. Nas Egs. (6.31) e (6.32) s@o apresentadas as matrizes

jacobianas utilizando a decomposicao ortogonal da matriz de correlagdo:
]yz — AT — (/TA_I/Z)t, (631)
Joy = (A7) = (AV2A)", (6.32)

onde A é uma matriz ortogonal cujas colunas sdo os autovetores de C; = Ry, e A é a
matriz cujos elementos da diagonal principal sdo as inversas das raizes dos autovalores
de C;.

O custo computacional da decomposicdo ortogonal ¢ significativo. Uma
alternativa que oferece vantagens para matrizes de correlacdo ndo cheias ¢ a
decomposi¢do de Cholesky da matriz de correlacao C; (BECK, 2024). Utilizando a

decomposicdo de Cholesky de C, tem-se:

C,=LIT, (6.33)
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assim, as matrizes jacobianas obtidas por meio da decomposicao de Cholesky de € sdao

dadas por:

Jyz = L7, (6.34)

Jzy =L, (6.35)

e as transformagdes do espaco Z — Y e inversa sdo dadas por:

y=Jyz.2 (6.36)

Z=Jzy.). (6.37)

A Figura 6.6 mostra as etapas da transformag¢ao composta considerando o caso em
que as variaveis aleatorias X seguem a distribui¢ao normal bivariada com correlagdo igual

a0,5.

150 £ 31 1@ 3 )
2r 2r
1F 1r

W) |G | (G
-1 1T
2t 2t

0’5_ ! 1 1 I -3 wl I ! 1 1 1 1 -3 L 1 | 1 1 l

0,5 1 156 2 3 2 19 0 1 2 3 3 2 -1 0 1 2 3

Figura 6.6 — Transformacgao das varidaveis X; e X, em variaveis normais padrao
independentes

Fonte: Adaptado Beck (2024)

De acordo com Beck (2024), a implementacdo da transformagdo composta ¢
realizada por meio das matrizes jacobianas, que sdo obtidas utilizando a regra da cadeia,

da seguinte forma:
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dy; dy; 0z (6.38)
= 5| = |5 3| = e S
0xy, 0zj 0xy|

]yx

Jo = axi] B [axi 0z; | I (6.39)
id Y 0z 0yy] ey

sendo o fato de que J,, = D™ e J,,, = (D™9)~1. As matrizes jacobianas mostradas nas

Egs. (6.34) e (6.35) e utilizando a decomposi¢ao de Cholesky, tornam-se as equagdes:

Jyx = L7t . (D), (6.40)

]xy = D" |, (6.41)

as respectivas transformagdes X — Y e Y — X sdo dadas de forma matricial por:

y = Jyelx —V7red}, (6.42)

X = Jyy ¥y + V. (6.43)

6.2.2. SORM

O SORM aproxima-se da funcdo estado limite no ponto de projeto por meio de
uma hipersuperficie quadratica. Beck (2024) afirma que esse método oferece uma boa
estimativa da probabilidade de falha quando a funcao estado limite, no espago normal
padrao, ¢ linear ou levemente nao linear na vizinhanga do ponto de projeto.

Para Beck (2024), a ndo linearidade da funcao de estado limite no espago normal
padrdo ocorre quando a transformagdo para esse espaco também ¢ ndo linear. Isto
acontece quando existe correlacao (forte dependéncia linear) entre as variaveis aleatorias
ou quando as distribui¢des de probabilidade sdo fortemente ndo normais. A curvatura da
funcdo de estado limite ¢ ajustada por meio da determinagdo de um sistema de eixos
ortogonais.

Conforme Haldar ¢ Mahadevan (2000), para calculo dessas curvaturas, as
variaveis aleatorias Y; no espaco Y sdo rotacionadas em outro conjunto de varidveis

denotadas como Y;*, tal que as ultimas variaveis desta coincidam com o vetor @, sendo
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este o vetor gradiente unitario do estado limite no ponto de distancia minima. Nesse caso,
trata-se apenas de uma transformacao de coordenadas.
Para Haldar e Mahadevan (2000), a transformag¢do do espago Y para o espago Y™

¢ uma transformacao ortogonal, dado em:

Y* = HY, (6.44)

onde H ¢ a matriz de rotacdo. Para um caso simples onde s6 existem duas variaveis

aleatorias a matriz H pode ser escrita através de:

_[cos@ sind (6.45)
—sinf cos6Y

onde 8 ¢ o angulo de rotacdo. Quando o niimero de variaveis ¢ maior do que dois a
obten¢do da matriz H ¢ dada em duas etapas. Primeiro constroi-se uma matriz H, da

seguinte forma:

1 o - 0 (6.46)
0 1 - 0
Hy =] . : b
Ay, Ay, Ay,

onde @y, , @y, ..., @y, 30 0s cossenos diretores, isto €, componentes do vetor unitario .

Na segunda etapa realiza-se uma ortogonalizacdo de Gram-Schmidt na matriz Hy que

resultara na matriz H, onde suas linhas sdo determinadas através de:

hn = h()n (6.47)

n
Me=hoe™ 2, hhT
j=k+1 17

uma vez que a matriz H ¢ obtida, os elementos da matriz A podem ser calculados por:

(HBHt) (6.48)
..:—i,'=1,2,...,7’l—1,
i = e Y
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onde B ¢ a matriz da derivada segunda n x n (matriz hessiana) da superficie de estado
limite no espago normal padrdo avaliado no ponto de projeto, como mostra a Eq. (6.49).
H é a matriz de rota¢do e |Vg(y*)| é o comprimento do vetor gradiente no espago normal

padrao.

929 (y) (©49)
0y;0y; ij=1,2,..n

B(y") = [

Ainda segundo Haldar e Mahadevan (2000), no espago rotacionado, a ultima
variavel, Y,,, coincide com o vetor 8 calculado pelo método FORM. No préximo passo, a
ultima linha e coluna da matriz A, assim como a ultima linha do vetor Y’ sdo descartadas
para considerar esse fator. Assim, o estado limite pode ser reescrito em termos da

aproximacao de segunda ordem neste espaco padrdo rotacionado, através de:

1
=Bty Ay, (€20

onde a matriz A tem agora dimensdo (n — 1) . (n — 1).
Segundo Breitung (1984), a determinacao da probabilidade de falha usando uma

aproximacao de segunda ordem ¢ dada através de:

n-1 1 (6.51)
=P [(1+8K)7
j=1

onde k; sdo as curvaturas principais da superficie de falha no ponto y* € n o numero de

variaveis aleatorias na andlise. A forma matricial da Eq. (6.51) é dada através de:

P = ®(—p) [det(l +2BM)] 2, (6.52)

onde [ ¢ a matriz identidade com dimensao n — 1.
Conforme Haldar e Mahadevan (2000), a curvatura de qualquer fungao esta ligada

as derivadas de segunda ordem em relacao as variaveis aleatdrias. Logo, o método de
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confiabilidade de segunda ordem (SORM) aprimora o resultado do FORM ao incluir

informacodes adicionais sobre a curvatura do estado limite.
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7. AVALIACAO ESTATISTICA DO ERRO DE MODELO DE
RESISTENCIA A PUNCAO

Neste Capitulo ¢ realizada uma comparacao entre os resultados experimentais das
cargas de ruptura a puncdo de lajes lisas e os estimados pelos critérios normativos
descritos no Capitulo 3. Os modelos da ABNT NBR6118 (2014) [NBR14], ABNT
NBR6118 (2023) [NBR23], ACI318 (2025), EUROCODE?2 (2023) [EC2] e FIB MC2020
(2024) Nivel I [FMCI] e Nivel II [FMCII] foram analisados. Em todos os célculos
realizados, foram removidos os coeficientes parciais de seguranca das normas e adotados
valores médios para as propriedades dos materiais, de modo a possibilitar a estimativa da

resisténcia ultima média das lajes sob pungao.

7.1. Banco de dados experimental estudado

O banco de dados adotado nesta pesquisa ¢ proveniente do dataset organizado por
Ospina et al. (2023), com resultados experimentais de 519 lajes lisas ensaiadas por varios
autores. Como o objetivo desta pesquisa ¢ identificar a influéncia da variavel erro de
modelo através da previsdo da carga de ruptura por puncao, foram eliminadas 146 lajes
que nao romperam exclusivamente por este mecanismo ou por terem valores faltantes de
fc € fy. Ainda foi realizado um ajuste dos dados de acordo com os critérios normativos.

As normas sao elaboradas para orientar projetos, e, portanto, ndo possuem uma
abrangéncia ilimitada. Geralmente, buscam atender de forma segura os casos mais
comuns na pratica. Os critérios adotados para o ajuste dos dados se referem a altura util
da laje (d), excluindo lajes com espessura inferior a 50 mm ou superior a 300 mm. De
acordo com a ABNT NBR6118 (2023), o limite minimo da resisténcia caracteristica do
concreto (f ) ¢ de 20 MPa, enquanto o limite maximo, previsto pela ACI 318 (2025), ¢
de 70 MPa. Quanto a taxa de armadura do ago (p), a norma brasileira define um valor
minimo de 0,15% e maximo de 2,00%. Considerando esses intervalos para d, f. e p,
foram descartadas mais 155 lajes, resultando em um total de 218 ensaios experimentais.
Para ampliar o conjunto de dados, foram incorporados mais 70 resultados experimentais
obtidos no Brasil por diversos pesquisadores, totalizando 288 ensaios. A Tabela 7.1
apresenta as referéncias estudadas, o nimero de ensaios e as lajes analisadas nesta

pesquisa.
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Tabela 7.1— Descrigao do banco de dados

REFERENCIA NUMERO LAJES
DE ENSAIOS
Branco (2022) 8 L1A, LIB, LIC, L2A, L2B, L2C, L3B,
L3C
Liberati (2019) 3 LR A,LR B,LR C
Marques (2018) 1 LR
Shu et al. (2017) 3 PG1, PT32, AM04
Ospina et al. (2015) 1 3
Clement et al. (2014) 2 PG19, PG20
Costa et al. (2012) 6 L1,L2,L3,L4,L6,L7
Lips et al. (2012) 4 PL1, PV1, PL3, PL5
Sagaseta et al. (2011) 6 PT21, PT22, PT23, PT31, PT32, PT33
Damasceno (2007) 8 L1A, L2A, L3A, L4A, L1B, L2B, L3B,
L4B
Carvalho (2006) 3 L1,L2,L3
Ferreira (2006) 12 Lla, L1b, Llc, L2a, L2b, L2¢, L3a, L3b,
L3c, L4a, L4b, L4c,
Ozden et al. (2006) 1 NR1EOFO
Vilhena et al. (2006) 6 L1A,L1B, L3A,L3B, L5A,L5B
Guandalini (2005) 5 PG-1, PG-5, PG-6, PG-7, PG-10
Birkle (2004) 3 1,7,10
Borges (2004) 8 L42, L42A, L45, 146,141, L41A,
L43A, L44
Timm (2004) 3 Ti-1A, Ti-2A, Ti-3A
Oliveira et al. (2003) 15 Lla, L1b, Llc, L2a, L2b, L2¢c, LL3a L3b,
L3c, L4a, L4b, L4c, L5a, L5b, L5c
Ospina et al. (2003) 2 SR-1, ER1-VS
Li (2000) 4 P100, P150, P200, P300
Matthys e Taerwe (2000) 3 R1',R2, R3
McHarg et al. (2000) 1 NU
Ozawa et al. (2000) 4 LA1, LA21,LA22,LB1
Ghannoum (1998) 4 S1-U, S1-B, S2-U, S3-U
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Continuagao da Tabela 7.1

REFERENCIA NUMERO LAJES
DE ENSAIOS
Sistonen et al. (1997) 10 L1,L2,L3,L4,L5 Le,L7,L8, L9, L10
Ramdane (1996) 7 12, 14, 21, 23, 25, 26, 27
Banthia et al. (1995) 1 v
Urban (1994) 3 Pm 1/1-1.5,Pd 1/1-1.5, P 1/2-1.5
Theodorakopoulos e Swamy 4 FS-1, FS-8, FS-10, FS-19
(1993)
Tomaszewicz (1993) 2 ND65-1-1, ND65-2-1
Alexander e Simmonds 6 P11S150, P38S150, P19S150, PI9RE,
(1992) PI19RC, P19RB
Marzouk e Hussein (1991) 10 HS2, HS3, HS5, HS6, HSS, HS13,
HS14, HS15, NS1, NS2
Gardner (1990) 7 8,9,10,13,15,25,27
Lovrovich e Mclean (1990) 4 F2, F3, F4, F5
Rankin e Long (1987) 3 2C, 3C, 4C
Regan (1986) 22 /1,172, 1/6, 11/1, 11/2, 11/3, 11/4, 11/5, 11/6,
/1, U1/3, /s, 116, 1v/1, 1vV/2, 1V/3,
Iv/4,V/1,V/2,V/3,V/4,V/5
Regan (1984) 11 1,2,3,4,5,8,9,10, 11, 15, 17
Schaefers (1984) 1 0
Swamy e Ali (1982) 1 S-1
Pralong et al. (1979) 1 P5
Ladner et al. (1977) 4 6,7,10, 11
Pralong et al. (1977) 1 P2
Criswell (1974) 4 S2150-1, S2150-2, S4150-1, S4150-2
Ladner (1973) 1 M
Nylander e Sundquist (1972) 4 B1,B2,C2,C1
Regan (1984) 11 1,2,3,4,5,8,9,10, 11, 15, 17
Schaefers (1984) 1 0
Swamy e Ali (1982) 1 S-1
Pralong et al. (1979) 1 P5
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Continuagao da Tabela 7.1

REFERENCIA NUMERO LAJES
DE ENSAIOS
Ladner et al. (1977) 4 6,7,10,11
Pralong et al. (1977) 1 P2
Criswell (1974) 4 S2150-1, S2150-2, S4150-1, S4150-2
Ladner (1973) 1 M
Nylander e Sundquist (1972) 4 B1,B2,C2,C1
Hawkins et al. (1971) 2 8,9
Schaeidt ef al. (1970) 1 P1
Vanderbilt (1972) 11 Al1/T2, A2/M2, A2/M3, A2/T1, A2/T2,
A3/M3, A4/MI1, A4/M2, A4/M3,
A4/T1, A4/T2
Manterola (1966) 9 P1-S1, P2-S1, P3-S1, PI-S2, P2-S2, P3-
S2, P1-S3, P2-S3, P3-S3
Taylor e Hayes (1965) 2 282, 283
Moe (1961) 6 S1-60, S1-70, S3-70, S5-60, R1, R2
Kinnunen e Nylander (1960) 10 IAI5a-5, IAISa-6, IAISc-11, IAISc-12,
[1A30a-24, 1A30a-25, IA30d-32, IA30d-
33, 1A30e-34, IA30e-35
Base (1959) 8 A,B,C,D,E, F,G H
Rosenthal (1959) 1 /4
Elstner e Hognestad (1956) 4 A-1b, A-1c, A-1d, A-4
Richart e Kluge (1939) 11 2-in. Disk 1, 2-in. Disk 2, 6-in. Disk 1,
6-in. Disk 2, 6-in. Plaster 1, 6-in.
Plaster 2, 14-in. Disk 1, 14-in. Ring 1,
14-in. Ring 2, 6-in. Ring 1, 6-in. Ring 2
TOTAL 288 -

O Apéndice 1 apresenta as cargas de ruptura experimentais e os principais dados
das 288 lajes estudadas nesta Tese. Além disso, informag¢des mais detalhadas sobre as

lajes analisadas nesta etapa podem ser obtidas diretamente dos trabalhos referenciados.
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7.2. Caracterizagao das variaveis de entrada

As varidveis de entrada desempenham um papel fundamental na qualidade das
analises e na previsdo e precisdo dos resultados obtidos. Elas representam as principais
caracteristicas fisicas e mecanicas das lajes e dos materiais, influenciando diretamente o
comportamento estrutural e a resposta aos critérios normativos. A escolha adequada e a
correta defini¢do dessas varidveis sdo essenciais para garantir que o modelo estatistico
seja capaz de representar as relagdes significativas entre os parametros e o desempenho
experimental observado. A partir do banco de dados composto por 288 ensaios

experimentais, sao apresentadas as varidveis de entrada do problema, listadas na Tab. 7.2.

Tabela 7.2 — Variaveis de entrada do banco de dados

Variavel Descricao
d altura util das armadurasem X e Y.
b largura do pilar
fe resisténcia média a compressao do concreto
fy tensdo de escoamento média do ago
p taxa de armadura longitudinal médiaem X e Y
Ty vao de cisalhamento

Fonte: Autora

Uma analise exploratéria do conjunto de dados dos ensaios experimentais foi
realizada por meio de scripts elaborados na linguagem de programacao R, com o objetivo
de caracterizar estatisticamente as variaveis do estudo. Foram calculados a média (X), a
mediana (Md) o desvio-padrao (s), o coeficiente de variagao (CV), o maximo (Max.) € o
minimo (Min.) da amostra, assim como, os coeficientes de assimetria (g4) € curtose (g5).
Esses parametros estatisticos permitem compreender a dispersdo, a tendéncia central e a

forma de distribui¢do dos dados, e estao apresentados na Tab. 7.3.
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Tabela 7.3 — Medidas resumo das variaveis de entrada

Variaveis  Min. X Md Max. s cv 91 92

b (mm) 51,000 183,300 150,000 901,00 114,450 0,624 3,089 14,821
d (mm) 53,500 116,300 107,000 353,00 44,925 0,386 1,613 3,656

p 0,003 0,011 0,011 0,02 0,004 0,344 0,177 -0,529
fe MPa) 20,000 35,100 32,160 70,00 11,518 0,328 1,179 0,855
fy (MPa) 250,000 503,400 490,000 773,00 125,027 0,248 0,076 -0,238
s (mm) 75,000 686,900 686,000 1725,00 296,026 0,431 0,329 0,330

Fonte: Autora

A anélise exploratdria mostrada na Tab. 7.3 serve para resumir, identificar padrdes
e detectar tendéncias no conjunto de dados. Os valores minimos ¢ maximos indicam a
amplitude de variagdo de cada varidvel. Nota-se que, para todas as varidveis do estudo,
com excec¢do de p, a média € superior & mediana, o que indica assimetria positiva, ou
seja, os valores em niveis mais baixos estdo mais concentrados € os maiores mais
dispersos. O coeficiente de variagdo mostra que todas as variaveis apresentam bastante
variabilidade relativa, sendo a varidvel b a que possui a maior variabilidade. Os
coeficientes de assimetria confirmam a predominancia de distribuigdes assimétricas a
direita em todas as varidveis, embora as distribuigdes de p, f,, € 7, possam ser
consideradas simétricas pelos baixos valores assumidos. Considerando o coeficiente de
curtose: b, d, f. e ry indicam uma distribui¢do leptocutica (distribui¢do com caudas
pesadas), e as varidveis p e f,, possuem uma distribui¢do platicurtica (distribui¢do com
caudas leves).

As Figuras. 7.1, 7.2 e 7.3 representam os histogramas das variaveis de entrada do
banco de dados, permitindo uma visualizagao complementar da forma e da dispersao das

distribuigdes.
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O comportamento dos histogramas das variaveis de entrada, obtidos a partir dos
288 ensaios experimentais das lajes lisas, evidencia distribui¢cdes com assimetria a direita,
0 que esta de acordo com os valores do coeficiente de assimetria (g,) da Tab. 7.3.
Observa-se que, em geral, hd maior concentragcdo de dados proximos aos menores valores
de cada variavel e caudas alongadas a direita, indicando a presenga de poucos valores
mais elevados que aumentam a média.

Na Figura 7.1, observa-se que as variaveis b e d apresentam uma forte
concentragdo de frequéncia nos menores intervalos de valores, com decréscimo
acentuado a medida que a variavel aumenta. Esse comportamento reforca a existéncia de
distribuicdes assimétricas a direita, tipicas de conjuntos de dados onde predominam
dimensodes reduzidas de pilares e menores alturas uteis.

Na Figura 7.2, referente as varidveis f, e f,, nota-se para f;, comportamento
semelhante, sendo a distribuicao de f. mais acentuadamente assimétrica. Ja a distribuicao
de f, se mostra diferente, apresentando uma leve assimetria com um pico bem definido.

Na Figura 7.3, as varidveis p e 1, também apresentam picos bem definidos, na
distribuigdo de p, as classes em torno do valor médio apresentam grande frequéncia. Ja a
distribuicdo de 7y apresenta um unico pico bem definido e uma cauda a direita muito
levemente mais alongada.

Para complementar a analise das variaveis de entrada e identificar possiveis
valores discrepantes (outliers), sao ilustrados os boxplots nas Figs. 7.4, 7.5 e 7.6, que

permitem uma visualizagdo mais clara da dispersdo e dos limites das amostras.
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Figura 7.4 — Boxplots das varidveis b e d

Fonte: Autora
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O boxplot € uma ferramenta grafica que facilita a visualizagdo da distribui¢do dos
dados e a identificacao de valores discrepantes (outliers), oferecendo uma abordagem
complementar para a analise estatistica descritiva. Observa-se nas Figs. 7.5 (b) e 7.6 (a)
que ndo ha valores discrepantes para as duas varidveis correspondentes, indicando que

seus valores minimo e maximo permanecem dentro dos limites esperados.



108

Por outro lado, as demais varidveis apresentam pontos fora dos limites superiores,
que correspondem a outliers identificados a partir do intervalo interquartilico, definido
pela diferenca entre o primeiro e o terceiro quartil. Em particular, as Figs. 7.4 (b) ¢ 7.5
(a) possuem muitos outliers, indicando que uma parte significativa dos dados esta

afastada de maneira consideravel do padrdo geral da distribuicao.

7.3. Caracterizacao das variaveis de saida

As variaveis de saida representam os resultados estimados pelos diferentes
critérios normativos da resisténcia a pungdo e servem como referéncia para avaliar o
desempenho preditivo de cada modelo. A variavel erro de modelo ¢ expressa pela razao
entre a resisténcia experimental e a resisténcia tedrica prevista, permitindo quantificar o
grau de concordancia entre os valores observados e os estimados. A andlise dessas
varidveis possibilita identificar tendéncias sistematicas de superestimagdo ou
subestimac¢ao das normas. Dessa forma, a caracterizagao das variaveis de saida € essencial
para a validacdo dos modelos normativos € para a compreensio do comportamento
estrutural real das lajes lisas submetidas a pungao.

No processo de analise do erro de modelo, os valores dos critérios normativos de
resisténcia sdo definidos sem a aplicagao dos coeficientes parciais de seguranca, uma vez
que esses coeficientes tém a funcao de introduzir margens de seguranca nas estruturas
durante a fase de projeto. Além disso, a capacidade de resisténcia dos elementos ¢
determinada com base em valores médios de resisténcia das variaveis empregadas nos
experimentos. Assim, a variavel aleatoria referente ao erro de modelo ¢ expressa através

da Eq. (4.3) e os critérios normativos estdo resumido na Tab. 7.4.
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Tabela 7.4 — Equagdes para determinagao da resisténcia a puncao das lajes lisas sem

armadura de cisalhamento de acordo com os critérios normativos

NORMAS MODELOS DE CALCULO
NBR6118 Viuner = 0,18£3/100p,f; u. d

Para a versao NBR23 considerar:
Fator de escala

200
E=1+ TSZ

Taxa de armadura
PL= /Px- py <=2%
”
Vmaci = A M/ Tz bod

1
ACI318 min.{ Vmaci =g (1 + [—),) A/ bod
1 asd
| Vmact =5 (2 + ﬁ) ATz bod

Vinrmc = KW\/E by d,

onde: Ky para seu valor médio, os coeficientes 1,5 € 0,9,

devem ser substituidos por 4/3 e 15/32 respectivamente:

K 1
W= L 15
3 t35 Kqg'Pd
FIB MC2020
Para o nivel I de aproximacao a rotacgao é:
152 5y
d E;
Para o nivel II de aproximagao a rotacao ¢:
1,5
rs fy ( S) ’
Y=1,
d E
1
dag\3
EUROCODE2 Vigecz = 0,6 .kyp | 100p, fcd— bys.d
v

Fonte: Autora

As variaveis de saida do problema sdo: resisténcia experimental (V. ), resisténcia

do modelo de calculo (V;,) e erro de modelo (E,, ). Seus resultados sao representados no

Apéndice 2 e um resumo das estatisticas estdo expostas na Tab. 7.5.
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Variaveis Min. X Md Max. s cv g1 g2
Vexp (KN) 60,00 385,40 286,50 2491,00 31585 0,82 2,73 10,34
Vinngria (kKN) 69,11 386,62 299,00 2488,28 289,60 0,75 2,77 11,71
Vinnprzs (kKN) 47,55 346,39 255,27 248828 29846 0,86 2,80 11,45
Vinrmcr (kN) 62,47 323,57 255,45 207196 241,06 0,74 2,51 10,65
Vinrmcen (KN) 71,89 415,41 309,33 3432,01 360,76 0,87 3,25 17,93
Vinecz (KN) 59,91 366,19 291,25 2291,39 27494 0,75 247 9,65
Vinacrzis (kN) 4534 29529 211,16 1919,59 25543 0,87 2,36 7,48
E NBR14 0,58 0,98 0,97 2,15 0,19 0,20 1,14 496
Erm NBR23 0,69 1,17 1,14 2,37 0,26 0,22 1,13 2,97
Emrmci 0,52 1,21 1,19 2,10 0,31 0,26 029 -0,17
Em rmcr 0,42 0,98 0,97 1,74 0,23 0,23 0,17 0,13
EmEc 0,58 1,06 1,05 2,17 0,22 0,21 0,68 1,77
En aci3is 0,66 1,42 1,39 2,69 0,37 0,26 0,45 0,17

Fonte: Autora

Ao analisar os resultados da Tab. 7.5, observa-se que as médias de todas as
variaveis de saida sdo superiores a mediana, o que indica uma distribui¢ao assimétrica a
direita, o que também ¢ demonstrado pelos valores positivos do coeficiente de assimetria
(g1)- Entretanto, algumas distribui¢cdes podem ser consideradas simétricas pelos baixos
resultados dos coeficientes amostrais (Ep, pycr> > Emrmcir € Emoacizig). Os valores de
desvio padrao (s) e coeficiente de variagdo (cv) evidenciam elevada dispersdao dos dados,
especialmente nas resisténcias normativas.

Em relacdo aos erros de modelo (E,,), verifica-se que, em média, os modelos das
normas ACI318, FMCI, NBR23 apresentam valores médios superiores a unidade,
caracterizando comportamento conservador, ou seja, uma subestimacao da resisténcia
teorica em relagdo a experimental. Por outro lado, as normas NBR14, FMCII e EC2
tendem a apresentar resultados médios menos conservadores.

Além disso, os altos valores de curtose (g,) observados nas variaveis de
resisténcia do modelo normativo indicam distribui¢des com caudas pesadas, sugerindo a

existéncia de valores extremos que podem influenciar as médias. A Fig. 7.7 apresenta os
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boxplots dos erros de modelo para cada critério normativo, permitindo uma anélise visual

mais detalhada da dispersdo dos dados e da presenga de outliers.
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Figura 7.7 — Boxplots dos erros de modelo segundo os critérios normativos

Fonte: Autora

Observa-se que os modelos FMCI e ACI318 apresentam maior amplitude
interquartilica, indicando maior dispersdo dos erros em torno da mediana. Em
contrapartida, os modelos NBR14, NBR23 ¢ EC2 concentram um numero mais elevado
de valores extremos, o que também evidencia maior variabilidade, embora associada
principalmente a presenca de outliers. J& o modelo FMCII tende a apresentar menor
dispersao, sugerindo previsdes mais consistentes. Nota-se ainda que, para a maioria dos
modelos, a mediana se encontra proxima ou ligeiramente abaixo da unidade, refor¢ando
a tendéncia de comportamento conservador identificada nas andlises estatisticas.

Essa analise grafica complementa as medidas estatisticas apresentadas na Tab.
7.5, reforcando a importancia de avaliar ndo apenas medidas de tendéncia central, mas
também a distribui¢do e dispersdo dos erros de modelo para a validagdo dos critérios
normativos.

Por meio do conjunto de dados analisados nesta pesquisa, foi possivel identificar
que as lajes lisas sdo apoiadas em 146 pilares quadrados (S), 91 circulares (C) e 51
retangulares (R) e com modo de ruptura por puncdo. Para analisar o comportamento do
erro de modelo das lajes lisas em funcao da secdo transversal do pilar, foram elaborados

boxplots, conforme ilustrado na Fig. 7.8.
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Com base nos resultados apresentados na Fig. 7.8, percebe-se que os erros de
modelo das lajes lisas apoiadas sobre pilares quadrados apresentam maior variabilidade
em comparagdo aos pilares retangulares e circulares, o que ¢ evidenciado pela maior
amplitude interquartilica e pela presenca mais expressiva de valores discrepantes.

Além disso, em todos os casos, os erros de modelo para os pilares quadrados
possuem outliers acima do limite superior, indicando que, para esse formato de pilar,
algumas lajes apresentaram valores de resisténcia experimental acima do previsto pelo
modelo de célculo.

Para os modelos FMCI e FMCII, observa-se que a dispersdo dos erros se mantém
relativamente semelhante entre pilares quadrados, retangulares e circulares. Esse
comportamento indica que esses modelos apresentam menor dependéncia da geometria
da secdo transversal, sugerindo uma maior estabilidade preditiva em relagdo a forma do
pilar. Nota-se também que o FMCII apresenta dispersdao mais reduzida nestes resultados,
enquanto o FMCI mantém uma variabilidade um pouco maior.

Quanto aos resultados da NBR14 e NBR23, observa-se que, para pilares
retangulares, a dispersdo dos dados é menor em comparacao as demais geometrias, com
medianas, quartis e limites apresentados em intervalos relativamente proximos. Esse

comportamento sugere menor variabilidade dos erros de modelo para essa configuragao.

7.4. Erro de modelo para previsao de resisténcia a punc¢ao de lajes lisas
conforme a NBR6118

Com o objetivo de comparar os critérios de dimensionamento estabelecidos pela
ABNT NBR6118 (2014) e pela ABNT NBR6118 (2023), tanto entre si quanto em relagdo
aos resultados experimentais, foi realizada uma andlise baseada na razao entre as forcas
de ruptura obtidas nos ensaios e as forcas resistentes calculadas (Vexp/ Vi npri)- Para
efeitos de comparacdo, as cargas experimentais e previstas foram determinadas e sdo

apresentadas na Fig. 7.9.
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Fonte: Autora

A Figura 7.9 apresenta um pairplot, o qual pode ser interpretado como uma matriz
simétrica de graficos. Na diagonal principal, sdo exibidos histogramas das varidveis
analisadas, enquanto nas demais células sdo mostradas as correlacdes de Pearson e os
respectivos diagramas de dispersao.

Observa-se, pelos diagramas de dispersdo e pelos coeficientes de correlagdo, que as
cargas experimentais ( V,,,) apresentam forte correlagdo positiva com os valores normativos
(Vin.nBr) Obtidos segundo as versoes de 2014 ¢ 2023 da NBR6118, com coeficientes iguais a
0,97 em ambos os casos. Por outro lado, as relagcdes envolvendo o erro de modelo (E,,;)
apresentam correlagdes baixas, indicando que sua variabilidade ndo estd diretamente

associada as intensidades das cargas experimentais ou teoricas. Dessa forma, ambas as
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versoes da norma mostram desempenho semelhante no ajuste das cargas resistentes, embora
o comportamento do erro de modelo apresente menor correlagao.

Na Fig. 7.10 ¢ apresentada uma analise adicional de correlagao bivariada entre as
variaveis de entrada e de saida. A inferéncia sobre os coeficientes de correlagdo foi
conduzida considerando um nivel de significancia de 5%, de modo que valores de p

inferiores a 0,05 sdo considerados estatisticamente significativos.
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Figura 7.10 — Correlagdo entre variaveis de entrada e saida (NBR14 e NBR23)

Fonte: Autora
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A Figura 7.10 é uma representacdo grafica que mostra as correlagdes entre as
variaveis do estudo de forma clara e objetiva. Ao analisar a figura, observa-se uma
correlagio forte e positiva entre as resisténcias do modelo (Vy, ygr) € as resisténcias
experimentais (Vzxp), 0 que evidencia uma boa capacidade das equagdes normativas em
representar o comportamento real das lajes submetidas a pung@o. Além disso, nota-se uma
correlagdo igualmente elevada entre Ve, Vi, ypre a altura util da laje (d), sugerindo que
essa variavel exerce influéncia significativa na resisténcia a pun¢ao em ambas as versdes
da norma.

No caso do erro de modelo (E, ypr), Observa-se que, para a versdo de 2014 da
norma, a variavel V., apresenta correlagdes moderada e fraca, respectivamente,
estatisticamente significativa, com p-valor igual a 1,31 X 1077, J4 na versdo de 2023,
verifica-se que a correlacdo entre Ej, ypro3 € as demais varidveis, indicam uma fraca ou
inexistente associagado linear. Esse comportamento sugere que a NBR23 apresenta menor
dependéncia as variaveis analisadas, possivelmente em razdo das modificacdes
introduzidas nas expressdes normativas, que resultaram em um desempenho mais
homogéneo entre os parametros de entrada.

Com o intuito de complementar a analise estatistica dos erros de modelo, as Tabs.
7.6 e 7.7 apresentam os resultados dos testes de aderéncia aplicados as variaveis Ey, ygria
e E nBr23. Tespectivamente. Foram avaliadas quatro distribui¢des de probabilidade:
Normal, Lognormal, Gama e Weibull por meio dos testes Kolmogorov—Smirnov,

Anderson—Darling e Cramér—von Mises, considerando nivel de significancia de 5%.

Tabela 7.6 — Resultados dos testes de aderéncia para NBR 14

Kolmogorov Smirnov ~ Anderson Darling Cramer-von Mises

Distribuicdes Estatistica  p-valor  Estatistica p-valor Estatistica p-valor

de teste de teste de teste
Normal 0,0585 0,2770 1,8754 0,1077 0,3011 0,1342
Lognormal 0,0702 0,1169 1,6829 0,1383 0,2756 0,1586
Gama 0,0616 0,2244 1,5671 0,1613 0,2555 0,1815

Weibull 0,0737 0,0873 3,4686 0,0159 0,3243 0,1156

Fonte: Autora
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Tabela 7.7 — Resultados dos testes de aderéncia para NBR23

Kolmogorov Smirnov ~ Anderson Darling Cramer-von Mises

Distribui¢des Estatistica  p-valor  Estatistica p-valor Estatistica p-valor
de teste de teste de teste

Normal 0,0749 0,0793 2,7633 0,0362 0,4544 0,0520

Lognormal 0,0513 0,4341 1,0447 0,3346 0,1655 0,3457

Gama 0,0524 0,4075 1,4050 0,2009 0,2252 0,2235

Weibull 0,1043 0,0038 6,4598 0,0006 0,7349 0,0104

Fonte: Autora

Na Tabela 7.6 (NBR14), os testes indicam que ndo foram encontradas evidéncias
de que os dados ndo sigam as distribuigdes Normal, Lognormal e Gama, que apresentam
p-valores maiores do que 0,05, enquanto a Weibull ¢ rejeitada pelo Anderson—Darling.
Ja na Tabela 7.7 (NBR23), observa-se comportamento distinto: ndo foram encontradas
evidéncias de que os dados ndo seguem as distribui¢des Lognormal e Gama, enquanto o
ajuste a Weibull ¢ rejeitado por todos os testes e a Normal € rejeitada pelo teste Anderson
Darling. Esses resultados evidenciam uma mudanca no padrao de distribui¢do dos erros
de modelo entre as versdes da norma, possivelmente associada as modificagdes na
expressdo de calculo do modelo adotada em 2023. Na Tab. 7.8 sdo apresentados os
critérios de informagao (AIC/BIC) para a NBR14 ¢ NBR23 com o objetivo de identificar

a distribuicao de probabilidade que melhor se ajusta aos dados.

Tabela 7.8 — Comparativo dos critérios de informagao (AIC e BIC) das distribuicdes
ajustadas as normas NBR14 e NBR23

Distribui¢des NBR14 NBR23
AlIC BIC AIC BIC
Normal -123,5857  -116,2598 40,5113 47,8372
Lognormal  -149,8545  -142,5285 3,7587 11,0846
Gama -146,4739  -139,1480 10,5431 17,8690

Fonte: Autora

Para ambos os critérios, menores valores indicam melhor ajuste do modelo aos
dados. Na Tab. 7.8 observa-se que no caso da NBR14, a distribui¢cdo Lognormal apresenta

os menores valores de AIC e BIC, confirmando seu melhor desempenho em relagdo as
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demais. J4 para a NBR23, embora todas as distribui¢cdes apresentem valores positivos, a
Lognormal novamente se destaca, exibindo os menores AIC e BIC, seguida pela
distribuicdo Gama. Esses resultados refor¢am as conclusdes obtidas pelos testes de
aderéncia, evidenciando que, nas duas versdes da norma, as distribui¢des assimétricas em
especial a Lognormal descrevem de forma mais adequada o comportamento estatistico
dos dados. Para complementar essa andlise ¢ mostrado na Fig. 7.11 o Q-Q plot das

melhores distribuigdes analisadas.

Distribuigdo Normal

Distribui¢do Lognormal

Distribuigdo Gama

Figura 7.11 — Q-Q plot das melhores distribuicdes da NBR14 ¢ NBR23

Fonte: Autora
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Os graficos de Q—-Q Plots da Figura 7.11 ilustram a aderéncia visual das
distribuicdes Normal, Lognormal e Gama aos dados dos erros de modelo das normas
NBR14 ¢ NBR23. Cada ponto nos graficos representa um quantil amostral em relagdo ao
quantil tedrico da distribui¢do ajustada, e a linha vermelha indica o ajuste perfeito. Em
ambas as normas, os dados se afastam de uma distribuicdo Normal nos extremos (valores
menores e valores maiores), se afastam de uma distribuicdo Lognormal para valores

maiores (na norma NBR23 com menos intensidade) e se afastam de uma distribuicdo
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Gama para valores menores. Esses graficos reforcam visualmente que as distribui¢des
assimétricas, especialmente a Lognormal, representam de forma mais adequada os erros

de modelo para ambas as versdes da norma.

7.5. Erro de modelo para previsao de resisténcia a pungao de lajes lisas
conforme a ACI318

De acordo com o modelo de previsdo de resisténcia a pungdo proposto pela
ACI318 (2025), foi realizada uma andlise baseada na razao entre as forcas de ruptura
obtidas nos ensaios e as forgas resistentes calculadas. Para fins de comparac¢ao, as cargas

experimentais e previstas foram determinadas e sdo apresentadas na Fig. 7.12.
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Figura 7.12 — Comparagdo entre E;, € as cargas Vo, € Vi, (ACI318)

Fonte: Autora

O resultado do modelo de calculo da ACI318, apresentado na Fig. 7.12, mostra
uma dispersdao ndo muito acentuada ao redor da linha ideal entre as resisténcias reais e
previstas para os conjuntos de dados, dessa forma, ¢ perceptivel a forte e significativa
correlagio (p-valor = 2,2 e 16 ) existente entre essas varidveis. Além disso, observa-se
uma correlagdo fraca entre 0 Ej; 4c1318 € 0 Vi acr31s» € estatisticamente significativa, com
p-valor = 1,345 e~1°, A Fig. 7.13 representa graficamente as correlagdes em pares entre

os parametros, cada um associado a um coeficiente de correlagdo correspondente.
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Na Figura 7.13, observa-se uma correlagdo moderada e significativa (p-valor =

2,2 e71%) entre a taxa de armadura (p) e o erro do modelo (Ep, 4¢ci318)- A correlagdo

observada pode ser atribuida a auséncia da contribui¢ao da armadura de flexao no modelo

de célculo da norma. Além disso, nota-se uma correlacdo moderada entre b ¢ as variaveis

Vexp» d € Vi aci318, € uma correlago forte entre V., d e Vi, 4cr31s-

Para complementar a analise das correlagdes observadas na Fig. 7.13, a Tab. 7.9

apresenta os resultados dos testes de aderéncia aplicados aos erros do modelo da ACI318.

Tabela 7.9 — Resultados dos testes de aderéncia para ACI318

Kolmogorov Smirnov ~ Anderson Darling Cramer-von Mises
Distribuicdes Estatistica  p-valor  Estatistica p-valor Estatistica p-valor
de teste de teste de teste
Normal 0,0603 0,2461 0,8369 0,4551 0,1361 0,4351
Lognormal 0,0506 0,4521 0,8321 0,4583 0,1142 0,5198
Gama 0,0369 0,8270 0,3084 0,9316 0,0509 0,8713
Weibull 0,0826 0,0393 2,1226 0,0788 0,3272 0,1135

Fonte: Autora
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Observa-se na Tab. 7.9 que as distribui¢des Normal, Lognormal e Gama foram
consideradas adequadas para representar os dados, visto que os testes estatisticos ndo
apontaram evidéncias de ndo conformidade dessas distribuicdes. Enquanto a Weibull
apresenta rejeicao pelo Kolmogorov—Smirnov, evidenciando inadequacao para descrever
o comportamento dos erros de modelo. Esses resultados reforgam que os erros do modelo
da norma ACI318 sao influenciados pela ndo considera¢ao da contribuicao da armadura
de flexao no calculo do modelo. Na Tab. 7.10 sdao apresentados os critérios de informagao

(AIC/BIC) para a ACI318.

Tabela 7.10 — Critérios de informagao (AIC e BIC) das distribui¢des ajustadas para a

norma ACI318
Distribuigdes AIC BIC
Normal 250,1322 257,4581
Lognormal 242.5268 249,8527
Gama 238,8132 246,1391

Fonte: Autora

A Tabela 7.10 apresenta os valores dos critérios de informagao AIC e BIC obtidos
para as distribui¢cdes Normal, Lognormal e Gama ajustadas aos dados referentes a norma
ACI318. Observa-se que a distribuigdo Gama apresenta os menores valores de AIC e BIC,
indicando o melhor ajuste aos dados entre as distribui¢des avaliadas. A distribui¢do
Lognormal ocupa uma posicao intermediaria. J4 a distribui¢do Normal apresenta os
maiores valores de ambos os critérios, evidenciando menor capacidade de representar
adequadamente o comportamento dos dados analisados. Como complemento, a Fig. 7.14

apresenta o Q-Q plot das distribuigdes que apresentaram melhor desempenho.
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Figura 7.14 — Q-Q plot das melhores distribui¢des da ACI3 18

Fonte: Autora
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A Figura 7.14 apresenta os Q-Q plots das distribuicdes Normal, Lognormal e
Gama ajustadas aos dados da norma ACI318, permitindo avaliar visualmente a qualidade
do ajuste entre os quantis teoricos e amostrais. Observa-se que a distribuicio Gama
apresenta o melhor alinhamento dos pontos em relacdo a reta de referéncia ao longo de
toda a faixa de valores, indicando elevada aderéncia aos dados. A distribui¢ao Lognormal
também apresenta bom ajuste, embora com pequenas discrepancias nos quantis extremos.
E a distribui¢ao Normal evidencia desvios mais perceptiveis nas caudas, sugerindo menor

capacidade de representar o comportamento dos dados.

7.6. Erro de modelo para previsao de resisténcia a punc¢ao de lajes lisas
conforme a FIB MC2020

A resisténcia a pun¢do segundo o modelo da FIB MC2020 (2024) foi calculada a
partir das equagdes apresentadas na Tab. 7.4. Para o calculo da rotagao das lajes, foram
adotados os niveis de aproximagao I e II, conforme previsto pela norma. Um resumo das
estatisticas obtidas para esta norma e por cada nivel pode ser visualizado na Tab. 7.5. As
Figs. 7.15 e 7.16 apresentam pairplots que ilustram a relagdo entre as forgas

experimentais, forgas calculadas e o erro de modelo para os niveis I e II da FIB MC2020.
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Nas Figuras 7.15 e 7.16, observa-se para o nivel I uma correlagdo forte entre as
cargas experimentais e calculadas (0,92), enquanto a correlacdo entre o erro do modelo e
as variaveis Voxp € Vi pyer € fraca, embora estatisticamente significativa (p-valor <
0,001). No nivel II, o modelo apresenta desempenho ligeiramente superior, com
correlagdo de 0,94 entre V., € Vippmcn, indicando boa aderéncia entre os valores
previstos € experimentais. As correlagdes fracas entre Ey, pyc; € as demais variaveis
sugerem que os erros de modelo estao distribuidos de forma independente, o que reforca
a consisténcia e a estabilidade do modelo proposto pela FIB MC2020 nos dois niveis de
aproximagdo. A Fig. 7.17 complementa essa andlise ao representar graficamente as
correlacdes entre as varidveis do modelo, permitindo uma visualizacdo mais clara das

relacdes observadas.
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Fonte: Autora

Na Figura 7.17 sdo apresentadas as matrizes de correlag@o entre as variaveis de
entrada e saida do modelo da FIB M(C2020, considerando separadamente os niveis de
aproximacao I (FMCI) e II (FMCII). De modo geral, observa-se comportamento
semelhante entre os dois niveis. Observa-se, em ambos os niveis, que existe forte
correlagdo entre as cargas experimentais (V,,,) € as calculadas (V,,), com coeficientes

proximos de 0,9, confirmando a boa capacidade preditiva do modelo. As variaveis
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geométricas, em especial a espessura efetiva da laje (d) e a largura do pilar (b), também
exibem correlacdo significativa com V,,, destacando sua influéncia direta na resisténcia a
puncgdo estimada pelo modelo. Por outro lado, as propriedades mecanicas do material (f,
€ f,) € a taxa de armadura (p) apresentam correlagdes fracas, indicando menor impacto
dessas variaveis na resposta do modelo. O erro do modelo (E,,) mostra baixa correlagdo
com as varidveis de entrada em ambos os niveis, o que sugere auséncia de dependéncia
linear significativa e refor¢a a consisténcia estatistica das previsdes tanto para o FMCI
quanto para o FMCIL.

As Tabelas 7.11 e 7.12 apresentam os resultados dos testes de aderéncia aplicados
aos erros do modelo da FIB MC2020, correspondentes aos niveis de aproximagao I e II,
respectivamente. Para cada distribui¢do avaliada (Normal, Lognormal, Gama e Weibull)
sao apresentados os valores das estatisticas de teste e os respectivos p-valores, permitindo

avaliar a adequagao entre os dados observados e os modelos tedricos assumidos.

Tabela 7.11 — Resultados dos testes de aderéncia para FMCI

Kolmogorov Smirnov ~ Anderson Darling Cramer-von Mises

Distribuigdes Estatistica ~ p-valor  Estatistica p-valor Estatistica p-valor
de teste de teste de teste

Normal 0,0426 0,6718 0,4752 0,7721 0,0645 0,7859

Lognormal 0,0420 0,6897 1,0138 0,3501 0,1271 0,4678

Gama 0,0287 0,9717 0,3027 0,9361 0,0395 0,9362

Weibull 0,0583 0,2815 1,4512 0,1886 0,2237 0,2259

Fonte: Autora

Tabela 7.12 — Resultados dos testes de aderéncia para FMCII

Kolmogorov Smirnov ~ Anderson Darling Cramer-von Mises

Distribuigdes Estatistica  p-valor  Estatistica p-valor Estatistica p-valor

de teste de teste de teste
Normal 0,0357 0,8565 0,3774 0,8708 0,0549 0,8464
Lognormal 0,0687 0,1319 1,8851 0,1064 0,2952 0,1395
Gama 0,0611 0,2317 1,0094 0,3523 0,1729 0,3269

Weibull 0,0553 0,3417 1,7471 0,1271 0,2331 0,2115

Fonte: Autora
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No nivel de aproximacdo I (Tab. 7.11), observa-se que as distribui¢des Gama e
Normal apresentaram p-valores superiores ao nivel de significancia adotado nos testes
realizados, indicando auséncia de evidéncias para rejeicdo da hipotese de aderéncia aos
dados do erro de modelo. Ja no nivel de aproximagdo II (Tab. 7.12), as distribui¢cdes
Normal e Gama também apresentaram p-valores compativeis com a hipdtese de bom
ajuste, demostrando comportamento consistente entre os trés testes aplicados. Na Tab.
7.13 sdo apresentados os critérios de informacao (AIC/BIC) para a FMCI e FMCII, os

quais permitem complementar a avaliacdo do desempenho das distribui¢des ajustadas.

Tabela 7.13 — Comparativo dos critérios de informagao (AIC e BIC) das distribuigdes
ajustadas as normas FMCI e FMCII

Distribuigdes FMCI FMCII
AIC BIC AIC BIC
Normal 146,7494 154,0754 - 26,29906 - 18,97314
Lognormal 149,2818 156,6077 -11,91931 -4,593393
Gama 142,3139 149,6399 -22,57153 - 15,24561

Fonte: Autora

Observa-se na Tab. 7.13 que, para o FMCI, a distribui¢do Gama apresenta os
menores valores de AIC e BIC, indicando o melhor ajuste aos dados entre as distribui¢des
avaliadas. Ja para o FMCII, a distribuicdo Normal é a que apresenta os menores valores
desses critérios, configurando o ajuste mais adequado nesse caso. Em ambas as normas,
a distribuicdo Lognormal apresenta os maiores valores desses critérios, caracterizando o
ajuste menos adequado. Esses resultados evidenciam a superioridade da distribuicao
Gama na representacgao estatistica dos dados analisados. Esses resultados evidenciam que
a distribuicio mais adequada depende do modelo normativo considerado. Como
complemento, as Figs. 7.18 e 7.19 mostram o Q-Q plot das distribui¢des que apresentaram

melhor desempenho em cada caso.
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Com base nas Figs. 7.18 € 7.19, observa-se que, para o FMCI, a distribuicdo Gama

apresenta melhor alinhamento entre os quantis amostrais € os quantis tedricos ao longo

da faixa de dados, indicando maior aderéncia. Para o FMCII, a distribui¢do Normal

demonstra desempenho superior, com pontos mais proximos da linha de referéncia,

especialmente na regido central. Em ambos os casos, a distribui¢do Lognormal evidencia

maiores discrepancias, sobretudo nos quantis extremos. Esses resultados sdo consistentes

com os critérios de AIC e BIC apresentados na Tab. 7.13.

7.7. Erro de modelo para previsao de resisténcia a punc¢ao de lajes lisas

conforme a EUROCODE?2

O modelo de calculo da EUROCODE?2 (2023) para a resisténcia a pung¢ao de lajes

lisas de concreto armado sem armadura de cisalhamento é baseado em uma formulagdo
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revisada, que reflete de maneira mais precisa a realidade observada nos experimentos,

fornecendo uma previsao mais adequada da capacidade de carga das lajes. Para efeito de

comparagdo, a razao entre as cargas experimentais e previstas sdo determinadas e

apresentadas na Fig. 7.20.
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Observa-se na Fig. 7.20 uma forte correlagdo positiva entre as cargas

experimentais (V) € as cargas previstas (Vi gc2), indicando que o modelo do EC2

reproduz de forma consistente os resultados experimentais. Essa relagdo evidencia boa

capacidade preditiva do modelo em termos de resisténcia a puncao. Por outro lado, o erro

de modelo (Ey, gc2) apresenta correlagdes baixas com Veyp, € Vi pea, €sses resultados

indicam que o modelo do EC2 possui boa precisao, sendo estatisticamente adequado para

representar o comportamento observado nos ensaios. A Fig. 7.21 complementa essa

analise ao representar graficamente as correlagdes entre as variaveis do modelo EC2.
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Ao analisar o grafico da Fig. 7.21, observa-se uma forte correlagdo positiva entre
as variaveis geométricas altura util da laje (d) e a largura do pilar (b) e as cargas
experimentais (Vpyp) € previstas (Vi gcz), com coeficientes proximos a 0,9 e 0,6,
respectivamente. Isso indica que o aumento das dimensdes da laje estd fortemente
associado ao aumento da capacidade resistente, o que é coerente com o comportamento
fisico esperado. Também se nota correlagao positiva moderada entre a taxa de armadura

10 sugerindo que lajes

(p) € o erro médio do modelo (Ey, g¢z), com p-valor = 2,171 e”
com maiores taxas de armadura tendem a apresentar erros de modelo ligeiramente
superiores na previsao.

Por outro lado, as correlagdes entre o erro de modelo e as variaveis mecanicas do
concreto (fz) € do ago (fy,) sdo baixas, indicando que a precisdo do modelo EC2 € pouco
influenciada por essas propriedades. De modo geral, o grafico evidencia que o
desempenho do modelo ¢ mais sensivel as caracteristicas geométricas da laje do que as
propriedades dos materiais.

Dando continuidade a analise estatistica dos modelos normativos, a Tab. 7.14

apresenta os resultados dos testes de aderéncia aplicados aos erros do modelo da EC2.

Assim como nas avaliagdes anteriores, foram empregados os testes de Kolmogorov—
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Smirnov, Anderson—Darling e Cramér—von Mises, com o intuito de identificar qual
distribuicao de probabilidade melhor representa o comportamento dos erros de modelo.
Sao apresentadas as estatisticas de teste e os respectivos p-valores para as distribui¢des
Normal, Lognormal, Gama e Weibull, permitindo avaliar a adequacdo entre os dados

observados ¢ as distribui¢des assumidas.

Tabela 7.14 — Resultados dos testes de aderéncia para EC2

Kolmogorov Smirnov  Anderson Darling Cramer-von Mises

Distribuigdes Estatistica  p-valor  Estatistica p-valor Estatistica p-valor

de teste de teste de teste
Normal 0,0539 0,3738 0,8778 0,4281 0,1353 0,4379
Lognormal 0,0365 0,8386 0,6027 0,6453 0,0719 0,7403
Gama 0,0336 0,9013 0,4326 0,8158 0,0567 0,8354

Weibull 0,0782 0,0589 2,5440 0,0470 0,3809 0,0811

Fonte: Autora

Observa-se na Tabela 7.14 que as distribuigdes Gama e Lognormal atenderam aos
critérios dos trés testes estatisticos, indicando a nao rejei¢do da hipotese de aderéncia,
sugerindo compatibilidade com os dados. Por outro lado, a distribuicdo Weibull
apresentou p-valor inferior a 0,05 no teste de Anderson—Darling, sendo rejeitada por este
critério, o que evidencia menor adequag@o. Na Tab. 7.15 sdo apresentados os critérios de

informacgao (AIC/BIC) para a EC2.

Tabela 7.15— Critérios de informacao (AIC e BIC) das distribuigdes ajustadas para a

norma EC2
Distribuigdes AIC BIC
Normal -39,83736  -32,51144
Lognormal -54,10466 -46,77874
Gama -54,23618  -46,91026

Fonte: Autora

Na Tabela 7.15, observa-se que as distribui¢des Lognormal e Gama apresentam

valores de AIC e BIC inferiores aos da distribuicdo Normal, indicando melhor qualidade
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de ajuste aos dados. Entre elas, a distribuicdo Gama apresenta os menores valores desses
critérios, sugerindo desempenho estatistico ligeiramente superior. No entanto, a diferenca
entre Lognormal e Gama ¢ pequena, ndo sendo expressiva do ponto de vista pratico.
Como complemento, a Fig. 7.22 apresenta o Q-Q plot das distribui¢des que demonstraram

melhor desempenho.
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Figura 7.22 — Q-Q plot das melhores distribui¢des da EC2

Fonte: Autora

Observa-se que as distribuicdes Lognormal e Gama apresentam melhor
alinhamento entre os quantis tedricos e amostrais ao longo da maior parte da faixa de
dados, indicando maior aderéncia aos valores observados. A distribui¢gao Normal, embora
represente adequadamente a regido central, apresenta desvios mais perceptiveis nas
caudas, especialmente para quantis mais elevados. Esses resultados sdo coerentes com a
analise dos critérios AIC e BIC, reforgando a superioridade das distribui¢des Lognormal

e Gama na modelagem estatistica dos dados da EC2.

7.8. Sintese comparativa das distribuigoes ajustadas aos erros de modelo

Com base nos resultados obtidos nos testes de aderéncia e nos critérios de
informagao (AIC e BIC) para cada modelo normativo analisado, apresenta-se na Tab.
7.16 uma sintese comparativa das distribuicdes de probabilidade que mostraram melhor
desempenho estatistico na modelagem dos erros de modelo. A classificagdo estd
organizada por norma e por posi¢do (1* e 2* colocagdo), considerando separadamente os

critérios AIC e BIC, os quais privilegiam modelos com menor valor desses indicadores.
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Norma Posicao Critério de informacao
AIC BIC
NBR14 1? Lognormal Lognormal
2? Gamma Gamma
NBR23 1? Lognormal Lognormal
2? Gamma Gamma
ACI318 1? Gamma Gamma
2? Lognormal Lognormal
FMCI 1? Gamma Gamma
2? Normal Normal
FMCII 1? Normal Normal
2? Gamma Gamma
EC2 1? Gamma Gamma
2? Lognormal Lognormal

Fonte: Autora

Observa-se na Tab. 7.16 que a distribuicdo Lognormal apresentou melhor
desempenho para as normas NBR14 e NBR23, enquanto a distribuigdo Gama destacou-
se para ACI318, FMCI e EC2. No caso do FMCII, a distribui¢do Normal apresentou o
melhor ajuste segundo ambos os critérios. De modo geral, verifica-se que a distribui¢ao
Gama apresenta desempenho consistente entre diferentes modelos normativos, sendo
classificada como primeira ou segunda colocada na maioria dos casos analisados.

Considerando essa consisténcia, bem com sua flexibilidade para representar
distribuicdes assimétricas tipicas de erros de modelo em problemas estruturais, optou-se
por adotar a distribui¢do Gama como modelo probabilistico de referéncia para a analise

de confiabilidade desenvolvida nesta pesquisa.

7.9. Analise comparativa dos critérios normativos e erros de modelo

O resultado dos modelos de calculo das normas ABNT NBR6118 (2014), ABNT
NBR6118 (2023), ACI318 (2025), FIB MC2020 (2024) e EUROCODE?2 (2023) foram

avaliados levando em consideragao a validagao e a analise dos modelos de resisténcia a
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puncdo de lajes lisas de concreto armado sem armadura de cisalhamento com os

resultados experimentais através da variavel aleatdria erro do modelo.

7.9.1. Desempenho dos modelos normativos: analise dos erros de modelo

Os resultados obtidos pelos modelos de calculo das normas ABNT NBR6118
(2014), ABNT NBR6118 (2023), ACI 318 (2025), EUROCODE2 (2023) e FIB MC2020
(2024) foram avaliados a partir da comparagdo entre as resisténcias a pungao previstas e
os resultados experimentais de lajes lisas de concreto armado sem armadura de
cisalhamento, utilizando como parametro a variavel aleatdria erro de modelo.

Em continuidade, a analise da reta de regressdao permitiu avaliar, no intervalo de
dados analisado, o desempenho de cada modelo: a inclinagdo indica a tendéncia de
subestimagdo ou superestima¢do em relacdo aos valores experimentais, enquanto o
intercepto reflete eventuais deslocamentos sistematicos observados nesse intervalo.

Apo6s o ajuste do modelo de regressao linear, considerando o desempenho dos
modelos analiticos, foram utilizadas as seguintes métricas estatisticas de erro: MAE,
RMSE, R? e NRMSE. O MAE expressa a média das diferencas absolutas entre os valores
previstos e observados. O RMSE representa a raiz quadrada da média dos erros
quadraticos, sendo que valores menores indicam melhor desempenho do modelo. O
coeficiente de determinagdo R? indica o percentual da variacdo da variavel dependente y
que ¢ explicado pela variavel independente x, de modo que quanto mais proximo de 1
reflete maior capacidade explicativa do modelo. J4 o NRMSE corresponde ao RMSE
normalizado, possibilitando a comparagao dos resultados em termos percentuais.

Com o objetivo de avaliar a correlagdo entre as cargas experimentais € as cargas
previstas por cada modelo normativo, foram ajustadas retas de regressao linear, cujos
coeficientes sdo apresentados na Tab. 7.17. Além disso, as métricas estatisticas (RMSE,
MAE, R? e NRMSE) fornecem uma medida quantitativa do desempenho de cada modelo,
permitindo comparar sua precisdo e capacidade de representacdo do comportamento

experimental.
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Tabela 7.17— Regressao linear e indicadores estatisticos dos modelos normativos

Normas Regressao RMSE (kN) MAE (kN) R? NRMSE (%)
NBR14 y =0,887x + 44,41 81,09 52,16 0,934 21,03
NBR23 y =0,915x — 6,47 88,41 60,78 0,921 22,93
FMCI y =0,701x + 53,36 147,50 91,03 0,781 38,27
FMCII y=1,078x — 0,01 125,35 77,47 0,842 32,52
EC2 y=10,838x+ 43,11 91,92 57,91 0,915 23,85
ACI318 y =0,758x — 2,95 147,49 105,14 0,781 38,27

Fonte: Autora

Na equacdo de regressao linear apresentada na Tab. 7.17, a varidvel x representa
o valor da resisténcia a pun¢ao obtida por meio do modelo de referéncia, enquanto a
variavel y corresponde ao valor da resisténcia a puncao estimado pelo respectivo modelo
normativo. As retas de regressao apresentadas foram ajustadas para quantificar a relagao
entre as cargas previstas pelos modelos normativos e as cargas experimentais. Observa-
se que o modelo FMCII tem um coeficiente angular proximo de 1, o que indica boa
proporcionalidade entre previsto e observado. Por outro lado, FMCI e ACI318
apresentam inclinagdes consideravelmente menores que 1, sugerindo tendéncia a
subestimagdo das cargas mais elevadas, além de interceptos que evidenciam
comportamento sistematicamente deslocado em relacdo aos valores experimentais.

A andlise das métricas confirma e complementa as observagdes sobre as retas.
Pelo R? a NBR14 destaca-se como a que melhor explica a variabilidade dos dados,
seguida por NBR23 e EC2. Esses trés modelos também apresentam os menores erros
absolutos (MAE) e quadraticos (RMSE), o que indica maior precisao e menor dispersao
das previsoes. Ja o FMCII, apesar da inclinagdo proxima de 1, mostra erros superiores,
indicando maior variabilidade nas estimativas. Os modelos obtidos pelas normas FMCI e
ACI318 apresentam os piores desempenhos estatisticos, associando inclinagdes distantes
de 1 e altos valores de erro, ou seja, baixa aderéncia aos resultados experimentais. O
NRMSE, que normaliza o RMSE, segue esse mesmo padrao e facilita a comparagao
relativa entre modelos: valores menores confirmam NBR14, NBR23, FMCII e EC2 como
os mais consistentes, enquanto FMCI e ACI318 evidenciam maior discrepancia e

incerteza nas previsoes.
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Para complementagao dos resultados, a Fig. 7.23 compara os valores de resisténcia

obtidos experimentalmente com os previstos pelos modelos de calculo das normas

analisadas. Cada grafico mostra os pontos experimentais, a linha de referéncia (V,xp =

Vn), a reta de regressdo linear ajustada aos dados e o intervalo de confianga de 95%.
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Figura 7.23 — Modelos de célculo das normas estudadas

Fonte: Autora
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A Figura 7.23 apresenta a comparagdo entre os valores experimentais de
resisténcia a pungdo (V,xp) € os valores calculados (V) segundo os diferentes modelos
normativos estudados: NBR14, NBR23, FMCI, FMCII, EC2 e ACI318. Observa-se que
a proximidade dos pontos a linha de referéncia e o alinhamento da regressdo linear
indicam o grau de concordancia de cada modelo com os resultados experimentais.
Modelos com a inclinag@o da reta proxima de 1 e intercepto proximo de zero apresentam
tendéncia menor a subestimar ou superestimar os valores, enquanto a largura do intervalo
de confianga evidencia a variabilidade das estimativas fornecidas pelo modelo.
Comparando os graficos, ¢ possivel perceber diferencas no desempenho dos modelos,
com alguns apresentando dispersdo maior ou tendéncia sistematica de subestimacao,
especialmente para resisténcias mais elevadas.

Os graficos das normas FMCII, NBR14 e EC2 apresentam os pontos
experimentais mais proximos da linha de regressao, indicando melhor ajuste do modelo
aos dados. J&a a NBR23 e 0 ACI318 mostram maior dispersdo, sugerindo que os modelos
dessas normas podem subestimar ou superestimar significativamente certos valores. A
analise da reta de regressdo permite verificar tanto o viés sistematico quanto a precisao
de cada norma, sendo evidente que FMCII e NBR14 apresentam desempenho mais
consistente em toda a faixa de resisténcia estudada.

Na Figura 7.24 sdo apresentados os histogramas do erro de modelo para as normas
estudadas, juntamente com as curvas ajustadas pela distribui¢do Gama. Esses graficos
permitem a analise da forma da distribui¢do, da variabilidade e da tendéncia central dos
erros em relagdo a média, complementando a discussdo anterior sobre a comparagao entre

os valores experimentais e os modelos de célculo.
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Figura 7.24 — Histogramas dos erros de modelo de cada norma.

Fonte: Autora

Observa-se na Fig. 7.24 que as distribui¢des dos erros de modelo apresentam
diferentes médias (X) e desvios-padrao (s), indicando variagdes na precisao e consisténcia
dos modelos. Normas como NBR14 e FMCII apresentam médias proximas de 1,
sugerindo boa correspondéncia com os valores experimentais, enquanto ACI318
apresenta média superior (X = 1,42), indicando tendéncia de subestimagao da resisténcia
a puncao. Além disso, o desvio-padrao evidencia a variabilidade do erro de modelo:
FMCI e ACI318 apresentam maior dispersdo, enquanto NBR14 e EC2 apresentam erros

de modelos mais concentrados em torno da média. Observa-se ainda que algumas
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distribui¢des apresentam leve assimetria a direita, caracteristica compativel com o ajuste
pela distribuicao Gama.

A linha vermelha tracejada indica a média do erro de modelo, permitindo
visualizar a posicao dos dados em relag@o ao valor central da distribui¢do. A combinagao
entre tendéncia central, dispersdo e forma da distribui¢do possibilita interpretar o
comportamento estatistico de cada modelo normativo.

Com base nas analises estatisticas e graficas dos erros de previsao dos modelos
normativos, foi possivel compreender o comportamento das discrepancias entre os
valores experimentais e os valores calculados para a resisténcia a pungdo. A distribui¢ao
dos erros, associada aos indicadores de tendéncia central e dispersdao, evidencia quais
modelos apresentam melhor aderéncia aos resultados experimentais e menor
variabilidade. Assim, esta etapa fornece subsidios essenciais para a etapa seguinte da
pesquisa, voltada a avaliacdo da confiabilidade estrutural, uma vez que estabelece, de
maneira fundamentada, quais modelos apresentam comportamento mais consistente e
representativo da realidade.

Definiu-se que a ABNT NBR 6118 (2014) ndo sera utilizada na analise de
confiabilidade. Essa norma foi empregada apenas como referéncia comparativa em
relacdo ao documento mais recente, a ABNT NBR 6118 (2023), sendo esta tltima a que
representa o estado atual da regulamentacdo brasileira. Da mesma forma, verificou-se
que, no caso do FIB MC2020 (2024), os resultados do Nivel I apresentaram desempenho
menos satisfatorio e maior dispersdo quando comparados ao Nivel II. Por esse motivo, o

Nivel I também sera excluido da etapa de confiabilidade.

7.9.2. Validagao

A validagdo da determinagao do erro de modelo foi realizada por meio da
comparagao entre os resultados da resisténcia a puncao de lajes lisas sem armadura de
cisalhamento, com base nas normas ABNT NBR6118 (2014) e ACI318 (2025), conforme
apresentado nos estudos de Silva (2022) e Silva Junior e Gomes (2023).

Silva (2022) avaliou a confiabilidade no estado limite ultimo a pun¢do de lajes
lisas por meio da analise de 65 ensaios experimentais. Para o modelo de resisténcia, foram
analisados quatro normas e dois modelos de elementos finitos. Considerando as normas
NBR6118 ¢ ACI318, o autor obteve como média do erro de modelo, 1,00 ¢ 1,41,

respectivamente.



139

Silva Junior e Gomes (2023) compararam modelos de aprendizagem de maquina
para prever a resisténcia a punc¢ao de lajes lisas, com base em 373 ensaios experimentais.
A partir de um desses modelos, foi realizada uma filtragem, resultando na utilizagao de
112 ensaios. Os autores determinaram os resultados pela razao entre a resisténcia prevista
e a experimental (V;,/Veyxp) . Para realizar a comparagao, calcula-se o inverso de cada erro
de modelo e, em seguida, a média desses inversos. Os autores determinaram valores
médios da razdo V;,/Vey, para as normas NBR6118 e ACI318 como 1,056 e 0,699,
respectivamente.

Com o intuito de comparar e validar os resultados dos erros de modelo
apresentados nesta pesquisa, a Tab. 7.18 apresenta os valores médios do erro de modelo
Ep,, definido como V,y, /Vim, bem como a média dos inversos desses erros, referentes as

normas ABNT NBR6118 (2014) e ACI318 (2025).

Tabela 7.18 — Resultado dos erros de modelo das normas NBR6118 e ACI318

NBR6118 ACI318
. 0,084 1,423
n
1 1
—Z 1,054 0,754
n T Em,i

Fonte: Autora

Ao observar a Tab. 7.18, verifica-se que os valores dos erros de modelo obtidos
apresentaram resultados muito proximos as referéncias, com uma diferenca inferior a
0,5% para a NBR6118, enquanto para a ACI318 a diferenca ¢ de aproximadamente 8%.
Assim, constata-se que os resultados do erro de modelo obtidos nesta pesquisa
apresentam elevada concordancia com aqueles apresentados na literatura, indicando que

a metodologia adotada para sua determinagao ¢ consistente e representativa.
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8. ANALISE DE CONFIABILIDADE ESTRUTURAL DE
LAJES LISAS SUBMETIDAS A PUNGAO

Neste Capitulo sdo apresentadas as andlises de confiabilidade estrutural aplicadas
as lajes lisas de concreto armado submetidas a pungdo, sem armadura de cisalhamento.
Os métodos de confiabilidade estrutural foram implementados na linguagem de programacao
Python, por meio da biblioteca RealPy (REAL, 2024). As fungdes estado limite foram
incorporadas no método FORM, sendo os resultados validados através dos métodos MCAIA
e SORM, de modo a garantir consisténcia e estabilidade dos resultados obtidos.

A avaliagdo da confiabilidade foi determinada em duas etapas complementares:
(i) considerando o erro de modelo associado a resisténcia, e (ii) desconsiderando esse erro
de modelo, de forma a quantificar sua influéncia no indice de confiabilidade.
Adicionalmente, foi realizada uma analise de sensibilidade, permitindo identificar os
parametros que exercem maior influéncia na fungao estado limite, tais como a resisténcia
caracteristica do concreto, a espessura da laje, as ac¢des aplicadas e os coeficientes
associados as incertezas de modelo.

Essa abordagem integrada possibilita compreender ndo apenas o nivel de
confiabilidade das lajes nas diferentes condi¢des estruturais avaliadas, mas também o
papel relativo de cada variavel na seguranga do sistema, fornecendo subsidios
fundamentais para o dimensionamento e para a incorporagdo do comportamento a pung¢ao

em uma abordagem baseada na confiabilidade estrutural.

8.1. Caracterizacao das lajes lisas analisadas

O estudo da confiabilidade de lajes lisas de concreto armado, sem armadura de
cisalhamento e submetidas a pungdo, baseia-se no modelo estrutural de um edificio de
quatro pavimentos, no qual cada nivel apresenta uma carga variavel distinta, conforme
ilustrado na Fig. 8.1. A andlise concentra-se na ligacdo laje-pilar, considerando o pilar
destacado em vermelho na figura, por meio de um modelo estrutural adaptado de Silva
(2022). A avaliagdo da confiabilidade ¢ realizada com base no modelo de resisténcia da
FIB MC2020 (2024), selecionado por apresentar a melhor aproximacao estatistica do erro

de modelo quando comparado as demais normas analisadas no capitulo anterior.
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Figura 8.1 — Modelo estrutural

Fonte: Autora

O modelo estrutural analisado consiste em lajes lisas de concreto armado, cujas
principais caracteristicas geométricas e mecanicas sdo: resisténcia a compressao do
concreto variando de 25 a 50 MPa, vao de 6,0 m e pé-direito de 3,0 m. As lajes possuem
comprimento util de 600 cm, distancia entre o pilar e a borda da laje de 132 cm, espessura
entre 20 e 27,5 cm e cobrimento de 2,5 cm. As agdes consideradas incluem a carga
permanente, composta pelo peso proprio da estrutura acrescido do revestimento,
totalizando 1 kN/m?, e cargas variaveis de 4,0; 2,5; 1,5 e 1,0 kN/m?, conforme apresentado
na Fig. 8.1. A razdo de carregamento adotada nas diferentes condi¢des de andlise varia de
0,15 a 0,67. Essas caracteristicas servem de base para a avaliagdo da confiabilidade
estrutural em relagdo ao fenomeno de puncgao.

Para a andlise de confiabilidade foram consideradas 96 ligagdes laje-pilar,
conforme apresentadas na Tab. 8.1, abrangendo uma ampla variacdo de propriedades
geométricas € mecanicas do sistema estrutural. As combinagdes estudadas resultam da
varia¢do conjunta da resisténcia caracteristica do concreto (f,x), da espessura das lajes
(h) e das diferentes razdes de carregamento aplicadas (§). Essa faixa de parametros
permite representar de forma abrangente distintos casos de carregamento e configuragdes
estruturais, possibilitando avaliar o comportamento a pun¢ao sob condi¢des variadas de

projeto e desempenho.
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Tabela 8.1 — Caracteristica das lajes analisadas

Ligacao Modelo de Verificacdo da
laje-pilar resisténcia resisténcia a puncao
24 FIB MC2020

24 FIB MC2020 NBR6118
24 ACI318
24 EUROCODE2

Fonte: Autora

A Tabela 8.1 sintetiza a distribuicdo das 96 ligagdes laje-pilar avaliadas segundo
cada modelo normativo considerado. Cada ligacao foi submetida ao célculo da resisténcia
a puncao utilizando o modelo da FIB MC2020 (2024), adotado como referéncia, e
posteriormente verificada conforme as prescricdoes das normas ABNT NBR6118 (2023),
ACI318 (2025) e EUROCODE2 (2023). Essa organizagdao permite comparar, de forma
sistemdtica, o desempenho dos diferentes modelos de resisténcia sob as mesmas
condicdes estruturais e de carregamento. Além disso, a estruturacdo das diferentes
combinagdes possibilita identificar eventuais divergéncias entre as normas e avaliar de
maneira consistente seu impacto sobre a confiabilidade estrutural das lajes lisas

analisadas.

8.2. Funcgao estado limite

Para avaliar o modo de falha por pungdo na ligacdo laje-pilar, adotou-se uma
fun¢do estado limite que relaciona a resisténcia efetiva a solicitagdo atuante, considerando
as incertezas aos parametros do modelo. Dessa forma, a equagdo utilizada foi expressa

por:

gx) =EnrR—EnsS(9+q), (8.1)

sendo que, Ej,pe Ep s modelam as varidveis associadas a resisténcia e as agdes,
respectivamente, R e S representam a resisténcia a pungao e o efeito das acoes, g € q
correspondem as acdes permanentes e variavel. A condicdo de seguranca ¢ satisfeita
quando g(x) > 0, indicando que a capacidade resistente supera as solicitagdes aplicadas.

Além disso, a formulacdo adotada para a fungdo estado limite reflete o

comportamento probabilistico da falha por pung¢ao, na qual tanto a resisténcia quanto as
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acoes sdo tratadas como varidveis aleatdrias. A resisténcia a puncao incorpora incertezas
relacionadas ao comportamento do concreto, aco, variabilidade geométrica e limitagdes
dos modelos normativos. As ag¢des permanentes e varidveis apresentam dispersoes
inerentes as variacdes de carregamento, as combinagdes € aos modelos de agdo. Essa
abordagem possibilita uma avaliagdo mais consistente do desempenho estrutural,
especialmente em regides criticas como a ligagao laje-pilar, onde pequenas variagdes nos
parametros podem resultar em reducdes significativas da seguranga contra pungao.

O indice de confiabilidade foi determinado por meio do método FORM e, para
validagdo dos resultados obtidos, aplicaram-se os métodos MCAIA e SORM, que
permitem avaliar a precisdao da aproximagao de primeira ordem e verificar a influéncia da
curvatura da superficie de falha no calculo da probabilidade de ruptura por puncao.

Assim, assegura-se maior consisténcia na estimativa da confiabilidade estrutural.

8.3. Caracterizagao das variaveis aleatérias do estudo

Para a andlise de confiabilidade estrutural é necessario a defini¢ao detalhada das
variaveis aleatorias envolvidas na avalia¢ao da fung¢ao estado limite. Essa caraterizagao ¢
fundamental para representar adequadamente as incertezas associadas as propriedades
dos materiais, as agdes atuantes, as dimensdes geométricas e ao modelo de resisténcia
empregado. Neste item sdo definidos os parametros estatisticos, como média, coeficiente
de variacao e tipo de distribui¢do de cada variavel utilizada no estudo, bem como as fontes
e as justificativas adotadas. Essa definicdo busca refletir tanto a variabilidade inerente as
propriedades fisicas quanto as incertezas de modelagem, através da varidvel erro de

modelo e também da determinacao normativa.

8.3.1. Carga permanente (g )

A acdo permanente foi modelada como uma varidvel aleatéria Normal,
representado a variabilidade associada aos materiais e a execucao ao longo da vida util
do sistema estrutural. Adotou-se média igual a 1,06 g, e coeficiente de variacao de 0,12,

conforme valores apresentados por Santiago (2019) e Beck (2024).
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8.3.2. Carga variavel (q )
A carga varidvel foi representada por distribuicdo Gumbel, com média igual a
0,92 gy, e coeficiente de variagdo de 0,24, conforme observagdes de ocupagdo e uso em

edificagdes relatadas por Stucchi ef al. (2011).

8.3.3. Altura util da laje (d )

Dimensdes geométricas sujeitas a variabilidade construtiva foram modeladas com
distribuicado Normal, média igual ao valor nominal e coeficiente de variagao de 0,125, de
acordo com as recomendagdes do JCSS (2001). A variabilidade geométrica impacta
diretamente a resisténcia calculada, especialmente em elementos sensiveis ao cobrimento

e a espessura util, justificando sua inclusdao na modelagem.

8.3.4. Altura da laje (h)

A altura da laje foi modelada como uma variavel aleatoria de distribuicdo Normal.
Adotou-se média igual a altura nominal especificada e coeficiente de variacdo definido
por 4 + 0,006 h,,, conforme as recomendagdes do JCSS (2001). Essa modelagem ¢
relevante, pois variagdes na altura da laje influenciam diretamente a resisténcia a pungao,

tornando necessaria sua consideracao na analise de confiabilidade.

8.3.5. Resisténcia ao escoamento do ago (fyk)

A resisténcia ao escoamento da armadura foi representada por distribui¢ao
Normal, com média igual a 1,12 f,;, valor coerente com os desvios tipicos entre
resisténcia caracteristica e resisténcia média encontrados em agos CA-50 e CA-60, de
acordo com as recomendagdes do JCSS (2001). Utilizou-se um coeficiente de variagao
de 0,05, correspondente a dispersao usual associada ao processo de producao do ago. A
variabilidade de f), impacta diretamente a capacidade resistente das ligagdes e, portanto,

sua inclusdo ¢ essencial para uma avaliagdo da seguranga estrutural.

8.3.6. Resisténcia do concreto (f.x)
A resisténcia do concreto foi tratada como distribuicdo Normal, seguindo a
abordagem usual da literatura. Os parametros estatisticos (Tab. 8.2) foram determinados

a partir das bases de dados experimentais disponiveis e dos critérios de conversao entre
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resisténcia caracteristica e resisténcia média, conforme estabelecidas pelas normas

analisadas.

Tabela 8.2 — Pardmetros estatisticos para diferentes classes de resisténcia do concreto

Classe Distribui¢io X cv
C25 1,25f, 0,17
C30 1,22f 0,15
C35 Normal 1,19f 0,13
C40 1,16f 0,11
C45 1,13f, 0,10
C50 1,11f 0,10

Fonte: Santiago (2019)

8.3.7. Erro de modelo da solicitagao (E,, s)

O erro de modelo associado a solicitacdo foi incluido para representar as
incertezas das simplificagdes do modelo estrutural. Esse pardmetro foi modelado como
uma variavel aleatdria multiplicativa aplicada as solicitagdes calculadas, seguindo as
recomendacdes do JCSS (2001) para a consideragdo de incertezas de modelagem.
Adotou-se distribuicdo Lognormal, com média igual a 1,00 e coeficiente de variacdo de
0,10, valores que refletem discrepancias tipicas entre as demandas previstas e as
observadas em sistemas estruturais. A inclusdo desse erro de modelo indica que as

incertezas do processo analitico sejam adequadamente consideradas.

8.3.8. Erro de modelo de resisténcia (E,;, )

Na analise de confiabilidade estrutural, o erro de modelo representa a incerteza
associada ao modelo fisico de previsao de resisténcia, e foi incluido nesta pesquisa para
representar a discrepancia entre as resisténcias experimental e dos modelos normativos.
Apos a andlise estatistica entre as normas estudadas, apresentada no Capitulo 7 e
sintetizada na Tab. 8.3, verificou-se que essa incerteza ¢ inerente ao fendmeno mecanico
avaliado e ndo depende da norma utilizada, uma vez que todas as normas analisadas
(FMCII, NBR23, ACI318 e EC2) se fundamentam no mesmo mecanismo resistente e
utilizam expressoes vindas de modelos mecanicos equivalentes. Dessa forma, o erro de

modelo deve ser inico € comum as normas, pois ele descreve o comportamento fisico do
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sistema e ndo as escolhas normativas de coeficientes parciais ou valores de resisténcia de
calculo.

Adicionalmente, a distribuicdo Gama foi adotada para representar o erro de
modelo nas andlises de confiabilidade por ter apresentado desempenho estatistico
consistente no Capitulo 7, conforme os resultados dos testes de aderéncia e da avaliacao
pelos critérios de informacao. Embora o melhor ajuste individual tenha variado entre as
normas, a distribui¢do Gama apresentou-se entre as duas melhores classificacdes para
todos os modelos avaliados. Assim, visando a unifica¢cdo da modelagem probabilistica do
erro de modelo, optou-se pela adogdo da distribuicdo Gama como representagdo unica

dessa variavel aleatoria.

Tabela 8.3 — Parametros estatisticos dos erros de modelo

Modelos Distribuicio X cv
FMCII 0,98 0,23

NBR23 Gama 1,17 0,22
ACI318 1,42 0,26
EC2 1,06 0,21

Fonte: Autora

Entre os modelos analisados, a formulacao da FIB MC2020 (2024) apresentou o
melhor ajuste estatistico aos resultados experimentais. Dessa forma, o erro de modelo
associado a FMCII foi considerado o mais representativo do comportamento real, sendo
adotado como referéncia comum na andlise de todas as normas, garantindo uma
comparagdo consistente, evitando dupla contagem de incertezas e permitindo que as
diferencas nos indices de confiabilidade sejam atribuidas exclusivamente aos fatores

normativos.

8.3.9. Sintese dos parametros adotados

Todos os parametros probabilisticos utilizados sdo apresentados na Tab. 8.4,
contendo distribuicao de probabilidade adotada, unidade, média e coeficiente de variagdo.
Os valores determinados foram obtidos a partir de estudos nacionais, como Stucchi et al.
(2011) e Santiago (2019), além de recomendacdes internacionais presentes no JCSS
(2001). A definigdo do erro de modelo para a resisténcia foi baseada no ajuste estatistico

entre valores experimentais e tedricos, sendo adotado o modelo da FIB MC2020 (2024).
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Tabela 8.4 — Valores estatisticos e caracteristicos da analise de confiabilidade

Variaveis Distribui¢ées de ~ Unidade X cv
aleatorias Probabilidade
h Normal cm h, 4 + 0,006
d Normal cm d, 0,125
fek Normal MPa Tab. 8.2 Tab. 8.2
fyk Normal MPa 112 f 0,05
g Normal kN/m? 1,06 gy 0,12
q Gumbel kN/m? 0,92 gy 0,24
Ens Lognormal -- 1,00 0,10
Emnr Gama -- 0,98 0,23

8.4. Dimensionamento a puncao das lajes lisas analisadas

O dimensionamento a puncdo das lajes lisas constitui uma etapa fundamental
desta pesquisa, pois estabelece os valores de referéncia para comparacdo entre as
diferentes normas avaliadas. A pung¢do ¢ um fenomeno de ruptura fragil, caracterizado
pela formag¢do de uma superficie conica ao redor do pilar, sendo significativamente
influenciada pela resisténcia do concreto, pela geometria da ligacdo laje—pilar e pelos
esforcos atuantes. Assim, os critérios normativos apresentam diferentes formulacdes
destinadas a estimar a resisténcia ultima a puncao.

O dimensionamento foi realizado utilizando os critérios normativos da FIB
MC2020 (2024), NBR6118 (2023), ACI318 (2025) e EUROCODE2 (2023). Cada uma
dessas normas fornece expressoes especificas para o calculo da resisténcia a pungdo, o
que resulta em valores distintos de capacidade resistente. A aplicacdo dessas expressoes
permite ndo apenas verificar os requisitos minimos de seguranca, mas também identificar
diferencas especificas nas formulagdes, como abordagem de tamanho efetivo da ligagdo,
consideracao da for¢a de compressdo no pilar, variabilidade do perimetro critico e
influéncia das taxas de armadura.

As combinagdes de acdes apresentadas na Tab. 8.5 evidenciam diferengas
relevantes entre os critérios normativos, especialmente quanto as ponderagdes atribuidas
as cargas permanentes e variaveis (p,). Essa etapa ¢ fundamental, pois define o valor de

esforco solicitante a ser comparado as resisténcias de pungao.
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Tabela 8.5 — Combinagdes de agdes de calculo adotadas pelas normas avaliadas

NORMA COMBINACAO
FIB MC2020 (2024) pa = 1,359 + 1,5q;
ABNT NBR6118 (2023) pa = L4g, + 1,4q;
ACI318 (2025) _ 1,4gx
Pa = {1,2 Ji + 1,64
EUROCODE2 (2023) pa = 1,35g) + 1,5q;

A verificacdo a pungao das lajes lisas foi conduzida a partir das variaveis
geométricas, mecanicas e de carregamento previamente definidas, contemplando os vaos,
dimensoes da ligagdo laje—pilar, propriedades dos materiais € combinagdes de agdes. Com
esses parametros, foram determinados o perimetro critico, as tensdes solicitantes e a
resisténcia de calculo segundo cada norma analisada. Além disso, foram considerados os
fatores relacionados a excentricidade, ao didmetro maximo do agregado e as taxas de
armadura, quando aplicaveis. Esses valores serviram de base para a comparagao entre as
diferentes formulagdes normativas e para a analise de confiabilidade, na qual o indice de
confiabilidade foi obtido para cada laje avaliada. No Apéndice 3 sdo apresentados os

principais parametros adotados por cada critério normativo.

8.5. Analise dos resultados

As analises dos resultados foram realizadas considerando e desconsiderando o
erro de modelo, de modo a quantificar sua influéncia nos indices de confiabilidade e na
avaliag¢do da seguranca estrutural. Os resultados foram discutidos a partir da comparagao
entre as normas FIB MC2020 (2024), ABNT NBR6118 (2023), ACI318 (2025) ¢
EUROCODE2 (2023), bem como da sensibilidade as varidveis aleatorias ¢ do impacto
dos coeficientes adotados em cada formulagdo. Os valores detalhados dos indices de
confiabilidade obtidos nas andlises com e sem a consideracao do erro de modelo sao

apresentados no Apéndice 4.

8.5.1. indice de confiabilidade com erro de modelo
Quando o erro de modelo ¢ incluido na analise, os indices de confiabilidade

passam a representar de forma mais realista a diferenca entre as resisténcias experimentais
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e as previstas pelas normas. Esse termo adicional tende a reduzir o indice de
confiabilidade (f), pois incorpora incertezas relacionadas a precisdo das expressoes
normativas. Nessa pesquisa, foram verificados que o erro de modelo da FMCII, aplicado
uniformemente a todas as normas, evidencia de maneira mais clara as diferencas entre
suas previsdes resistentes, j4 que o termo probabilistico reflete diretamente a qualidade
do ajuste de cada modelo. Dessa forma, a anélise com erro de modelo permite identificar
quais normas apresentam melhor desempenho na estimativa da resisténcia a pungao.
Para fins de comparagdo, o indice de confiabilidade foi inicialmente obtido pelo
método FORM. Em seguida, com o objetivo de validar esses resultados e verificar a
consisténcia das estimativas, também foram aplicados os métodos MCAIA e SORM. Esse
procedimento foi realizado para a norma FIB MC2020 (2024), cujos resultados sdo

apresentados na Fig. 8.2.

5.50
—e— MCAIA
FORM
5.00
+— SORM
4.50
[«
4,00
3.50
25 30 35 40 45 50
fek (MPa)

Figura 8.2 — Comparacado dos indices de confiabilidade da FMCII obtidos pelos
métodos FORM, SORM e MCAIA

Fonte: Autora

O comportamento apresentado na Fig. 8.2 evidencia que os indices de
confiabilidade obtidos pelos métodos FORM, SORM e MCAIA apresentam tendéncia
semelhante ao longo dos diferentes valores de resisténcia caracteristica do concreto.

Embora o FORM fornega valores ligeiramente superiores, as curvas mantém grande
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proximidade entre si, indicando boa consisténcia entre os métodos. Essa convergéncia
refor¢a a confiabilidade dos resultados e demonstra que a escolha do método nao altera
significativamente a interpretacdo geral do desempenho resistente. Assim, considerando
a coeréncia observada e a maior eficiéncia computacional, optou-se por utilizar o método
FORM como base para todas as analises de confiabilidade desenvolvidas neste estudo.
A Figura 8.3 apresenta a variagao do indice de confiabilidade () em fungdo da
resisténcia caracteristica do concreto (f,x), avaliada para os modelos normativos FMCII,
NBR23, ACI318 ¢ EC2. Para cada norma, sdo ilustrados o valor médio de [, a faixa de
dispersao delimitada por B, € Bmax, além da linha de referéncia correspondente ao indice
alvo By, = 3,80, adotado como critério de seguranga para verificagdo do desempenho
estrutural conforme recomendado na norma EUROCODE (2023) para a classe de

consequéncia CC2 e periodo de referéncia de 50 anos.

FMCII NBR23
5,0 5,0
4.5 4,5
4,0 4,0
e i e e e B e e e s — [=- W I
3.5 3,5
3.0 —— Bawo=3.80 3,0 ==l =350
— 15 — b=,
Faixa Bmin-Bmax 25 a5 Prmin~Prex
2,5 25,0 30.0 35.0 40,0 45,0 50,0
25,0 30,0 35,0 40,0 45,0 50,0 £
ck (MPa)
fck (MPa)
ACI318 EC2
5.0 5,0
4,5 4.5
4,0 4,0
o [ . [TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT T T T
3.5 3.5
3.0 —— Bawo=3.80 3.0 —— Baivo=3.80
= PBmido=4,11 — Bredo=14.27
Faixa Bmin-Bmax Faixa Bmin-Bmax
2.5 2,5
25,0 30,0 35,0 40,0 45,0 50,0 25,0 30,0 35,0 40,0 45,0 50,0
fok (MPa) fec (MPa)

Figura 8.3 — Faixa de variagdo dos indices de confiabilidade em funcao da resisténcia
do concreto para as normas analisadas

Fonte: Autora
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Cada grafico da Fig. 8.3 permite comparar o comportamento do indice de
confiabilidade dentro do intervalo 25 < f,., < 50 MPa, fornecendo uma visdo clara da
influéncia da resisténcia do concreto e das diferencas entre as formulagdes de puncao
adotadas por cada critério normativo.

Em todos os casos, o valor médio de B permanece acima do indice alvo Sy,, =
3,80, evidenciando niveis de seguranca superiores ao minimo recomendado. A faixa de
variagdo fnin — Pmax MoOstra-se igualmente estreita entre as normas, sugerindo baixa
sensibilidade as incertezas dos pardmetros de entrada. Comparativamente, as previsdes
dos codigos FMCII, NBR23 e EC2 tendem a apresentar indices médios ligeiramente
superiores ao da ACI318, embora todas as normas mantenham margens adequadas de
seguranga contra falha por puncao.

Observa-se também que a EC2 apresenta os maiores indices de confiabilidade ao
longo de toda a faixa de resisténcia do concreto. Isso ocorre porque, mesmo para pilares
internos, a norma adota um fator adicional de seguranca (8, = 1,15), o que eleva a tensao
solicitante de cisalhamento considerada no dimensionamento. Como consequéncia, as
verificacOes tendem a ser mais rigorosas e frequentemente demandam espessuras de laje
superiores as exigidas pelas normas. Esse tratamento mais conservador resulta, portanto,
nos maiores valores de B identificados na EC2 quando comparado aos codigos FMCII,
NBR23 e ACI318.

A Figura 8.4 apresenta a variagao do indice de confiabilidade  em fungdo da
razao de carregamento o. Os resultados sdo comparados entre as formula¢des de pungao
dos modelos normativos estudados, permitindo avaliar como a relagdo entre a carga
aplicada e a capacidade resistente influencia a segurancga estrutural. Cada grafico exibe a
tendéncia de f conforme o aumento de d, evidenciando, para cada norma, o impacto
combinado da intensidade do carregamento e da resisténcia do concreto na confiabilidade

frente a falha por puncao.
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Figura 8.4 — Variagao do indice de confiabilidade f em funcdo da razao de

carregamento para diferentes valores de f,

Fonte: Autora

Observa-se que, em todos os modelos normativos, o indice de confiabilidade

decresce a medida que a razdo de carregamento ¢ aumenta, comportamento esperado, ja

que maiores valores de o representam situacdes de solicitagcdo mais proxima da

capacidade resistente. Para todos os valores de f,, valores menores de & resultam em

indices de confiabilidade mais elevados, indicando maior margem de seguranga. Nota-se

também que concretos com maior resisténcia caracteristica tendem a apresentar § mais

altos, embora a diferenca entre os niveis de f., diminua conforme & se aproxima dos

valores criticos. Entre as normas analisadas, FMCII e EC2 geralmente apresentam os

maiores indices de confiabilidade, enquanto a ACI318 tende a fornecer valores mais

baixos. De modo geral, a Fig. 8.4 destaca a sensibilidade da confiabilidade estrutural a

razdo de carregamento, reforcando a importancia desse parametro na avaliacdo do risco

de pungao.
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A Figura 8.5 apresenta a variagdo do indice de confiabilidade B em fungdo da

altura da laje h, analisada para as expressdes de pung¢do presentes nos modelos normativos

FMCII, NBR23, ACI318 e EC2. Cada grafico exibe o comportamento de § para diferentes

valores de altura, evidenciando como modificagdes no parametro geométrico influenciam

a resposta probabilistica ao mecanismo de puncao. As barras representam o valor

estimado do indice de confiabilidade, enquanto os intervalos verticais indicam a faixa de

variagao entre B,i,€ Pmax, permitindo avaliar a dispersdo dos resultados para cada norma.
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0.00 20,0 20,5 21,0 21,5 22,0 225 240 0.00
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ACI318
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20,00 21,00
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Figura 8.5 — Influéncia da espessura da laje (h) no indice de confiabilidade § segundo

diferentes normas

Fonte: Autora

Para o dimensionamento realizado, adotou-se inicialmente uma espessura minima

de laje igual a 20 cm, como mostrado na Fig. 8.5. Em seguida, para cada norma analisada,

avaliou-se a verificagdo de pungdo baseada no critério Tgyos5 < Trqc. Sempre que a

espessura inicial ndo atendia a verificacdo de seguranga, o valor de / era incrementado

progressivamente em passos de 0,5 cm, até que a desigualdade fosse satisfeita. Dessa
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forma, cada barra do grafico representa o indice de confiabilidade S correspondente a
menor espessura da laje capaz de atender ao requisito normativo para a situagao analisada.

Os intervalos verticais nas barras indicam a faixa de variacdo do indice de
confiabilidade, definida entre [, € Pmax- Assim, a extremidade superior representa o
valor maximo observado, enquanto a inferior indica o minimo obtido, resultante das
incertezas das variaveis aleatorias consideradas no modelo probabilistico. Esse intervalo
permite visualizar, para cada norma, como essa variabilidade afeta o valor final de S
associado a espessura minima verificada.

E possivel observar que em todos os modelos, ha uma leve tendéncia de redugio
de p conforme 4 aumenta, indicando influéncia limitada dessa variavel na segurancga a
puncdo. Os maiores valores de £ sdo obtidos para h = 20 cm, espessura minima adotada,
especialmente nas normas FMCII e NBR23, nas quais também se verifica maior dispersao
dos resultados. J& para a ACI318 e EC2, a variagdo de S ¢ mais suave, com
comportamento praticamente constante para espessuras superiores a 21 cm. Esse
comportamento ocorre porque, ao se aumentar /4 além do valor minimo adotado, o
dimensionamento passa a atender a verificagdo de seguranca no limite, resultando em

menores margens de seguranca e, consequentemente, em valores ligeiramente inferiores

de .

8.5.2. indice de confiabilidade sem o erro de modelo

Na auséncia do erro de modelo, o indice de confiabilidade f passa a ser
influenciado exclusivamente pelas variabilidades inerentes as propriedades dos materiais,
as agdes e as dimensdes geométricas. Nessa condicdo, € possivel evidenciar o
comportamento proprio de cada norma, ja que se desconsidera a diferenga entre o modelo
tedrico e experimental, o que tende a elevar os valores de £ e reduzir a distingao entre as
normas. Embora essa simplificacdo seja util para isolar o efeito das variaveis, ela ndo
representa integralmente o desempenho estrutural real, pois ignora imperfeicdes
sistematicas associadas as expressoes de resisténcia. Ainda assim, constitui etapa
essencial para compreender a contribuicdo individual das incertezas fisicas no
comportamento probabilistico.

A Figura 8.6 apresenta os resultados do indice de confiabilidade obtidos para as
diferentes normas analisadas nesta pesquisa, agora considerando a analise sem a inclusao
do erro de modelo. Nessa configuragdo, o indice S ¢ determinado diretamente a partir da

funcdo estado limite e dos pardmetros probabilisticos adotados, permitindo avaliar
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exclusivamente o efeito das propriedades dos materiais e das varidveis geométricas sobre

o desempenho estrutural.
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Figura 8.6 — Variacao dos indices de confiabilidade em funcdo da resisténcia do
concreto para as normas analisadas, desconsiderando o erro de modelo

Fonte: Autora

Com a extingdo do erro de modelo, ¢ observado uma redugdo significativa na

dispersdao dos resultados. Como consequéncia, a faixa de variagdo entre Bpin € Bmax

torna-se mais extensa e os valores médios de B tendem a se elevar ligeiramente. Esse

ajuste permite visualizar de forma mais clara a influéncia isolada das varidveis mecanicas

e geomeétricas no indice de confiabilidade, bem como comparar diretamente o

comportamento previsto pelas diferentes normas.

A Figura 8.7 apresenta a variacdo do indice de confiabilidade f em fun¢do da

razdo de carregamento ¢ para os diferentes modelos normativos analisados, considerando

valores de resisténcia caracteristica do concreto variando entre 25 MPa ¢ 50 MPa. A

analise foi conduzida com a fun¢ao estado limite formulada sem a inclusdo do erro de
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modelo, de forma que os resultados refletem exclusivamente a interagdo probabilistica
entre a resisténcia disponivel e as acdes solicitantes. Cada linha corresponde a um valor
especifico de f.x, permitindo examinar simultaneamente o efeito da variacdo do

carregamento e da resisténcia do material sobre o desempenho confiavel da ligagao laje-

pilar.
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Figura 8.7 — Variagdo do indice de confiabilidade  em funcdo da razdo de
carregamento para diferentes valores de f,,, sem considerar o erro de modelo

Fonte: Autora

Observando a Fig. 8.7, para todas as normas, o indice de confiabilidade B diminui
progressivamente com o aumento da razao de carregamento 9, evidenciando a influéncia
do aumento das ac¢des solicitantes em relacdo a capacidade resistente sobre o0 modo de
falha por pungdo. A eliminagao do erro de modelo resulta em valores mais elevados de f
em comparac¢do as analises completas, como esperado. Além disso, quanto maior o f,y,
maiores sdo os valores de B obtidos, sobretudo para baixos niveis de carregamento,

indicando maior margem de seguranga estrutural. Esse comportamento reforca a
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influéncia conjunta da resisténcia do concreto e da intensidade do carregamento na

confiabilidade da ligacdo laje-pilar.

A Figura 8.8 apresenta a variagdo do indice de confiabilidade f em fungdo da

altura total da laje h, para as quatro normas avaliadas, considerando exclusivamente as

incertezas das variaveis (cargas, geometria e resisténcia do concreto e do ago), sem a

inclusdo do erro de modelo. Observa-se uma tendéncia de redugdo do indice f com o

aumento de 4, comportamento associado ao critério de dimensionamento adotado, no qual

o aumento da espessura da laje conduz o sistema a atender a verificacdo de seguranca no

limite, resultando em menores margens de seguranca relativas. Os intervalos verticais

apresentados nos graficos representam a faixa de variagdo entre B, € Bmax-
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Figura 8.8 — Influéncia da espessura da laje (h) no indice de confiabilidade  segundo
diferentes normas, desconsiderando o erro de modelo

Fonte: Autora

A Figura 8.8 indica que, para as normas FMCII e EC2, os maiores valores de f

ocorrem para a menor espessura analisada (4 = 20 cm), observando uma redugdo

progressiva de f com o aumento da espessura da laje. Essa diminuigdo ¢ relativamente
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suave ao longo do intervalo considerado, sugerindo influéncia moderada da espessura
sobre a confiabilidade estrutural. A NBR23 apresenta comportamento semelhante, com f
mais elevado para 2 = 20 cm e uma redugdo acentuada para 4 = 21 cm, refletindo uma
maior influéncia da norma a variacao da geometria. Ja a ACI318 mostra a menor variagdo
entre as alturas, revelando um comportamento mais uniforme dos indices £ ao longo das
espessuras estudadas. Nessa condi¢dao sem erro de modelo, as diferencas entre as normas
sdo menos acentuadas, e os indices de confiabilidade permanecem relativamente

elevados.

8.5.3. Analise de sensibilidade

A analise de sensibilidade realizada tem como objetivo identificar quais variaveis
aleatorias exercem maior influéncia sobre o indice de confiabilidade das lajes lisas de
concreto armado submetidas a pung¢do, permitindo compreender a contribuicao relativa
de parametros geométricos, de materiais, de agdes e do erro de modelo na seguranga
estrutural. Para isso, foram determinados os coeficientes de sensibilidade média | a | a
partir das simulagdes probabilisticas, considerando e desconsiderando o erro de modelo.

Na analise de sensibilidade considerando o erro de modelo, apresentam-se apenas
os resultados obtidos a partir do modelo de resisténcia da FMCII, uma vez que as demais
normas analisadas (NBR23, ACI6118 e EC2) apresentaram comportamento equivalente,

sem diferencas significativas nos coeficientes de sensibilidade, como mostra a Fig. 8.9.
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Figura 8.9 — Sensibilidade com erro de modelo

Fonte: Autora
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A Figura 8.9 apresenta a andlise de sensibilidade das varidveis aleatorias
considerando a inclusao do erro de modelo, evidenciando a contribui¢ao relativa de cada
varidvel para a constru¢do do indice de confiabilidade. Observa-se que o erro de modelo
(Emr) € o fator dominante, respondendo por aproximadamente 37,5% da sensibilidade
média total, superando significativamente as demais variaveis. Em seguida, destacam-se
as acdes permanentes (g) e variaveis (g), com cerca de 13,5% e 10,5%, respectivamente,
indicando a relevancia das varidveis associadas ao carregamento. As propriedades dos
materiais, representadas principalmente pela resisténcia a compressao do concreto (f,x),
apresentam contribui¢do intermedidria (9,2%), enquanto as varidveis geométricas (% € d)
exercem influéncia relativamente menor, com sensibilidades préximas de 8,5% e 8,3%.
A resisténcia ao escoamento do ago (fyy) mostra impacto praticamente desprezivel
(0,7%). De modo geral, o grafico reforca que, na presenca do erro de modelo, a
confiabilidade da ligacao laje-pilar ¢ fortemente governada pelas incertezas associadas a
modelagem e as agdes, enquanto as incertezas geométricas e de resisténcia do aco
desempenham papel secundario.

Para o caso sem a consideracdao do erro de modelo, igualmente sdo apresentados
apenas os resultados correspondentes ao modelo da FMCII, j& que os valores obtidos com
as demais normas foram praticamente idénticos, ndo alterando a interpreta¢do geral da
analise. Sem a presenca de E;, g, a hierarquia das varidveis muda de forma significativa,

como mostrado na Fig. 8.10.
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Figura 8.10 — Sensibilidade sem erro de modelo

Fonte: Autora
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A Figura 8.10 evidencia uma alteracdo significativa no padrdo de sensibilidade
das varidveis aleatorias quando o erro de modelo ¢ desconsiderado. Observa-se que, na
auséncia do erro de modelo, a resisténcia a compressdao do concreto (f.,) € as agdes
variaveis (g) passam a ser os fatores predominantes, contribuindo com aproximadamente
27,8% e 26,4%, respectivamente, para a sensibilidade média global. As variaveis
geométricas (k1 e d) assumem importancia intermedidria, com contribuicdes de 15,2% e
14,9%, indicando maior influéncia da geometria no desempenho estrutural quando a
incerteza de modelagem nao ¢ considerada. Em contrapartida, a a¢do permanente (g)
apresenta contribui¢cdo mais moderada (14,2%), enquanto a resisténcia ao escoamento do
ago (fyx) permanece com impacto pouco significativo (1,6%). Dessa forma, a
comparacao entre as Figs. 8.9 e 8.10 mostra que a inclusdo do erro de modelo concentra
a sensibilidade na etapa de modelagem, ao passo que sua exclusao redistribui a influéncia
entre as variaveis aleatorias do sistema, destacando principalmente as agdes e a resisténcia
do concreto como os principais condicionantes da confiabilidade da ligagao laje-pilar.

A andlise de sensibilidade evidencia de forma clara a importancia do erro de
modelo na avaliacdo da confiabilidade estrutural. Conforme observado, a inclusdo dessa
incerteza concentra uma parcela significativa da sensibilidade total no termo associado a
modelagem, indicando que imperfeigdes na representagdo do fendmeno fisico e nas
formulacdes normativas exercem influéncia dominante sobre o indice de confiabilidade.
Em contraste, quando o erro de modelo ¢ desconsiderado, a sensibilidade se redistribui
entre as varidveis aleatdrias do sistema, como agdes, propriedades dos materiais e
parametros geométricos, podendo levar a uma superestimacao da confiabilidade caso a
incerteza de modelagem ndo seja adequadamente incorporada. Assim, os resultados
reforgam que a consideracao explicita do erro de modelo € essencial para uma avaliagao
mais realista e consistente da segurancga estrutural, sobretudo em mecanismos frageis de

ruptura, como a puncao em ligagdes laje-pilar.

8.5.4. Comparacao dos resultados

A Figura 8.11 apresenta a comparagao dos valores dos indices de confiabilidade
previstos pelas quatro normas analisadas (FMCII, NBR23, ACI318 e EC2) para
diferentes valores de resisténcia caracteristica do concreto f,;, considerando a inclusdo
do erro de modelo. Observa-se que, para todas as normas, os valores de resisténcia
aumentam de forma coerente com o crescimento do £, como esperado do ponto de vista

mecanico. Entretanto, cada documento normativo apresenta ligeiras variagdes nos valores
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estimados, refletindo diferencas nos coeficientes parciais, expressdes de calculo e

parametros adotados em suas formulagdes de puncgao.

El FMCIH
51 mmm NBR23
B ACI3IS
[ e

25 30 35 40 45 50
fex

Figura 8.11 — Indice de confiabilidade em fungao da resisténcia a compressao do
concreto para as normas analisadas

Fonte: Autora

A Figura 8.11 evidencia que o indice de confiabilidade (f) apresenta uma
tendéncia crescente com o aumento da resisténcia a compressao do concreto (f ;) para
todas as normas analisadas, indicando melhora progressiva do nivel de seguranga
estrutural a medida que o concreto se torna mais resistente. Observa-se que, para valores
mais baixos de f., os indices de confiabilidade sdo menores, aumentando de forma
aproximadamente linear ao longo do intervalo considerado. Dessa forma, as diferengas
entre os resultados permanecem relativamente pequenas, sugerindo niveis de
confiabilidade semelhantes ¢ variagdes associadas aos critérios de dimensionamento € aos
coeficientes de seguranca adotados em cada norma.

Complementarmente, ao se examinar o comportamento relativo das normas ao
longo do intervalo de resisténcia analisado, verifica-se que o EC2 mantém, de forma
consistente, os maiores valores do indice de confiabilidade f, enquanto o FMCII
apresenta resultados muito proximos, com diferencas pouco expressivas entre ambos. Em

contraste, a ACI318 mostra os menores valores de f, ja a NBR23 ocupa uma posi¢ao
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intermediaria entre a norma americana € os documentos europeus. Essa hierarquizacao
permanece praticamente constante com o aumento de f,, reforcando que as diferencas
observadas decorrem principalmente das abordagens normativas adotadas, e ndo de
alteragdes significativas no padrao de resposta com a variagdo da resisténcia do concreto.

Considerando os resultados apresentados neste capitulo, ¢ evidenciado que a
confiabilidade estrutural de lajes lisas submetidas a puncdo ¢ fortemente influenciada
pelas incertezas associadas a modelagem da resisténcia, as acdes atuantes e, em menor
grau, as varidveis geométricas e de material. A comparacdo entre as analises com e sem
a inclusao do erro de modelo demonstrou que sua consideragao ¢ fundamental para uma
avaliacdo realista da seguranga estrutural, sobretudo em mecanismos de ruptura fragil,
como a pung¢do. Embora todas as normas analisadas apresentem niveis de confiabilidade
superiores ao indice alvo adotado, existem diferengas entre seus resultados, refletindo
distintas abordagens normativas e niveis de conservadorismo. A analise de sensibilidade
reforcou a importancia do erro de modelo como varidvel dominante, destacando a
necessidade de sua incorporagdo em estudos probabilisticos. Assim, este capitulo fornece
uma base consistente para a compreensao do desempenho a pungdo sob uma perspectiva
probabilistica, contribuindo para o avangco de metologias de dimensionamento

fundamentadas na confiabilidade estrutural.
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9. CONCLUSAO

Esta Tese de Doutorado avaliou a influéncia da variavel aleatoria erro de modelo
da resisténcia a pun¢do na confiabilidade estrutural de lajes lisas de concreto armado sem
armadura de cisalhamento, com base nos modelos normativos da ABNT NBR6118 (2014
e 2023), ACI318 (2025), EUROCODE2 (2023) ¢ FIB MC2020 (2024). A analise foi
fundamentada em um banco de dados composto por 288 resultados experimentais,
garantindo representatividade estatistica das conclusdes obtidas.

A comparagdo entre resisténcias experimentais e previstas evidenciou diferencas
relevantes entre os modelos normativos. As médias dos erros de modelo variaram em
torno da unidade para a FMCII, NBR14 e EC2, com valores entre 0,98 ¢ 1,06, indicando
boa aderéncia média aos resultados experimentais. Entretanto, os modelos da NBR23,
FMCI e ACI318 apresentaram afastamento significativo da unidade, com médias
superiores a 1,15, chegando a 1,42, o que evidencia maior conservadorismo e tendéncia
sistemdtica de subestimacdo da resisténcia. A analise por regressao linear revelou esses
resultados, evidenciando melhor aderéncia do modelo FMCII aos resultados
experimentais, enquanto a ACI318 apresentou os maiores desvios médios e maior
conservadorismo, seguida pela NBR23 e pelo EC2.

A caracterizagdo estatistica do erro de modelo demonstrou elevada variabilidade,
confirmando a relevancia dessa incerteza na avaliagdo da seguranga estrutural. As
distribui¢des de probabilidade ajustadas apresentaram bom desempenho estatistico, com
validacdo consistente quando comparadas a estudos consolidados da literatura,
apresentando diferencgas inferiores a 8% em termos de valores médios, o que reforga a
confiabilidade da variavel aleatoria definida.

A distribui¢do Gama foi adotada como representagdo probabilistica do erro de
modelo por apresentar melhor desempenho segundo os testes de aderéncia e critérios de
informacgao, assegurando uniformidade na modelagem da incerteza e maior robustez as
analises de confiabilidade realizadas.

Diante dos resultados obtidos na etapa de avaliacdo estatistica do erro de modelo,
definiu-se que a NBR 14 nio seria considerada nas analises de confiabilidade estrutural.
Essa norma foi empregada exclusivamente como referéncia comparativa em relacao a
versao mais recente, a NBR23, a qual representa o estado atual da regulamentagdo
brasileira. De forma anéloga, verificou-se que, no caso da FMCI apresentou desempenho

inferior e maior dispersdo estatistica quando comparados ao modelo FMCII. Em razdo
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desse comportamento menos satisfatorio, o modelo FMCI também foi excluido da etapa
de andlise de confiabilidade, concentrando-se as avaliagdes nos modelos que
demonstraram melhor aderéncia e maior consisténcia estatistica.

As analises de confiabilidade estrutural, realizadas para 96 casos representativos
de lajes lisas, predominantemente pelo método FORM e validadas por meio dos métodos
SORM e MCALIA, evidenciaram que a inclusao do erro de modelo na fung¢ao estado limite
provoca reducao significativa dos indices de confiabilidade. De forma geral, observaram-
se reducdes médias do indice f de 15% a 35%, dependendo do modelo normativo adotado
e do nivel de resisténcia do concreto. A andlise de sensibilidade evidenciou que a inclusao
do erro de modelo altera de forma substancial o mecanismo de controle da confiabilidade
estrutural, fazendo com que a incerteza associada a modelagem da resisténcia se torne o
principal fator condicionante do indice de confiabilidade, em detrimento das varidveis de
acoes, materiais e geometria. Esse resultado explica a reducdo observada nos valores de
p e reforca a necessidade de incorporar explicitamente o erro de modelo em avaliagdes
probabilisticas de mecanismos frageis, como a pungao.

A andlise da influéncia da resisténcia caracteristica do concreto evidenciou
tendéncia consistente de aumento do indice de confiabilidade com o incremento de f,
para todas as normas analisadas. Apesar desse aumento progressivo, as diferencas
relativas entre os modelos normativos mantiveram-se praticamente constantes, indicando
que a variagdo de f., ndo altera de forma significativa a hierarquizacdo dos niveis de
confiabilidade. Nesse contexto, o EC2 apresentou sistematicamente os maiores valores
de S, seguido pela FMCII, enquanto a ACI318 resultou nos menores indices de
confiabilidade, com a NBR23 ocupando uma posi¢do intermediaria. Esses resultados
reforcam que as diferengas observadas decorrem predominantemente das abordagens
normativas e dos coeficientes de seguranca adotados, e ndo da forma como os modelos
incorporam a resisténcia do concreto em suas formulagdes.

Apesar dos avancos apresentados, esta pesquisa apresenta limitagdes que devem
ser consideradas na interpretagdo dos resultados. O banco de dados utilizado contempla
exclusivamente lajes lisas sem armadura de cisalhamento e predominantemente sob
condig¢des de carregamento centrado, ndo abrangendo situagdes com elevados momentos
transferidos ou a presenca de armadura de pung¢do, tampouco outros sistemas estruturais,
geometrias mais complexas ou efeitos construtivos especificos.

De modo geral, os resultados desta pesquisa evidenciam que a incorporagao

explicita do erro de modelo ¢ um aspecto fundamental para a obtengdo de indices de
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confiabilidade estrutural coerentes com o comportamental real de lajes lisas submetidas
a puncdo. A omissao dessa incerteza pode conduzir a superestimagdes da seguranca
estrutural, especialmente em mecanismos frageis, reforcando a importancia de analises
baseadas na confiabilidade estrutural que considerem de forma explicita as limitagdes

inerentes aos modelos normativos de resisténcia.

9.1. Principais contribuicdes desta Tese

Entre as principais contribuicdes desta Tese, destacam-se:

a) A caracterizacao estatistica do erro de modelo da resisténcia a pungao com base
em um amplo e representativo banco de dados experimental.

b) A avaliagdo comparativa do desempenho, da dispersio e do grau de
conservadorismo dos principais modelos normativos internacionais atualmente em vigor.

c) A quantificacdo objetiva do impacto do erro de modelo nos indices de
confiabilidade estrutural de lajes lisas.

d) A identificagdo do erro de modelo como a varidvel dominante nas andlises de
confiabilidade estrutural, evidenciando sua relevancia para avaliagdes de seguranga

estrutural mais realistas e consistentes.

9.2. Sugestoes de trabalhos futuros

Com base nos resultados e nas limitagdes identificadas nesta pesquisa, sugerem-
se como trabalhos futuros:

a) Ampliar o banco de dados experimental, incluindo lajes com armadura de
cisalhamento, diferentes condicdes de excentricidade, carregamentos combinados e
diferentes condi¢des de apoio.

b) Investigar a variabilidade do erro de modelo em fung¢ao de subgrupos do banco
de dados experimental, considerando parametros como taxa de armadura de flexao,
relagdo vao/espessura, tipo de carregamento e posi¢ao do pilar, de modo a avaliar a
necessidade de erros de modelo condicionais em substituicdo a um tinico modelo global.

c) Aplicar métodos de confiabilidade baseados em superficies de resposta ou
metamodelos, como Redes Neurais, visando reduzir o custo computacional das analises

probabilisticas com inclusao explicita do erro de modelo.
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d) Incorporar modelos mecanicos avancados para a resisténcia a pungao, tais como
abordagens baseadas em Generalized Linear Model (GLM) ou em M¢étodos dos
Elementos Finitos ndo lineares tridimensionais, integrando esses modelos as analises de
confiabilidade estrutural para representacdo dos mecanismos fisicos da ruptura.

e) Estudar a evolucao do erro de modelo ao longo do tempo, considerando efeitos
de deterioracao, fluéncia e retragao do concreto, com vistas a avaliagao da confiabilidade
estrutural ao longo da vida util da estrutura.

f) Investigar o impacto da escolha da distribui¢do de probabilidade do erro de
modelo em andlises de risco, avaliando ndo apenas o indice de confiabilidade, mas
também probabilidades de falha e consequéncias associadas.

g) Expandir a abordagem probabilistica para estruturas reais ou sistemas
estruturais completos, avaliando a propaga¢ao do erro de modelo da pungdo em analises
de confiabilidade global e de robustez estrutural.

h) Investigar a aplicabilidade dos resultados obtidos a diferentes contextos
normativos e niveis de seguranga, considerando classes de consequéncia e exigéncias
diferenciadas de confiabilidade estrutural.

1) Aplicar a metodologia desenvolvida a outros mecanismos frageis de ruptura em
estruturas de concreto, assim como a calibracdo de coeficientes parciais de seguranca a
partir de uma abordagem baseada na confiabilidade, contribuindo para o aprimoramento

das formula¢des normativas.
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APENDICE 1 — Banco de dados das 288 lajes lisas estudadas
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REFERENCIA ENSAIO | PILAR | by (mm) | dy (mm) | d (mm) | p (%) | fc (MPa) | f, (MPa) | o (MPa) | Vg, (KN)
L1A S 85 95 0,009 28 573 800 183,29
L1B R 85 255 95 0,009 28 573 800 220,4
LIC R 85 425 95 0,009 28 573 800 251,51
Branco (2022) L2A S 85 95 0,009 28 573 800 208,38
L2B R 85 255 95 0,009 28 573 800 242,48
L2C R &5 425 95 0,009 28 573 800 298,38
L3B R 85 255 95 0,009 28 573 800 271,2
L3C R 85 425 95 0,009 28 573 800 303,86
LR A S 150 89 0,016 41,6 575 900 2499
Liberati (2019) LR B S 150 88 0,017 41,6 575 900 216,4
LR C S 150 90 0,016 41,6 575 900 259,2
Marques (2018) LR S 130 90 0,016 39,8 571 900 2323
PGl S 260 210 0,015 27,6 542 700 1023
Shu et al. (2017) PT32 S 260 215 0,008 40,0 549 1000 871
AMO04 R 260 780 202 0,010 44,6 516 1000 1157
Ospina et al. (2015) 3 S 152 165,1 0,752 42,7 419 814 600
PGI19 S 250 206 0,008 46,2 510 1200 860
Clement ef al.(2014) PG20 S 250 201 0,016 51,7 551 1200 1094
L1 R 250 250 94 0,014 29,0 600 400 375
L2 R 230 270 93 0,014 29,0 600 400 390
Costa et al. (2012) L3 R 215 285 94 0,014 29,0 600 400 375
L4 R 200 300 90 0,015 29,0 600 400 395
L6 R 125 375 91 0,014 22,0 600 400 350
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REFERENCIA ENSAIO | PILAR | by (mm) | dy (mm) | d (mm) | p (%) | f.(MPa) | f, (MPa) | ry (MPa) | V., (KN)

Costa et al. (2012) L7 R 110 390 91 0,014 22,0 600 400 300
PL1 S 130 193 0,017 36,2 583 670 682

Lips et al. (2012) PV1 S 260 210 0,015 34,0 709 600 974
PL3 S 520 197 0,016 36,5 583 750 1324

PL5 S 440 353 0,015 31,9 580 700 2491

PT21 S 250 192 0,012 67,5 575 1200 959

PT22 S 250 196 0,008 67,0 552 1200 989

Sagaseta et al.(2011) PT23 S 250 189 0,006 66,0 560 1200 591
PT31 S 250 212 0,015 66,3 540 1200 1433

PT32 S 250 215 0,011 40,0 549 1200 1157

PT33 S 250 212 0,005 47,0 546 1200 602
L1A S 85 89,3 0,013 41,3 600 800 188,5

L2A R &5 255 89,3 0,012 40,0 600 800 254

L3A R 85 425 99,7 0,010 39,7 600 800 297

Damasceno (2007) L4A R &5 595 98,6 0,010 40,4 600 800 325
LIB S 85 98,1 0,006 41,4 553 800 172
L2B R &5 255 90,5 0,006 42,0 553 800 194,5

L3B R 85 425 92,7 0,006 41,6 553 800 232
L4B R 85 595 98,1 0,005 40,5 553 800 254,5

L1 S 85 90 0,013 52,5 676 800 185

Carvalho (2006) L2 R 85 255 90 0,013 51,9 676 800 226
L3 R 85 425 90 0,013 49,6 676 800 239

Lla S 85 87 0,009 42,4 488 800 174
L1b S 85 89 0,012 51,4 488 800 231,5

Llc S 85 87 0,015 43,5 488 800 190

Ferreira (2006) L2a S &5 88 0,009 42,1 488 533 228
L2b S 85 88 0,012 49,7 488 533 211
L2c S &5 87 0,015 44,8 488 533 159,5

L3a S 85 88 0,009 42,1 488 400 225
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REFERENCIA ENSAIO | PILAR | by (mm) | dy (mm) | d (mm) | p (%) | f.(MPa) | f, (MPa) | r; (MPa) | V.., (kN)
L3b S 85 88 0,012 49,3 488 400 215

L3c S 85 87 0,015 36,1 488 400 179,5

Ferreira (2006) L4a S 85 89 0,009 48,8 488 320 193,5
L4b S 85 89 0,012 58,0 488 320 191

L4c S 85 87 0,015 44,8 438 320 205,5

Ozden et al. (2006) | NR1EOF0 S 200 100 0,727 20,5 507 500 188
L1A S 85 0 65 0,012 27,4 773 600 123

L1B S 85 0 65 0,012 27,4 773 600 122

Vilhena et al. (2006) L3A R 85 255 65 0,012 32,4 773 600 134,5
L3B R 85 255 65 0,012 32,4 773 600 134

L5A R 85 425 65 0,012 30,9 773 600 122

L5B R 85 425 65 0,012 30,9 773 600 124,5

PG-1 S 260 210 1,496 27,7 573 1250 1024

PG-5 S 260 210 0,325 29,3 555 1250 550

Guandalini (2005) PG-6 S 130 96 1,458 29,3 526 625 236
PG-7 S 130 100 0,748 34,7 550 625 243

PG-10 S 260 210 0,325 28,5 577 1250 540

1 S 250 124 1,539 33,3 438 875 483

Birkle (2004) 7 S 300 190 1,296 32,2 531 1350 825
10 S 350 260 1,100 28,9 524 1725 1046

L42 R 200 400 139 0,014 43,2 604 640 657

L42A R 200 400 164 0,012 36,2 604 640 693

L45 R 200 600 154 0,014 42,0 604 800 798

Borges (2004) L46 R 200 800 164 0,012 39,3 604 800 897
L41 R 150 250 139 0,014 44,7 604 500 551

L41A R 150 250 164 0,013 38,9 604 500 600

L43A R 150 450 164 0,013 38,7 604 700 726

L44 R 150 600 164 0,013 40,0 604 700 761
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REFERENCIA | ENSAIO | PILAR | b; (mm) | dy (mm) | d (mm) | p (%) | f.(MPa) | f, (MPa) | r; (MPa) | V,,, (kN)

Ti-1A C 175 172 1,242 38,7 500 193 789

Timm (2004) Ti-2A C 175 172 1,242 34,2 500 313 668
Ti-3A C 250 246 1,186 31,2 500 275 1356

Lla S 120 107 0,980 52,4 749 990 240

L1b S 120 108 0,971 54,3 749 990 322

Llc C 150 98 1272 56,6 550 990 319

L2a R 120 240 109 0,962 53,4 749 990 246

L2b R 120 240 106 0,990 53,4 749 990 361

Oliveira et al. (2003) L2¢c R 120 240 107 0,980 52,4 749 990 331
L3a R 120 360 108 0,971 51,5 749 990 241

L3b R 120 360 107 0,980 552 749 990 400

L3c R 120 360 106 0,990 49,7 749 990 358

Lda R 120 480 108 0,971 51,5 749 990 251

L4b R 120 480 106 0,990 49,7 749 990 395

Ldc R 120 480 107 0,980 51,5 749 990 404

Oliveira et al. (2003) L5a R 120 600 108 0,971 52,4 749 990 287
L5b R 120 600 108 0,971 61,6 749 990 426

L5c R 120 600 109 0,962 58,0 749 990 446

Ospina et al. (2003) SR-1 S 250 120 0,838 35,0 430 710 365
ERI-VS S 400 109 0,922 28,3 428 710 541

P100 S 200 100 0,971 37,4 488 263 330

Li (2000) P150 S 200 150 0,877 37.4 465 395 583
P200 S 200 200 0,826 37,4 465 525 904

P300 S 200 300 0,758 37,4 468 788 1381

Matthys e Taerwe R1' C 230 90 0,582 31,8 620 335 265
(2000) R2 C 150 88 1,285 33,3 619 375 294

R3 C 150 86 1,790 33,3 589 375 313

McHarg e al. (2000) NU S 225 125 0,974 28,5 434 956 306
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REFERENCIA ENSAIO | PILAR | by (mm) | dy (mm) | d (mm) | p (%) | f.(MPa) | f, (MPa) | r; (MPa) | V.., (kN)
LAl S 100 60 1,100 37,1 382 450 120
Ozawa et al. (2000) LA21 S 100 60 1,950 37,1 382 450 170
LA22 S 100 60 1,950 37,1 382 450 135
LBI S 100 75 1,500 27,6 382 450 180
S1-U S 225 127 0,958 35,3 445 584 301
Ghannoum (1998) S1-B S 120 107 0,980 54,3 749 584 318
S2-U S 225 127 0,958 54,2 445 956 363
S3-U S 225 127 0,958 63,7 445 956 443
L1 C 202 172 0,444 31,1 621 684 503
Sistonen et al. L2 C 202 176 0,434 31,1 621 684 537
(1997) L3 C 201 173 0,441 31,1 621 685 530
L4 C 402 170 0,643 31,1 612 684 686
L5 C 399 172 0,635 31,1 612 682 696
L6 C 406 175 0,625 31,1 612 682 799
L7 C 201 177 0,618 22,9 586 785 478
Sistonen L8 C 899 174 1,105 22,9 576 686 1111
et al. (1997) L9 C 897 172 1,117 22.9 576 687 1107
L10 C 901 173 1,111 22,9 576 685 1079
12 R 152 457 1173 | 0,860 24,6 419 611 320
14 C 150 98 1,272 57,0 550 611 341
Ramdane (1996) 21 C 150 98 1,272 39,3 650 611 286
23 C 150 98 1,272 40,9 550 611 297
25 C 150 100 1,247 30,8 650 611 244
26 C 150 100 1,247 35,3 650 611 294
27 C 150 102 1,027 31,6 650 611 227
Banthia et al. (1995)
vV C 100 55 0,350 39,0 448 200 60
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REFERENCIA | ENSAIO | PILAR | by (mm) | dq (mm) | d (mm) | p (%) | fc(MPa) | f, (MPa) | r{ (MPa) | V,,, (kN)
Urban (1994) Pm 1/1-1.5 R 160 160 99 1,462 25,8 416 720 260
Pd 1/1-1.5 S 320 99 1,462 31,2 416 640 360

P1/2-1.5 R 133 267 91 1,503 21,2 352 734 252

FS-1 S 150 100 0,530 33,2 460 770 174
Theodorakopoulos FS-8 S 100 100 0,530 34,4 460 795 150
e Swamy (1993) FS-10 S 200 100 0,530 34,1 460 745 191
FS-19 S 150 100 0,353 32,3 460 770 137

Tomaszewicz ND65-1-1 S 200 275 1,487 64,1 550 1150 2050
(1993) ND65-2-1 S 150 200 1,745 70,0 550 1025 1200
P11S150 S 200 134 0,499 31,5 438 1120 257

P38S150 S 200 107 0,625 33,8 438 1120 264

Alexander e P19S150 S 200 124,7 0,536 24,7 438 1120 258
Simmonds (1992) PI9RE S 200 124,7 0,536 33,5 438 1120 304
PI9RC S 200 124,7 0,536 33,5 438 1120 282

P19RB S 200 124,7 0,536 33,5 438 789 343

HS2 S 150 95 0,845 66,5 490 675 249

HS3 S 150 95 1,479 65,6 490 675 356

HS5 S 150 125 0,642 64,6 490 675 365

HS6 S 150 120 0,950 66,5 490 675 489

Marzouk (1991) HS8 S 150 120 1,117 65,6 490 675 436
HS13 S 150 70 2,007 64,6 490 675 267

HS14 S 220 95 1,479 68,4 490 640 498

HS15 S 300 95 1,479 67,5 490 600 560

NSI S 150 95 1,479 39,9 490 675 320

NS2 S 150 120 0,950 28,5 490 675 396

Gardner 8 C 102 76,2 2,014 22,9 414 508 129
(1990) 9 C 102 76,2 2,014 21,5 414 292 136
10 C 102 76,2 2,014 23.4 414 140 129
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REFERENCIA | ENSAIO | PILAR | b; (mm) | d; (mm) | d (mm) p (%) | fc(MPa) | f, (MPa) | ¢ (MPa) | V., (kN)
13 C 203 121,6 0,665 23,6 450 242 271
Gardner 15 C 152 80,8 1,499 23,8 450 192 160
(1990) 25 C 203 121,6 0,665 49,5 450 242 306
27 C 152 80,8 1,499 49,5 450 192 243
F2 C 102 82,6 1,752 38,0 531 153 204
Lovrovich F3 C 102 82,6 1,752 38,0 531 254 149
(1990) F4 C 102 82,6 1,752 38,0 531 356 129
F5 C 102 82,6 1,752 38,0 531 559 139
Rankin e Long 2C S 100 53,5 0,686 30,4 530 400 88
(1987) 3C S 100 53,5 1,289 30,4 530 400 124
4C S 100 53,5 1,957 26,1 530 400 126
/1 S 200 77 0,921 30,3 500 815 194
12 S 200 77 1,205 22,0 500 815 176
1/6 S 200 79 0,751 20,6 480 815 165
/1 C 250 200 1,047 32,7 530 1248 825
12 C 160 128 1,047 31,2 485 820 390
/3 C 160 128 1,047 32,2 485 820 365
/4 C 80 64 1,047 31,2 480 410 117
Regan (1986) /5 C 30 64 1,047 322 480 410 105
/6 C 80 64 1,047 33,9 480 410 105
11/1 C 150 95 0,873 21,8 494 610 197
111/3 C 150 95 0,873 35,5 494 610 214
111/5 C 150 93 1,625 25,1 464 610 214
111/6 C 150 93 1,625 40,0 464 610 248
V/1 S 160 80 1,396 24,5 525 610 190
IV/2 S 160 80 1,396 31,9 525 610 236
IV/3 S 160 80 1,396 26,6 525 610 248
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REFERENCIA ENSAIO | PILAR | by (mm) | d{ (mm) | d (mm) p (%) fc (MPa) | f, (MPa) | ¢ (MPa) | V., (KN)

Iv/4 S 160 80 1,396 29,3 525 610 262

V/1 C 54 118 0,841 32,2 628 723 170

Regan (1986) V72 C 170 118 0,841 30,2 628 665 280

V/3 C 110 118 0,841 30,4 628 695 265

V/4 S 102 118 0,841 34,0 628 699 285

V/5 C 150 118 0,841 30,8 628 675 285

1 S 150 75 1,496 21,5 480 350 197

2 S 150 75 1,496 23,7 480 225 227

3 S 150 75 1,496 27,0 480 100 235

4 S 100 75 1,496 26,4 480 125 185

5 S 200 75 1,496 26,4 480 75 338

Regan (1984) 8 S 100 75 0,748 33,5 480 125 172

9 S 200 75 0,748 33,5 480 75 284

10 S 200 75 1,496 36,1 480 75 421

11 S 100 75 1,496 36,1 480 125 182

15 S 200 75 1,496 35,9 480 100 368

17 S 200 160 0,942 28,2 480 100 1099

Schaefers (1984) 0 C 210 113 0,834 21,9 420 735 280
Swamy e Ali

(1982) S-1 S 150 100 0,557 35,0 462 770 198
Pralong et al.

(1979) P5 C 300 171 1,176 25,7 515 1150 626

6 C 100 80 1,795 37,5 550 478 183

Ladner 7 C 240 80 1,795 41,9 550 408 281

etal. (1977) 10 C 200 80 1,795 40,0 550 428 288

11 C 320 80 1,795 38,0 550 368 324
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REFERENCIA | ENSAIO | PILAR | by (mm) | dy (mm) | d (mm) | p (%) | f.(MPa) | f, (MPa) | r; (MPa) |V, (kN)

Pralong et al.

(1977) P2 C 300 143 1,483 32,4 558 1150 628

S2150-1 S 254 124,0 1,540 28,1 331 889 464

Criswell (1974) $2150-2 S 254 122,2 1,560 28,6 331 889 440

S4150-1 S 508 125,5 1,520 33,7 331 889 579

S4150-2 S 508 125,5 1,520 33,9 336 889 580

Ladner (1973) M C 226 109 1,201 39,6 541 487 362

Nylander e Bl S 100 107 0,734 37,7 324 290 184

Sundquist (1972) B2 C 120 101 0,711 23,9 678 290 183

C2 C 240 201 0,788 20,1 720 580 558

Cl C 240 201 1,076 20,4 725 580 661

Hawkins et al. 8 R 114 495 120,7 0,787 24,8 422 858 314

(1971) 9 R 152 305 120,7 0,752 28,0 422 839 315
Schaeidt et al.

(1970) Pl C 500 240 1,309 26,2 544 1075 1662

Al/T2 S 203 117 1,200 20,0 432 584 339

A2/M2 S 203 117 1,500 31,2 282 584 411

A2/M3 S 203 121 1,900 30,9 282 584 422

A2/T1 S 203 124 1,000 37,3 432 584 411

Vanderbilt A2/T2 S 203 124 1,700 39,3 432 584 431

(1972) A3/M3 S 203 117 1,900 25,9 282 584 292

A4/M1 S 203 114 1,100 36,4 255 584 254

A4/M2 S 203 119 1,500 27,7 282 584 335

A4/M3 S 203 117 1,900 30,6 322 584 531

A4/T1 S 203 114 1,100 31,2 432 584 377

A4/T2 S 203 117 1,200 27.8 432 662 394

Manterola P1-S1 S 100 107 1,057 243 304 1450 216

(1966) P2-S1 S 250 107 1,057 32,2 304 1375 257
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REFERENCIA | ENSAIO | PILAR | by (mm) | d; (mm) | d (mm) | p (%) | f.(MPa)| f, (MPa) | r; (MPa) | V., (kN)
P3-S1 S 450 107 1,057 28,2 304 1275 301
PI-S2 S 100 107 1,057 23,0 324 1450 196
P2-S2 S 250 107 1.057 31,4 324 1375 283

Manterola ’

(1966) P3-S2 S 450 107 1,057 30,3 324 1275 397
P1-S3 C 120 95,5 1,175 24,0 723 600 184
P2-S3 S 100 107 0,979 34,0 324 1450 211
P3-S3 S 100 107 0,367 37,3 324 1450 165
Taylor e Hayes 282 S 51 63,5 0,873 21,9 376 407 64
(1965) 283 S 76 63,5 0,873 20,7 376 394 83
S1-60 S 254 114,3 1,050 22,1 399 763 389
S1-70 S 254 114,3 1,050 23,3 482 762 392
Moe (1961) $3-70 S 203 1143 | 1,050 21,9 482 789 378
S5-60 S 203 114,3 1,050 21,1 399 789 343
R1 R 457 152 114,3 1,137 26,2 328 662 394
R2 S 152 114,3 1,137 25,2 328 814 311
IAI5a-5 C 150 117 0,848 26,2 441 780 255
IAI5a-6 C 150 118 0,841 242 454 780 275
[AI5c-11 C 150 121 1,640 29,5 436 780 334
Kinnunen e IAI5c-12 C 150 122 1,626 27,0 439 780 332
Nylander 1A30a-24 C 300 128 1,065 243 456 705 430
(1960) 1A30a-25 C 300 124 1,099 23,1 451 705 408
1A30d-32 C 300 123 0,538 242 448 705 258
1A30d-33 C 300 125 0,529 24,5 462 705 258
1A30e-34 C 300 120 1,109 25,2 461 705 332
1A30e-35 C 300 122 1,091 23,0 459 705 332
Base (1959) A C 100 60 1,060 24.8 250 230 94
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REFERENCIA ENSAIO PILAR | by (mm) | d; (mm) | d (mm) p (%) | fc(MPa) | f, (MPa) | r; (MPa) Vexp
(kN)

Base (1959) B C 100 60 1,060 26,8 250 230 104
C C 100 60 1,060 24,6 250 230 98

D C 100 60 1,060 25,6 250 230 104

E C 100 60 0,690 28,0 250 230 82

F C 100 60 0,690 26,0 250 230 82

G C 100 60 1,560 27,2 250 230 113

H C 100 60 1,560 24.8 250 230 100

Rosenthal

(1959) 11/4 C 229 80 0,982 22,3 490 625 245
Elstner e A-1b S 254 117,5 1,184 24,0 332 762 365
Hognestad A-lc S 254 117,5 1,184 27,6 332 762 356
(1956) A-1d S 254 117,5 1,184 35,0 332 762 351
A-4 S 356 117,5 1,184 24,8 332 711 400

2-in. Disk 1 C 51 130 0,724 24,9 305 737 151

2-in. Disk 2 C 51 130 0,724 249 305 737 166

6-in. Disk 1 C 152 130 0,724 24,9 305 686 201

Richart ¢ Kluge 6-in. Disk 2 C 152 130 0,724 24,9 305 686 198
(1939) 6-in. Plaster 1 C 152 130 0,724 24.9 305 686 200
6-in. Plaster 2 C 152 130 0,724 249 305 686 199

14-in. Disk 1 C 356 130 0,724 24,9 305 686 243

14-in. Ring 1 C 356 130 0,724 249 305 686 249

14-in. Ring 2 C 356 130 0,724 24.9 305 686 239

6-in. Ring 1 C 152 130 0,724 24.9 305 686 203

6-in. Ring 2 C 152 130 0,724 24.9 305 686 202




189

APENDICE 2 — Resultado das cargas de ruptura e erros de modelo das normas analisadas

REFERENCIA ENSAIO Vexp NBR6118 ACI318 FIB MC2020 EUROCODE2

(kN) | Vygr (KN) | Emngr | Vact ®N) | Emaci| Vime (BN) | Emrmc | Vecza ®N) | Emgec

L1A 183,29 190,538 0,962 120,646 1,519 111,899 1,638 199,382 0,919

LIB 2204 232,775 0,947 148,015 1,489 171,490 1,285 246,827 0,893

LI1C 251,51 275,011 0,915 164,213 1,532 231,081 1,088 286,520 0,878

Branco (2022) L2A 208,38 190,538 1,094 120,646 1,727 111,899 1,862 199,382 1,045
L2B 242,48 232,775 1,042 148,015 1,638 171,490 1,414 246,827 0,982

L2C 298,38 275,011 1,085 164,213 1,817 231,081 1,291 286,520 1,041

L3B 271,2 232,775 1,165 148,015 1,832 171,490 1,581 246,827 1,099

L3C 303,86 275,011 1,105 164,213 1,850 231,081 1,315 286,520 1,061

LR A 249.9 278,718 0,897 182,837 1,367 164,603 1,518 240,026 1,041

Liberati (2019) LR B 2164 280,104 0,773 180,026 1,202 162,172 1,334 240,379 0,900
LR C 2592 282,962 0,916 185,665 1,396 167,047 1,552 244,519 1,060

Marques (2018) LR 2323 266,019 0,873 166,550 1,395 149,243 1,557 241,065 0,964
PG1 1023 946,316 1,081 691,370 1,480 720,233 1,420 855,818 1,195

Shu et al. (2017) PT32 871 914,288 0,953 861,194 1,011 735,495 1,184 831,183 1,048
AMO04 1157 1180,105 0,980 1082,215 1,069 1196,355 0,967 1043,611 1,109

Ospina et al. (2015) 3 600 532,387 1,127 456,178 1,315 491,103 1,222 536,192 1,119
PG19 860 880,001 0,977 851,318 1,010 681,861 1,261 802,103 1,072

Clement et al.(2014) PG20 1094 1110,257 0,985 869,074 1,259 664,715 1,646 1006,395 1,087
L1 375 311,127 1,205 232,180 1,615 306,842 1,222 884,972 1,084

L2 390 307,752 1,267 229,042 1,703 302,842 1,288 799,370 1,237

Costa et al. (2012) L3 375 311,127 1,205 232,180 1,615 306,842 1,222 674,294 0,876
L4 395 299,000 1,321 219,715 1,798 290,935 1,358 1118,005 1,282
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REFERENCIA ENSAIO Vexp NBR6118 ACI318 FIB MC2020 EUROCODE2

(kN) | Vgr (KN) | Esungr | Vact (KN) | Emaci | Vime (KN) | Emrmc | Vec2 (KN) | Ewmece

Costa et al. (2012) L6 350 275,161 1,272 161,720 2,164 256,844 1,363 900,095 1,285
L7 300 275,161 1,090 151,768 1,977 256,844 1,168 724,184 0,831

PL1 682 807,124 0,845 500,095 1,364 495,197 1,377 830,801 0,821

Lips et al. (2012) PV1 974 1014,439 0,960 767,353 1,269 754,742 1,291 917,427 1,062
PL3 1324 1255,604 1,054 1137,812 1,164 1148,294 1,153 874,280 1,514

PL5 2491 2488,282 1,001 1919,589 1,298 2124,264 1,173 2129,155 1,170

PT21 959 1028,282 0,933 929,639 1,032 694,075 1,382 229,749 0,820

PT22 989 922,101 1,073 954,041 1,037 729,952 1,355 271,752 0,935

Sagaseta et al.(2011) PT23 591 780,493 0,757 898,746 0,658 682,920 0,865 358,878 0,828
PT31 1433 1262,648 1,135 1063,343 1,348 820,985 1,745 397,307 0,818

PT32 1157 978,256 1,183 843,063 1,372 643,725 1,797 202,803 0,848

PT33 602 789,486 0,763 895,294 0,672 686,513 0,877 222,825 0,873

L1A 188.,5 223,047 0,845 133,371 1,413 121,110 1,556 268,507 0,864

L2A 254 261,361 0,972 162,720 1,561 184,494 1,377 315,091 0,808

L3A 297 338,452 0,878 207,964 1,428 284,822 1,043 251,624 0,735

Damasceno (2007) L4A 325 386,244 0,841 235,608 1,379 355,881 0,913 311,666 0,725
LIB 172 192,259 0,895 154,098 1,116 145,364 1,183 357,110 0,669

L2B 194,5 213,387 0911 169,761 1,146 200,945 0,968 197,368 0,882

L3B 232 260,087 0,892 194,030 1,196 278,541 0,833 236,091 0,981

L4B 254.,5 306,957 0,829 234,435 1,086 370,022 0,688 231,577 0,820

L1 185 243,793 0,759 152,159 1,216 129,164 1,432 200,818 1,135

Carvalho (2006) L2 226 298,995 0,756 187,308 1,207 198,540 1,138 228,953 0,922
L3 239 349,805 0,683 204,098 1,171 262,635 0,910 233,861 0,682

Lla 174 192,914 0,902 129,918 1,339 131,585 1,322 200,818 1,120

L1b 231,5 229,404 1,009 148,033 1,564 149,728 1,546 228,337 0,942

Ferreira (2006) Llc 190 226,351 0,839 131,592 1,444 133,281 1,426 217,621 0,825
L2a 228 195,702 1,165 131,707 1,731 159,689 1,428 215,103 0,900

L2b 211 223,120 0,946 143,102 1,474 173,505 1,216 245,792 0,777
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REFERENCIA ENSAIO | V., NBR6118 ACI318 FIB MC2020 EUROCODE2

(KN) | Vngr (KN) | E;unBr | Vact (KN) | Epaci | Veme (KN) | Enrmce | Vecz (KN) | Enpce

L2¢ 159,5 228,584 0,698 133,544 | 1,194 162,028 0,984 | 233,861 0,879

L3a 225 195,702 1,150 131,707 | 1,708 177,154 1,270 177,640 1,058

L3b 215 222,520 0,966 142,525 | 1,509 191,705 1,122 112,603 1,092

Ferreira (2006) L3c 179.5 212,710 0,844 119,878 | 1,497 161,355 1,112 112,603 1,083
L4a 193,5 209,010 0,926 144,241 | 1,342 | 207,534 0,932 151,779 0,886

L4b 191 238,830 0,800 157,250 | 1,215 | 226,253 0,844 151,779 0,883

L4c 205,5 228,584 0,899 133,544 | 1,539 192,407 1,068 175,792 0,694

Ozden et al. (2006) | NR1EOFO0 188 220,033 0,854 181,196 | 1,038 | 231,292 0,813 175,792 0,708
L1A 123 119,420 1,030 68,049 1,808 64,153 1,917 | 859,927 1,191

L1B 122 119,420 1,022 68,049 1,793 64,153 1,902 | 526,831 1,044

Vilhena et al. (2006) L3A 134,5 163,397 0,823 96,608 1,392 113,346 1,187 | 235,180 1,003
L3B 134 163,397 0,820 96,608 1,387 113,346 1,182 | 213,394 1,139

L5A 122 197,369 0,618 107,914 | 1,131 153,255 0,796 | 521,992 1,034

L5B 124,5 197,369 0,631 107,914 | 1,154 153,255 0,812 | 383,656 1,259

PG-1 1024 950,859 1,077 | 692,621 | 1,478 | 503,452 2,034 | 727,112 1,135

PG-5 550 582,540 0,944 | 712,344 | 0,772 | 528,457 1,041 | 1121,529 0,933

Guandalini (2005) PG-6 236 254,791 0,926 156,586 | 1,507 175,400 1,345 | 563,886 1,165
PG-7 243 228,590 1,063 180,647 | 1,345 197,794 1,229 | 668,224 1,037

PG-10 540 577,189 0,936 | 702,552 | 0,769 | 508,389 1,062 | 729,802 1,093

1 483 481,447 1,003 356,845 | 1,354 | 359,884 1,342 | 831,658 1,079

Birkle (2004) 7 825 862,155 0,957 | 704395 | 1,171 518,907 1,590 | 544,372 1,012

10 1046 1298,667 | 0,805 | 1125384 | 0,929 | 710,553 1,472 | 661,430 0,907

L42 657 638,052 1,030 | 534,761 | 1,229 | 569,060 1,155 | 754,047 0,963

L42A 693 719,901 0,963 610,457 | 1,135 | 644,104 1,076 | 830,770 0,916

Borges (2004) L45 798 811,434 0,983 614,345 | 1,299 | 704,702 1,132 | 603,490 1,307
L46 897 921,409 0,974 | 682,666 | 1,314 | 876,232 1,024 | 579,303 1,153

L41 551 556,428 0,990 | 420,056 | 1,312 | 490,204 1,124 | 1003,817 1,351
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REFERENCIA | ENSAIO | V,,, NBR6118 ACI318 FIB MC2020 EUROCODE2

(kN) | Vygr (KN) | Esungr | Vact KN) | Eqaci | Vemc (KN) | Eprmc | Vecz (KN) | Engece

L41A 600 648,655 | 0,925 | 496,431 | 1,209 | 573,810 1,046 | 301,322 0,796

Borges (2004) L43A 726 738,079 | 0,984 | 525987 | 1,380 | 636,578 1,140 | 308,724 1,043
L44 761 819,231 | 0,929 | 559.065 | 1361 | 760376 1,001 | 290,390 1,099

Ti-1A 789 634,101 1244 | 388,638 | 2,030 | 703,869 1,121 | 353344 0,696

Timm (2004) Ti-2A 668 608,688 | 1,097 | 365510 | 1,828 | 590,381 1,131 | 340,504 1,060
Ti-3A 1356 | 1087,302 | 1247 | 713254 | 1,901 | 1192,923 | 1,137 | 342,775 0,966

Lla 240 309,306 | 0,776 | 234,520 | 1,023 | 165,718 1,448 | 382,076 0,631

Lib 322 316,147 | 1,019 | 241,890 | 1,331 | 170,831 1,885 | 386277 1,036

Llc 319 305,074 | 1,046 | 214351 | 1,488 | 184,073 1,733 | 368,436 0,972

L2a 246 358,817 | 0,686 | 306,811 | 0,802 | 221,677 1,110 | 415,870 0,604

L2b 361 348,645 | 1,035 | 295269 | 1,223 | 213,663 1,690 | 401,175 0,985

Oliveira et al. (2003) L2c 331 349991 | 0,946 | 296,508 | 1,116 | 214,449 1,543 | 410,961 0,983
L3a 241 391,871 | 0,615 | 299,743 | 0,804 | 263,938 | 0,913 | 449,762 0,638

L3b 400 397413 | 1,007 | 306,507 | 1,305 | 270,018 1,481 | 469,999 0,906

L3c 358 380,255 | 0,941 | 287,230 | 1246 | 253,152 1,414 | 470,462 0,948

Lda 251 432,459 | 0,580 | 316280 | 0,794 | 312,692 | 0,803 | 301,729 1,210

L4b 395 420,072 | 0,940 | 303,335 | 1,302 | 300,141 1316 | 255286 2,119

Ldc 404 428,823 | 0,942 | 312,584 | 1,292 | 309,164 1,307 | 238,994 1,381

Oliveira et al. (2003) L5a 287 475846 | 0,603 | 341,616 | 0,840 | 364,658 | 0,787 | 453,393 1,286
L5b 426 502,188 | 0,848 | 370,372 | 1,150 | 395,354 1,078 | 725,363 1,246

L5c 446 495927 | 0,899 | 363246 | 1,228 | 387,604 1,151 | 1350,058 1,023

Ospina e al. (2003) SR-1 365 382,557 | 0,954 | 350,032 | 1,043 | 414,770 | 0,880 | 147,766 1,793
ERI-VS | 541 407,005 | 1,329 | 393,598 | 1,374 | 479213 1,129 | 187,940 1,564

P100 330 296,028 | 1,115 | 244,720 | 1,348 | 386,626 | 0854 | 201,916 1,550

Li (2000) P150 583 500,180 | 1,166 | 428260 | 1,361 | 598,782 | 0,974 | 316,197 0,968
P200 904 748,861 1207 | 652,587 | 1,385 | 812,609 1,112 | 105,671 1,136

P300 1381 1366,946 | 1,010 | 1166,658 | 1,184 | 1245335 | 1,109 | 127,890 1,329
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REFERENCIA ENSAIO | V., NBR6118 ACI318 FIB MC2020 EUROCODE2

(KN) | Vngr (KN) | E;unBr | Vact (KN) | Epaci | Veme (KN) | Enrmce | Vecz (KN) | Enpce

Matthys e Taerwe RI' 265 197,856 1,339 170,140 | 1,558 | 251,592 1,053 127,890 1,056
(2000) R2 294 219,210 1,341 126,650 | 2,321 180,025 1,633 154,368 1,166

R3 313 237,064 1,320 122,731 | 2,550 177,625 1,762 | 346,892 0,868

McHarg et al. (2000) NU 306 381,224 0,303 311,415 | 0,983 | 316,854 0,966 | 304,806 1,043
LAl 120 121,194 0,990 77,912 1,540 112,592 1,066 | 400,152 0,907

Ozawa et al. (2000) LA21 170 146,677 1,159 77,912 2,182 112,592 1,510 | 413,154 1,072
LA22 135 146,677 0,920 77,912 1,733 112,592 1,199 | 399,434 1,259

LBI1 180 165,168 1,090 92,012 1,956 131,306 1,371 412,569 1,302

S1-U 301 416,284 0,723 354,339 | 0,849 | 445,075 0,676 | 402,832 1,316

Ghannoum (1998) S1-B 318 312,882 1,016 | 238,599 | 1,333 | 229,955 1,383 | 436,587 1,571
S2-U 363 480,198 0,756 | 439,000 | 0,827 | 440,590 0,824 | 443,362 1,570

S3-U 443 506,737 0,874 | 475,892 | 0,931 477,615 0,928 | 453,791 1,761

L1 503 431,371 1,166 | 375461 | 1,340 | 408,771 1,231 423,570 1,129

Sistonen ef al. L2 537 443,359 1,211 388,301 | 1,383 | 422,751 1,270 | 512,359 2,168
(1997) L3 530 433,872 1,222 377,643 | 1,403 410,837 1,290 504,841 2,193

L4 686 588,215 1,166 | 567,557 | 1,209 | 622,566 1,102 | 508,743 2,121

L5 696 593,830 1,172 | 573230 | 1,214 | 627,848 1,109 | 331,693 0,965

L6 799 608,603 1,313 593442 | 1,346 | 651,937 1,226 | 268,661 1,269

L7 478 453,980 1,053 335246 | 1,426 | 349,999 1,366 | 237,344 1,205

Sistonen L8 1111 954,579 1,164 | 935509 | 1,188 | 1056,542 1,052 | 240,473 1,235

et al. (1997) L9 1107 943,974 1,173 921,309 | 1,202 | 1039,749 1,065 | 225,006 1,084
L10 1079 951,064 1,135 | 930,999 | 1,159 | 1052,212 1,025 | 235295 1,249

12 320 362,624 0,882 | 272,597 | 1,174 | 421,625 0,759 | 219,886 1,032

14 341 304,180 1,121 192,152 | 1,775 | 234,474 1,454 58,561 1,025

Ramdane (1996) 21 286 268,722 1,064 159,552 | 1,793 179,738 1,591 237,360 1,095
23 297 272,265 1,091 162,718 | 1,825 198,557 1,496 | 259,364 1,388

25 244 253,383 0,963 145,352 | 1,679 163,741 1,490 | 224,543 1,122
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REFERENCIA | ENSAIO Vexp NBR6118 ACI318 FIB MC2020 EUROCODE2
(kN) | Vagr (KN) | Esungrl Vact (KN) | Emact | Vemc (KN) | Eprmc| Vecz (KN) EnmEc2
Ramdane (1996) 26 294 264,970 1,110 155,435 1,891 175,100 | 1,679 | 187,068 0,930
27 227 246,325 | 0,922 151,252 1,501 170,388 1,332 | 191,569 0,783
Banthia ez al.
(1995) v 60 69,113 0,868 55,716 1,077 102,335 | 0,586 | 189,457 1,008
Urban (1994) Pm 1/1-1.5 | 260 272,792 | 0,953 173,788 1,496 204,862 1,269 | 161,949 0,846
Pd 1/1-1.5 360 388,989 | 0,925 | 308,736 1,166 395,208 | 0,911 | 1728,890 1,186
P1/2-1.5 252 250,493 1,006 162,208 1,554 206,886 | 1,218 | 1077,490 1,114
FS-1 174 209,812 | 0,829 191,920 0,907 208,924 | 0,833 | 293,608 0,875
Theodorakopoulos FS-8 150 189,484 | 0,792 156,342 0,959 163,696 | 0,916 | 222,961 1,184
e Swamy (1993) FS-10 191 234,670 | 0,814 | 233,666 0,817 262,360 | 0,728 | 245,853 1,049
FS-19 137 181,639 | 0,754 189,561 0,723 206,356 | 0,664 | 272,234 1,117
Tomaszewicz ND65-1-1 | 2050 1783,490 | 1,149 | 1361,233 1,506 1061,884 | 1,931 | 272,234 1,036
(1993) ND65-2-1 1200 1112,395 | 1,079 | 781,019 1,536 638,249 | 1,880 | 272,234 1,260
P11S150 257 333,553 | 0,770 | 335,136 0,767 308,769 | 0,832 | 243,852 1,021
P38S150 264 270,322 | 0,977 | 254,711 1,036 237,573 1,11 | 293,921 1,211
Alexander e P19S150 258 284,892 | 0,906 | 268,309 0,962 248,195 1,040 | 353,131 1,034
Simmonds (1992) PI9RE 304 315,462 | 0,964 | 312,634 0,972 289,198 1,051 | 375,406 1,303
PI9RC 282 315,462 | 0,894 | 312,634 0,902 289,198 | 0,975 | 396,301 1,100
PI9RB 343 315,462 1,087 | 312,634 1,097 345,566 | 0,993 | 196,653 1,358
HS?2 249 287,906 | 0,865 | 253,069 0,984 285,171 | 0,873 | 296,267 1,681
HS3 356 345334 1,031 | 251,255 1,417 283,126 | 1,257 | 301,248 1,859
HS5 365 382,889 | 0,953 | 368,381 0,991 408,620 | 0,893 | 257,058 1,245
HS6 489 415,409 1,177 | 352,285 1,388 391,704 | 1,248 | 293,512 1,349
Marzouk (1991) HS8 436 436,400 | 0,999 349,760 1,247 388,896 1,121 | 152,772 0,844
HS13 267 253,562 1,053 165,035 1,618 188,998 1,413 | 149,487 0,910
HS14 498 404,942 1,230 | 329,990 1,509 388,489 | 1,282 | 153,841 0,839
HS15 560 465,253 1,204 | 410914 1,363 504,427 | 1,110 | 230,343 1,177
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REFERENCIA | ENSAIO | V., NBR6118 ACI318 FIB MC2020 EUROCODE2
(kN) Vngr (KN) | Ejungr | Vact (KN) | Epact Veme (KN) | Enrmc | Vecz (KN) | Epgce
Marzouk (1991) | NSI 320 292,666 1,093 | 196,027 1,632 220,892 1449 | 153,044 1,045
NS2 396 313,197 1264 | 230,625 1,717 256,431 1,544 | 294882 1,038
Gardner 8 129 164,397 0,785 | 68,094 1,894 100,261 1287 | 195455 1,243
(1990) 9 136 160,863 0,845 | 65,910 2,063 113,762 1,195 198,034 1,030
10 129 165,548 0,779 | 68,810 1,875 135,151 0954 | 198,034 | 0,752
13 271 270,625 1,001 | 200,622 1,351 354,465 0,765 198,034 | 0,651
Gardner 15 160 183,794 0,871 | 95,983 1,667 177459 | 0902 | 198,034 | 0,702
(1990) 25 306 346,449 0,883 | 290,594 1,053 513,431 0,596 69,912 1,259
27 243 234,726 1,035 | 138,529 1,754 256,121 0,949 86,255 1,438
F2 204 209,047 0,976 | 98,334 2,075 183,761 1,110 94,254 1337
Lovrovich F3 149 209,047 0,713 | 98,334 1,515 165274 | 0902 | 142,987 1,357
(1990) F4 129 209,047 0,617 | 98,334 1312 150,031 0,860 | 140,507 1,253
F5 139 209,047 0,665 | 98,334 1,414 126,763 1,097 | 122,339 1,349
Rankin e Long 2C 88 83,371 1,056 | 60,347 1,458 81,982 1,073 | 693,002 1,190
(1987) 3C 124 102,861 1206 | 60,347 2,055 81,982 1,513 | 324267 1,203
4C 126 112,399 1,121 | 55,940 2,252 75.994 1,658 | 327.611 1,114
1 194 194,055 1,000 | 156,542 1,239 163,697 1,185 102,138 1,146
12 176 190,689 0,923 | 133,313 1,320 139,407 1262 | 103,191 1,018
1/6 165 164,446 1,003 | 133222 1,239 142,020 1,162 | 105,003 1,000
w1 825 771,253 1,070 | 538,946 1,531 455,707 1,810 | 163,034 1,208
12 390 349,874 1,115 | 215,630 1,809 242,742 1,607 | 191,911 1,115
/3 365 353,481 1,033 | 218,973 1,667 246,506 1481 | 203,010 1,054
/4 117 107,597 1,087 | 53,907 2,170 81,175 1441 | 236,998 1,046
Regan (1986) 11/5 105 108,706 0,966 | 54,743 1,918 82,434 1274 | 161,536 1,176
/6 105 110,615 0949 | 56,192 1,869 84.615 1,241 176,285 1,339
1/ 197 186,148 1,058 | 113,671 1,733 145,589 1,353 165,865 1,495
111/3 214 219,119 0977 | 145,171 1,474 185,935 1,151 171,453 1,528
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REFERENCIA | ENSAIO | V,,, NBR6118 ACI318 FIB MC2020 EUROCODE2

(kN) | Vyggr (KN) | Emngr | Vact &KN) | Emact | Veme KN) | Ememc | Veca (KN) | Emgce

111/5 214 233,150 0,918 118,624 1,804 156,014 1,372 250,887 0,678

11/6 248 272,184 0,911 149,628 1,657 196,791 1,260 258,536 1,083

IV/1 190 198,585 0,957 126,778 1,499 146,794 1,294 257,366 1,030

IvV/2 236 216,718 1,089 144,532 1,633 167,351 1,410 295,922 0,963

IV/3 248 203,907 1,216 131,908 1,880 152,734 1,624 261,949 1,088

Regan (1986) IV/4 262 210,777 1,243 138,631 1,890 160,518 1,632 142,119 1,386
Vi1 170 242,604 0,701 120,559 1,410 126,745 1,341 146,753 1,547

V72 280 289,759 0,966 195,410 1,433 214,609 1,305 153,271 1,533

V/3 265 263,331 1,006 155,276 1,707 166,683 1,590 151,879 1,218

V/4 285 282,681 1,008 | 201,754 1,413 191,072 1,492 153,871 2,197

V/5 285 282,812 1,008 183,864 1,550 200,387 1,422 130,442 1,319

1 197 174,432 1,129 104,389 1,887 153,370 1,284 132,153 2,149

2 227 180,120 1,260 109,536 2,072 180,007 1,261 170,749 2,466

3 235 188,120 1,249 116,913 2,010 217,965 1,078 168,538 1,080

4 185 162,506 1,138 89,917 2,057 159,651 1,159 170,393 2,160

5 338 210,925 1,602 141,298 2,392 274,497 1,231 471,217 2,332

Regan (1984) 8 172 139,569 1,232 101,213 1,699 179,708 0,957 214,467 1,306
9 284 181,155 1,568 159,049 1,786 308,983 0,919 193,516 1,023

10 421 234,061 1,799 165,172 2,549 320,878 1,312 506,226 1,237

11 182 180,331 1,009 105,109 1,732 186,626 0,975 188,520 0,971

15 368 233,574 1,576 164,656 2,235 311,273 1,182 194,814 1,442

17 1099 511,644 2,148 | 407,836 2,695 740,814 1,484 190,677 1,510

Schaefers (1984) 0 280 | 259,794 1,078 179,051 1,564 226,941 1,234 191,551 1,691
Swamy e Ali (1982) S-1 198 217,044 0,912 197,062 1,005 214,083 0,925 437,950 1,434
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REFERENCIA ENSAIO Vexp NBR6118 ACI318 FIB MC2020 EUROCODE2
(KN) | Vugr (KN) | Epungr | Vact (KN) | Emact | Vime (KN) | Enrmc | Veca (KN) | Engce
Pralong et al.
(1979) P5 626 617,249 1,014 427,949 1,463 387,131 1,617 362,559 1,280
6 183 199,505 0,917 92,344 1,982 125,151 1,462 357,803 1,230
Ladner 7 281 276,028 1,018 173,530 1,619 249,723 1,125 407,224 1,422
etal. (1977) 10 288 252,378 1,141 148,357 1,941 209,790 1,373 408,278 1,421
11 324 305,353 1,061 206,571 1,568 308,161 1,051 277,587 1,304
Pralong et al.
(1977) P2 628 559,510 1,122 377,608 1,663 325,348 1,930 247,480 0,743
S2150-1 464 457,674 1,014 331,121 1,401 398,283 1,165 176,288 1,038
Criswell (1974) S2150-2 440 453,728 0,970 327,851 1,342 394,639 1,115 541,780 1,030
S4150-1 579 684,655 0,846 611,992 0,946 761,861 0,760 604,052 1,094
S4150-2 580 686,427 0,845 614,368 0,944 759,941 0,763 371,783 0,845
Ladner (1973) M 362 348,087 1,040 240,629 1,504 325,838 1,111 311,734 1,010
Nylander e Bl 184 240,676 0,765 181,433 1,014 293,653 0,627 927,375 1,792
Sundquist (1972) B2 183 185,277 0,988 114,332 1,601 172,216 1,063 269,450 1,258
C2 558 595,182 0,938 416,161 1,341 457,061 1,221 336,770 1,220
Cl 661 663,592 0,996 419,255 1,577 458,828 1,441 384,083 1,099
Hawkins et al. 8 314 365,732 0,859 248,710 1,263 376,900 0,833 344,092 1,194
(1971) 9 315 333,401 0,945 296,851 1,061 327,881 0,961 417,856 1,031
Schaeidt et al.
(1970) P1 1662 1231,064 1,350 951,513 | 1,747 867,281 1,916 342,755 0,852
Al1/T2 339 319,641 1,061 222,970 | 1,520 283,017 1,198 306,346 0,829
A2/M2 411 399,501 1,029 278,659 | 1,475 408,747 1,006 333,195 1,005
Vanderbilt A2/M3 422 451,178 0,935 290,451 | 1,453 425,266 0,992 362,144 1,466
(1972) A2/T1 411 401,374 1,024 | 330,344 | 1,244 417,981 0,983 290,918 1,296
A2/T2 431 487,418 0,884 339,055 | 1,271 429,004 1,005 301,089 1,309
A3/M3 292 406,601 0,718 254,225 | 1,149 372,906 0,783 241,392 0,895
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REFERENCIA | ENSAIO Vexp NBR6118 ACI318 FIB MC2020 EUROCODE?2

(kN) | Vygr (kN) | E;ungr | Vact kN) | Epacr | Veme (KN) | Enrme | Viecz (KN) | Eppca

Ad4/Ml1 254 366,227 0,694 290,646 0,874 | 439,229 0,578 262,974 0,977

_ A4/M2 335 393,300 0,852 269,088 1,245 394,346 0,850 261,769 1,150
Va(‘rfg%t;ﬂt A4/M3 531 429,602 1,236 276,099 | 1,923 | 388,854 | 1366 | 236996 | 0,827
A4/T1 377 347,783 1,084 268,969 1,402 | 341,881 1,103 260,926 1,085

A4/T2 394 357,174 1,103 263,372 1,496 | 334,300 1,179 267,957 1,482

PI1-S1 216 234,756 0,920 145,650 1,483 138,287 1,562 189,426 0,971

P2-S1 257 346,244 0,742 288,800 0,890 | 296,636 0,866 263,107 0,802

Manterola P3-S1 301 444,720 0,677 413,936 0,727 | 461,632 0,652 195,613 0,844
(1966) PI-S2 196 230,481 0,850 141,689 | 1,383 | 130,032 | 1,507 91,448 0,700
P2-82 283 343,546 0,824 285,432 0,991 283,621 0,998 88,943 0,933

P3-S2 397 455232 0,872 428,700 0,926 | 463,070 0,857 258,094 1,507

P1-S3 184 201,925 0,911 105,581 1,743 113,699 1,618 262,379 1,494

P2-83 211 255,874 0,825 172,241 1,225 158,070 1,335 255,713 1,478

P3-S3 165 190,236 0,867 180,310 0,915 165,475 0,997 252,604 1,358

Taylor e Hayes 282 64 84,921 0,754 45,336 1,412 64,918 0,986 246,896 1,596
(1965) 283 83 91,734 0,905 53,766 1,544 | 79,559 1,043 | 275493 | 1,129
S1-60 389 334,402 1,163 264,074 1,473 | 314,309 1,238 245,071 1,041

S1-70 392 339,954 1,153 270,679 1,448 295,534 1,326 241,412 1,139

Moe (1961) S3-70 378 305,457 1,237 226,185 1,671 244,122 1,548 336,578 0,992
S5-60 343 301,742 1,137 222,072 1,545 277,182 1,237 330,643 1,004

R1 394 393,228 1,002 272,013 1,448 | 447,836 0,880 296,568 1,450

R2 311 299,004 1,040 203,783 1,526 | 249,200 1,248 279,684 1,459
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REFERENCIA | ENSAIO Vexp NBR6118 ACI318 FIB MC2020 EUROCODE2

(kN) | Vygr (kN) | Emner | Vact KN) | Emacr | Vime KN) | Emrmc | Vecz (KN) | Emece
IAI5a-5 255 265,141 0,962 167,367 1,524 202,048 1,262 | 220,951 1,168
[AI5a-6 275 260,639 1,055 162,744 1,690 193,819 1,419 | 226,608 1,139
[AI5c-11 334 361,178 0,925 186,428 1,792 226,248 1,476 | 273,618 1,213
Kinnunen e [AI5c-12 332 354,108 0,938 180,567 1,839 218,443 1,520 | 271,322 1,224
Nylander [A30a-24 430 391,106 1,099 282,804 1,520 352,079 1,221 84,324 1,115
(1960) 1A30a-25 408 372,367 1,096 264,620 1,542 331,062 1,232 86,564 1,201
1A30d-32 258 294,896 0,875 268,167 0,962 336,494 0,767 84,153 1,165
IA30d-33 258 300,971 0,857 275,507 0,936 340,990 0,757 85,251 1,220
[A30e-34 332 367,965 0,902 264,947 1,253 328,241 1,011 76,126 1,077
IA30e-35 332 363,026 0,915 258,703 1,283 321,130 1,034 74,314 1,103
Base (1959) A 94 96,860 0,970 50,014 1,879 98,332 0,956 | 99,012 1,141
B 104 99,433 1,046 52,019 1,999 102,276 1,017 95,916 1,043
C 98 96,664 1,014 49,862 1,965 98,034 1,000 | 128,817 1,902
D 104 97,925 1,062 50,840 2,046 99,958 1,040 | 288,512 1,265
E 82 87,443 0,938 53,172 1,542 104,542 0,784 | 302,295 1,178
F 82 85,362 0,961 51,286 1,599 100,833 0,813 | 327,228 1,073
G 113 113,732 0,994 52,455 2,154 103,132 1,096 | 296,762 1,348
H 100 110,175 0,908 50,014 1,999 98,332 1,017 | 258,884 0,583

Rosenthal
(1959) 11/4 245 179,266 1,367 122,174 2,005 155,390 1,577 | 258,884 0,641
Elstner e A-1b 365 370,481 0,985 284,873 1,281 365,359 0,999 | 274,028 0,734
Hognestad A-lc 356 388,180 0,917 305,529 1,165 391,850 0,909 | 274,028 0,723
(1956) A-1d 351 420,197 0,835 344,098 1,020 441,316 0,795 | 274,028 0,730
A-4 400 436,177 0,917 369,486 1,083 494,159 0,809 | 274,028 0,726
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REFERENCIA | ENSAIO Verp NBR6118 ACI318 FIB MC2020 EUROCODE?2
(kN) | Vipgr (KN) | Emnpr | Vact KN) | Emact | Vime (KN) | Empmc | Vica (KN) | Empce

2-in. Disk 1 151 246,594 0,612 122,934 1,228 176,802 0,854 | 269,467 0,816
2-in. Disk 2 166 246,594 0,673 122,934 1,350 176,802 0,939 | 269,467 0,802
6-in. Disk 1 201 290,212 0,693 191,532 1,049 282,513 0,711 270,886 0,919
6-in. Disk 2 198 290,212 0,682 191,532 1,034 282,513 0,701 | 274,028 0,741
Richart e Kluge | 0-in. Plaster 1 | 200 290,212 0,689 191,532 1,044 282,513 0,708 | 274,028 0,737

(1939) 6-in. Plaster 2 199 290,212 0,686 191,532 1,039 282,513 0,704 | 225,683 1,662
14-in. Disk 1 243 378,312 0,642 260,810 0,844 384,698 0,572 | 228,619 1,706
14-in. Ring 1 249 378,312 0,658 260,810 0,828 384,698 0,561 237,319 1,580
14-in. Ring 2 239 378,312 0,632 330,087 0,754 486,883 0,511 229,866 1,718
6-in. Ring 1 203 290,212 0,699 191,532 1,060 282,513 0,719 | 248,452 1,409
6-in. Ring 2 202 290,212 0,696 191,532 1,055 282,513 0,715 | 259,267 1,157




APENDICE 3 — Dimensionamento a puncio das 96 lajes lisas analisadas
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GEOMETRIA E PROPRIEDADES DOS MATERIAIS — FIB MC2020 (2024)

PAVIMENTO L L, Ty Tsy b h d,, dyy d, fek fyk E,
(cm)  (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (em) (MPa) (MPa) (GPa)
Pav. 2 600 600 132 132 35 24,0 20,7 19,1 19,9 25 500 200
Pav. 3 600 600 132 132 35 21,5 18,2 16,6 17,4 25 500 200
Pav. 4 600 600 132 132 35 20,5 17,2 15,6 16,4 25 500 200
Pav. 5 600 600 132 132 35 20,0 16,7 15,1 15,9 25 500 200
Pav. 2 600 600 132 132 35 22,5 19,2 17,6 18,4 30 500 200
Pav. 3 600 600 132 132 35 20,0 16,7 15,1 15,9 30 500 200
Pav. 4 600 600 132 132 35 20,0 16,7 15,1 15,9 30 500 200
Pav. 5 600 600 132 132 35 20,0 16,7 15,1 15,9 30 500 200
Pav. 2 600 600 132 132 35 22,0 18,7 17,1 17,9 35 500 200
Pav. 3 600 600 132 132 35 20,0 16,7 15,1 15,9 35 500 200
Pav. 4 600 600 132 132 35 21,0 17,7 16,1 16,9 35 500 200
Pav. 5 600 600 132 132 35 20,5 17,2 15,6 16,4 35 500 200
Pav. 2 600 600 132 132 35 21,0 17,7 16,1 16,9 40 500 200
Pav. 3 600 600 132 132 35 20,0 16,7 15,1 15,9 40 500 200
Pav. 4 600 600 132 132 35 20,0 16,7 15,1 15,9 40 500 200
Pav. 5 600 600 132 132 35 20,0 16,7 15,1 15,9 40 500 200
Pav. 2 600 600 132 132 35 20,0 16,7 15,1 15,9 45 500 200
Pav. 3 600 600 132 132 35 20,0 16,7 15,1 15,9 45 500 200
Pav. 4 600 600 132 132 35 20,0 16,7 15,1 15,9 45 500 200
Pav. 5 600 600 132 132 35 20,0 16,7 15,1 15,9 45 500 200
Pav. 2 600 600 132 132 35 20,0 16,7 15,1 15,9 50 500 200
Pav. 3 600 600 132 132 35 20,0 16,7 15,1 15,9 50 500 200
Pav. 4 600 600 132 132 35 20,0 16,7 15,1 15,9 50 500 200
Pav. 5 600 600 132 132 35 20,0 16,7 15,1 15,9 50 500 200
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ACOES, ESFORCOS CORTANTES E MOMENTOS FLETORES — FIB MC2020 (2024)

PAVIMENTO Ik qr Pk r Pd VEk VED MSxd MSyd
(kN/m?*) (kN'm*») =gr+qr. =9r/9x =1,35g;+ 1,50q, (kN) (kN) (Nm/m) (kNm/m)
Pav. 2 7,00 4,0 11,00 0,57 15,45 333,36 468,21 122,52 122,48
Pav. 3 6,38 2,5 8,88 0,39 12,36 283,35 394,50 103,23 103,20
Pav. 4 6,13 1,5 7,63 0,24 10,52 250,02 344,90 90,26 90,22
Pav. 5 6,00 1,0 7,00 0,17 9,60 233,35 320,02 83,74 83,71
Pav. 2 6,63 4,0 10,63 0,60 14,94 333,36 468,86 122,69 122,65
Pav. 3 6,00 2,5 8,50 0,42 11,85 283,35 395,03 103,37 103,33
Pav. 4 6,00 1,5 7,50 0,25 10,35 250,02 345,02 90,29 90,25
Pav. 5 6,00 1,0 7,00 0,17 9,60 233,35 320,02 83,74 83,71
Pav. 2 6,50 4,0 10,50 0,62 14,78 333,36 469,08 122,75 122,71
Pav. 3 6,00 2,5 8,50 0,42 11,85 283,35 395,03 103,37 103,33
Pav. 4 6,25 1,5 7,75 0,24 10,69 250,02 344,78 90,22 90,19
Pav. 5 6,13 1,0 7,13 0,16 9,77 233,35 319,93 83,72 83,69
Pav. 2 6,25 4,0 10,25 0,64 14,44 333,36 469,54 122,87 122,83
Pav. 3 6,00 2,5 8,50 0,42 11,85 283,35 395,03 103,37 103,33
Pav. 4 6,00 1,5 7,50 0,25 10,35 250,02 345,02 90,29 90,25
Pav. 5 6,00 1,0 7,00 0,17 9,60 233,35 320,02 83,74 83,71
Pav. 2 6,00 4,0 10,00 0,67 14,10 333,36 470,03 123,00 122,95
Pav. 3 6,00 2,5 8,50 0,42 11,85 283,35 395,03 103,37 103,33
Pav. 4 6,00 1,5 7,50 0,25 10,35 250,02 345,02 90,29 90,25
Pav. 5 6,00 1,0 7,00 0,17 9,60 233,35 320,02 83,74 83,71
Pav. 2 6,00 4,0 10,00 0,67 14,10 333,36 470,03 123,00 122,95
Pav. 3 6,00 2,5 8,50 0,42 11,85 283,35 395,03 103,37 103,33
Pav. 4 6,00 1,5 7,50 0,25 10,35 250,02 345,02 90,29 90,25
Pav. 5 6,00 1,0 7,00 0,17 9,60 233,35 320,02 83,74 83,71
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ARMADURAS, VERIFICACAO DA RESISTENCIA A PUNCAO E RESISTENCIAS NORMATIVAS — FIB MC2020 (2024)

PAVIMENTO As,x As,y r (0/0) b0,5 ﬂe TEdo,5 dméx,ag ky th,c th,lim TEdo,5 th,c/TEdO,S
(cm?*/m) (cm?*m) (cm) (kN/ecm?)  (mm) <=tpd.
Pav. 2 15,04 16,64 0,80 202,52 1 0,12 19 0,36 0,12 0,17 Ok! 1,03
Pav. 3 14,57 16,42 0,89 194,66 1 0,12 19 0,36 0,12 0,17 Ok! 1,03
Pav. 4 13,44 15,25 0,87 191,52 1 0,11 19 0,36 0,12 0,17 Ok! 1,09
Pav. 5 12,82 14,59 0,86 189,95 1 0,11 19 0,36 0,12 0,17 Ok! 1,13
Pav. 2 16,18 18,04 0,93 197,81 1 0,13 19 0,36 0,13 0,18 Ok! 1,02
Pav. 3 15,88 18,10 1,07 189,95 1 0,13 19 0,36 0,13 0,18 Ok! 1,01
Pav. 4 13,65 15,47 0,91 189,95 1 0,11 19 0,36 0,13 0,18 Ok! 1,15
Pav. 5 12,56 14,20 0,84 189,95 1 0,11 19 0,36 0,13 0,18 Ok! 1,24
Pav. 2 16,45 18,34 0,97 196,23 1 0,13 19 0,36 0,14 0,20 Ok! 1,06
Pav. 3 15,59 17,67 1,05 189,95 1 0,13 19 0,36 0,14 0,20 Ok! 1,09
Pav. 4 12,55 14,02 0,79 193,09 1 0,11 19 0,36 0,14 0,20 Ok! 1,35
Pav. 5 11,97 13,41 0,77 191,52 1 0,10 19 0,36 0,14 0,20 Ok! 1,40
Pav. 2 17,35 19,47 1,09 193,09 1 0,14 19 0,36 0,15 0,21 Ok! 1,06
Pav. 3 15,39 17,37 1,03 189,95 1 0,13 19 0,36 0,15 0,21 Ok! 1,16
Pav. 4 13,30 14,95 0,89 189,95 1 0,11 19 0,36 0,15 0,21 Ok! 1,33
Pav. 5 12,27 13,78 0,82 189,95 1 0,11 19 0,36 0,15 0,21 Ok! 1,43
Pav. 2 18,48 20,91 1,24 189,95 1 0,16 19 0,36 0,16 0,22 Ok! 1,04
Pav. 3 15,29 17,22 1,02 189,95 1 0,13 19 0,36 0,16 0,22 Ok! 1,24
Pav. 4 13,22 14,85 0,88 189,95 1 0,11 19 0,36 0,16 0,22 Ok! 1,41
Pav. 5 12,21 13,69 0,81 189,95 1 0,11 19 0,36 0,16 0,22 Ok! 1,52
Pav. 2 18,36 20,73 1,23 189,95 1 0,16 19 0,36 0,17 0,24 Ok! 1,10
Pav. 3 15,21 17,10 1,02 189,95 1 0,13 19 0,36 0,17 0,24 Ok! 1,30
Pav. 4 13,16 14,76 0,88 189,95 1 0,11 19 0,36 0,17 0,24 Ok! 1,49
Pav. 5 12,16 13,61 0,81 189,95 1 0,11 19 0,36 0,17 0,24 Ok! 1,61




GEOMETRIA E PROPRIEDADES DOS MATERIAIS — ABNT NBR6118 (2023)

PAVIMENTO b(cm) h(cm) d,(cm) d,(cm) d(cm) [ (MPa) f,,(MPa)
Pav. 2 35 21 17,7 16,1 16,9 25 500
Pav. 3 35 20 16,7 15,1 15,9 25 500
Pav. 4 35 20 16,7 15,1 15,9 25 500
Pav. 5 35 20 16,7 15,1 15,9 25 500
Pav. 2 35 20 16,7 15,1 15,9 30 500
Pav. 3 35 20 16,7 15,1 15,9 30 500
Pav. 4 35 20 16,7 15,1 15,9 30 500
Pav. 5 35 20 16,7 15,1 15,9 30 500
Pav. 2 35 20 16,7 15,1 15,9 35 500
Pav. 3 35 20 16,7 15,1 15,9 35 500
Pav. 4 35 20 16,7 15,1 15,9 35 500
Pav. 5 35 20 16,7 15,1 15,9 35 500
Pav. 2 35 20 16,7 15,1 15,9 40 500
Pav. 3 35 20 16,7 15,1 15,9 40 500
Pav. 4 35 20 16,7 15,1 15,9 40 500
Pav. 5 35 20 16,7 15,1 15,9 40 500
Pav. 2 35 20 16,7 15,1 15,9 45 500
Pav. 3 35 20 16,7 15,1 15,9 45 500
Pav. 4 35 20 16,7 15,1 15,9 45 500
Pav. 5 35 20 16,7 15,1 15,9 45 500
Pav. 2 35 20 16,7 15,1 15,9 50 500
Pav. 3 35 20 16,7 15,1 15,9 50 500
Pav. 4 35 20 16,7 15,1 15,9 50 500
Pav. 5 35 20 16,7 15,1 15,9 50 500
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ACOES, ESFORCOS CORTANTES E MOMENTOS FLETORES — ABNT NBR6118 (2023)

PAVIMENTO g, (kN/m?» gq; (KN'm?») r=g;/q;, Vs(kN) Mg, (Nm/m) Mg, (KNm/m)
Pav. 2 6,25 4,0 0,64 333,36 87,23 87,20
Pav. 3 6,00 2,5 0,42 283,35 74,15 74,12
Pav. 4 6,00 1,5 0,25 250,02 65,43 65,40
Pav. 5 6,00 1,0 0,17 233,35 61,06 61,04
Pav.2 6,00 4,0 0,67 333,36 87,23 87,20
Pav. 3 6,00 2,5 0,42 283,35 74,15 74,12
Pav. 4 6,00 1,5 0,25 250,02 65,43 65,40
Pav. 5 6,00 1,0 0,17 233,35 61,06 61,04
Pav.2 6,00 4,0 0,67 333,36 87,23 87,20
Pav. 3 6,00 2,5 0,42 283,35 74,15 74,12
Pav. 4 6,00 1,5 0,25 250,02 65,43 65,40
Pav. 5 6,00 1,0 0,17 233,35 61,06 61,04
Pav. 2 6,00 4,0 0,67 333,36 87,23 87,20
Pav. 3 6,00 2,5 0,42 283,35 74,15 74,12
Pav. 4 6,00 1,5 0,25 250,02 65,43 65,40
Pav. 5 6,00 1,0 0,17 233,35 61,06 61,04
Pav. 2 6,00 4,0 0,67 333,36 87,23 87,20
Pav. 3 6,00 2,5 0,42 283,35 74,15 74,12
Pav. 4 6,00 1,5 0,25 250,02 65,43 65,40
Pav. 5 6,00 1,0 0,17 233,35 61,06 61,04
Pav. 2 6,00 4,0 0,67 333,36 87,23 87,20
Pav. 3 6,00 2,5 0,42 283,35 74,15 74,12
Pav. 4 6,00 1,5 0,25 250,02 65,43 65,40
Pav. 5 6,00 1,0 0,17 233,35 61,06 61,04
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ARMADURAS, VERIFICACAO DA RESISTENCIA A PUNCAO E RESISTENCIAS NORMATIVAS — ABNT NBR6118 (2023)

PAVIMENTO  A;, Asy 1(%) u Fgpz tsaz Fgpq tsa1 traz tra1 tsaz  trai/tsa
(cm*m) (cm?*m) (cm) (kN) (kN/em?) (kN) (kN/em?) (kN/em?) (kN/em?) <=tggs
Pav. 2 18,70 21,59 1,19 140 333,36 0,20 333,36 0,08 0,43 0,08 OK! 1,03
Pav. 3 16,68 19,36 1,13 140 283,35 0,18 283,35 0,07 0,43 0,08 OK! 1,08
Pav. 4 14,39 16,54 0,97 140 250,02 0,16 250,02 0,06 0,43 0,08 OK! 1,16
Pav. 5 13,29 15,21 0,90 140 233,35 0,15 233,35 0,06 0,43 0,07 OK! 1,21
Pav. 2 19,55 22,65 1,33 140 333,36 0,21 333,36 0,09 0,51 0,09 OK! 1,03
Pav. 3 16,16 18,52 1,09 140 283,35 0,18 283,35 0,07 0,51 0,08 OK! 1,13
Pav. 4 14,02 15,96 0,94 140 250,02 0,16 250,02 0,06 0,51 0,08 OK! 1,22
Pav. 5 12,98 14,73 0,87 140 233,35 0,15 233,35 0,06 0,51 0,08 OK! 1,28
Pav. 2 19,04 21,82 1,28 140 333,36 0,21 333,36 0,09 0,58 0,09 OK! 1,07
Pav. 3 15,83 18,00 1,06 140 283,35 0,18 283,35 0,07 0,58 0,09 OK! 1,18
Pav. 4 13,78 15,59 0,92 140 250,02 0,16 250,02 0,06 0,58 0,08 OK! 1,28
Pav. 5 12,77 14,43 0,85 140 233,35 0,15 233,35 0,06 0,58 0,08 OK! 1,33
Pav. 2 18,69 21,28 1,26 140 333,36 0,21 333,36 0,09 0,65 0,10 OK! 1,11
Pav. 3 15,60 17,65 1,05 140 283,35 0,18 283,35 0,07 0,65 0,09 OK! 1,23
Pav. 4 13,61 15,34 0,91 140 250,02 0,16 250,02 0,06 0,65 0,09 OK! 1,33
Pav. 5 12,63 14,21 0,84 140 233,35 0,15 233,35 0,06 0,65 0,08 OK! 1,39
Pav. 2 18,52 21,02 1,24 140 333,36 0,21 333,36 0,09 0,71 0,10 OK! 1,15
Pav. 3 15,49 17,48 1,04 140 283,35 0,18 283,35 0,07 0,71 0,09 OK! 1,27
Pav. 4 13,52 15,22 0,90 140 250,02 0,16 250,02 0,06 0,71 0,09 OK! 1,38
Pav. 5 12,56 14,11 0,84 140 233,35 0,15 233,35 0,06 0,71 0,09 OK! 1,44
Pav. 2 18,38 20,81 1,23 140 333,36 0,21 333,36 0,09 0,77 0,10 OK! 1,19
Pav. 3 15,39 17,34 1,03 140 283,35 0,18 283,35 0,07 0,77 0,10 OK! 1,32
Pav. 4 13,45 15,11 0,90 140 250,02 0,16 250,02 0,06 0,77 0,09 OK! 1,43
Pav. 5 12,50 14,02 0,83 140 233,35 0,15 233,35 0,06 0,77 0,09 OK! 1,49




GEOMETRIA E PROPRIEDADES DOS MATERIAIS — ACI318 (2025)

PAVIMENTO b(em) h(em) d,(cm) d,(cm) d(cm) [ (MPa) f.,(MPa) s(MPa) fo(MPa) f,,(MPa)
Pav. 2 35 26,0 22,7 21,1 21,9 25 29,92 2,99 25,91 500
Pav. 3 35 24,0 20,7 19,1 19,9 25 29,92 2,99 25,91 500
Pav. 4 35 22,5 19,2 17,6 18,4 25 29,92 2,99 25,91 500
Pav. 5 35 22,0 18,7 17,1 17,9 25 29,92 2,99 25,91 500
Pav.2 35 25,0 21,7 20,1 20,9 30 35,91 3,59 31,04 500
Pav. 3 35 22,5 19,2 17,6 18,4 30 35,91 3,59 31,04 500
Pav. 4 35 22,0 18,7 17,1 17,9 30 35,91 3,59 31,04 500
Pav. 5 35 22,0 18,7 17,1 17,9 30 35,91 3,59 31,04 500
Pav. 2 35 24,0 20,7 19,1 19,9 35 41,89 4,19 35,63 500
Pav. 3 35 21,0 17,7 16,1 16,9 35 41,89 4,19 35,63 500
Pav. 4 35 20,0 16,7 15,1 15,9 35 41,89 4,19 35,63 500
Pav. 5 35 20,0 16,7 15,1 15,9 35 41,89 4,19 35,63 500
Pav. 2 35 23,0 19,7 18,1 18,9 40 47,88 4,79 40,22 500
Pav. 3 35 21,0 17,7 16,1 16,9 40 47,88 4,79 40,22 500
Pav. 4 35 20,0 16,7 15,1 15,9 40 47,88 4,79 40,22 500
Pav. 5 35 20,0 16,7 15,1 15,9 40 47,88 4,79 40,22 500
Pav. 2 35 22,0 18,7 17,1 17,9 45 53,86 5,39 44,81 500
Pav. 3 35 20,0 16,7 15,1 15,9 45 53,86 5,39 44,81 500
Pav. 4 35 20,0 16,7 15,1 15,9 45 53,86 5,39 44,81 500
Pav. 5 35 20,0 16,7 15,1 15,9 45 53,86 5,39 44,81 500
Pav. 2 35 22,0 18,7 17,1 17,9 50 59,84 5,98 49,40 500
Pav. 3 35 20,0 16,7 15,1 15,9 50 59,84 5,98 49,40 500
Pav. 4 35 20,0 16,7 15,1 15,9 50 59,84 5,98 49,40 500
Pav. 5 35 20,0 16,7 15,1 15,9 50 59,84 5,98 49,40 500
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ACOES, ESFORCOS CORTANTES E MOMENTOS FLETORES — ACI318 (2025)

PAVIMENTO Ik qx Py r Pgq Pgq Vsk Vsa Mgy Mgyq Mgy Mgyq
(kN'm*) (kN/'m*) =g, =g9i/qx =14g9r =129+ (kN) (kN)  (Nm/m) (Nm/m) (kNm/m) (kNm/m)
+ 9k 1' 6‘1k

Pav. 2 7,50 4,00 11,50 0,53 10,50 15,40 333,36 446,41 87,23 116,82 87,20 116,77
Pav. 3 7,00 2,50 9,50 0,36 9,80 12,40 283,35 369,85 74,15 96,78 74,12 96,75
Pav. 4 6,63 1,50 8,13 0,23 9,28 10,35 250,02 318,48 65,43 83,34 65,40 83,31
Pav. 5 6,50 1,00 7,50 0,15 9,10 9,40 233,35 292,46 61,06 76,53 61,04 76,51
Pav. 2 7,25 4,00 11,25 0,55 10,15 15,10 333,36 447,44 87,23 117,09 87,20 117,04
Pav. 3 6,63 2,50 9,13 0,38 9,28 11,95 283,35 371,08 74,15 97,10 74,12 97,07
Pav. 4 6,50 1,50 8,00 0,23 9,10 10,20 250,02 318,77 65,43 83,42 65,40 83,39
Pav. 5 6,50 1,00 7,50 0,15 9,10 9,40 233,35 292,46 61,06 76,53 61,04 76,51
Pav. 2 7,00 4,00 11,00 0,57 9,80 14,80 333,36 448,52 87,23 117,37 87,20 117,33
Pav. 3 6,25 2,50 8,75 0,40 8,75 11,50 283,35 372,41 74,15 97,45 74,12 97,42
Pav. 4 6,00 1,50 7,50 0,25 8,40 9,60 250,02 320,02 65,43 83,74 65,40 83,71
Pav. 5 6,00 1,00 7,00 0,17 8,40 8,80 233,35 293,35 61,06 76,77 61,04 76,74
Pav. 2 6,75 4,00 10,75 0,59 9,45 14,50 333,36 449,64 87,23 117,66 87,20 117,62
Pav. 3 6,25 2,50 8,75 0,40 8,75 11,50 283,35 372,41 74,15 97,45 74,12 97,42
Pav. 4 6,00 1,50 7,50 0,25 8,40 9,60 250,02 320,02 65,43 83,74 65,40 83,71
Pav. 5 6,00 1,00 7,00 0,17 8,40 8,80 233,35 293,35 61,06 76,77 61,04 76,74
Pav. 2 6,50 4,00 10,50 0,62 9,10 14,20 333,36 450,83 87,23 117,97 87,20 117,93
Pav.3 6,00 2,50 8,50 0,42 8,40 11,20 283,35 373,36 74,15 97,70 74,12 97,67
Pav. 4 6,00 1,50 7,50 0,25 8,40 9,60 250,02 320,02 65,43 83,74 65,40 83,71
Pav. 5 6,00 1,00 7,00 0,17 8,40 8,80 233,35 293,35 61,06 76,77 61,04 76,74
Pav. 2 6,50 4,00 10,50 0,62 9,10 14,20 333,36 450,83 87,23 117,97 87,20 117,93
Pav.3 6,00 2,50 8,50 0,42 8,40 11,20 283,35 373,36 74,15 97,70 74,12 97,67
Pav. 4 6,00 1,50 7,50 0,25 8,40 9,60 250,02 320,02 65,43 83,74 65,40 83,71
Pav. 5 6,00 1,00 7,00 0,17 8,40 8,80 233,35 293,35 61,06 76,77 61,04 76,74
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ARMADURAS, VERIFICACAO DA RESISTENCIA A PUNCAO E RESISTENCIAS NORMATIVAS — ACI318 (2025)

PAVIMENTO  A;, Asy 1 (%) Vsaz b tsaz Ve Ve Ves tRd tsaz  tra/tsaz
(cm*m) (¢cm?m) (kN) (cm) (kN/em?) (kN/ecm?) (kN/cm?) (kN/em?) (kN/em?) <=tgp,4
Pav. 2 12,18 13,24 0,58 446,41 227,60 0,13 0,17 0,25 0,25 0,13 Ok! 1,01
Pav. 3 11,06 12,13 0,58 369,85 219,60 0,12 0,17 0,25 0,24 0,13 Ok! 1,07
Pav. 4 10,27 11,35 0,59 318,48 213,60 0,11 0,17 0,25 0,23 0,13 Ok! 1,12
Pav. 5 9,66 10,70 0,57 292,46 211,60 0,11 0,17 0,25 0,23 0,13 Ok! 1,18
Pav. 2 12,69 13,84 0,63 44744 223,60 0,13 0,19 0,28 0,27 0,14 Ok! 1,04
Pav. 3 11,94 13,19 0,68 371,08 213,60 0,13 0,19 0,28 0,25 0,14 Ok! 1,05
Pav. 4 10,47 11,58 0,62 318,77 211,60 0,12 0,19 0,28 0,25 0,14 Ok! 1,18
Pav. 5 9,56 10,56 0,56 292,46 211,60 0,11 0,19 0,28 0,25 0,14 Ok! 1,29
Pav. 2 13,31 14,57 0,70 448,52 219,60 0,14 0,20 0,30 0,28 0,15 Ok! 1,04
Pav. 3 13,03 14,53 0,81 372,41 207,60 0,15 0,20 0,30 0,26 0,15 Ok! 1,00
Pav. 4 11,84 13,28 0,79 320,02 203,60 0,14 0,20 0,30 0,25 0,15 Ok! 1,08
Pav. 5 10,79 12,09 0,72 293,35 203,60 0,13 0,20 0,30 0,25 0,15 Ok! 1,18
Pav. 2 14,00 15,40 0,78 449,64 215,60 0,15 0,21 0,32 0,29 0,16 Ok! 1,03
Pav. 3 12,93 14,39 0,81 372,41 207,60 0,15 0,21 0,32 0,28 0,16 Ok! 1,07
Pav. 4 11,75 13,16 0,78 320,02 203,60 0,14 0,21 0,32 0,27 0,16 Ok! 1,15
Pav. 5 10,72 11,99 0,71 293,35 203,60 0,13 0,21 0,32 0,27 0,16 Ok! 1,25
Pav. 2 14,79 16,35 0,87 450,83 211,60 0,17 0,22 0,33 0,30 0,17 Ok! 1,00
Pav. 3 13,74 15,40 0,92 373,36 203,60 0,16 0,22 0,33 0,29 0,17 Ok! 1,04
Pav. 4 11,68 13,06 0,78 320,02 203,60 0,14 0,22 0,33 0,29 0,17 Ok! 1,21
Pav. 5 10,66 11,91 0,71 293,35 203,60 0,13 0,22 0,33 0,29 0,17 Ok! 1,32
Pav. 2 14,71 16,24 0,86 450,83 211,60 0,17 0,23 0,35 0,32 0,18 Ok! 1,05
Pav. 3 13,67 15,30 091 373,36 203,60 0,16 0,23 0,35 0,30 0,18 Ok! 1,09
Pav. 4 11,63 12,98 0,77 320,02 203,60 0,14 0,23 0,35 0,30 0,18 Ok! 1,27
Pav. 5 10,62 11,85 0,71 293,35 203,60 0,13 0,23 0,35 0,30 0,18 Ok! 1,39




GEOMETRIA E PROPRIEDADES DOS MATERIAIS — EUROCODE2 (2023)

PAVIMENTO b(cm) h(cm) d,(cm) d,(cm) d(cm) [ (MPa) f,,(MPa)
Pav. 2 35 27,5 242 22,6 23,4 25 500
Pav. 3 35 25,0 21,7 20,1 20,9 25 500
Pav. 4 35 23,5 20,2 18,6 19,4 25 500
Pav. 5 35 23,5 20,2 18,6 19,4 25 500
Pav. 2 35 26,0 22,7 21,1 21,9 30 500
Pav. 3 35 22,5 19,2 17,6 18,4 30 500
Pav. 4 35 21,0 17,7 16,1 16,9 30 500
Pav. 5 35 23,5 20,2 18,6 19,4 30 500
Pav. 2 35 24,0 20,7 19,1 19,9 35 500
Pav. 3 35 21,0 17,7 16,1 16,9 35 500
Pav. 4 35 21,0 17,7 16,1 16,9 35 500
Pav. 5 35 23,5 20,2 18,6 19.4 35 500
Pav. 2 35 23,0 19,7 18,1 18,9 40 500
Pav. 3 35 20,0 16,7 15,1 15,9 40 500
Pav. 4 35 20,0 16,7 15,1 15,9 40 500
Pav. 5 35 20,0 16,7 15,1 15,9 40 500
Pav. 2 35 22,0 18,7 17,1 17,9 45 500
Pav. 3 35 20,0 16,7 15,1 15,9 45 500
Pav. 4 35 20,0 16,7 15,1 15,9 45 500
Pav. 5 35 20,0 16,7 15,1 15,9 45 500
Pav. 2 35 21,0 17,7 16,1 16,9 50 500
Pav. 3 35 20,0 16,7 15,1 15,9 50 500
Pav. 4 35 20,0 16,7 15,1 15,9 50 500
Pav. 5 35 20,0 16,7 15,1 15,9 50 500
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ACOES, ESFORCOS CORTANTES E MOMENTOS FLETORES — EUROCODE?2 (2023)

PAVIMENTO 9k qr 1" r P4y Vsk Vsa Mgy Mgyq Mgy Mgy
(kN'm*)  (kN'm*>) =gr+qr =gi/q =12g;+t1,6q;, (kN) (kN)  (Nm/m) (Nm/m) (kNm/m) (kNm/m)
Pav. 2 7,88 4.0 11,88 0,51 16,63 333,36 466,87 87,23 122,17 87,20 122,13
Pav. 3 7,25 2,5 9,75 0,34 13,54 283,35 393,42 74,15 102,95 74,12 102,91
Pav. 4 6,88 1,5 8,38 0,22 11,53 250,02 344,24 65,43 90,08 65,40 90,05
Pav. 5 6,88 1,0 7,88 0,15 10,78 233,35 319,47 61,06 83,60 61,04 83,57
Pav. 2 7,50 4.0 11,50 0,53 16,13 333,36 467,42 87,23 122,32 87,20 122,27
Pav. 3 6,63 2,5 9,13 0,38 12,69 283,35 394,17 74,15 103,15 74,12 103,11
Pav. 4 6,25 1,5 7,75 0,24 10,69 250,02 344,78 65,43 90,22 65,40 90,19
Pav. 5 6,88 1,0 7,88 0,15 10,78 233,35 319,47 61,06 83,60 61,04 83,57
Pav. 2 7,00 4,0 11,00 0,57 15,45 333,36 468,21 87,23 122,52 87,20 122,48
Pav. 3 6,25 2,5 8,75 0,40 12,19 283,35 394,67 74,15 103,28 74,12 103,24
Pav. 4 6,25 1,5 7,75 0,24 10,69 250,02 344,78 65,43 90,22 65,40 90,19
Pav. 5 6,88 1,0 7,88 0,15 10,78 233,35 319,47 61,06 83,60 61,04 83,57
Pav. 2 6,75 4,0 10,75 0,59 15,11 333,36 468,64 87,23 122,63 87,20 122,59
Pav. 3 6,00 2,5 8,50 0,42 11,85 283,35 395,03 74,15 103,37 74,12 103,33
Pav. 4 6,00 1,5 7,50 0,25 10,35 250,02 345,02 65,43 90,29 65,40 90,25
Pav. 5 6,00 1,0 7,00 0,17 9,60 233,35 320,02 61,06 83,74 61,04 83,71
Pav.2 6,50 4,0 10,50 0,62 14,78 333,36 469,08 87,23 122,75 87,20 122,71
Pav.3 6,00 2,5 8,50 0,42 11,85 283,35 395,03 74,15 103,37 74,12 103,33
Pav. 4 6,00 1,5 7,50 0,25 10,35 250,02 345,02 65,43 90,29 65,40 90,25
Pav. 5 6,00 1,0 7,00 0,17 9,60 233,35 320,02 61,06 83,74 61,04 83,71
Pav.2 6,25 4,0 10,25 0,64 14,44 333,36 469,54 87,23 122,87 87,20 122,83
Pav.3 6,00 2,5 8,50 0,42 11,85 283,35 395,03 74,15 103,37 74,12 103,33
Pav. 4 6,00 1,5 7,50 0,25 10,35 250,02 345,02 65,43 90,29 65,40 90,25
Pav. 5 6,00 1,0 7,00 0,17 9,60 233,35 320,02 61,06 83,74 61,04 83,71
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ARMADURAS, VERIFICACAO DA RESISTENCIA A PUNCAO E RESISTENCIAS NORMATIVAS — EUROCODE?2 (2023)

PAVIMENTO As,x As,y r (0/0) b0,5 ﬂe TEdo,5 dméx,ag kpb th,c th,lim TEdo,5 th,c/TEdO,S
(cm?*/m) (cm?*m) (cm) (kN/ecm?)  (mm) <=tpd.
Pav. 2 12,45 13,48 0,55 213,51 1,15 0,11 19 2,11 0,11 0,17 Ok! 1,00
Pav. 3 11,74 12,85 0,59 205,66 1,15 0,11 19 2,03 0,11 0,17 Ok! 1,04
Pav. 4 11,04 12,17 0,60 200,95 1,15 0,10 19 1,98 0,11 0,17 Ok! 1,09
Pav. 5 10,19 11,22 0,55 200,95 1,15 0,09 19 1,98 0,11 0,17 Ok! 1,14
Pav. 2 13,23 14,40 0,63 208,80 1,15 0,12 19 2,07 0,12 0,18 Ok! 1,02
Pav. 3 13,37 14,83 0,77 197,81 1,15 0,12 19 1,95 0,13 0,18 Ok! 1,02
Pav. 4 12,72 14,26 0,80 193,09 1,15 0,12 19 1,89 0,13 0,18 Ok! 1,06
Pav. 5 10,06 11,05 0,54 200,95 1,15 0,09 19 1,98 0,11 0,18 Ok! 1,21
Pav. 2 14,57 16,00 0,77 202,52 1,15 0,13 19 2,00 0,13 0,20 Ok! 1,00
Pav. 3 14,53 16,28 0,91 193,09 1,15 0,14 19 1,89 0,14 0,20 Ok! 1,02
Pav. 4 12,55 14,02 0,79 193,09 1,15 0,12 19 1,89 0,13 0,20 Ok! 1,11
Pav. 5 9,98 10,93 0,54 200,95 1,15 0,09 19 1,98 0,12 0,20 Ok! 1,27
Pav. 2 15,28 16,86 0,85 199,38 1,15 0,14 19 1,96 0,15 0,21 Ok! 1,01
Pav. 3 15,39 17,37 1,03 189,95 1,15 0,15 19 1,85 0,15 0,21 Ok! 1,02
Pav. 4 13,30 14,95 0,89 189,95 1,15 0,13 19 1,85 0,15 0,21 Ok! 1,12
Pav. 5 12,27 13,78 0,82 189,95 1,15 0,12 19 1,85 0,14 0,21 Ok! 1,17
Pav. 2 16,15 17,92 0,95 196,23 1,15 0,15 19 1,93 0,16 0,22 Ok! 1,02
Pav. 3 15,29 17,22 1,02 189,95 1,15 0,15 19 1,85 0,16 0,22 Ok! 1,06
Pav. 4 13,22 14,85 0,88 189,95 1,15 0,13 19 1,85 0,15 0,22 Ok! 1,16
Pav. 5 12,21 13,69 0,81 189,95 1,15 0,12 19 1,85 0,15 0,22 Ok! 1,22
Pav. 2 17,13 19,15 1,07 193,09 1,15 0,17 19 1,89 0,17 0,24 Ok! 1,02
Pav. 3 15,21 17,10 1,02 189,95 1,15 0,15 19 1,85 0,17 0,24 Ok! 1,10
Pav. 4 13,16 14,76 0,88 189,95 1,15 0,13 19 1,85 0,16 0,24 Ok! 1,20
Pav. 5 12,16 13,61 0,81 189,95 1,15 0,12 19 1,85 0,15 0,24 Ok! 1,26
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APENDICE 4 - indice de confiabilidade com e sem o erro de modelo pelo método FORM

FIB MC2020 (2024)
Pavimento f. (MPa) h(cm) 4= qk/gk B com E, pycpy B sem E, pycrr

Pav. 2 25 24,0 0,57 3,57 5,23
Pav. 3 25 21,5 0,38 3,71 5,57
Pav. 4 25 20,5 0,25 3,87 5,65
Pav. 5 25 20,0 0,17 3,96 5,69
Pav. 2 30 22,5 0,59 3,66 5,29
Pav. 3 30 20,0 0,42 3,79 5,63
Pav. 4 30 20,0 0,25 4,07 5,79
Pav. 5 30 20,0 0,17 4,20 5,87
Pav. 2 35 22,0 0,62 3,80 5,47
Pav. 3 35 20,0 0,42 3,99 6,14
Pav. 4 35 21,0 0,25 4,35 6,87
Pav. 5 35 20,5 0,17 4,43 6,90
Pav. 2 40 21,0 0,64 3,84 5,49
Pav. 3 40 20,0 0,42 4,15 6,38
Pav. 4 40 20,0 0,25 4,42 7,43
Pav. 5 40 20,0 0,17 4,55 7,92
Pav. 2 45 20,0 0,67 3,84 5,46
Pav. 3 45 20,0 0,42 4,27 6,55
Pav. 4 45 20,0 0,25 4,55 7,64
Pav. 5 45 20,0 0,17 4,68 8,17
Pav. 2 50 20,0 0,67 3,96 5,58
Pav. 3 50 20,0 0,42 4,39 6,69
Pav. 4 50 20,0 0,25 4,66 7,80
Pav. 5 50 20,0 0,17 4,79 8,34




ABNT NBR6118 (2023)

Pavimento fck (MPa) h (cm) r= qk/gk ﬂ com Em,NBR23 ﬁ sem Em,NBR23
Pav. 2 25 21 0,64 3,29 4,79
Pav. 3 25 20 0,42 3,58 5,39
Pav. 4 25 20 0,25 3,86 5,60
Pav. 5 25 20 0,17 4,00 5,69
Pav. 2 30 20 0,67 3,40 4,88
Pav. 3 30 20 0,42 3,81 5,63
Pav. 4 30 20 0,25 4,10 5,79
Pav. 5 30 20 0,17 4,23 5,87
Pav. 2 35 20 0,67 3,57 5,12
Pav. 3 35 20 0,42 4,00 6,18
Pav. 4 35 20 0,25 4,29 6,79
Pav. 5 35 20 0,17 4,42 6,87
Pav. 2 40 20 0,67 3,72 5,31
Pav. 3 40 20 0,42 4,16 6,41
Pav. 4 40 20 0,25 4,45 7,50
Pav. 5 40 20 0,17 4,58 8,02
Pav. 2 45 20 0,67 3,85 5,46
Pav. 3 45 20 0,42 4,29 6,59
Pav. 4 45 20 0,25 4,57 7,71
Pav. 5 45 20 0,17 4,71 8,27
Pav. 2 50 20 0,67 3,96 5,59
Pav. 3 50 20 0,42 4,40 6,72
Pav. 4 50 20 0,25 4,69 7,86
Pav. 5 50 20 0,17 4,82 8,44
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ACI318 (2025)

Pavimento f., (MPa) h(cm) , — qk/gk B com E, 41318

B sem E,, 4cr318

Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.

2

DNk WNDOUkWNDOERWNDOR WD OGERE WD O W

25
25
25
25
30
30
30
30
35
35
35
35
40
40
40
40
45
45
45
45
50
50
50
50

26,0
24,0
225
22,0
25,0
22,5
22,0
22,0
24.0
21,0
20,0
20,0
23,0
21,0
20,0
20,0
22,0
20,0
20,0
20,0
22,0
20,0
20,0
20,0

0,53
0,36
0,23
0,15
0,55
0,38
0,23
0,15
0,57
0,40
0,25
0,17
0,59
0,40
0,25
0,17
0,62
0,42
0,25
0,17
0,62
0,42
0,25
0,17

3,63
3,77
3,87
3,93
3,78
3,90
4,07
4,16
3,89
3,96
4,11
4,23
3,95
4,12
4,28
4,39
3,98
4,15
4,40
4,51
4,08
4,27
4,52
4,63

5,29
5,75
5,78
5,82
5,45
5,83
5,91
5,97
5,57
6,08
6,74
7,03
5,63
6,31
7,06
747
5,62
6,29
727
7,72
5,74
6,42
7,42
7,89
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EUROCODE2 (2023)

Pavimento f. (MPa) h(em) 4 =%k/ i

B com E. rucir

B sem E. rmcin

Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.
Pav.

2

DN WNDOUEWNDOERE WNDOBRE WD O WD DR W

25
25
25
25
30
30
30
30
35
35
35
35
40
40
40
40
45
45
45
45
50
50
50
50

27,5
25,0
23,5
23,5
26,0
22,5
21,0
23,5
24.0
21,0
21,0
23,5
23,0
20,0
20,0
20,0
22,0
20,0
20,0
20,0
21,0
20,0
20,0
20,0

0,51
0,34
0,22
0,15
0,53
0,38
0,24
0,15
0,57
0,40
0,24
0,15
0,59
0,42
0,25
0,17
0,62
0,42
0,25
0,17
0,64
0,42
0,25
0,17

3,86
3,98
4,09
4,19
3,98
4,03
4,15
4,43
4,00
4,09
435
4,62
4,06
4,15
4,42
4,55
4,08
427
4,55
4,68
4,08
4,39
4,66
4,79

5,18
5,19
522
527
5,79
5,85
5,87
6,07
5,78
6,34
6,87
7,07
5,83
6,38
7,43
7,92
5,82
6,55
7,64
8,17
5,77
6,69
7,80
8,34
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  F  ( x ) =     ∫  − ∞  x   1     ( 2 𝜋 )   1 2 . 𝜎   e x p  [ −    1 2      (   x −   𝜇  𝜎 ) 2 ]   d x ,


  E  ( x ) =   𝜇


  V  ( x ) =   𝜎 2


  z =     x − 𝜇    𝜎 .


  𝜇


  𝜎


  Y =  ln ⁡   ( x ) ,  


  f  ( x ) =    1    ( 2 𝜋 )  1 / 2   𝜁   x   e x p  [ −    1 2      (    ln ⁡  x −   𝜆  𝜁 ) 2 ]   ,         0   ≤     x     ≤     ∞ ,


  F  ( x ) =     ∫ 0  x   1    ( 2 𝜋 )  1 / 2   𝜁   x   e x p  [ −    1 2      (    ln ⁡  x −   𝜆  𝜁 ) 2 ]   d x .


    𝜇  x = e x p   [ 𝜆 + 0 , 5   𝜁 2 ]


    𝜎  x 2 =     𝜇  x    (  exp ⁡   [   𝜁 2 ] − 1 )


  𝜆 =   l n ⁡   (   𝜇  x ) − 0 , 5   𝜁 2 ,


  𝜁 =  l n ( 1 +   (   𝜎  x 2 /   𝜇  x ) 2 )


  f  ( x )


  f  ( x ) =   𝛼  exp ⁡  [   −   𝛼    ( x − u ) −   e  − 𝛼   ( x − u ) ]   − ∞   <     x     <     ∞ ,


  F  ( x ) =     e x p   [   −   e  − 𝛼    ( x − u )   ]


    − ∞   <     x     <     ∞ .


  u


  𝛼


  u


  𝛼


    𝜇  x = u +   𝛾  𝛼 ,


    𝜎  x =     𝜋  𝛼    6   .


  𝛾 = 0 , 577216


  u =   u  x −   𝛾  𝛼  


  𝛼 =     𝜋    𝜎  x    6     .


  f  ( x ) =     k  w      (   x  w )  k − 1   e x p  [ −      (   x  w   )  k ]   ,         x > 0 ,


  F  ( x ) =   1 −   e x p  [ −      (   x  w   )  k ] .


  k


  w


  k


  w


  k


  w


  𝜇 = w   𝛤  ( 1 +  1  k ) ,


  δ =      [   𝛤    ( 1 +  2  k )    𝛤 2    ( 1 +  1  k ) − 1 ]   1 2 ,


  𝛤


  k


  w


  k =  δ  − 1 , 08 ,


  w =   𝜇  𝛤    ( 1 +  1  k )   .


  f  ( x ) =       𝛽  𝛼  𝛤  ( 𝛼 )     x  𝛼 − 1   e  − 𝛽 x ,             0   ≤     x     <     ∞ ,


  𝛼


  𝛽


  𝛼   ≥ 1


  𝛽   > 0


  𝜇 =     𝛼  𝛽


    𝜎 2 =   𝛼    𝛽 2


  𝛤  ( 𝛼 ) =   ∫ 0 ∞    x  𝛼 − 1   e  − x   d x ,       s e n d o       𝛼 > 0 ,


  F  ( x ) =     ∫ 0  x      𝛽  𝛼  𝛤  ( 𝛼 )     x  𝛼 − 1   e  − 𝛽 x d x .


  𝛼


  𝛽


  g  ( X )


  X = {   X 1 ,     X 2 ,   … ,     X  n }  


  g  ( X ) =   g  (   X 1 ,     X 2 ,   … ,     X  n ) = 0 .


  g  ( X )


   Ω  f


   Ω  S


   Ω  f =  {  X |  g  ( X ) ≤ 0 } ,


   Ω  S =  {  X |  g  ( X ) > 0 } .


   Ω  f


  X


   Ω  S


  g  ( x ) =   R  ( x ) −   S  ( x ) ,


  R  ( x )


  S  ( x )


    P  f


    P  S


    P  f = P  [ g  ( x ) < 0 ] ,


    


    𝛽  c


  E [ g  ( x ) ]


  V a r [ g  ( x ) ]


  g  ( x )


    𝛽  c =     E [ g  ( x ) ]   V a r [ g  ( x ) ]     .


    𝜇  R


    𝜇  S


    𝜎  R


    𝜎  S


    Y  R


    Y  S


    Y  R =     R −     𝜇  R      𝜎  R   ,


    Y  S =     S −     𝜇  S      𝜎  S   .


  g  (   S  R ,     S  S ) =     Y  R   𝜎  R −     Y  S   𝜎  S +  (   𝜇  R −   𝜇  S ) .


  g  ( x ) = R − S


  𝛽 =       𝜇  R −     𝜇  S     𝜎  R 2 +     𝜎  S 2   .


    P  f = Φ    ( − 𝛽 )


  Φ  ( 𝛽 ) =   ∫  − ∞  𝛽   1   2   𝜋   e  −  1  2     y 2 d y .


    f  x  ( x )


    F  X ( x )


    u 1


    x  i =   F  X  − 1  (   u  i ) .


    u 1


    u 2


    y 1


    y 2


    y 1


    y 2


    y 1 =    − 2  ln ⁡   (   u 1 ) cos ⁡ ( 2 𝜋     u 2 )


    y 2 =    − 2  ln ⁡   (   u 1 )  sin ⁡   ( 2 𝜋     u 2 ) .


  𝕐


  𝕏


    x  i =     y  i   𝜎 +   𝜇


  𝜇


  𝜎


  X


    f  X ( x ) =     ∏  i = 1  n    f    X  i (   x  i )


    f    X  i (   x  i )


    X  i


    I  g  ( x )


   {      I  g  ( x ) = 1 ,   se   g  ( x ) < 0     I  g  ( x ) = 0 ,   se   g  ( x )   ≥ 0


  g  ( x ) < 0


  g    ( x )   ≥ 0


  g  ( x )


    P  f =   ∫  g  ( x )      I  g  ( x )   f  X  ( x )   d x .


   h  X ( x )


   h  X ( x )


    P  f =   ∫ Ω   [   I  g  ( x )     f  X  ( x )   h  X  ( x ) ]  h  X  ( x ) d x .


    I  g  ( x )     f  X  ( x )   h  X ( x )


   h  X ( x )


    P  f ≈     P  f ^ =    1  N     ∑  i = 1  N    I  g  (   x  i )     f  X  (   x  i )   h  X  (   x  i )


    x 1 ∗ ,     x 2 ∗


    w  k < < 1


    f  X ( x )


   h  X ( x )


    w  k =       f  X ( x )   h  X ( x )      


  V a r [     P  f ^ ] =    1   ( N − 1 )     ∑  k  N      (   I  g [   x  k ]   w  k −     P  f ) ^ 2    


   h  X  ( x )


   h  X  ( x ) ∝     f  X    (  x |  x   ∈    Ω  f ) .


   h  X  ( x )


  E [ H ]


  ∈    Ω  f


  C o v  [ H ,     H  t ] =   C o v


  ,     X  t


  ∈    Ω  f


  E [ H ]


  C o v  [ H ,     H  t ]


    f  X ( x )


    f  X ( x )


    f  Y ( y )


    ∈   𝕏


  𝕐


  𝕏


    f    X  i  (   x  i ) ,     i = 1 ,   2 ,   … ,   n ,


    R  X


    R  X =    [      𝜌    X 11    𝜌    X 12  …    𝜌    X  1 n     𝜌    X 21    𝜌    X 22  ⋯    𝜌    X  2 n   ⋮  ⋮  ⋱  ⋮     𝜌    X  n 1    𝜌    X  n 2  …    𝜌    X  n 3 ] ,


    𝜌    X  i i = 1


  i = 1 ,   2 ,   … ,   n


    f  X ( x )


    f  Y ( y )


  𝕏 → 𝕐


  X   𝜖   𝕏


  Z   𝜖   ℤ


  ℤ


    𝜇    X  i  n e q


    𝜎    X  i  n e q


    F    X  i  n e q (   x  i ∗ ) =     F  X (   x  i ∗ )


    f    X  i  n e q  (   x  i ∗ ) =     f  X  (   x  i ∗ ) .


    Z 1 ,     Z 2 , … ,     Z  n )


    z  i ∗ =       x  i ∗ −   𝜇    X  i  n e q    𝜎    X  i  n e q   .


    z  i ∗


    F    X  i  n e q  (   x  i ∗ ) =   Φ  (     x  i ∗ −   𝜇    X  i  n e q    𝜎    X  i  n e q ) = Φ  (   z  i ∗ ) ,


    f    X  i  n e q  (   x  i ∗ ) =    1    𝜎    X  i  n e q  2 𝜋   e x p  [ −  1 2  (     x  i ∗ −   𝜇    X  i  n e q    𝜎    X  i  n e q ) ] =   𝜙  (   z  i ∗ )    𝜎    X  i  n e q   .


  Φ  (   z  i ∗ )


  𝜙  (   z  i ∗ )


    z  i ∗


    𝜎    X  i  n e q =     ∅ (   z  i ∗ )    f  X (   x  i ∗ )   ,


    𝜇    X  i  n e q =       x  i ∗ −     z  i ∗   𝜎    X  i  n e q   .


    x ∗


    x  k →   x ∗


  𝕏 → ℤ


    V  n e q


    D  n e q


   {      V  n e q =   (   𝜇    X 1  n e q , … ,     𝜇    X  n  n e q )  t     D  n e q = d i a g (   𝜎    X 1  n e q , … ,     𝜎    X  n  n e q )


     (   D  n e q )  − 1


    J  z x =    [   𝜕   z  i  𝜕   x  j ] =  {     1    𝜎    X  i  n e q ,     p a r a   i = j   0 ,                                 p a r a   i ≠ j   ,


    J  x z =    [   𝜕   x  i  𝜕   z  j ] =  {      𝜎    X  i  n e q ,     p a r a   i = j   0 ,                                 p a r a   i ≠ j   ,


  i = 1 ,   2 ,   … ,   n


  j = 1 ,   2 ,   … ,   n


  𝕏 → ℤ


  ℤ → 𝕏


  z =     J  z x  { x −   V  n e q } ,


  x =   J  x z z +   V  n e q .


    f  Z ( z )


    f  Z  ( z ) = ∅  ( z ,   R  z )


    R  z


    f  X ( x )


    R  z


    f  X  ( x ) =      ∅  n  ( z ,   R  z )     f    X 1  (   x 1 )   f    X 2  (   x 2 ) …     f    X  n  (   x  n )   ∅    Z 1  (   z 1 )  ∅    Z 2  (   z 2 ) …    ∅    Z  n  (   z  n ) ,


    f    X  i  (   x  i )


    X  i


   ∅    Z  i  (   z  i )


  i = 1 ,   2 ,   … ,   n


    𝜌    X  i j =       ∫  − ∞ ∞    ∫  − ∞ ∞    z  i   z  j  ∅ 2  (   z  i ,   z  j ,   𝜌    Z  i j )     d z  i d   z  j ,


   ∅ 2  ( .   )


    𝜌    Z  i j


    𝜌    X  i j


    R  i j


    𝜌    Z  i j


    𝜌    X  i j


    R  i j =     𝜌    Z  i j    𝜌    X  i j .


  ℤ → 𝕐


    C  Y


    C  Z


  𝕐


  ℤ


    J  y z =     A  T =    (   A -    Λ  − 1 / 2 )  t ,


    J  z y =    (   A  T )  − 1 =    (    Λ  1 / 2   A - )  t .


    A -


    C  Z =   R  X


  Λ


    C  Z


    C  Z


    C  Z


    C  Z = L     L  T ,


    C  Z


    J  y z =   L  − 1 ,


    J  z y = L


  ℤ → 𝕐


  y =     J  y z   .   z ,


  z =   J  z y   .   y .


    X 1


    X 2


    J  y x =    [   𝜕   y  i  𝜕   x  k ] =  [   𝜕   y  i  𝜕   z  j     𝜕   z  j  𝜕   x  k ] =   J  y z   .     J  z x   ,


    J  x y =  [   𝜕   x  i  𝜕   y  k ]   =  [   𝜕   x  i  𝜕   z  j     𝜕   z  j  𝜕   y  k ] =   J  x z   .     J  z y ,


    J  x z =   D  n e q


    J  z x =    (   D  n e q )  − 1


    J  y x =   L  − 1   .      (   D  n e q )  − 1 ,


    J  x y =   D  n e q   .   L ,


  𝕏 → 𝕐


  𝕐 → 𝕏


  y =     J  y x  { x −   V  n e q } ,


  x =   J  x y   .   y +   V  n e q .


    Y  i


  𝕐


    Y  i ∗


  𝛼


  Y


    Y ∗


    Y ∗ = H Y ,


  H


  H


  H =  [     cos ⁡  𝜃   sin ⁡  𝜃   −  sin ⁡  𝜃   cos ⁡  𝜃 ] ,


  𝜃


  H


    H 0


    H 0 =  [    1  0  ⋯  0   0  1  ⋯  0   ⋮  ⋮  ⋱  ⋮     𝛼    y 1    𝛼    y 2  ⋯    𝛼    y  n ] ,


    𝛼    y 1


    𝛼    y 2


    𝛼    y  n


  𝛼


    H 0


  H


   {     h  n =  h  0 n    h  k =  h  0 k −   ∑  j = k + 1  n     h  j   .      h  0 k  T   h  j   .      h  j  T   .       h  j ,


  H


  A


    A  i j =    (   H B H  t )  | ∇ g  (   y ∗ ) |   i , j = 1 ,   2 ,   … ,   n − 1 ,


  B


  n   x   n


  H


  | ∇ g  (   y ∗ ) |


  B  (   y ∗ ) =    [     𝜕 2 g  ( y )    𝜕 y  i   𝜕 y  j ]  i , j = 1 ,   2 ,   … ,   n .


    Y  n


  𝛽


  A


    Y ′


    y  n ′ = 𝛽 +  1 2   y  ′ t A   y ′ ,


  A


   ( n − 1 )   .   ( n − 1 )


    P  f =   Φ  ( − β )   ∏  j = 1  n − 1     ( 1 +   𝛽 k  j )  −  1 2 ,


    k  j


    y ∗


  n


    P  f =   Φ  ( − β )      [ d e t  ( I + 2 β A ) ]  −  1 2 ,


  I
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  𝜌


    f  y


  𝒃   ( 𝐦 𝐦 )


  𝒅
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    𝒇  𝒚


   f c


   f y


  𝝆
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