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RESUMO

Neste trabalho de dissertagao apresentamos um modelo SIR fracionario com saturacao
que propomos com o0 objetivo de aprofundar o estudo de modelos tipo SIR com dinadmica mais
lenta que o modelo classico, e portanto, possibilitando uma descricdo mais precisa da dinamica
da COVID-19. Nosso modelo generaliza o modelo SIR saturado proposto em (Kolokolnikov,
2020) através da substituicdo das derivadas de ordem inteiras por derivadas fracionérias de
Caputo. Neste trabalho fizemos comparacoes detalhadas entre a dindmica dos modelos SIR
classico, SIR fracionario, SIR saturado, e SIR fracionario com saturacao. Também fizemos
comparagoes com dados reais da epidemia de COVID-19 no Brasil. Para este estudo, obtivemos
as solugoes numéricas dos modelos utilizando Python. Além disso, neste trabalho também
apresentamos uma breve revisao do modelo SIR classico, do modelo SIR saturado, e uma breve
revisao das defini¢oes e propriedades basicas dos calculos fracionarios de Riemann-Liouville e

de Caputo.

Palavras-chaves: Dinamica de Populagoes; Equacoes Diferenciais Fracionarias; Mo-

delo SIR; COVID-19.



ABSTRACT

In this dissertation we present a fractional SIR model with saturation that we propose
with the aim of deepening the study of SIR-type models with slower dynamics than the classical
model, and therefore, enabling a more accurate description of the dynamics of COVID-19.
Our model generalizes the saturated SIR model proposed in (Kolokolnikov, 2020) by replacing
integer order derivatives with Caputo fractional derivatives. In this work we made detailed
comparisons between the dynamics of the classical SIR, fractional SIR, saturated SIR, and
fractional SIR with saturation models. We also made comparisons with real data from the
COVID-19 epidemic in Brazil. For this study, we obtained the numerical solutions of the
models using Python. Furthermore, in this work we also present a brief review of the classical
SIR model, the saturated SIR model, and a brief review of the definitions and basic properties

of Riemann-Liouville and Caputo fractional calculations.

Palavras-chaves: Population Dynamics; Fractional Differential Equations; SIR Mo-

del; COVID-19.
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1 INTRODUCAO

As doencas infecciosas sao, de modo geral, uma ameaca a saude da populagao cujas
consequéncias se alastram na economia dos estados, e.g. (Khan, 2020). Diante disso, ao
longo da historia, cientistas de diversas areas (médicos, mateméticos, socilogos, etc) vém
pesquisando formas eficazes de minimizar os efeitos nocivos dos surtos e epidemias causadas
por essas doengas. FEm especial, a epidemiologia é a ciéncia que se compromete a estudar
quantitativamente os fenomenos relacionados as epidemias e suas consequéncias diretas em
uma populacao. Nela utiliza-se métodos cientificos e matematicos como fatores essenciais na
formulagao de agoes voltadas para a prevencao do controle de doencas. Seu desenvolvimento
como ciéncia estabelece um papel importantissimo para a melhoria das condi¢oes de saude da

populagao (Waldman) [1998).

Uma das linhas de pesquisa da epidemiologia é sobre modelagens mateméticas que
auxiliam na previsao de cendrios e a encontrar as diferentes ferramentas de medidas de controle
da transmissao entre individuos infectados e suscetiveis. Um desses modelos preditivos para
doengas infecciosas se dé através de sistemas dinamicos conhecidos na literatura como modelos
epidemiolégicos compartimentais do tipo SIR. Nesses modelos compartimentais do tipo SIR,
os individuas de uma populagao sao divididos em grupos de pessoas suscetiveis (podem ficar
doentes), infectadas (estao doentes e contagiosas) e recuperadas (estdo curadas) que se relacio-
nam entre si (Kermack, [1927)). Esse modelo tem como objetivo prever o ntimero de individuos
infectados ao longo do tempo, permitindo otimizar o uso de recursos e encaminhar quais as
medidas de controle mais eficientes para minimizar os efeitos negativos da epidemia. Estes mo-
delos tipo SIR tém se mostrado uma ferramenta eficiente de controle epidémico e servem para

auxiliar as autoridades de satde publica na escolha das estratégias eficientes para minimizacao



12

dos efeitos das mesmas ((Hethcote, [2000])).

Recentemente, no trabalho (Kolokolnikov, 2020) verificou-se que o modelo SIR cléssico
nao descreve bem a dinamica da epidemia de COVID-19 para intervalos de tempo longos, pois
a curva de infectados apresenta um pico muito agudo e estreito que conforme ([Lazol 2021)) nao é
o ideal esperado. Para descrever este crescimento mais lento os autores propuseram um modelo

do tipo SIR com saturacao que descrevemos detalhadamente na Secao desta dissertacao.

Por outro lado, trabalhos recentes mostraram que modelos do tipo SIR com derivadas
fraciondrias (derivadas de ordem néao inteira) também resultam em uma dindmica mais lenta
que o modelo SIR cléssico para a epidemia (veja, por exemplo, (Almeidal 2014; |Gomes, 2018}
Tavares, 2020)). Neste contexto, aprofundamos o estudo de modelos tipo SIR com dinamica
mais lenta que o modelo classico, e portanto possibilitando uma descricao mais precisa da
dindmica do COVID-19. No contexto desta pesquisa, propomos um modelo SIR fracionario
com saturagdo, uma extensao do modelo SIR saturado que incorpora derivadas fracionérias de
Caputo. A introducao dessas derivadas nao inteiras resulta em uma dindmica mais lenta quando
comparada ao modelo SIR classico, tornando-o mais adequado para descrever a propagacgao de
doengas como a COVID-19 (Almeida, 2014; (Gomes|, 2018; Tavares, 2020). O objetivo central
deste estudo é realizar uma anélise abrangente comparando a dinamica do modelo SIR classico,
SIR saturado com derivadas inteiras e o modelo SIR fracionario com saturagdo, explorando
suas semelhancas e diferencas com os dados reais da epidemia ocorrida no Brasil durante os

anos de 2020 e 2021.

Nosso modelo generaliza o modelo SIR saturado proposto em (Kolokolnikov| 2020)
através da substituicdo das derivadas de ordem um por derivadas fracionarias de Caputo e
comparamos detalhadamente a dindmica do modelo SIR com derivada inteira e a dindmica

do nosso modelo SIR fracionario com saturacdo. Para este estudo, obtivemos as solucoes



13

numéricas dos modelos utilizando Python. Com esses resultados apresentamos um modelo

tedrico qualitativamente mais adequado para descrever o comportamento da propagacao do

COVID-19.

A estrutura deste trabalho é a seguinte: no Capituld2, apresentaremos os fundamentos
tedricos dos modelos SIR. No Capitulo [3 dedicado a uma revisdo dos calculos fraciondrios de
Riemann-Liouville e de Caputo. No Capitulo 4 revisamos o modelo SIR saturado proposto por
(Kolokolnikov;, 2020)). O Modelo SIR fraciondrio com saturacao que propomos é apresentado no
Capitulo[f] No Capitulo[6] apresentaremos os resultados da nossa analise numérica, concentra-
mos nossa atengao na comparacao entre os modelos SIR, SIR saturado e SIR fracionario com
saturacao, explorando as mudancgas em seus parametros e examinando como essas variagoes
afetam a dindmica da epidemia. Por fim, apresentamos uma comparacao com dados reais da
epidemia de COVID-19 no Brasil em 2020 e 2021. Destacamos as conclusdes finais no Capitulo

[6.2] e concluimos a dissertacao.
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2 O MODELO SIR CLASSICO

Neste capitulo apresentaremos uma breve revisao da definicdo e propriedades mate-
maticas do modelo epidemiolégico SIR. Esta revisao segue de perto o trabalho apresentado
em (Tavares, 2020). O modelo SIR foi proposto para descrever matematicamente a evolugao
temporal de surtos/epidemias de doencas infecciosas. Neste modelo admitimos que uma po-
pulacao total esta dividida em trés parcelas compartimentais, a suscetivel S, a infecciosa I e
a recuperada R. No modelo SIR classico que revisamos aqui, admitimos que nao existe morte

causada pela doencga, e que pessoas recuperadas ficam imune por um tempo ilimitado a doenca.

Antes de apresentar a dindmica descrita pelo modelo SIR, vamos detalhar as variaveis

que envolvem o problema:

o Suscetiveis - S(t): nimero de individuas na populagdo que nao possuem imunidade e

estao expostos a uma eventual infecgao;

o Infectaveis - I(t): ntmero de individuas na populacdo que estao doentes e conseguem

causar infec¢des nos suscetiveis;

e Recuperados - R(t): nimero de individuas na populagdo que estao recuperados da infec-

¢ao, que se tornam, de qualquer modo, imunes a doenca estudada.

Para simplificar a dinamica consideramos ainda cinco hipéteses para o comportamento

do modelo:

1. Todos os individuos nascem suscetiveis;

2. Os infectados quando recuperados ganham imunidade total;
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3. As interagdes entre os compartimentos ocorrem de forma homogénea;

4. O tamanho da populagao IV ¢ constante, pois a taxa da mortalidade ¢é igual a da natalidade
-

5. Nao consideramos emigragao ou imigracao.

Pelas hipéteses consideradas, o numero total N de individuos na populacao é constante e é a

soma dos trés compartimentos. Portanto:

N(t) = S(t) + 1(t) + R(2). (2.1)

O modelo SIR descreve como o niimero de individuos de cada classe varia conforme o
tempo. Entendemos entdao que S(t), I(t) e R(t) sdo funcoes que dependem do tempo ¢. Esta

dindmica pode ser esquematizada através do diagrama abaixo, conforme (Tavares, 2020):

L‘ S } BSI _;| | vl . R

i,uS wl uR

Figura 2.1: Diagrama do modelo SIR (Tavares, |2020))

Neste diagrama [ é a taxa de contagio dos individuos suscetiveis, que passam a ser
infectados e v é a taxa de recuperagao que é proporcional ao inverso do periodo infeccioso
médio. A dindmica do modelo SIR classico é dada por um sistema de equagoes diferenciais nao-

lineares que, de acordo com (Koziol, 2020), satisfaz as condigoes iniciais de S(0) > 0,1(0) >0
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e R(0) > 0 € R,
45— uN — (B4 + w)S(t)

o = PSR — (n+ 1) 22)

U I(t) ~ uR(1).

No modelo SIR, o fator 85 (t)% representa a taxa de individuas infectados por uni-
dade de tempo. Esse fator diz que a probabilidade de um individuo doente tem de infectar um
suscetivel é proporcional ao contato entre suscetiveis e infectados na populagao. O fator vI(t)
é a taxa de recuperados por unidade de tempo. Os fatores uS(t), ul(t) e uR(t) representam a

taxa de individuos que foram a ébito por unidade de tempo em cada compartimento, enquanto

o termo pN significa a taxa de nascimentos por tempo.

= =) =
s o =

Fracao da populacao

0o

150 200 250 300

Tempo t (dias)

Figura 2.2: Solu¢do numérica do modelo SIR (Tavares, |2020))

Na Figura 2.2 apresenta-se a solu¢ado numérica do sistema (2.2)) para 5 = 0,2, v = 0,02

epn=0,01.

Em que a populacao total de N = 211965, valor da populacao de Rio Grande em 2020
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obtidos através do site da Prefeitura do Rio Grande. Como condic¢ao inicial, foi considerado
que no inicio da epidemia o sistema tinha apenas dois individuos infectados 7(0) = 2. Observa-

se nesta figura que a fragao da populagdo suscetivel % cai rapidamente em decorréncia do

I

~ € recuperados Com isso percebe-se que a

rapido crescimento na fragao de infectados %.
epidemia consegue atingir o seu valor maximo de infectados em um tempo proximo a 80 dias,
que corresponde ao apice da curva de infectados. Apds isso, se tem as curvas que representam

as assintotas horizontais, que a seguir veremos que representa um estado de equilibrio epidémico

da doenca.

2.1 Pontos de equilibrio e Estabilidade local do modelo SIR

Nessa se¢ao falamos sobre o ponto de equilibrio do sistema dindmico e sua es-
tabilidade. Para facilitar as interpretacoes utilizamos a ideia de usar apenas uma parte dos
compartimentos do modelo SIR. Fazendo assim, também facilitamos os calculos. Além disso,

s

utilizamos o valor normalizado das variaveis do problema, ou seja, as fragoes de suscetiveis 3,

. I R . . o
infectados + e recuperados %+, o que equivale a considerar N = 1 em ((2.2)).

2.1.1 Pontos de equilibrio

Os pontos de equilibrio de um sistema dinamico ocorrem quando todas as derivadas
do modelo se anulam, ou seja, quando as varidaveis tornam-se constantes no tempo. Em alguns
casos, mesmo quando iniciamos a dindmica fora do equilibrio, o sistema pode evoluir atingindo
assintoticamente o equilibrio (ou seja, atingindo o equilibrio quando ¢t — o0). Isto ocorre,
por exemplo, com o modelo SIR , em que a solugao (veja a Figura aproxima-se de

assintotas horizontais que representam o ponto de equilibrio do sistema.
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Para encontrar o ponto de equilibrio, precisamos analisar em que condigoes as variaveis
S, I e R tornam-se constantes. Sejam S* | [* e R*, respectivamente, esses valores contantes
(pontos de equilibrio). Como S(t) + I(t) + R(t) = N = constante, podemos reescrever R(t) =
N — S(t) — I(t). Portanto, podemos reduzir (no caso N constante) os sistema apenas as
duas primeiras equagoes. Neste caso, fazendo as derivadas S =0el =0, obtemos um sistema

algébrico definindo o ponto de equilibrio:

p— (BI* + p)S* =0
(2.3)

BS*I* — (u+v)I* = 0.

Da segunda equagao em ([2.3) obtemos a condigao I*(8S* — u — «) = 0. Para buscar

a solucao de equilibrio, dividiremos em dois casos.

Caso 1) Se I* = 0 temos para a primeira equacao em ({2.3)):
w1l — 5% =0, (2.4)
de onde obtemos:
S*=1. (2.5)

Ficamos, portanto, com R* = 1—S*—I* = 0. Esse ponto de equilibrio P;(S*, I*, R*) = (1,0, 0)
é chamado de ponto de equilibrio livre de doenga (nao exitem doentes na populagao, pois I* = 0

sempre).

Caso 2) Por outro lado, se S* = %—7 temos para a primeira equacao em ([2.3)):

M—ﬁﬁ(“;7>—u<“;7>:o (2.6)
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Portanto,

Bu—BI"(u+7) —plp+7) =0.

(2.7)
Isolando I* obtemos:

[

Cuty B

(2.8)

_ K _ 0 _ K * Tk 4 171 e C 1AL .
s — 513 uﬂ)' Py(S*, I*, R*) é chamado de ponto de equilibrio epidémico, em

que sempre havera uma fragdo constante de pessoas infectadas na populagao.

Encontramos entdo um segundo ponto de equilibrio para o sistema, P(S*, I*, R*)
(m n
B

2.1.2 Estabilidade

A ideia fundamental da teoria da estabilidade linear é entender o que acontece com
a solucao do sistema dinamico quando ela estda proxima de algum ponto de equilibrio do pro-

blema. Para fazer esta andlise, precisamos linearizar o sistema dindmico préximo a um ponto
de equilibrio (Strogatz, 2001)).

Como discutido na subsegao anterior, podemos reduzir o sistema (2.2)) as suas duas

primeiras equagoes quando S(t) + I(t) + R(t) = N = constante. Pois, neste caso, podemos

reescrever R(t) = N —S(t) —I(t) o que fixa o valor de R(t) em fungao de S(t) e I(t). O sistema
reduzido é dado por:

95 _ ) — (BI(t) + p)S(t) = £(S, 1)

ar _

dt

(2.9)
BSWI(t) — (u+y)I(t) = g(S, ).

Se S* e I* sdo valores de um dado ponto de equilibrio P(S*, I*, R*) (onde R*
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N — S* — I*), teremos:

f(S*, I") = g(S*,I") = 0. (2.10)

Utilizamos U = S — S* e V = I — I como as amplitudes de pequenas perturbagoes
em relacao a solugdo do ponto de equilibrio. Para determinar se essas perturbagoes crescem
ou diminuem com o tempo, precisamos estudar o comportamento das fungoes U e V. Vamos

considerar primeiro U. Da primeira equagao do sistema reduzido (2.9) obtemos:

U=S8=fU+8,V+TI). (2.11)

Expandindo f(U + S*,V + I*) em série de Taylor em torno de U = V' = 0 encontramos:

of
03

(S5, 1)+ V=

af * Tk 2 2
SHI°)+ 00U, v, UV
7T +0( ) 2.1

(S*, I") + O(U*, V2, UV),

fU+ SV +I")=f(S 1)+ U=

of
08

(S5 1) +V

of

=Uas oI

onde usamos f(S*,I*) = 0. Portanto, aproximando em primeira ordem podemos reescrever a

equacao (2.11)) como:

1 9f
Yas

of

U=U—=>%(5", )+ Voz (57,1, (2.13)

Procedendo de forma semelhante com a segunda equagao do sistema reduzido ({2.9)),
obtemos

voi—u (S*, I")+V

Ly
¢ I(s ). (2.14)

0

Portanto, o sistema linearizado para as perturbacoes U e V' pode ser escrito na forma

matricial como:
’ 0 * Tk I5) * Tk
VI 58T TGS | |V o
I 99(8*, 1) 9(8*, 1| | I
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onde a matriz de coeficientes do sistema linearizado é chamada de matriz Jacobiana.

A solugao desse sistema linear descreve a evolugdo temporal das perturbagoes (so-
lugdes do sistema original préximo de um ponto de equilibrio). As solugdes de sa0
fungoes exponenciais que dependem dos autovalores da matriz Jacobiana. Podemos utilizar
esses autovalores para caracterizar os pontos de equilibrio de um sistema dinamico quanto a

sua estabilidade (Strogatz, 2001). Sao quatro os casos mais importantes para nossa andlise:

1. Se a parte real dos autovalores forem positivas, as perturbagoes crescerao, e dizemos que

o ponto de equilibrio é instavel (a solugao foge do ponto de equilibrio);

2. Se a parte real dos os autovalores forem negativas, as perturbagoes diminuirao com o

tempo, e dizemos que o ponto de equilibrio é estavel (as solugoes tendem ao equilibrio);

3. Se a parte real dos autovalores tiverem sinais opostos, entao algumas perturbacoes cres-
cerao e outras diminuirdo com o tempo, neste caso temos um ponto de sela e o equilibrio

também sera instavel;

4. Se a parte real dos autovalores for nula, as perturbagoes serdo fungoes periddicas (as

solugdes oscilam em torno dos valores de equilibrio).

A matriz Jacobiana para o modelo SIR reduzido e linearizado ([2.15)) pode ser reescrita

COomao:
oo 1y (s | |—pr - —gs*
J(s7, )= |"” or _ | 21
RPN {CRYY BI*  BS*—p—~

Vamos, agora, analisar a estabilidade dos dois pontos de equilibrio do modelo SIR

classico ([2.2)):

Caso 1) Para o ponto de equilibrio P (S*, I*, R*) = (1,0,0), a matriz Jacobiana ([2.16])
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se reduz a:
—H —B
0 B—(p—2)
que tem como autovalores:
M=0-p—", (2.18)
e

Como todos os parametros do modelo sao positivos (3, 1,y > 0), o autovalor Ay serd
sempre negativo. Entao, a estabilidade do ponto de equilibrio livre de infecgao P;(S*, I[*, R*) =
(1,0,0) depende do sinal do primeiro autovalor. Teremos A\; < 0 quando 5 < p+y, e neste caso,
o equilibrio serd estavel. O que implica que se inserirmos um numero pequeno de individuos
infectados (a perturbagao V') na populagdo, majoritariamente suscetivel, isto nao desencadeard
uma epidemia. Este fato é consequéncia direta da taxa de contagio ser menor que a soma
das taxas de recuperacao e natalidade/mortalidade, por isso o nimero de infectados decresce
mais rapidamente que o nimero de novos casos. Por outro lado, teremos A\; > 0 se § >
i+ 7, e o equilibrio sera instavel. Neste caso, ao inserirmos um pequeno nimero de infectados
na populagao, isso desencadeard uma epidemia, pois o niimero de novos infectados crescera

inicialmente mais rapido que o nimero de infectados que se recuperam da doenca.

Caso 2) Para o ponto de equilibrio epidémico P(S*, I*, R*) = (%, u—iy — %, 1— % — MHT’Y)’
a matriz Jacobiana (2.16)) se reduz a:
— b
pt)
Jp)y=| " , (2.20)

By _
pty — H 0



23

que tem como autovalores:

_ _Bu—vA

A TESEE (2.21)
(§]
Ay = —M, (2.22)
onde
A = dpy’ + (1207 = 48p)y° + (120° — 8B )y + 4p' — 48u° + B+ B21°). (2.23)

E facil observar que a parte real do autovalor Ay é sempre negativa. Portanto, a es-
tabilidade do sistema depende novamente do sinal do primeiro autovalor. Como anélise direta
do sinal da parte real de A\; é complicada pois depende do valor de A, ao invés de estudar-
mos diretamente o sinal de \;, vamos analisar o trago e o determinante da matriz Jacobiana.
Esta andlise permite determinar o sinal da parte real de A\; porque os autovalores podem ser
convenientemente expressos a partir do trago e do determinante da matriz Jacobiana associada
ao sistema (Almeidal 2014). Segundo o Teorema Método Trago-Determinante (Almeida), [2014))
consideramos o polinémio caracteristico (determinante) da matriz Jacobiana calculada para os

autovalores. Temos as seguintes possibilidades:

(i) Se det(J(P,)) < 0, entdo temos que Po(S*, I*, R*) é um ponto de equilibrio instéavel;

(ii) Se det(J(Py)) > 0 e tr(J(P,)) > 0, entdo Pp(S*, I*, R*) também é um ponto de equilibrio

instavel;

(iii) Se det(J(P)) > 0 e o tr(J(F2)) < 0, entdo temos que Pp(S*, I*, R*)) é um ponto de

equilibrio estavel.
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O trago e o determinante da matriz Jacobiana ([2.17]), sdo respectivamente:

tr(J(Py)) = —ﬂ{y, (2.24)
det(J(P2)) = pu(B — p — ). (2.25)

Como tr(J(P,)) < 0 pois 8, u,v > 0, a estabilidade do ponto de equilibrio epidémico
dependera apenas do sinal do determinante da matriz Jacobiana. Do determinante
obtemos que em que o ponto de equilibrio sera instavel quando 5 < u + 7, pois o valor do
determinante fica negativo. Porém, esse ponto de equilibrio instavel nao é biologicamente
relevante, porque seria um ponto de equilibrio com S* = “—;V > 1 e, para que o sistema
normalizado tenha sentido, devemos ter 0 < S* < 1. Entao, descartamos este caso de equilibrio

instavel. Ja o caso de ponto de equilibrio estavel é biologicamente relevante. O equilibrio estavel

ocorre quando det(J(FPz)) > 0, ou seja, quando 3 > u + 7.

Compreender a biologia subjacente aos modelos mateméaticos é essencial para uma
andlise aprofundada das dindmicas epidémicas. No contexto do modelo SIR, é importante
reconhecer que um ponto de equilibrio com S > 1 (populagao totalmente suscetivel) é biologi-

camente instavel.

A populagao suscetivel (S) representa o nimero de individuos que ainda ndo foram
infectados e, portanto, estao vulneraveis a doencga. No entanto, quando S = 1, isso implicaria
que toda a populacao estd suscetivel, o que contradiz a premissa bésica de um surto epidémico.
Se ninguém estiver infectado ou se S = 1, nao havera sentido em estudar o modelo SIR, pois

nao ha casos ativos para observar e analisar.
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Além disso, é importante destacar que a soma das propor¢oes de individuos S+ R+1 =
1, j& que representam a distribuicao completa da populacdo. Portanto, nao faria sentido
proporcionalmente ter uma populagao totalmente suscetivel (S = 1) sem casos de infecgao ou

recuperacao (nao faz pensar para S > 1).

Ao analisar o modelo SIR, é crucial considerar condigbes iniciais realistas e biologica-
mente plausiveis. Isso envolve a presenca de uma fracao significativa de individuos infectados ou
recuperados na populagao, permitindo que a dinamica epidémica seja estudada e compreendida

de maneira adequada.

Portanto, ao explorar o modelo SIR, devemos nos concentrar em pontos de equili-
brio biologicamente relevantes, onde a distribuicado entre os compartimentos de suscetiveis,
infectados e recuperados reflita condigoes realistas e permita uma analise significativa do com-

portamento da epidemia.
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3 O CALCULO FRACIONARIO

Em 1695, I’'Hospital escreveu uma carta para Leibniz perguntando qual o significado

da expressao %, ou seja, qual o significado da derivada de ordem % (Oldham, (1974). Leibniz
. 1 . ’

respondeu a carta dizendo que o valor de d2x seria xv/'dx : x. Desta forma, poderiamos nos
perguntar qual seria o significado de uma derivada de ordem 7 ou ¢? Desta pergunta surgiu
o chamado Célculo Fracionario que trata de derivadas e integrais de ordem nao inteira. Neste
capitulo vamos fazer uma revisao das principais formulagoes do Calculos Fracionario. Nossas
principais referéncias foram a dissertacao de graduacao de (Santos, 2018)) e a apostila de (Lazol,

2012).

O Calculo Fracionario vem despertando muito interesse na comunidade cientifica nas
ultimas trés décadas devido as suas diversas aplicagoes. Apesar de quase tao antigo quanto o
calculo convencional, a demora no surgimento de aplicagoes deste calculo se d& por conta da
dificuldade de interpretar fisica e geometricamente as derivadas e integrais nao inteiras. Apesar
destas dificuldades com as interpretagoes, o Calculo Fracionario mostrou-se uma ferramenta
extremamente importante para aplicacoes que envolvam sistemas complexos. Estes sistemas
que podemos utilizar no Calculo Fracionario sao sistemas com comportamento nao-local ou

com dinamica dependente de memoria.

Uma das mais antigas defini¢des do Calculo Fracionario se deve a Euler e foi formulada
em 1730. Esta formulacao é baseada na férmula geral de uma derivada de ordem n de uma
funcao poténcia

= —— ™" (3.1)
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com m e n inteiros e m > n, que é generalizada para ordens e poténcias reais 3 e a:

daxﬂ _ F(B + 1) :E/B—a
dre  T(B—a+1) ’

(3.2)
onde I'(z) é a fungdo Gama (Gunther] 2018),

I(z) = /0 Tt (3.3)

que por sua vez generaliza a funcao fatorial para ntimeros nao inteiros.

Embora esta seja a definicdo mais simples para a derivada fracionaria, a definicao de
Euler é muito restritiva, pois s6 se aplica em funcoes analiticas e além disso nao tem defini¢ao

formalmente rigorosa.

Ja a definicdo de Riemann-Liouville para o Calculo Fracionario é menos restritiva e é
a definicdo mais popular entre os matematicos. A derivada fracionaria de Reimann-Liouville,

que estudaremos em mais detalhe na sequéncia do capitulo é dada por:

d*y 1 d™y v y(t)
= dt 3.4
dee  T(n—a)dz" Ja (z—t)—ontl 7 (34)

onde n < o <n-+1¢éum inteiro e ¢ < z um numero real arbitrario.

A formulacao mais usada em ciéncias, em geral, é a definicao da Derivada Fracionaria
de Caputo, que tem como inspiracao a formulagao de Riemann-Liouville. As derivadas fraci-
onérias de Caputo, que também estudaremos em mais detalhes neste capitulo, sdo definidas

trocando a ordem entre a derivada e a integral na definicao de Riemann-Liouville, ou seja:

d*y 1 @ 1 d"y(t)
= dt. 3.5
dze  T'(n—a) /a (x —t)—ontl dan (3:5)
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A Derivada Fracionaria de Caputo é o mais popular entre os cientistas, pois as equa-
¢oes diferenciais envolvendo essa formulacao requer as condigoes de contorno regulares que sao

semelhantes as das equacoes diferenciais com derivadas usuais de ordem inteira.

Nas proximas subsecoes detalharemos as formulagoes do Calculo Fracionéario de Riemann-

Liouville e Caputo.

3.1 O CAculo Fracionario de Riemann-Liouville

Historicamente, o Céalculo Fracionario de Riemann-Liouville é a formulagao mais popu-
lar entre os matematicos. Frisando que diversas outras formulagoes de derivadas fracionarias,
incluindo de Caputo, sdao variantes da formulacao de Riemann-Liouville. Essas diversas for-
mulacoes de derivadas fracionarias estao conectadas pela continuacao analitica da férmula de

Cauchy para integrais repetidas.

Teorema 3.1. (Formula de Cauchy) Seja f : [a,b] — R uma fungdo integravel segundo Rie-

mann no intervalo [a, b]. Entao, temos para a integral de ordem n(n € N):

/axf(t)(dt)" :/: /at” /t/t /:Qf(tl)dtldtg...dtn_ldtn - F(lm/jf(t)(x_t)n—lj
(3.6)

onde I' é a fun¢gdo Gama.

Demonstragao 1. Para provar a Férmula de Cauchy (3.6) vamos primeiro mostrar que a

primeira integral da funcao f pode ser escrita na forma

1 d!

/jf(t)dt - i /j(x — () d. (3.7)
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Calculando uma das derivadas da integral do lado direito da (3.7)) otemos:

[ sty = Ldam [ =0 oy

(n— 1)l dzn-1

resultando em:

n—2 T
/‘f t)dt = ni2yiﬂ2/($_wn2ﬂwﬁ

Continuando com o mesmo procedimento obtemos:

/ax ft)dt = CED)] _1 ) (;Z;_S l/j aax(;c — )" 2f(t)dt + (x
= w3 _1 3] CZ:”_E‘ /j(az — )" f(t)dt =

(3.8)
z)" T f(2)],
(3.9)
x)" 2 f(x)
(3.10)

em que j é um inteiro qualquer satisfazendo 1 < 57 < n. Escolhendo j = n e usando o fato que

d°

0!' =1 e definindo que - ¢é equivalente ao operador identidade conseguimos obter a equacao

(3.7

Para provar a Formula de Cauchy (3.6 basta integrarmos repetidas vezes a equacao

(3.7). Integrando uma vez obtemos:

x to x dn—l to
/a dtz/a f(t)dty :/a (nil)'dtgl/a (to — )" f(t)didt,
1 dnf2 T - dnf2
- (n—1)! (dz”—Q /a (z =ty ()t - dan—2

dn—2 T
- (n —1 1)! dan=2 /zz (o= ()t

[a- t)"‘lf(t)dt>

(3.11)
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Integrando duas vezes obtemos:

/j dts /x diof (ty)dt; = /x (1 d" /:3(t3 et

n—1)dtg=?
— ot (s [0 0= S [ )
= (n_ll)!gi | =0 pwa
(3.12)

Finalmente, depois de integrar n— 1 vezes a equagao (3.7)) e identificar I'(n) = (n—1)!, obtemos

a expressao (3.6

3.1.1 Integrais de Riemann-Liouville

A férmula de Cauchy para integrais repetidas é fundamental para o Calculo Fracionario
de Riemann-Liouville. Esta formula nos d4 uma defini¢ao para a integral de ordem nao inteira.
As integrais obtidas a partir dela sdo chamadas integrais a direita e a esquerda de Riemann-

Liouville

Definicao 3.1. Seja oo € R;. Os operadores ,J¢ e ,J;' sao definidos por:

W2 f(@) = = (1a> / ' B / (Z))l_adu (a €R,) (3.13)
() = o (1a) / ’ . / <;L)>ladu (a € R.), (3.14)

coma < bea,b € R, sao chamados de integrais fracionarias a esquerda e a direita de Riemann-
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Liouville de ordem a € R, respectivamente.

Para « inteiro as integrais de Riemann-Liouville (3.13)) e (3.14)) coincidem com integrais

repetidas usuais (3.6)). Além disso, das definigdes (3.13]) e (3.14)) é facil de ver que as integrais

fracionarias de Riemann-Liouville convergem para quaisquer fungoes integraveis f se a > 1.
Mais ainda, é possivel provar a convergéncia das integrais (3.13) e (3.14) para as fungoes

f € Lia,b] mesmo quando 0 < « < 1.

As integrais fracionarias de Riemann-Liouville (3.13) e (3.14)) preservam uma impor-

tante propriedade algébrica das integrais usuais.

Teorema 3.2. Seja o, 5 > 0e f € Ly[a,b]. Entao:

ooy (@) =a T3P f(2) (3.15)

T IE f () =0 S f (). (3.16)

Demonstracdo 2. Vamos apresentar a prova para as derivadas a direita (para as derivadas a

esquerda segue uma prova similar). Da Defini¢ao (3.13)) temos:

T2 @) = e [t [ (= )P f(u)dudt. (3.17)

Como as integrais existem para f € Li|a,b], usando o Teorema de Fubini podemos trocar a

ordem de integracao:

T @) = o [T [ e — )P )t
iy o
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Fazendo a mudanga de variavel t = u + s(z — u), obtemos

T TP () = [ f) =y [ (1= 9 dsdu. (3.19)
a 0

INCHNE)

Identificando [ (1 — s)*'s°~'ds = B(a, 3) = FF((C&I:%) com a fun¢do Beta de Euler B(q, )

resulta, finalmente,

a _ 1 ’ atB-17 _  jat
I = gy [ @ = = ), (3.20)

Uma outra importante consequéncia das definigoes (3.13) e (3.14) é a comutatividade

dos operadores integrais:

Corolario 3.1. Sobre as consideragoes das definigdes (3.13)) e (3.14]), e do Teorema temos:

JETEf (1) = JETEf (@) e LIS f(x) =0 Ty LI (@) (3.21)

Em outras palavras, os conjuntos dos operadores ,J¢ : Ly[a,b] — Ly[a,bl;a > 0e ,J2 :
Lila,b] — Li[a,b]; & > 0 formam semigrupos com respeito a concatenacao, onde o elemento
neutro é o operador identidade, ,J° e ,JP, respectivamente. Estas propriedades sao uma
generalizacao direta do caso usual de integrais de ordem inteira, onde as integrais também

comutam formando um semigrupo.

3.1.2 As derivadas de Riemann-Liouville

Os operadores de integracao ,J¢ e . Jg, definidos em (3.13)) e (3.14), desempenham

papel central no Calculo Fracionario de Riemann-Liouville. Antes de definir as derivadas fraci-
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onarias de Riemann-Liouville, relembramos que para inteiros positivos n > m vale a identidade

DI f(x) = DI Jr~™f(z), onde D é uma derivada usual de ordem inteira m.

Defini¢ao 3.2. As derivadas fracionarias de ordem o > 0 ( @ € R) de Riemann-Liouville a
esquerda e a direita sdo definidas respectivamente, por D% f(x) = D2, J2=*f(X) e .Dg f(x) =

(—1)"D2,Jy *f(z) com n = [o] + 1, em que [a] significa aparte inteira do alpha.

Com isto temos que:

D2 f(z) = F(nl— o) df” /: @ _fzgﬁa_ndu (n=[a]+1,a €R), (3.22)

Do f(r) = =W /:( W g =[] +lLacR,beR),  (3.23)

I'(n—a«) dzm u— x)lten

n 7z . . .
onde D} = ddTn ¢ uma derivada usual de ordem inteira n.

Uma consequéncia importante das definigoes (3.22)) e (3.23) é que as derivadas de
Riemann-Liouville sdo operadores nao locais. O operador a esquerda (& direita) definido pela
expressao integral-diferencial (3.22)) (e (3.23))) depende de valores da fungao a esquerda (a

direita) de x, isto é, a <u <z (x <u <b).

Operadores nao locais sao conceitos fundamentais na teoria matematica que descre-
vem uma classe especial de operadores com propriedades que transcendem as limitacoes dos
operadores locais. Enquanto os operadores locais atuam apenas em um ponto especifico, os
operadores nao locais levam em consideragao informacoes globais ou distribuidas em todo o
dominio de interesse. Essa abordagem permite capturar efeitos de longo alcance e interagoes
nao triviais entre diferentes partes de um sistema. Em diversos campos da matemaética e das

ciéncias aplicadas, como fisica, engenharia e ciéncia dos materiais, os operadores nao locais
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desempenham um papel crucial na modelagem de fendomenos complexos, fornecendo uma fer-

ramenta poderosa para lidar com influéncias nao restritas localmente.

Observacao 3.1.1. Quando « é um inteiro, as derivadas fracionarias de Riemann-Liouville

(13-22) e (3.23]) se reduzem a derivadas usuais.

Observacao 3.1.2. Para 0 < a < 1 as derivadas fracionarias de Riemann-Liouville (3.22)
e (3.23) podem ser aplicadas mesmo em fungbes nao diferencidveis. Podemos admitir que a
derivada de Riemann-Liouville mesmo de func¢des nao diferencidveis em todo o dominio, como

a funcao de Weierstrass.

Para ilustrar a aplicacdo das derivadas de Riemann-Liouville em func¢oes simples,

vamos calcular a derivada a esquerda ,D2 f(z) da fungdo poténcia f(z) = (v — a)?. Temos de

(13.22)):
1 v v (u—a)’
D%z — )’ = / du, 3.24
o(z—a) I'(n—a)de™ Ja (z—u)ite™n N (3:24)
onde n = [a] + 1, e devemos ter § > —1 em ordem de grantir a convergéncia da integral.
Fazendo a mudanca de varidvel s = EZ:Z;, obtemos:
D%z —a)’ = ;ﬁ(:p — q)fatn /1 s7(1 — s)" " ds
a x F _ n
(n —«)dx 0 (3.25)
I's+1) d"

( - a)ﬁio&n’

T T(n—a+B+1)dam

onde identificamos [ s7(1 — )" *"'ds = B(n — a, f 4+ 1) com a funcio Beta de Euler. Temos
duas possibilidades para a derivada (3.25)). A primeira, quando o — f € N o lado direito da

(3.25)) se reduz & um polinémio de grau inteiro n — (o — ) € 0,1,2,...,n — 1 e, portanto, a
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derivada é nula. Na segunda, quando o — 5 ¢ N a derivada ¢ nao nula. Portanto:

0 sea— €N
oDz —a)’ = : (3.26)

Iy 1 —
%(z—a)ﬁ sea— [ ¢N

onde usamos a propriedade I'(z + 1) = 2I'(2) da fungdo Gama de Euler. De forma equivalente,
temos para a derivada a direita:

0 sea—feN
DE(b— ) = : (3.27)

s (=0 sea—B¢N

Observacao 3.1.3. E importante notar que as derivadas de Riemann-Liouville (3.22) e (3.23)

de uma constante nao é zero para a ¢ N.

(3.28)

Para a € N recuperamos as derivadas usuais de ordem inteira, e o lado direito da equacao
(3.28]) se torna igual a zero devido aos polos da funcdo Gama de Euler. Devido ao fato da
derivada de uma constante ser diferente de zero, as equagoes diferenciais envolvendo derivadas

de Riemann-Liouville requerem condi¢oes iniciais e de contorno nao regulares.

3.2 O Calculo Fracionario de Caputo

Nesta subsecao revisaremos as defini¢oes a propriedades bésicas das derivadas fracio-
narias de Caputo. As derivadas de Caputo sao entao utilizadas no restante do nosso trabalho.
Essas derivadas sdo definidas & partir das derivadas Riemann-Liouville trocando a ordem entre

integracao e diferenciacao.
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Definicao 3.3. As derivadas fraciondrias de Caputo a esquerda e a direita de ordem o > 0 («v €
R) sdo definidas, respectivamente, por £ D2 f(z) =, Jr2D*f(x) e S D¢ f(z) =, J D" f(z)

com n = [a] 4+ 1, respectivamente:

“Dof(x) = F(nl— o) /a @ i u>(1+)andu (n=[a]+1,a € R}, a€R) (3.29)

T o ) Oy L .10 BT
anf<£L')— F(n—a)/x (u—x)1+a—”d ( [ ]+17 GR-H ER)7 (330)

onde f"(u) = d’;]; ) sdo derivadas ordinarias de ordem inteira n, e f™ € L[a, b].

Uma consequéncia importante das expressoes e é que as derivadas de
Caputo sao operadores nao locais. A derivada a esquerda (a direita) definida pela expressao
integro-diferencial (e (3:30)) depende de valores da fungdo a esquerda (& direita) de z,
isto é, a <u <z (r <wu<b). Em particular, se a derivada de Caputo for no tempo ¢, o valor
da derivada de Caputo a esquerda introduz naturalmente efeitos de memoria. Nosso objetivo

principal neste trabalho é justamente este efeito na modelagem de epidemias.

A vantagem de utilizar as derivadas de Caputo ao invés das derivadas de Riemann-
Liouville na modelagem de problemas reais se deve ao fato de que as derivadas de Caputo (|3.29))

e (3.30) da fungao constante sdo zero para todos o > 0, ou seja,

“De1 =0, “De1=0. (3.31)

Como consequéncia deste fato, equagoes diferenciais envolvendo derivadas de Caputo reque-
rem condic¢Oes iniciais usuais. Diferente do que ocorre com equagoes diferenciais envolvendo

derivadas Riemann-Liouville onde a solug¢ao costuma ser singular no tempo inicial, requerendo
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condigoes iniciais ndo usuais e de interpretagao nao trivial.

Temos ainda as seguintes propriedades envolvendo derivadas de Caputo e integrais

fracionarias.

Teorema 3.3. Fazendo o > 0 para toda f € Lq[a, b, temos:

oDyl f(x) = f(2),  oDyady f(x) = f(x) (3.32)

CDY S f(z) = f(z), CDyLJif(z) = flx). (3.33)

A seguir apresentamos o Teorema Fundamental do Célculo envolvendo as derivadas

fracionarias de Caputo:

Teorema 3.4. Quando 0 < a < 1 e f(x) seja uma fungao diferenciével em [a, b]. Entao, temos:

oJia DY f(2) = f(b) = f(a) (3.34)

J5's D f(z) = f(a) = f(b). (3.35)

A demonstragao desses teoremas podem ser encontradas, por exemplo, em (Kai, 2010)).

Finalizamos este capitulo de revisao do Célculo Fracionario com a derivada de Caputo

da fungdo poténcia. Temos para a fun¢io (z — a)?, com 3 > 0,

« _ F(ﬁ + 1) —«
Dz —a)’ = m(w —a)’, (3.36)



38

L(B+1)

xD?(x_b)B:F(ﬁ—aJrl)

(x —a)’~. (3.37)

A demonstragdo é andloga ao que fizemos para a derivada de Riemann-Liouville da fungao

poténcia, e pode ser encontrada em (Kai, 2010).

Observacgio 3.2.1. Se § = 0, as derivadas de Caputo sdo nulas. E importante destacar que a
derivada de Caputo com 0 < o < 1 86 existe para poténcias § > 0. Para § < 0, a integral na

definicao da derivada de Caputo diverge, portanto, nao existe derivada de Caputo nesse caso.

Para verificar este fato para derivadas a esquerda vamos considerar, sem perda de

generalidade, a = 0. Neste caso, temos da equacao (3.36]):

1 = Buf~tdu
Cpa,B _
D = . 3.38
=T 'l—a)Jo (z—u)™ (3:38)
Expandindo em série de poténcias
1 1 au 1 au
= — |1+ — = — 3.39
(l’ _ u)a T [ + T + 1 T + rotl + ) ( )
e substituindo na equacao (3.38)) obtemos
z 1
oCDfé“xB = F(lﬁ ] / w7t [ + mjl + ] du
e > x®
’ . , (3.40)
/B /'LE u - ﬁ T U
- d / du+ ...
'l—a) o z« U+F(1—oz) o totl Ut

onde a primeira integral diverge se § < 0. Portanto, s6 existe derivada de Caputo de ordem

0 < a < 1 da funcao poténcia se > 0.
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4 O MODELO SIR COM SATURACAO

Neste capitulo apresentamos o Modelo SIR com saturacao proposto em (Kolokolnikovl,

2020), e definimos nosso modelo generalizado com saturagio e derivadas fraciondrias.

4.1 Introdugao SIR com Saturacgao

A medida que a pandemia de coronavirus se alastrou, ela provocou mudancas drdsticas
no cotidiano das pessoas, suscitando um interesse significativo por parte da comunidade cienti-
fica em modelar essa epidemia. O modelo SIR, que foi abordado detalhadamente ao longo desta
dissertacao, constitui uma ferramenta matemaética valiosa para compreender o desenvolvimento
de qualquer epidemia. Nesse modelo, pressupoe-se a existéncia de uma taxa de infeccao pro-
porcional ao produto dos individuos suscetiveis e infectados. Entretanto, é importante ressaltar
que essa suposicao se mostra apropriada apenas para o estagio inicial do surto epidémico da

COVID-19, conforme sera discutido na subsecao subsequente.

Neste subsequente capitulo, exploramos o modelo SIR com saturagdo, uma extensao
do modelo SIR tradicional, utilizado para analisar a propagacao de doencas infecciosas. O
modelo SIR (Sucetivel-Infectado-Recuperado) tem sido amplamente utilizado para descrever o
comportamento de epidemias. No entanto, em certos contextos, a suposicao de que a taxa de
infeccao é proporcional ao produto dos individuos suscetiveis e infectados pode nao ser suficiente

para capturar o comportamento real da doenca.

O modelo SIR com saturagao leva em conta a capacidade de propagacao da doenca.

A inclusao do termo de saturacdo na taxa de infeccdo permite que a dindmica do sistema atinja
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um patamar e evite um crescimento descontrolado. Essa abordagem é especialmente relevante
em situagoes em que medidas de controle, como a imunizag¢ao em massa ou a reducao do contato

social, afetam a capacidade de propagacao da doenca.

Para introduzirmos o modelo SIR com saturacao na dissertacdo, exploramos suas prin-
cipais caracteristicas e propriedades. Com isso, analisamos como a saturacao afeta a dindmica
da doenca e quais os impactos observados na curva de propagacao. Além disso, discutimos
as vantagens desse modelo em relacdo ao modelo SIR tradicional, destacando sua capacidade
de fornecer uma representacdo mais realista e adaptavel do comportamento de epidemias em

situagoes que envolvem recursos limitados.

4.2 Modelo SIR com Saturacao

Como visto em (Kolokolnikov|, [2020), percebe-se que o modelo SIR classico nao des-
creve bem a epidemia de COVID-19 para intervalos de tempos longos. Neste caso, percebe-se
que a forca de infecgdo satura, e para resolver esse problema na modelagem foi proposto entao,
em (Kolokolnikov, |2020), um modelo do tipo SIR (suscetivel, infectado e recuperado/removido)

que leva em consideracao essa saturacao.

A saturagao neste modelo surge do limite de campo médio de um modelo probabilistico
de agentes no qual um individuo infectado interage com outros individuos da populagao que
estdo a uma certa distancia definida por um raio de infeccdo. Nessa populagdo a infec¢ao s
pode acontecer se um individuo suscetivel estiver a uma distancia menor que r de um individuo

infectado. Discutiremos abaixo este modelo em detalhes.

Segundo (Kolokolnikov} 2020)), os dados reais indicam um efeito de saturacao na pro-

pagacao da epidemia que tem como efeito alongar/achatar a curva de infecgdo. Entao, ele
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propoe um modelo probabilistico de agentes no qual o individuo infectado interage com outros
individuos da populagdo que estdo a uma certa distdncia definida por um raio de infeccao.
Nessa populacao a infeccao s6 pode acontecer se um individuo suscetivel estiver a uma distan-
cia menor que r de um individuo infectado. Na Figura [4.1] ilustramos a dinamica deste modelo

de agentes.

t=1 §,1,R=200,2,0 1 a2 , 9, t=3 S,I,R=197,5,0
.

t=16 S,1,R=82,73,47

{“"

Figura 4.1: Dinamica do modelo probabilistico de agentes proposto por (Kolokolnikov, 2021).
Figrura extraida de (Kolokolnikovi, [2020).

Uma infeccao ocorre com alguma probabilidade p se uma pessoa suscetivel estiver
dentro de um raio r da pessoa infectada. Suponha que as pessoas sejam bem misturadas (estao
localizadas aleatoriamente dentro de uma caixa unitaria). Individuos infectados sdo removidos

com alguma taxa . Que, como ja explicado, poderd vir a se tornar suscetiveis.

No trabalho (Kolokolnikov} [2020)), os autores mostram que, no limite de campo médio,

este modelo probabilistico de agentes se reduz a uma generalizagdo do modelo SIR, chamado
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de modelo SIR com saturagao

B = — k(1 — e M)S(1)

i — (1 — e O)S(t) —~I(t) - (4.1)

i — (1)

Este modelo SIR com saturacgao descreve bem melhor a dinamica da epidemia de CO-

VID do que o modelo SIR classico, como podemos ver na Figura extraida de (Kolokolnikov)

2020)

us
1600000 - :: 1
® | (data) -~
1400000 1 ® R (data) 5
— S(l —exp(—Ta))
1200000 1 === §71/(1 4+ al)
----- .LI.I
1000000 -
800000
600000 -
400000 -
200000 -
0 T v '
A5 o A o> A o>
0’5 0& 0& 0‘3 Q‘) d)

Figura 4.2: Comparagao da solu¢do do modelo SIR com o SIR com saturacao (grafico extraido
de(Kolokolnikovl, [2020]))

No contexto deste estudo, realiza-se a comparacao entre dois modelos probabilisticos:
o sistema SIR e o sistema SIR com saturacao. Na Figura sdo apresentados os graficos
correspondentes a esses modelos, sendo as linhas pontilhadas representativas do sistema SIR
classico e a linha preta continua indicativas do sistema SIR com saturacao. Em azul e vermelho
temos dados reais. A comparagao desses graficos revela diferengas significativas em termos de

comportamento.
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O sistema SIR segue uma tendéncia exponencial, caracterizada por um crescimento
rapido e continuo ao longo do tempo. Por outro lado, o sistema SIR com saturacao apresenta
um comportamento distinto, no qual a curva comeca a se atenuar em um determinado ponto.
Essa atenuacao é resultado do efeito de saturacdo, que limita o crescimento e reduz a taxa de

propagacao da doenca.

Ao observar a Figura[f.2] é evidente que o sistema SIR com saturagio se diferencia do
sistema SIR, apresentando uma curva que se aproxima mais dos dados reais ao longo do tempo.
Essa diferenga na dindmica dos dois modelos sugere que o sistema SIR com saturagao pode
ser mais adequado para descrever certos cendrios epidemiolégicos em que ha uma influéncia

significativa de fatores limitantes ou saturagdo dos recursos disponiveis.

Portanto, a comparacao entre os modelos SIR e SIR com saturacao revela a importan-
cia de considerar o efeito de saturacao na modelagem da propagacao de doencgas infecciosas. O
sistema SIR com saturacgao fornece uma perspectiva mais realista, permitindo uma representa-
¢ao mais precisa e contextualizada do comportamento da epidemia. Essa andlise comparativa
destaca a relevancia de modelos mais sofisticados e adaptaveis para uma compreensao aprofun-
dada dos padrdes de disseminacao de doencas e o planejamento eficaz de intervengoes de satde

publica.

A fim de ajustar ainda mais essas curvas do sistema SIR saturado com os dados reais
a proposta desse trabalho fica em aplicar o Calculo Fracionario nas equagdes do SIR com
saturagao (4.1). Uma vez que o célculo fracionario tem o potencial de descrever a dinamica
de algumas epidemias de maneira mais precisa que o calculo convencional, pois ele leva em

consideracao o efeito de memoria como explica (Lopes, 2021)).
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5 O MODELO SIR FRACIONARIO COM SATURA-

CAO

Nesta secao formulamos um modelo matematico baseado no uso de derivadas de Ca-
puto para a modelagem de contdgio de doencas infecciosas, como por exemplo, a COVID-19.
Nosso modelo é uma generalizagdo do modelo proposto por (Kolokolnikov| 2020) através da
inclusao de derivadas fracionarias nas equacoes diferenciais que descrevem a dinamica do pro-
blema. O uso de derivadas fracionarias no estudo do modelo SIR com saturacgao é justificado
pelo fato de que derivadas fracionarias sao, em geral, operadores nao locais. Neste caso, o uso
de derivadas fracionarias na variavel tempo introduzem naturalmente efeitos de memoria na
dinamica do sistema modelado. Em especial queremos investigar se, com o uso de uma equagao
diferencial fracionaria com parametros constantes, podemos modelar com mais precisao um

processo tao complexo como o contagio do virus da COVID-19.

O modelo que vamos propor para essa dinamica entre suscetiveis, infectados e recu-
perados é obtido a partir do modelo (Kolokolnikov, [2020) definido pela equagao (4.1]) através
da substituicao das derivadas de ordem inteira por derivadas fracionarias de Caputo de ordem

O<a<l:

ED8S = —k(1 — e ) S() 4+ (1 — S(t))
DT = k(1 — e )S(t) — (u+ 7)1 (t) (5.1)

6 Df R = I(t) — pR(t).

E importante resaltar que o modelo SIR fraciondrio com saturacio (5.1) generaliza ao mesmo
tempo os modelos SIR cléssico (2.2)), SIR saturado (4.1)) e o modelo SIR fracionario ((Tavares,
2020)). Fazendo a ordem da derivada igual a um, ou seja, escolhendo av = 1, o sistema ([5.1))

se reduz ao modelo SIR saturado (4.1)). Por outro lado, se a for um nimero muito pequeno
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(Ja] << 1) temos e~ ~ 1 — al. Portanto, neste caso o sistema (5.1]) se reduz a:

CDeS = —kal(t)S(t) + u(1 — S(t))

DT = kal(t)S(t) — (4 7)1 (t) (5.2)

S§DyR =~I(t) — pR(1),

que corresponde ao modelo SIR fracionario (Tavares| [2020) com § = ka. Por fim, para o = 1

o sistema ([5.2)) se transforma no modelo SIR classico com 5 = ka.

A solugao do sistema SIR fracionario com saturacao (5.1) serd obtida e analisada

numericamente no proximo capitulo.

5.0.1 Pontos de equilibrio do SIR fracionario com saturacao

Os pontos de equilibrio de um sistema dindmico sao fundamentais para conhecer o
comportamento do sistema, como discutimos no Capitulo [2[ para o modelo SIR classico. Vamos
agora analisar os pontos de equilibrio do modelo SIR saturado fracionario. Os pontos de equi-
librio ocorrem quando todas as derivadas do modelo se anulam. Em certos casos (equilibrio
estdavel), mesmo quando o sistema é inicialmente perturbado, é possivel observar uma conver-
géncia assintotica em direcao ao equilibrio, ou seja, as variaveis alcangam valores constantes a

medida que o tempo tende ao infinito.

Para determinar os pontos de equilibrio desse sistema dindmico, devemos analisar
sob quais condig¢Oes as varidveis S, [ e R se tornam constantes. Vamos denotar esses valores
constantes por S*, I* e R*, como fizemos na andlise dos pontos de equilibrio do modelo SIR
classico. Aqui também percebemos que a soma das variaveis deve ser constante ao longo do

tempo, temos S(t) + I(t) + R(t) = 1, pois a populagdo total é constante quando as taxas de
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natalidade e mortalidade sao iguais (o que estamos considerando neste trabalho), e as variaveis
S, I e R representam fracoes da populacao total. A partir dessa relacdo, podemos expressar
R(t) como R(t) = 1— S(t) — I(t). Portanto, podemos simplificar o sistema ({5.2)), considerando
apenas as duas primeiras equagoes, uma vez que o valor de R pode ser determinado a partir
delas. Fazendo isso e igualando as derivadas de S e [ a zero, obtemos um sistema de equacoes
algébricas cuja solu¢ao descreve o ponto de equilibrio do sistema:

—k(1—e)S* + pu(1 - 5*) =0
(5.3)

k(1 —e )" — (u+)I* =0
Esse sistema nao tem solucao analitica exata. No entanto, ¢ de se esperar que para uma doenga
real no equilibrio (quando a doenca ou desaparece ou fica endémica) a fracdo da populacao
infectada seja um numero pequeno. Portanto, para doencas reais teremos, na maioria das
vezes, al* << 1. Neste caso, podemos expandir a fungdo exponencial no sistema (5.3 em

primeira ordem em Taylor, ou seja, podemos fazer a aproximacdo e *" ~ 1 — al*. Com isso,

a (5.3]) se reduz a:
—kal*S* + u(l —5*)=0

, (5.4)
kal*S* — (u+v)[*=0
que além de ter solugdo analitica, fica idéntico ao sistema linear que fixa o ponto de equilibrio
do sistema SIR cldssico (2.3) quando utilizando a mudanca de variavel 8 = ka:

p— (BI" +p)S* =0
(5.5)

BS*I* — (u+y)I* =0.
Portanto, para al* << 1 os pontos de equilibrio do modelo SIR fracionario com saturacao sao
idénticos ao do modelo SIR classico. A mesma andlise vale para a estabilidade dos pontos de

equilibrio. Entao, resumimos aqui a analise dos pontos de equilibrio e estabilidade do modelo
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detalhado no Capitulo [2| para o SIR classico. Temos dois pontos de equilibrio:

Caso 1) O ponto de equilibrio P;(S*,I*, R*) = (1,0,0) é estdvel quando 5 < u + 7,
o que implica que se inserirmos um nimero pequeno de individuos infectados na populacao,
majoritariamente suscetivel, isto nao desencadeara uma epidemia. Por outro lado, esse ponto
de equilibrio serd instével para 8 > u + 7. Neste caso, ao inserirmos um pequeno numero de
infectados na populacao, isso desencadeara uma epidemia, pois o nimero de novos infectados

crescera inicialmente mais rapido que o nimero de infectados que se recuperam da doenca.

Caso 2) O ponto de equilibrio epidémico P»(S*, I*, R*) = (”’#, Tiv — %, 1— % — ﬁ)

é instével quando 8 < p + 7. Porém, como discutido no Capitulo [2] esse ponto de equilibrio
instavel nao é biologicamente relevante, porque seria um ponto de equilibrio com S* = “’# > 1
e, para que o sistema normalizado tenha sentido, devemos ter 0 < S* < 1. Entao, descartamos

este caso de equilibrio instavel. J4& o caso de ponto de equilibrio estavel é biologicamente

relevante. O equilibrio estavel ocorre quando 8 > p + 7.
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6 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo apresentaremos a solugdo numérica do modelo SIR fraciondrio com
saturacao (b.1)), e comparamos com os resultados dos modelos SIR cléssico ([2.2)), SIR saturado

(4.1)) e SIR fracionario (Tavares, [2020)).

Para obter uma solucao numérica para o modelo SIR fracionario com saturacao ,
utilizamos o método de diferengas finitas (De Oliveira Fagundes, 2000). Em particular, utiliza-
mos o método de diferencas finitas adaptado para sistemas de equagoes diferenciais fracionarias
apresentado em (Tavares|, |2020). Neste método primeiro integramos ambos os lados de (/5.1])

com uma integral fracionaria o.J;' de ordem «. Do Teorema Fundamental do Calculo de Caputo,

(3.34), temos:

S(t) = S(0) — Ko JE(1 — e TO)S (1) + o T (1 = S(1))

I(t) = 1(0) + ko J3 (1 — e~ W) S(t) = (u+ 7)o J7I(t) - (6.1)

R(t) = R(0) + 70 1(t) — poJ R(2)

Definimos agora fungoes discretizadas de S, I e R. Para um inteiro positivo L, seja t, = to+nh
(n=0,1,...,L), onde h = L= e t; = 0. Entao, seja XZ(n) = X;(t,) (onde X indica S, I ou R).

As fungoes discretizadas sao definidas por:

X)) = X" se t, <t <tpy. (6.2)

Como X (t) é uma funcio diferencidvel, temos limy_,., XZ(t) = X(¢). Consequentemente,

as fungoes discretizadas X% (t) sdo uma aproximacdo para X(t) quando L é grande. Agora
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podemos encontrar os valores X ™ das seguintes relacées de recorréncia:

S(n) — S(O) — liﬁ fon(l _ faI )SLdt + MF f()n( )dt
100 = 1O 4 s fin (1 — eI )SEdt — (+ )y i TPt (6.3)
R(n) — R(O) + ryr(la) Ot"l ]Ldt tn RLdt

Finalmente, calculando as integrais em ([6.3)) obtemos uma solugdo aproximada para o sistema

ED):

n) __ K L —ql(n—m) n—m « = n—m a

S = §O) _ NCESY m§1(1 _ ol )5 )An,m + F(QMH) m§1(1 — g ))An,m
n) __ K & —ql(n—m) n—m a + - n—m a

I = 10) NCESY m§1(1 — el )S¢ >Anm — Féiajl) mz::1 I )An,m , (6.4)
n) __ 0 < n—m a n—m a

R™ = RO) ¢ RCESY mzzjl [=mpe a+1) Z R=mIA

onde
Ag,m - (tn - tn—m)a - (tn - tn—m—i—l)a- (65)

Para obter a solu¢do numérica, implementamos o sistema (6.4) em Python. Disponi-
bilizamos no Apéndice da presente dissertacao, o cédigo de programacao dos sistemas SIR, SIR

fracionario, SIR saturado e SIR fracionario com saturagao.

6.1 Analise qualitativa do sistema SIR fracionario com saturacao

Nesta secao, para obter os resultados numéricos, em todos os modelos consideramos
v =1/3, u=0.01, N = 100000. Como condicao inicial, consideramos que haviam 5 individuos
inicialmente infectados. Para os modelos SIR saturado e SIR fracionario com saturacao, usamos
diversos valores para os parametros a e k. Para efeito de comparagao, nos modelos SIR e SIR

fracionario utilizamos § = ka. Finalmente, utilizamos ainda diversos valores para a ordem da
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derivada fracionaria de Caputo a.

Na Figura [6.1] apresentamos uma visao geral do comportamento dos modelos SIR,
SIR fracionario, SIR saturado e SIR fracionario com saturacao. Para obter a Figura usa-
mos os parametros a = 20 e kK = 0,05. Para efeito de comparagao, nos modelos SIR e SIR
fracionario utilizamos § = ka = 1. A ordem da derivada fracionaria de Caputo utilizada foi
de a = 0,75. A Figura [6.1] nos proporciona uma visao esclarecedora sobre o comportamento
geral desses modelos. Enquanto a derivada de ordem inteira do sistema SIR classico exibe um
pico de infecgbes estreito por volta dos 17 dias, a saturacao e as derivadas de ordem fracio-
naria introduzem interessantes modificagoes na dindmica. O efeito mais evidente da derivada
fracionaria, como podemos ver da curva do modelo SIR fracionério, é o aumento na duracao
da epidemia, reduzindo o maximo da fracao infectada e alargando a curva de infectados. Como
pode ser observado na curva de infectados do modelo SIR saturado, a saturacao apresenta o
mesmo efeito mas de forma mais acentuada, reduzindo ainda mais o pico de infectados e au-
mentando consideravelmente a duragdao epidemia. No modelo SIR fracionario com saturacao
vemos a combinac¢ao dos efeitos da derivada fracionaria com a saturacao. Neste tltimo caso,
o alargamento do periodo da epidemia e grande o suficiente para formar um aparente Platd
na curva de infectados. Isso se assemelha mais ao comportamento da epidemia de COVID-19,

como vinhamos ja relatando.
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Figura 6.1: Infectados por tempo no SIR classico, SIR fracionario, SIR saturado e SIR fracio-
nario com saturacao.

Conforme (Fagundes, [2020), (Pantoja-Limay, [2021) e (Lima, 2020) o comportamento

do efeito platoé é caracterizado por um estado estavel prolongado em que o ntimero de casos
ativos da doenca se mantém relativamente constante por um periodo significativo, apresenta
notavel semelhanca com o padrao observado na propagacao da infeccao pelo COVID-19. Essa
analogia ¢ de grande importancia, uma vez que evidencia a correspondéncia entre os resultados
teodricos obtidos nos sistemas SIR fracionario com saturacao e as dindmicas observadas em
situacoes reais da pandemia. A investigacao e andlise detalhadas do efeito plato, tanto em nivel
tedrico quanto por meio da analise de dados empiricos, proporcionam uma base solida para a

compreensao mais aprofundada da dindmica de epidemias de doengas como a COVID-19.

Para analisar mais detalhadamente o efeito da saturacao nesses modelos, na Figura
[6.2] apresentamos as solugoes dos modelos SIR saturado e SIR fraciondrio com saturagdo para
valores diferentes de kK e a com k-a = 1 = 3. Vale lembrar que a é um parametro popu-

lacional e que k estd diretamente relacionado a taxa de transmissao da doencga, representada
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por 8 = k- a quando al << 1. Conforme ilustrado na Figura [6.2] este grafico explora como
as alteracoes nestes parametros afetam o comportamento do sistema. Essa comparacao é de
importancia fundamental para aprofundar nossa compreensao da dinamica subjacente e nos

ajuda a identificar como diferentes valores de k e a influenciam o resultado do modelo.

0.30 —— SIR classico
—=—= S|R saturado, a=5,k=0,2

o5, | SIR saturado, a=10,k=0,1
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i
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v ' —-- SIRsat. frac.,, a=0,75, a=20, K =0.05
s
£0.20
S
£
o 0.15
©
(o]
o] 2 WAL D
2 0.10 . eelNNa
(e Y . P —_—— ST

0.05 TR

0.00

0 10 20 30 40 50 60 70 80

Tempo t (dias)

Figura 6.2: No grafico de cima temos a comparagao do modelo SIR saturado com o modelo SIR
classico com 8 = ka. No grafico de baixo apresentamos a comparagao do modelo SIR classico
com o modelo SIR fracionario com saturacao.
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Nos graficos da Figura[6.2] destacamos a suavizagao das curvas ao comparar o modelo
SIR classico com os graficos dos sistemas SIR saturado e SIR fracionario com saturagao. No-
tamos em ambos 0s casos que ao aumentar o parametro a (que controla a saturagao) matendo
k-a = —1, as curvas de infectados sao suavisadas no sentido de reduzir o pico de infectados e
alargar o periodo de duracao da epidemia. Isso se torna mais aparente no grafico com a = 20

e =20,05.

Esta ultima comparacao entre o modelo SIR classico e o nosso modelo SIR fracionario
e com saturacao revela a capacidade tinica deste tultimo em se aproximar do padrao realista de
propagacao da COVID-19. O surgimento do Efeito Platé em nosso modelo é notavel, especial-
mente quando aumentamos a mantendo k- a = 1 (aumentar a sem diminuir x resulta em um
aumento da taxa de infecdo 8 = k - a). Esse fenémeno reflete qualitativamente caracteristicas
das epidemias reais como a COVID-19, como discutido anteriormente. A medida que variamos
os pardmetros a e K, observamos uma suavizacao significativa das curvas, resultando para a
suficientemente grande na formacao de um Efeito Plato. Essa tendéncia se torna mais evidente
no grafico com "a = 20. Portanto, essa andlise enfatiza a eficacia qualitativa do nosso modelo
em capturar as complexidades da transmissao da COVID-19, proporcionando uma compreensao

mais profunda da dindmica epidémica.

Na Figura[6.2], mantivemos os coeficientes de derivadas fraciondrias fixos em o = 0, 75.
J& na Figura [6.3] analisamos comparativamente o efeito da ordem da derivada. Apresentamos
diferentes valores para o parametro a = 0,75; 0,9; 1 (o caso o = 1 corresponde ao modelo SIR
saturado com derivada inteira), enquanto mantivemos os valores de k = 0,05 e a = 20 constan-
tes. No grafico correspondente ao modelo SIR classico, as curvas exibem um comportamento
mais agudo e atenuado, enquanto no modelo SIR fraciondrio e com saturagao, observamos

principalmente uma suavizagdo na curva com a diminui¢do da ordem da derivada. A medida
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que reduzimos o valor de «, intensifica-se o a suavizacao da curva, e para « suficientemente
pequeno identificamos o aparecimento do fendomeno do Efeito Platd. Essa andlise destaca que
a medida que diminuimos o valor de «, o efeito da memoéria do sistema é ampliada na dina-
mica, resultando em uma notavel estabilidade prolongada na curva, o que exerce uma influéncia

significativa sobre a dindmica da epidemia.

0.30 —— SIR classico
' -==- SIRsat,a=1,,a=20,k=0,05
0.25 ------ S|R sat. frac., a=0,9,a=20,k=0,05
9 ' —-= S|R sat. frac.,, a=0,75, a=20, kK =0,05
S
£0.20
Q
£
o 0.15
=]
o
S
£0.10
Lt "'.f'-"'a_ — — — — —
0.05 o T . _ e —————
0.00

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Tempo t (dias)

Figura 6.3: Comparacao do modelo SIR saturado com o modelo SIR classico com § = ka.

Finalmente, na Figura apresentamos o comportamento das fragoes de suscetiveis,
infectados e removidos/recuperados do modelo SIR fracionario com saturagdo ao longo do
tempo. Nestes graficos utilizamos a = 2, k = 0,5, f =k-a =1¢ a = 0,75. Utilizamos um
valor pequeno para a (para que al* << 1) de forma que o equilibrio do modelo SIR fracionério
com saturacao seja aproximadamente igual ao equilibrio do modelo SIR classico, como discutido

anteriormente.
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Figura 6.4: Suscetiveis, infectados e removidos/recuperados.
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Do primeiro grafico da Figura [6.4] ¢ notavel a diferenca entre a dindmica do modelo
SIR classico e a dinamica do nosso modelo SIR fracionario com saturagao. No inicio a maioria
da populagao esta suscetivel a doenca, porque ha apenas um nimero minimo de infectados.
No entanto, como é esperado, a medida que o tempo avanca parte dos individuos suscetiveis é
infectada pela doencga, reduzindo a fracao de sucetiveis. Apéds o dia t ~ 25 comecam a surgir
diferengas marcantes entre esses modelos. O modelo SIR classico exibe um comportamento
convencional, caracterizado por curvas agudas e a presenga de vérios picos de infec¢ao (novos
eventos de epidemia antes de atingir o equilibrio). Essa dindmica sugere flutuagoes acentuadas
no nimero de casos ao longo do tempo. Em contraste, o modelo SIR fracionério e com saturacao
apresenta uma curva suave, sem oscilacoes. Finalmente, em ambos os modelos, quando ¢ se

aproxima de infinito as fragoes de suscetiveis aproximam-se do valor de equilibrio epidémico

* _ pty 1
S* = 5 =3

+ 0,01 = 0, 3433 discutido no capitulo anterior.

No segundo grafico da Figura [6.4] temos a dindmica dos infectados nos modelos SIR
classico e SIR fracionario com saturagdo. Este grafico também revela diferencas notéveis em
suas trajetorias temporais. Inicialmente, ambos os modelos apresentam um aumento acentuado
no numero de infectados, refletindo o inicio de uma epidemia, quando a maioria da populacao
estd deixando de ser suscetivel e se infectando. No entanto, a medida que o tempo progride, as
disparidades entre os dois modelos se tornam evidentes. No modelo SIR classico, novamente,
a curva de infectados é caracterizada por oscilagoes acentuadas e picos frequentes. Ja no mo-
delo SIR fracionario com saturacao, a presenca da saturacao e do efeito de memoria, devido a
derivada fracionaria, influencia sua dindmica deixando a curva com caracteristica mais suave,
resultando no desaparecimento das oscilagoes e no aumento da duracao da epidemia. Nova-

mente, para t — oo em ambos os modelos as fragoes de infectados aproximam-se do valor de

equilibrio epidémico [* = ﬁ — £ ~0,0191.

=
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Finalmente, no terceiro grafico da Figura|6.4|{temos a dindmica dos removidos/recuperados
nos modelos SIR cldssico e SIR fraciondrio com saturacdo. E natural que o ndmero de recu-
perados aumente bastante ao longo do tempo, pois os individuos infectados eventualmente se
recuperam. No entanto, as diferencas entre os modelos sao notaveis. No modelo SIR classico, a
curva que representa o nimero de recuperados exibe flutuagoes muito acentuadas, com um pi-
cos ingrimes seguidos vales frequentes. Essa oscilagao é uma caracteristica intrinseca ao modelo
classico. Por outro lado, no modelo SIR fracionario com saturacao, a presenca da saturacao e
do efeito da derivada fracionaria suavizam significativamente a curva dos recuperados ao longo
do tempo. Aqui, novamente desaparecem as oscilagoes. O valor de equilibrio utilizado para a

fracao de removidos/recuperados foi de R* =1 ~ 0,6375.

X _ £
B pty

6.2 Comparagao entre modelos numéricos e dados reais

Nesta se¢ao, comparamos as solu¢oes dos modelos SIR classico, SIR saturado e SIR
fracionario com saturacao com dados reais da epidemia de COVID-19 no Brasil. Os dados
reais forma extraidos de (Organizacao Mundial da Satdel 2023) e estdo no apéndice desta
presente dissertagao. E importante mencionar que nao tivemos como objetivo nesta secao fazer
uma analise rigorosa determinando minunciosamente os valores dos parametros do modelo que
minimizam os erros na comparagao com os dados reais. Por exemplo, nao fizemos analise do
desvio quadratico médio entre os resultados dos modelos com os dados reais. Os valores dos
pardmetros foram determinados qualitativamente (observando visualmente os graficos) com
o objetivo apenas de ilustrar o potencial dos modelos SIR saturado e SIR fracionario com

saturacao na modelagem de doencas como a COVD-19.

Na Figura apresentamos os dados reais a partir do dia 20 de abril de 2020 (semana
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17 da epidemia de COVID-19 no Brasil) até a semana 37 da epidemia. Essas 20 semanas mos-
tram o principio de uma estabilidade no nimero semanal de infectados (plato). Este intervalo de
tempo foi utilizado para determinarmos os valores dos parametros dos modelos que melhor re-
presentam (aproximadamente) os dados reais. Em todos os modelos utilizamos N = 200000000
como valor aproximado para a populagao total do Brasil, u = 0,0005 para a taxa semanal
de natalidade e mortalidade, e v = 1 (consideramos de forma aproximada que um individuo

doente permane infeccioso por aproximadamente uma semana).

450000

----- SIR classico :

4000001 ==- SIR saturado :

—— 5IR fracionéario saturado _:'
+ dados reais

350000

300000

250000

200000

150000

Numero de Infectados

100000

50000

175 20.0 225 250 275 30.0 325 35.0
Tempo t (semanas)

Figura 6.5: Comparacdo com dados reais da epidemia de COVID-19 no Brasil a partir da
semana 17 até a semana 37. Fonte dos dados reais: (Organizacao Mundial da Satde} 2023))

Desta Figura [6.5] fica evidente que o modelo SIR classico ndo descreve a dindmica
da COVID-19. Nao é possivel encontrar um valor para o parametro § que represente quali-
tativamente o comportamento dos dados reais. O valor § = 1,3 utilizado neste grafico foi o

que apresentou o melhor resultado visualmente, mas mesmo neste caso, a solu¢gao do modelo
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SIR classico foge muito do resultado real. Por outro lado, ambos os modelos SIR saturado
(com a = 610 e k = 0,0025) e SIR fraciondrio com saturagdo (com a = 670, k = 0,0025 e
a = 0,75) descrevem qualitativamente muito bem os dados reais. A diferenca entre a eficacia

destes modelos pode ser vista quando consideramos intervalos de tempo maiores.

Na Figura[6.6] apresentamos os dados reais a partir do dia 20 de abril de 2020 (semana
17 da epidemia de COVID-19 no Brasil) até a semana 63 (semana do dia 1 de abril de 2021) da
epidemia. Optamos por nao considerar um intervalo maior de tempo pois a partir deste periodo
a aceleragdo do processo de vacinacao e retomada das atividades presenciais implicariam em

considerar variaveis nao tratadas em nosso modelo.

450000 . ._
----- SIR classico : .
400000 ==- SIR saturado H
—— 5IR fracionario saturado ’ , - *
W 350000 + dados reais :
o]
® 300000
i
(&)
2
€ 250000
0]
T 200000
o
7]
£ 150000
3
p
100000

50000

2% 30 40 50 60
Tempo t (semanas)

Figura 6.6: Comparacao com dados reais da epidemia de COVID-19 no Brasil a partir da
semana 17 até a semana 63. Fonte dos dados reais: (Organizacao Mundial da Satde} 2023))

E evidente nesta Figura a falha do modelo SIR classico em modelar a dindmica

da epidemia de COVID-19 no Brasil. Enquanto o modelo SIR classico prevé um aumento
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enorme no numero de infectados (fugindo da escala do grafico), resultando em um periodo
mais curto para a epidemia, os dados reais mostram uma relativa estabilidade no nimero de
infectados & partir da semana 30 caracterizando o comportamento do efeito plato ((Fagundes|,
2020), (Pantoja-Limal 2021) e (Lima) 2020)). As flutuagoes a partir da semana 30 sao devidas a
mudangas de comportamento (grau de distanciamento social), sub-notificagoes de casos, difusao
espacial da doenca entre regides de densidade populacional diferentes, etc. Para levar em conta
esses fatores, deveriamos considerar os pardmetros dos modelos variaveis no tempo, mas isto
foge ao objetivo do presente trabalho que é ilustrar que o modelo SIR fracionario com saturacao,
mesmo com parametros constante, representa qualitativamente o comportamento da epidemia
de COVID-19. Quanto ao modelo SIR saturado, embora ele também represente bem os dados
reais para as primeira 37 semanas de epidemia, vemos que para 63 semanas ele ja mostra
uma desaceleragao no nimero semanal de infectados, em desacordo aos dados reais de relativa
estabilidade (levando-se em conta as flutuagoes) no periodo apés a semana 30. Neste sentido,
o modelo SIR fracionario com saturacao representa qualitativamente melhor a dinamica da

epidemia de COVID-19 no Brasil até a semana 63 devido a presenca do Efeito Plato.
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CONCLUSAO

Neste trabalho, apresentamos um modelo matematico para o sistema SIR fracionario
com saturacao, que é uma generalizagdo do modelo SIR saturado proposto por (Kolokolnikovi,
2020). Essa generalizacao foi alcangada por meio da inclusdo das derivadas fracionérias de
Caputo, que sao operadores nao locais. A escolha de utilizar derivadas fracionarias é funda-
mentada pelo fato de que esses operadores permitem capturar efeitos nao locais e incorporar
a memoria na dindmica do sistema. A incorporagao das derivadas fracionarias enriquece a
descricao do comportamento do sistema SIR saturado, proporcionando uma compreensao mais

abrangente e precisa das dindmicas complexas associadas a propagacao de doengas infecciosas.

Fizemos uma analise dos pontos de equilibrio e estabilidade do modelo SIR fracionario
e com saturacao. Para al* << 1 os pontos de equilibrio e a estabilidade coincidem com o caso
do modelo SIR classico. Temos duas possibilidades, um ponto de equilibrio livre de epidemia
estavel para = Kk -a < u+ 7 e instavel para § = k- a > p + . No segundo caso, temos um
ponto de equilibrio epidémico estavel 5 = k-a > p+ 7. A ordem da derivada fracionaria nao

afeta os valores dos pontos de equilibrio e sua estabilidade.

Fizemos uma comparacao entre as solugoes numéricas dos modelos SIR classico, SIR
fracionario, SIR saturado e SIR fracionario com saturagao. Vimos nestes resultados os efeitos
da saturacdo e da memoria (derivada fraciondria) na dindmica desses modelos. Um resultado
importante obtido é o surgimento de um Efeito Platéo no nimero de infectados no modelo
SIR fracionario com saturagao, o que nao aparece nos outros modelos. Portanto, essa analise
enfatiza a eficacia qualitativa do nosso modelo em capturar as complexidades da transmissao da
COVID-19, proporcionando uma compreensao mais profunda da dindmica epidémica. Por fim,

comparamos os modelos SIR classico, SIR saturado e SIR fracionario com saturacao com dados
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reais da epidemia de COVID-19 no Brasil. Esta comparacdo mostrou a completa faléncia do
modelo SIR cldssico em descrever essa epidemia, e que o modelo SIR fracionario com saturacao
representa qualitativamente melhor (do que o modelo SIR saturado) a dindmica da epidemia

de COVID-19 no Brasil, até a semana 63, devido a presenca do Efeito de Plato.



APENDICE

Tabela 1: Tabela com dados semanais de n° de casos de 21/04/2020 até 24/09/2020

Semana | N° de Casos
17 22234
18 37586
19 59380
20 77203
21 114107
22 151191
23 174406
24 177668
25 217065
26 246088
27 263337
28 262846
29 235010
30 319653
31 313364
32 304684
33 304684
34 265266
35 263731
36 276847
37 192687
38 212553




import numpy as np

from pylab import * #carrega as fun¢des e numeros basicos (pi, sin, cos, etc..)

from scipy.special import gamma
from matplotlib import pyplot as plt

import timeit
start = time.time()

#pm878297623br

# Definic¢do dos parametros
a = 0.0 #tempo inicial

b = 60 #tempo final
auxT=int(b-a)

dt = 0.5

t = arange(a, b, dt)

N1 = 100000 #populagao total
N2 = 100000 #populacao total
N3 = 100000 #populagao total
#N2 = 211005

n = int(ceil((b-a)/dt))
S1 = np.zeros((n),float)
I1 = np.zeros((n),float)
R1 = np.zeros((n),float)
S2 = np.zeros((n),float)
I2 = np.zeros((n),float)
R2 = np.zeros((n),float)
S3 = np.zeros((n),float)
I3 = np.zeros((n),float)
R3 = np.zeros((n),float)
S4 = np.zeros((n),float)
I4 = np.zeros((n),float)
R4 = np.zeros((n),float)

EQI = np.zeros((n),float)
EQS = np.zeros((n),float)
EQR = np.zeros((n),float)

#valores iniciais
si[e] = 1 - 5/N1

I1[e] = 5/N1
R1[0] = ©

s2[0] = 1 - 5/N2
12[0] = 5/N2
R2[0] = ©

s3[0] = 1 - 5/N3
13[0] = 5/N3
R3[0] = ©

s4[0] = 1 - 5/N2
14[0] = 5/N2
R4[0] = ©

#parametros do modelo

al = 20
a2 = 20
a3 = 20
a4 = 20
gamal = 1/3

gama2 = 1/3
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gama3 = 1/3
gamad = 1/3
kappal=0.05
kappa2=0.05
kappa3=0.05
kappa4=0.05
mul = 0.01
mu2 = 0.01
mu3 = 0.01
mu4 = 0.01

di=1.0
d2 = 1.0
d3 = 0.75
d4 = 0.75

agammal = gamma(dl)
gamma(d2)
agamma3 = gamma(d3)
agammad4 = gamma(d4)

agammaz2

# Resolucdo do modelo

for j in range(n-1): # SIR saturado
S1[j+1]=S1[0]- (kappal*(1-math.exp(-a1*I1[j]))*S1[j]-mul*(1-S1[j]))*dt**d1/(d1*agammal)
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I1[j+1]=I1[0]+(kappal*(1-math.exp(-al*I1[j]))*S1[j]-(mul+gamal)*I1[j])*dt**d1/(d1*agammal)

R1[j+1]=R1[0]+(gamal*I1[j]-mul*R1[j])*dt**d1/(d1*agammal)

for i in range(j):
adtl=((t[j+1]-t[i])**(d1)-(t[j+1]-t[i]-dt)**(d1))/(d1*agammal)
S1[j+1] += -(kappal*(1-math.exp(-al1*I1[1i]))*S1[i]-mul*(1-S1[i]))*adtl
I1[j+1] += (kappal*(1l-math.exp(-al1*I1[i]))*S1[i]-(mul+gamal)*I1[i])*adtl
R1[j+1] += (gamal*I1[i]-mul*R1[i])*adt1l

for j in range(n-1): # SIR classico
S2[j+1]=S2[0]- (kappa2*a2*I2[j]*S2[j]-mu2*(1-S2[j]))*dt**d2/(d2*agamma2)
I2[j+1]=I2[0]+(kappa2*a2*I2[j]*S2[j]-(mu2+gama2)*I2[j])*dt**d2/(d2*agamma2)
R2[j+1]=R2[0]+(gama2*I2[j]-mu2*R2[j])*dt**d2/(d2*agamma2)
for i in range(j):
adt2=((t[j+1]-t[i])**(d2)-(t[j+1]-t[i]-dt)**(d2))/(d2*agamma2)
S2[j+1] 4= -(kappa2*a2*I2[i]*S2[i]-mu2*(1-S2[i]))*adt2
I2[j+1] += (kappa2*a2*I2[i]*S2[i]-(mu2+gama2)*I2[i])*adt2
R2[j+1] += (gama2*I2[i]-mu2*R2[i])*adt2

for j in range(n-1): # SIR fracionario
S3[j+1]=S3[0]- (kappa3*a3*I3[j]*S3[j]-mu3*(1-S3[j]))*dt**d3/(d3*agamma3)
I3[j+1]=I3[0]+(kappa3*a3*I3[j]*S3[j]-(mu3+gama3)*I3[j])*dt**d3/(d3*agamma3)
R3[j+1]=R3[0]+(gama3*I3[j]-mu3*R3[j])*dt**d3/(d3*agamma3)
for i in range(j):
adt3=((t[j+1]-t[i])**(d3)-(t[j+1]-t[1i]-dt)**(d3))/(d3*agamma3)
S3[j+1] 4= -(kappa3*a3*I3[i]*S3[i]-mu3*(1-S3[1i]))*adt3
I3[j+1] += (kappa3*a3*I3[i]*S3[i]-(mu3+gama3)*I3[i])*adt3
R3[j+1] += (gama3*I3[i]-mu3*R3[1i])*adt3

for j in range(n-1): # SIR saturado fracionario
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S4[j+1]=S4[0]- (kappad*(1-math.exp(-a4*I4[j]))*S4[j]-mud*(1-S4[]]))*dt**d4/(d4*agammasd)
I4[j+1]=14[0]+(kappad*(1-math.exp(-a4*I4[j]))*S4[]]- (mud+gamad)*I4[j])*dt**d4/(d4*agammasd)
RA[j+1]=R4[0]+(gamad*I4[j]-mud*R4[]])*dt**d4/(d4*agammas)
for i in range(j):

adt4=((t[j+1]-t[i])**(d4)-(t[j+1]-t[i]-dt)**(d4))/(d4*agammas)

S4[j+1] += -(kappad*(1-math.exp(-a4*I4[1]))*SA[i]-mud*(1-S4[i]))*adt4

I4[j+1] += (kappad*(1l-math.exp(-a4*I4[i]))*S4[i]-(mud+gamad)*I4[i])*adts

R4[j+1] += (gamad*I4[i]-mud*R4[i])*adt4

ficos

figure(figsize=(15,8))

plot(t, I2,'k', linewidth=3)

plot(t, I1,'k--', linewidth=3)

plot(t, I3,'k:"', linewidth=3)

plot(t, I4,'k-.', linewidth=3)

legend(['SIR classico, $\\alpha=1$','SIR saturado, $\\alpha=1$', 'SIR fracionario, $\\alphz
xlabel('Tempo t (dias)', fontsize=20)

ylabel('Fracao de infectados', fontsize=20)
tick_params(axis="both', which="major', labelsize=20)
tick_params(axis="both', which="minor', labelsize=20)
.savefig('al.png', format='png')

show()

figure(figsize=(12,8))

plot(t, i3, 'k', linewidth=3)

plot(t, i4,'k--', linewidth=3)

legend(['$i_1%, $\\alpha=0.75%"','$i_2%, $\\alpha=0.75%"'], fontsize=20)
xlabel('tempo t (dias)', fontsize=20)

ylabel('fra¢dao de infectados', fontsize=20)

tick_params(axis='both', which="major', labelsize=20)
.tick_params(axis="'both', which="minor', labelsize=20)
t.savefig('a@75.png', format='png')

.show()

= time.time()
t('time=", end - start)
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