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RESUMO

O cancer representa um dos maiores desafios da satide global, com tratamentos convenci-
onais frequentemente associados a efeitos colaterais debilitantes. As terapias virais oncoliticas,
explorando virus para atacar seletivamente células cancerosas, tém emergido como uma alter-
nativa, com resultados clinicos promissores no tratamento de alteragoes genéticas e mutacoes
causadas pelo cancer. No entanto, a complexa interacao entre virus, células tumorais e a res-
posta imunoldgica exige uma compreensao aprofundada para otimizar a eficicia dessa terapia.

Nesta dissertacao, investigamos a influéncia da meméria imunolégica e celular na dinamica
do tratamento por viroterapia oncolitica do ponto de vista da modelagem matematica. Es-
tudamos dois modelos distintos: o primeiro modela a iteracao entre as células tumorais e o
virus oncolitico, e o segundo modela a influéncia das células Natural Killer (NK), componen-
tes cruciais da resposta imune inata na dinamica tumoral. Em ambos os modelos estudados,
a memoéria é introduzida como derivadas de Caputo multi-fracionaria, permitindo introduzir
distintos niveis de memoria para cada variavel da dinamica.

Do ponto de vista tedrico, provamos que os modelos sao bem postos no sentido de Hada-
mard. Ainda estabelecemos condigoes para a estabilidade assintética das solugoes estacionarias
e mostramos que estas dependem da ordem das derivadas fraciondrias. Simulacoes numeéricas
revelam que a presenga de memodria, particularmente em niveis elevados (ordens das derivadas
fraciondrias baixas), promove um controle tumoral mais eficaz e prolongado, mesmo na auséncia
de replicagao viral. A andlise ainda permite evidenciar o papel fundamental da memoria nas

células NK no controle do crescimento tumoral.

Palavras-chave: Terapias oncoliticas virais, Modelagem matematica, Memoria, Calculo

fracionario.



ABSTRACT

Cancer remains one of the greatest global health challenges, with conventional treatments
frequently associated with debilitating side effects. Oncolytic viral therapies, which exploit
viruses to selectively attack cancer cells, are emerging as a promising alternative, yielding
encouraging clinical results in treating genetic alterations and mutations associated with cancer.
However, a thorough understanding of the complex interplay between viruses, tumor cells, and
the immune response is crucial to optimizing the efficacy of this therapy.

In this dissertation, we investigate the influence of immunological and cellular memory on
the dynamics of oncolytic virotherapy treatment from the perspective of mathematical mode-
ling. We study two distinct models: the first models the interaction between tumor cells and
the oncolytic virus, and the second models the influence of Natural Killer (NK) cells, crucial
components of the innate immune response, on tumor dynamics. In both models, memory is
introduced as multi-fractional Caputo derivatives, allowing the introduction of different levels
of memory for each variable of the dynamics.

From a theoretical point of view, we prove that the models are well-posed in the Hadamard
sense. We also establish conditions for the asymptotic stability of the stationary solutions and
show that these depend on the order of the fractional derivatives. Numerical simulations reveal
that the presence of memory, particularly at high levels (low orders of the fractional derivatives),
promotes more effective and prolonged tumor control, even in the absence of viral replication.
The analysis also highlights the fundamental role of memory in NK cells in controlling tumor

growth.

Keywords: Oncolytic viral therapies, Mathematical modeling, Memory, Fractional calcu-

lus.
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1 INTRODUCAO

A saide humana depende de uma complexa cooperacao entre milhoes de células compreen-
didas no nosso organismo. Sinais e controles celulares regulam a multiplicagao, autodestruicao
e especializagao celular de maneira harmoniosa [3]. O cancer envolve um grupo de doencas
genéticas caracterizado pela quebra da harmonia entre a reproducao e renovacao celular, resul-
tando em crescimento celular descontrolado ou falhas na apoptose E] No primeiro caso, algumas
células do corpo se dividem continuamente de maneira anormal e se disseminam pelos tecidos
circundantes. Esse processo ¢é frequentemente causado pelo acimulo de mutagoes que permi-
tem que as células evitem as regulagoes normais, como descrito no processo de carcinogénese
de muiltiplos estagios [9, 61], 64, 65]. J& falhas na apoptose implicam que células antigas ou
danificadas persistam quando deveriam ser eliminadas, enquanto novas células sao formadas
desnecessariamente [25], 29].

O tratamento para cancer é, em geral, personalizado. Ou seja, para cada situagao e paciente.
O tratamento pode envolver diversas abordagens, como cirurgia, radioterapia, quimioterapia,
terapia hormonal, imunoterapia e terapia viral, veja, por exemplo, [5] . Na cirurgia, quando
possivel, o tecido afetado pelo cancer é removido por completo. Mesmo assim, nao ha como
saber exatamente se o processo de metastase E] nao estda em curso. Por isso, comumente, a
radioterapia e quimioterapia sdo empregadas como salvaguardas [5]. A quimioterapia tem por
objetivo a reducao dos tumores primarios, o retardo do crescimento do tumor e a morte das
células cancerosas que podem estar espalhadas (metdstase) pelo corpo do paciente [5], 25, 29].
A radioterapia tem por objetivo matar as células cancerosas por meio de radiagao. Nesse
tratamento, as células cancerosas de proliferacao rapida sao direcionadas, mas a reproducao
das células normais é afetada consideravelmente, veja [5] . Ambas as técnicas sao amplamente
usadas como intervengoes pré ou pds-cirurgicas e possuem muitos efeitos colaterais, debilitando
ainda mais o paciente [5l [15], 25], 29].

A dificuldade em tratar o cancer reside no fato de que, por se tratar de uma mutagao
originada no proprio organismo, o sistema imunolégico muitas vezes nao o reconhece como uma
ameaca. Nesse contexto, a viroterapia oncolitica surge como uma estratégia para induzir o
sistema imune a identificar e combater as células tumorais [21, 49]. A viroterapia oncolitica é
um tratamento que consiste em introduzir um material genético (DNA ou RNA) nas células,
cujos objetivos podem ser variados [21], [61, [65]. Uma das possibilidades é que a viroterapia
oncolitica seja usada para substituir genes ausentes ou mutantes por genes saudaveis [61]. Uma
segunda abordagem em estudo é a da possibilidade de introducao de genes em tumores, os quais
funcionam como bombas, que podem ser ativadas por drogas administradas ao paciente, as quais

destroem as células cancerégenas [44, [65]. No entanto, a forma mais comum do tratamento por

LA apoptose ou morte celular programada, também tratada como suicidio celular, dependem de meca-
nismos extremamente complexos e sofisticados, envolvendo cascatas de eventos moleculares dependentes de
energia. Para detalhes, veja [19].

2A metéstase de formacdo de novos tumores em distintas partes do corpo, devido ao desprendimento de
células infectadas do tumor principal carregadas pela circula¢do sanguinea ou linfética [34].
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viroterapia oncolitica é a sua utilizacao para melhorar a resposta imune ao cancer, aumentando
a capacidade das células especializadas de nosso corpo (células T do sistema imunolégico, os
linf6citos) a combater as células cancerosas, veja por exemplo [62, 49] . Uma das grandes
vantagens destas terapias é que os virus sao geneticamente modificados para infectar, replicar
e erradicar especificamente células cancerosas sem causar prejuizo as células normais [43].

A comprovagao de eficacia de uma terapia inovadora como a viroterapia oncolitica através
de testes clinicos implica que uma enormidade de pacientes tém que ser recrutados, agrupados,
testados, sem uma prévia da eficacia do tratamento. Esses procedimentos demandam tempo
e material humano, além dos gastos com os materiais envolvidos [22], [49] [62] [65], cujos obje-
tivos podem ser frustrantes ao final (a estratégia nao funciona). Neste ponto, a modelagem
matematica pode se tornar um grande aliado dos experimentos clinicos, haja vista que esta
permite que se testem hipoteses, além de gerar uma gama enorme de evidéncias a “custo zero”,
que, combinada a experimentos clinicos, pode impulsionar a pesquisa do cancer [15} [18] 22, 38].

Modelos matematicos de viroterapia descrevem a dinamica de iteracao entre as células tu-
morais, as particulas virais e a resposta imune através de um sistema de equagoes diferenciais
ordindrias (ODEs). Um dos primeiros trabalhos a descrever um modelo basico de crescimento
tumoral sob tratamento de viroterapia foi apresentado em [I0]. Este modelo apresenta a in-
teracao entre trés variaveis de estado: células tumorais nao infectadas, células tumorais e virus
livres. Os autores em [67] modificaram este modelo introduzido em [10] em que o modelo
proposto leva em consideragao as interagoes tumorais e virais baseado na biologia estabelecida
e com contabilizacao adequada da populacao livre de virus. Além disso, o modelo proposto
incorpora uma dinamica em que células infectadas sao capazes de infectar diretamente células
saudaveis, o que representa uma abordagem distinta em relagao a modelos baseados apenas na
acgao viral. Uma descri¢ao detalhada de tais modelos pode ser encontrada em [35, [42] 48] .

No entanto, a presenca de virus estimula o sistema imunoldgico a combater esse invasor.
Portanto, a imunidade nao sé destréi as células cancerosas infectadas, mas também leva a
eliminacao de virus, o que minimiza de forma contra-intuitiva a eficiéncia da terapia, veja
[20,, 28, B1], 35, 43] . Assim, diversos modelos matematicos tém incorporado a resposta imune &
dinamica do sistema, uma vez que esse é um dos principais obstaculos que dificultam a eficacia
da terapia viral [2] 20, 28] [33], 41}, 46, 56], [63]. Em [63] sdo propostos modelos que descrevem
as interacoes entre tumores nao infectados e infectados células com trés respostas imunes:
linf6citos T citotoxicos especificos de virus (CTL), CTL especificos de tumor e respostas de
CTL especificos de tumor e de virus. Em [2], os autores estudaram um modelo matemético que
integra a iteragao entre o sistema imunolégico inato e as células tumorais. Em [56], os autores
estudaram como as células NK Iﬂ sao ativadas pelo microambiente tumoral afeta a terapia viral-
oncolitica. Seus resultados mostram que a infeccao pelos virus oncoliticos desempenha papéis
importantes na diminuicao do tamanho do tumor e na inducao da forte resposta das células NK

para alcangar a remissao do tumor. Em [33], os autores propuseram um modelo matematico de

3As células NK fornecem respostas rapidas a células infectadas por virus, células estressadas, células tu-
morais e outros patégenos intracelulares com base em sinais de vérios receptores ativadores e inibitorios.
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interacoes dinamicas entre células cancerosas, células cancerosas infectadas, virus oncoliticos e
células NK induzidas por virus. As conclusoes dos autores em [33] apontam que as células NK
fortemente induzidas matam as células infectadas antes da replicacao viral e da lise E] celular,
reduzindo a populacao viral e a eficacia da viroterapia oncolitica.

Em [20], os autores discutem dois modelos matemdticos e dois conjuntos de dados expe-
rimentais referentes a iteracao entre células tumorais e terapias virais. Eles concluiram que
uma ampla gama de testes numéricos, baseados em modelos matematicos e alimentados por
dados experimentais, pode contribuir significativamente para o desenvolvimento de terapias
mais eficazes. Em [28], os autores compararam os resultados previstos por diferentes modelos
matematicos aos dados de tratamentos por terapias virais oncoliticas. Eles concluiram que os
modelos que melhor descrevem os dados sao os que consideram as respostas imunes aos mode-
los. Em [41], os autores analisaram um modelo matemético que descreve a iteracao entre as
células CAR-T, células tumorais e tratamentos por terapias virais. Eles analisaram os efeitos
da variacdo nos regimes de dosagem viral e sua influéncia no tratamento do cancer. Em [46],
os autores se propuseram a estudar as interacoes dinamicas entre células tumorais e virotera-
pia, com foco no aproveitamento da citocina IL-2 para aumentar o recrutamento e ativagao de
células imunes dentro do microambiente tumoral. Eles aplicaram técnicas de controle 6timo
usando o principio maximo de Pontryagin para minimizar a carga tumoral e determinar o pro-
tocolo mais eficaz para o tratamento administrado. Ainda, demonstraram numericamente a
capacidade da viroterapia combinada e IL-2 para eliminar tumores.

Muitos dos virus usados nas terapias génicas sao mutagoes genéticas de virus conhecidos,
como o virus T-Vec, criado a partir da modificacao do virus da herpes simples tipo 1, veja
[58] . Como tais virus circulam hé muito tempo entre a populagao, é natural se perguntar o
quanto a existéncia de memoria imunolégica associada a tais virus contribui (de forma benéfica
ou nao) na eficicia do tratamento oncolégico com tais virus. Em [58 59, 36, 140, 15 B2] os au-
tores propuseram a utilizacao de derivadas de ordem fracionaria para descrever a dinamica do
tratamento tumoral por terapias virais. Em [I5] os autores discutem resultados de existéncia e
unicidade para a solu¢ao do modelo, enquanto em [58] [59] os autores discutem a estabilidade dos
pontos criticos dos modelos propostos. Em [30], os autores analisaram um modelo fracionério
com atraso no tempo para a dinamica de tratamento oncolitico para o cancer e estabeleceram
resultados de existéncia e unicidade para a solu¢do. Em [40, [32], modelos mateméticos envol-
vendo derivadas de ordem fracionaria foram propostos para estudar a dinamica do cancer de
mama.

Parte dos resultados apresentados nesta dissertacao foram publicados no periédico Ciéncia
e Natura, sob o titulo On a mathematical model of the influence of memory on cancer treatment

using gene therapy.

Principais contribuicoes desta dissertacao: Nesta dissertacao, apresentamos os efeitos

da memoéria na dinamica de modelo relacionado ao tratamento do cancer usando um virus

4explicar o que é lise
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oncolitico com derivadas de ordem multi-fracionaria do tipo Caputo [14]. Ou seja, diferente-
mente do que foi proposto em [58 [59], assumimos que cada equagao do sistema possui um nivel
distinto de memdria, isto é, ordens distintas de derivadas. Acreditamos que esta extensao dos
resultados obtidos por [58], (59] permite avaliar diferentes efeitos de meméria, os quais incluem
virus previamente treinados para atacar as células cancerosas. Além disso, a maneira como
a dindmica fraciondria é proposta em [58| [59] implica que as solugoes de estabilidade do sis-
tema dinamico, que descreve a interacao entre as células cancerosas e o virus oncolitico, sao as
mesmas que a dinamica de ordem inteira, ou seja, independem da ordem das derivadas. Na
variacao do modelo que analisamos nesta iteragao, as solucoes estacionérias (bem como toda a
dindmica) sdo obtidas de forma a depender da ordem das derivadas.

Adotamos uma abordagem similar, a do estudo de um modelo cuja dinamica é dada por
derivadas de ordem multi-fracionéria, para o modelo proposto em [56], em que a dinamica
das células cancerosas, da terapia viral e das células Natural Killer no microambiente tumoral
afetam a viroterapia oncolitica. Mostramos como a dinamica fracionaria afeta as solucoes de
estabilidade para o modelo, bem como os resultados de estabilidade.

Ainda, para ambos os modelos estudados nesta dissertacao, provamos resultados de existéncia,
unicidade, positividade, dependéncia continua da solucao com relacao aos dados iniciais, aos
parametros do modelo e das ordens das derivadas e a estabilidade linear e de Lyapunov do

modelo.

1.1 Divisao Esquematica do Trabalho

As principais contribuigoes deste trabalho para potenciais aplicacoes em testes clinicos con-
sistem na andlise de dois modelos matematicos: o primeiro descreve a dinamica do tratamento
do cancer por meio de viroterapia oncolitica, considerando a hipdtese de que as quantidades
envolvidas no sistema apresentam distintos efeitos de memoria, em especial a memoéria imu-
nolégica; o segundo modelo visa investigar a influéncia da memoria no comportamento de
células Natural Killer.

No capitulo , apresentamos a versao multi-fraciondria do modelo estudado em [58] [59]
que é apresentada. Do ponto de vista tedrico, provamos que o modelo proposto possui uma
unica solucao, que depende continuamente dos dados iniciais, dos parametros e da quantidade
de memoria - ou seja, é bem posto no sentido de Hadamard - e mostramos resultados de es-
tabilidade do sistema. Apresentamos diversos cenarios simulados, em termos das ordens das
derivadas, os quais caracterizam a existéncia de memoria tanto das células cancerosas quanto
do virus utilizado no tratamento oncoldgico, conforme discutimos na Secao [2.2] Os resultados
analiticos e numéricos mostram nao apenas que a estabilidade do modelo com derivadas fra-
cionarias difere daquela do modelo com derivadas de ordem inteira, como também indicam que
o melhor cenério ocorre quando ha memdria, tanto das células quanto do virus. Portanto, uma

das linhas de investigacao que sugerimos € a introducao de memoria prévia em pessoas com
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histérico hereditario de cancer. Resultados mais robustos nesse sentido serao apresentados em
contribuicgoes futuras.

No Capitulo 3] apresentamos um segundo modelo para a dinamica do tratamento do cancer
com viroterapia oncolitica. Estudamos resultados de estabilidade e simula¢oes numéricas para
o modelo multi-fracionario. Além disso, analisamos o efeito da memoria em células Natural
Killer

No Capitulo sintetizamos as principais contribuicoes da dissertacao, discutindo as li-
mitacoes dos modelos e analises realizadas, e propondo direcoes para pesquisas futuras. Apre-
sentamos um resumo dos resultados tedricos e numeéricos obtidos, destacando o papel da
memoria imunolégica e celular na dinamica do tratamento. Também discutimos as implicagoes
praticas desses resultados para o planejamento de ensaios clinicos e o desenvolvimento de virus
oncoliticos “bem-treinados”.

No Apédince [f], enunciamos as definigoes e resultados conhecidos sobre o cédlculo de ordem
fracionaria que serao usados ao longo da dissertacao. Nosso objetivo é tornar o trabalho o mais

autocontido possivel.
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2 MODELO MULTI-FRACIONARIO PARA TERAPIA
ONCOLITICA

Neste capitulo, reinterpretamos o modelo apresentado por [63] e estudado em [58, [59] para
uma dinamica multi-fracionaria para o tratamento do cancer com terapias virais.

Assuma que x(t) e y(t) representem as quantidades de células do tumor nao infectadas e
infectadas pelos virus, cujas particulas virais sao representadas por v(t), para t > 0. Portanto,
a quantidade de células cancerosas a cada instante de tempo ¢ > 0 é dada por z(t) + y(t).

No inicio, as células cancerosas se dividem rapidamente, indicando um crescimento expo-
nencial enquanto a densidade das células tumorais é pequena. No entanto, se isso se prolongasse
muito, o tumor atingiria tamanhos maiores do que os recursos disponiveis. Dessa forma, a mo-
delagem do crescimento deve conter um termo de diminuigao, veja por exemplo, [64] , indicando
que a dinamica deve refletir um crescimento logistico.

A dinamica proposta por [64] é dada por

Da(t) = ra(t) (1 _ M) — da(t) — Br(tu(t),

Dy(t) = Ba(tyo(t) — (d+ a)y(t), (2.1)

onde D é o operador de derivacao d/dt. O modelo ({2.1)) é considerado com as seguintes condigoes

iniciais
2(0) =29 > 0,y(0) =yo > 0,v(0) = vy > 0. (2.2)

O modelo descreve um desenvolvimento do crescimento tumoral de uma populagao que
recebeu o material genético (ou virus) ao longo do tempo. A introducdo do virus no sistema
corresponde ao tratamento. No modelo , as células cancerosas crescem a uma taxa fixa
r. O crescimento das células cancerosas é dependente da densidade e limitado por w, que
é a capacidade de suporte da quantidade total de células cancerosas. [ descreve a eficacia
do processo, incluindo a taxa em que as particulas virais encontram células nao infectadas, a
taxa de entrada do virus e a taxa de infeccao bem-sucedida. As células cancerosas infectadas
possuem uma taxa de mortalidade, que é composta pela soma da taxa de morte natural d com
a taxa de morte infectada por virus a. Logo, o tempo médio de vida de uma célula infectada é
1/(d+a). k é a taxa de reproducao de virus pelas células infectadas e k/(d+a) é a quantidade
total de particulas virais que sao produzidas a partir de uma célula infectada. Por fim, u é a
taxa de decaimento do virus.

Diferente do que acontece em problemas de epidemiologia classicos [4], nesse modelo o uso
de EDF distintas para cada linha do sistema ¢ plausivel, pois a populacao total de células e

virus nao necessariamente é constante.
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O objetivo da terapia deve ser reduzir essa populagao a niveis baixos. Caso esse nivel fique
abaixo de um determinado limiar no modelo, a populagao tumoral pode ser assumida como

extinta.

2.1 Modelo de terapia oncolitica com memorias distintas

Nesta dissertagao, assumimos que cada uma das quantidades de interesse, a saber x(t),
y(t), v(t) possuem memoria eventualmente distintas. Por isso, analisamos uma variagao multi-
fraciondria do modelo proposto por [64] para a dindmica tumoral com tratamento viral dada

por

z(t) +y(t)

D a(t) = ra(t) (1 -

) —dYz(t) — fx(t)v(t)

D2y(t) = B*2a(t)u(t) — (d* + a™)y(t) (2.3)
D*v(t) = k*y(t) — p™u(t)

com as condigoes iniciais dadas por (2.2). No modelo , D% é o operador derivada fra-
ciondria de Caputo de ordem «; € [0, 1], para j = 1,2,3. Os parametros no modelo (2.3 estao
elevados as poténcias das respectivas ordens «; € [0, 1], para j = 1,2, 3, de forma a manter a
escala temporal da dinamica [14].

O modelo foi estudado por [58, [59] no caso em que a = «;, onde os parametros nao sao
elevados & ordem das derivadas. Os autores em [58, [59] optaram por usar um operador diferen-
cial de Caputo do tipo 7* D%, para 7 uma constante, para manter a escala temporal da dinamica
do modelo. E importante salientar que a opcao de utilizar o operador de derivadas fracionarias
adotadas pelos autores em [58, 59] resulta que, por exemplo, as solugoes estaciondrias para o
modelo coincidam com as solugoes estacionarias para o modelo com dinamica de ordem
inteira .

Nas subsecoes que seguem, mostramos a boa colocacao e resultados a respeito da estabilidade
das solugoes estacionarias para o modelo . Em particular, diferentemente do que foi
concluido em [58, [59], a estabilidade do modelo depende das ordens das derivadas.

2.1.1 Boa colocacao de Hadamard

Nesta subsec¢ao apresentamos resultados de boa colocacao no sentido de Hadamard, isto é,
existéncia, unicidade e dependéncia continua de uma solugao para o modelo , dos dados
iniciais , dos parametros e da ordem das derivadas «; € [0,1], para j = 1,2, 3, respecti-
vamente. Também mostramos a permanéncia da solugao no semi-plano nao negativo, o qual é
necessario para a aplicagao que se esta trabalhando.

Seja U(t) = (x(t),y(t),v(t))T o vetor que representa uma possivel solugdo para o mo-

delo (2.3). O primeiro resultado auxiliar nesta dire¢ao é o seguinte lema.
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Lema 2.1. Seja F(t,U(t)) a fun¢ao vetorial que representa o lado direito do modelo (12.3)).
Entao F(t,U(t)) € continua com relagao a t e Lipschitz continua com relagio a U(t), para

t €[0,T], qualquer que seja T > 0.

Demonstra¢ao. Como cada linha do modelo ([2.3)) é composta por somas e produtos de fungoes
continuas, segue que F'(t,U(t)) é continua com relagao a t € [0, 7]. Ainda, a matriz Jacobiana

do modelo ([2.3) é dada por

ro (1= (2z(t) +y(t)/w) —d* — BUo(t)  —roa(t)/w —BY2(t)
J(t,U(t) = B2u(t) —(d* 4+ a)  fux(t) (2.4)
0 ks _,Ua3

Como cada coordenada de J(t,U(t)) é continua, segue do Teorema de Weierstrass [37] que

existe uma constante M > 0 e independente de ¢t € [0,T] e de U(t), tal que ||J(¢,U(¢))(¢)| < M.
Assim, o Teorema do Valor Médio [37] garante que existe

IE@U®) = F(t UM < 1T T@)OIUE) — U@l < MIUE) - T,
e assim, a Lipschitz continuidade de F'(¢,U(t)). O

A boa colocacao do modelo (2.3)) com condigoes iniciais (2.2)) é dada pelo préximo teorema.

Teorema 2.2. Assuma que as hipdteses do Lema sejam verdadeiras. Entao existe uma
tnica solugdo continua U(t) para o modelo (2.3)-([2.2), para todo t € [0, T). Tal solu¢ao depende
continuamente dos dados iniciais , dos parametros do modelo e das ordens das derivadas
a; €0, 1].

Demonstracao. O Lema garante que as hipéteses dos Teoremas 8.7 - 8.11 em [14] sdo
satisfeitas. Tais resultados implicam na existéncia de uma tunica solucao U € C[0,T] para o
modelo (2.3)-(2.2)), que depende continuamente dos dados iniciais, dos parametros e ordens das

derivadas. O

O préximo resultado garante a consisténcia de U(t) para o modelo (2.3)- (2.2)), no sentido
de que, todas as componentes de U(t) permanecem nao negativas, como a aplicagdo sugere.

Para tal, defina a regiao
Qp = {U() := (2(t),y(t),v(t))" : todas as componentes de U(t) sdo ndo negativas}.

. Seguimos os argumentos apresentados em [I7] para provar que €2, é uma regiao invariante,
isto é, se U(t = 0) € Q4 entao U(t) € Q4, qualquer que seja t € [0,7].

Proposigao 2.3. Considere o modelo (2.3), como apresentado nesta disserta¢ao. Entao o
conjunto Q. € um conjunto invariante positivo para uma solug¢iao do modelo (2.3))-(2.2)).
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Demonstragao. Denote por H) o conjunto cuja j-ésima coordenada || pertence a €, para

j =1,2,3. Entao, o campo vetorial relativo ao modelo (22.3)) restrito a Hfr tem a forma

fila(@),y(8), v(t)) = (r* () (1 — z(t) /w) — d*'x(t),0,0)
fa(2(t),y(), v(t)) = (0, =(d™* + a®*),0),
(t),v(t)) = (0,0, =) .

oh
—
s
e
~
S—
<

Usando as propriedades da transformada de Laplace aplicada ao calculo fracionério e a definicao
da funcao de Mittag-Leffler (veja [14} [7]), obtemos que, sobre H7,

(2(£),0,0) = (% Bay a1 (r ) z(0) + Eo, 1(—d*'t*)2(0),0,0) (2.5)
(0,9(2),0) = (0, By (=(d** + a®*)t*)y(0), 0) (2.6)
(0,0,v(t)) = (0,0, Eag 1 (—=p*t*)v(0)) . (2.7)

permanece em H i, haja visto que as condicoes iniciais pertencem a H i Desta forma, H: i
¢ um conjunto positivamente invariante.

Resta mostrar que a solugao U(t) € Q. Suponha por contradigdo que isso nao acontece.
Ou seja, que alguma das coordenadas de U(t) nao estd em 2, para algum ¢, € [0,7]. Pela
continuidade de F(t,U(t)) com relagao a ¢ dada pelo Lema [2.1] deve existir um intervalo em
torno de t, tal que, pelo menos uma das coordenadas de U(t) nao pertence a €2, nesse intervalo.
Assuma que isso acontece para a primeira das coordenadas (caso acontega com as demais o
argumento é analogo). Como z(0) > 0 e pela continuidade de z(-), com relagao a t, deve existir
um t > 0, tal que x(f) = 0. Ainda podemos assumir que t* é suficientemente préximo de ¢ e
assim, z(t*) < z(#). Por outro lado, segue de que D*x(t)|,_; > 0. Portanto, o Teorema
do Valor Médio para derivadas de ordem nao inteira [45] implica que x(t*) — x(#) > 0, para t*
suficientemente préximo de . Uma contradicdo. De forma totalmente angloga, os argumentos
acima podem ser replicados para as outras coordenadas da solugao U(t). Assim, U(t) € Q,,
para todo t > 0. O

2.1.2 Existéncia de solucgoes estacionarias para o modelo de terapia

oncolitica

Nesta segao, apresentamos a andlise de existéncia de solugoes estacionarias do modelo de
terapia oncolitica com derivadas de ordem multi-faciondria (2.3). Nas segdes subsequentes,
estudamos a estabilidade de tais solugoes. Neste sentido, o primeiro resultado nesta direcao é

o de estabelecer a existéncia de solugoes estacionarias para o modelo, dada a seguir.

Proposigao 2.4. E; = (0;0;0) € uma solugao estaciondria do modelo (2.3) livre de células

infectadas.

'Por exemplo, H} := {(x(t),0,0) : z(t) > 0}.
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Assuma que os parametros e as ordens das derivadas no modelo (2.3)) sejam tais que r** >
d* e wpe2ks(ror — d*) > rap®s(d* + a®?). Entao, as solugoes estaciondrias nao negativas

para o modelo (2.3) sao dadas por

w(re —dm
(A a) st — d) — pes(ds 4 o)) s
onde x1 = Borgos Y= Bozfes (ronpos 4+ Borfos) ev = 1103 Y1

Demonstrag¢ao. Como o operador de derivadas fracionarias no modelo (2.3)) é o operador de Ca-
puto [14], segue que as solugoes estaciondrias devem satisfazer D*'x(t) = D*?y(t) = D*v(t) =
0. Segue do modelo (2.3)) que, equivalentemente, as solugoes estaciondrias (z,y,2)T (se existi-

rem), devem satisfazer

0=rg <1— x—i—y) —d%z — M (2.9)
w

0= [%zv — (d*? +d™)y (2.10)

0=k%y — u®ov. (2.11)

Da terceira equagao em (2.9), segue que

(5 210

Substituindo v em (2.12)) nas duas primeiras equagoes em ([2.9) obtemos

0==x {7’0‘1 <1 - :Cl—:y) —d* - g (S)a“ y] (2.13)

0=y [5&2 (S)a z — (d* + a‘”)] . (2.14)

Da segunda equagao em ([2.13]) temos que as solugdes estacionarias devem satisfazer y = 0
ou
as (Jo2 Qaz
po (d*? + a*?)

a2 k as a2 a2 —
0=p (a) r—(d?4+a") = z= g : (2.15)

Considerando y = 0, segue de (2.12)) que v = 0. Ainda, da primeira equagao em ([2.13)) que

x = 0 ou,

Q1 dal

0:7"“1<1—£>—da1 L g rodtue (2.16)
w rot

Juntando os resultados acima para y = 0 e (2.9)), obtemos as solugoes estaciondrias F; e

FE5, como enunciado no Lema.
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Por outro lado, de (2.15)) substituido na primeira equacao em que ([2.13)), segue que y = y,
como anunciado no Lema. Consequentemente, a solucao estacionaria é dada por FEj3, como

enunciado.
O]

2.1.3 Estabilidade linear para as solucoes estacionarias

Nesta secao, verificamos alguns resultados de estabilidade para as solugoes estacionérias

para o modelo ([2.3) utilizando a teoria linear [I4]. Para tal, vamos usar o seguinte resultado.

Teorema 2.5. Sejam \;, i = 1, 2 e 3 as raizes da equagdo polinomial caracteristica (auto-
valores) associada a matriz Jacobiana (2.4) do modelo (2.3)), aplicada a alguma solugdo esta-
ciondria. Se |argh;| > minj—123(a;)m/2, para todo i = 1,2,3, entdo a referida solugdo esta-
ciondria do modelo € assintoticamente estdvel. Analogamente, se \ € real, entdo € necessdrio

que esse seja negativo para as premissas acima serem verdadeiras.
O préximo resultado determina a estabilidade das solugoes estacionérias do modelo ([2.3)).

Teorema 2.6. Considere as solugies estaciondrias F;, para i = 1,2,3 do modelo (2.3)), dados
no Lemal[2.] Sejamb = (u® + M + N), ¢ = (u**M + MN + M°2v;), d = (u*3 M 3°?v; 4+ p*s N 3% v;),

a\*, (P\?
p—c——,q—d———l—zz%a, Ay = <§> —|—<§> ezlz—%—i-f’/—%%—\/AgjLi/—%— —1+

Entao temos que:

i) Ey € assintoticamente estdvel se r® < d*'.

4(d°24-a%2) "3

ii) Ey € assintoticamente estdvel se w < T2 52 (701 — o)

iii) E3 € assintoticamente estdvel se 5> ® < q< @ ou

3.,/— = 3 3
max{—\/—q+\/A3+\/—q—\/Ag;—wﬁ/—g—l—\/Ag—l—g - g As;
3/ s/ 4

2 3v/3|| 21|
Ztan [ 10
™ 321 + 2b

Demonstragao. Primeiramente, note que as restri¢oes nos parametros apresentado no Lema[2.4]

ou

<min{o;}; i=1,2,3. (2.18)

fazem com que as solugoes estacionarias E; € ), para qualquer que seja i = 1,2,3. No que
segue, denotamos por J(E;), a matriz jacobiana do modelo (2.3 aplicada a solucao estacionéria

E;, para 1 = 1,2, 3, respectivamente.
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Segue de (2.4]) e de (2.8) que

ré — do 0 0
J(Ey) = 0 —(d*2 + a®?) 0 ) (2.19)
0 ks — 3

Como J(E;) é uma a matriz triangular inferior, os autovalores associados a J(FE;) sdo os

elementos da diagonal. Portanto os autovalores sao dados respectivamente por
A =70 —d®, A = —(d +a™), A= —pt,

Portanto, segue das hip6teses do item 1) que todos s@o reais e negativos. Assim, o Teorema

implica que F; ¢é assintoticamente estavel.

De maneira similar, de (2.4)) e (2.8) obtemos que

ol da1
_TOCI + dal _,’,,041 + da1 _/Balw(r - )
ar _ Jog
J(Es) = 0 (dee gy U 4T (2.20)
ro1
0 ks _Iuag

Segue disso que o polinémio caracteristico associado a J(FE,) é dado por
p2(A) = [A — (d* — r*D)][A* + (d°2 + a® + p® )\ + (d*2 + a®?)u® — k*3B%2w(r* — d™) /r™].
Note que as raizes de py sao

Ay = d —r™

o b ) - VA
_

2 Y
3 —(d** 4+ a® 4 pu*) + Ay
2 )
2

em que Ay = (d 4 a% + o) — 4[(d F a%)puor — K Foro(r — d) frn].
Como A} é real, para que A} < 0 ¢é necessario que r°* > d.
A andlise dos demais autovalores serao feitas a seguir.

Caso 1: A, <0 nao faz sentido. De fato, note que

Ay <0 (d™ +a™ + p®)? — 4[(d** + a®)pu® — k3 B*2w(r* —d*)/r*'] <0 (2.21)
(da2 + aag _ Ma3)27,a1

< —
=S k*052/8042 (Tal _ dal)

Como r* > d™ a capacidade de suporte w seria negativo, o que nao pode acontecer.
Caso 2: Ay > 0.
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Neste caso, A2 e A3 sao reais e A3 < 0. Segue do Teorema que E, é assintoticamente

estdvel se A3 < 0. Para que isso acontega é necessério que

(d*? 4+ a" 4+ p™) > /A, (2.22)

Elevando ao quadrado os dois lados de (2.22)) e juntados os termos apropriadamente, obtemos

que
A(d™ 4 a™)
< 2.23
w ko2 Boz (7»041 _ da1) ! ( )
como enunciado no item ii) do Teorema.
Por fim, analisamos a estabilidade de F3. Para tal, segue de ([2.4]) e de (2.8) que
B ol Moa3 (daz + aaz) B rot Moa3 (doéz + CLOQ) B 6011 Ma3 (doéz + CLOQ)
6&2 kos oy wﬁ” ks Baz kas
P as daz a2
J(E3) = . _(d* + a2) e ( ka:_ a?) (2.24)
0 ks —pes

wﬁazkag (TOq _ dal) _ Talua3 (doeg + aaz)
rol uaS + wﬁal kos
Note que o polindomio caracteristico associado a J(FE3) é dado por

onde aq; =

r*lx

) == k| (=728 20 () = () (-5
et =) (T2 ) ) = ) = (<) )

w w

ou ainda, utilizando a notagao das hipéteses do item iii), o polinémio caracteristico pode ser

reescrito como
pa(A) =aX® + bA* + e +d. (2.25)

No que segue, utilizamos o método de Cardano [66] para encontrar as raizes do polindémio
cibico (2.25)). Assim como em [66], fizemos a substituigdo A = x — g para eliminar o termo b\?
de (2.25]), resultando em

24 pr4+qg=0, (2.26)

onde p e ¢ sdo dados nas hip6teses do Teorema. Ainda, seguem dos resultados em [66] que o

discriminante do polinémio ctibico reduzido ([2.26]) é dado por

- @) )
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Segue que as raizes do polinémio (2.26|) sao dadas pelas formulas de Cardano-Tartaglia [66]

sl q ¢
I P 29
\/ 2 1 Tor (2.27)

Caso Az = 0, segue de ([2.27)) que zo = 23 e, consequentemente, \; = z; — g, parai = 1,2, 3,

o resulta em

A= — — 24 —; (2.28)

Ao =Xdg=— — ¢/ —. (2.29)

Neste caso, todas as raizes sao reais. Para que as raizes sejam negativas, de acordo com o
Teorema [2.5| é necessario que

—b3 16b*

- o 2.
o7 ~9= o (2.30)

como enunciado no item iii).
Caso Az < 0, o polinémio caracteristico reduzido (2.26)) tera trés raizes reais distintas, dadas

por (2.27) como

—9 — —
A1—7+37q+\/A_3+3—q—\/K3; (2.31)

2
b
o= —o- +wy —g+\/A3+w3 —g—\/As; (2.32)
b
2=+ -+ VAt wi -1 - VA (2.33)

Para que essas raizes sejam negativas, de acordo com o Teorema [2.5| é necessario que

max{g\s/_?q—l— v Az + i/_?q — \/AB;gwf’/_g_F v/ Az + 2@31_% —VAs;
gw, /—g + /A + gwﬁ/—g - \/Ag} <b, (2.34)

como enunciado no item iii) do Teorema.

Resta analisar o caso Az > 0. Neste caso, temos uma raiz real e duas raizes complexas
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(conjugadas), dadas por

Men—l =T Y = (2.35)
3 2

Afirmacgao 1: )\, < 0.

De fato, como a =1, d > 0 o polinémio p(\) dado em tem uma raiz real e negativa,
a saber, \;.

Assim, basta analisar o que vai acontecer com os outros dois autovalores. Segue do Teo-
rema que, ou Re(Ay) = Re(A3) < 0 ou o arg [\y| > § max{a;} e arg|As| > § max{a;} para
1 =1,2,3, para termos estabilidade.

Para que a parte real ser negativa dos autovalores em (2.35]) é necessario que _32Z1 < b, como

estabelecido nas hipdteses do item iii).
Como ainda podemos ter estabilidade no caso em que os autovalores em (12.35) sejam com-

plexos, de acordo com o Teorema bastando para tal que

2 3v3| 21|
—tan | ———
™ 321 + 2b

como enunciado anteriormente no item iii) do Teorema. Isso conclui a demonstracao.

<max{a;}; =123, (2.36)

2.1.4 Estabilidade pelo método de Lyapunov

Nesta secao, estudamos a estabilidade do sistema ([2.3)) utilizando resultados recentes da
teoria de estabilidade para sistemas de equacoes diferenciais multi-fracionarias a partir dos
resultados apresentados em [23].

Para tal, vamos considerar o modelo (2.3 escrito na forma

D%u(t) = Au(t) + g(t,u(t)), (2.37)
onde a matriz
d* — ro 0 0
A= 0 —(d** + a™) 0 (2.38)
0 0 — 3

) (2 - %@J(”) — Bz (t)u(t) — 2d* z(t)

g(t,u(t)) = Bo2z(t)u(t) , (2.39)
k*y(t)
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sao, respectivamente, a parte linear e nao-linear (escolhidas de maneira apropriada) do mo-
delo (2.3)), u(t) = (x(t),y(t),v(t))T é a tinica solu¢do do modelo (2.3 (garantidas pelo Teo-
rema [2.2) e D*U(t) é uma notagao condensada para o operador (D z(t), D*?y(t), D*v(t))7,
para «; €]0,1], para j = 1,2, 3, respectivamente.

Os proximos teoremas sdo retirados de [23] e que serao apresentados sem demonstragao, os
quais garantem a condicao de estabilidade de Lyapunov para um sistema como em com

multi-ordens das derivadas &.

Teorema 2.1.1. [25, Teorema 3.1] Seja g(t,u(t)) uma fungdo continua com relagio a t e
globalmente Lipschitz no seu sequndo argumento com constante de Lipschitz L, tal que g(t,0) =

0. Seja onde o = (a1, ag, avg) um multi-indice, com 0,0; < 1. Se
L < (||(s*T — A7)t < o0, (2.40)

entao U = (0,0,0) € globalmente assintoticamente estdvel.

Uma condigao que garante que as hipoteses do Teorema sejam satisfeitas é pelo resul-

tado a seguir.

Proposicao 2.7. [25, Proposi¢ao 4.1] Assuma as mesmas hipdteses do Teorema satisfei-
tas. Se a fungio H : Ry x]0,1]> — R3, dada por H(s,«a) := (s*I — A)™! nao possui polos no

semi-plano complexo a direita, com A invertivel e com
I(s* T = A) M = AT e L< (A7), (2.41)

entao as condi¢oes do Teorema sao satisfeitas.

No préximo lema, apresentamos algumas propriedades importantes para o que segue, da
matriz A e da fungao g(¢, u(t)), escolhidas como em (2.38)) e (2.39) que visam verificar que as

condicoes da Proposicao sao satisfeitas.

Lema 2.1.2. Assuma que os parametros do modelo (2.3) sejam todos positivos e que r** >
d*t. Sejam a matriz A como em (2.38)) e a fun¢ao g com em (2.39). Defina ainda a fungdo
H: R,x]0,1]> — R3, dada por

SU 4 — g 0 0
H(s,a) := s — A= 0 592 + d°2 + a2 0 . (2.42)
0 0 893 4 ps

Entao:

i) A matriz A possui uma inversa A7t com ||[A7Y|; = max{(r®1—d* )7L, (d*2+a®2) 7t pms}.

De maneira andloga ||[A7Y||7 = min{(r®* — d®1), (d*? + a®?), u*}.

ii) A funcao H(s,«) nao possui polos no semi-plano complexo para s > 0.
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iii) A funcao g(t,u(t)) satisfaz g(t,0) = 0.

i) A funcao g(t,-) € Lipschitz continua com rela¢io a sequnda varidvel, com constante de

Lipschitz

L((t), (1), v(t)) = max{ T B o(e)];

J CRRUEST) B

.m‘

(B 4 ) ot >|} (2.43)

Demonstragao. O item i) segue diretamente das hipdteses sobre os parametros e do fato da
matriz A ser diagonal.

O item ii) segue do fato de A possuir todas as entradas da diagonal negativas.

O item iii) segue diretamente da defini¢ao da fun¢ao g em .

Segue do Teorema do Valor Médio que

lg(t, u(t)) — g(t, a(®) || < |7 (g(t, a()||lu(t) — a(t)]l,
onde u esta entre u e e

rot <2 _ (t)+y(t > BOCI ( ) — 9d™ _Talj(t) _Ba1x(t)

J(g(t,u(t))) = Bo2(t) 0 B2 (t) (2.44)
0 ks 0

¢ a matriz Jacobiana de g.
Desta forma, a constante de Lipschitz L pode ser estimada como L = ||J(g(t, u(t)))||1, como
enunciado no item iv) do Lemma.
0

Agora estamos prontos para enunciar o resultado de estabilidade das solugoes estacionarias

estabelecidas no Lema ([2.4]), segundo a teoria desenvolvida aqui.

Teorema 2.1.3. Sejam Ei, Ey e E3 as solugoes estaciondrias estabelecidas no Lema (12.4)).

Entao temos que:

o [, ¢ assintoticamente estdvel se

max{2|r*" — d*'|;k*} < min{|r®* — d**|7; (d*2 + a®?) " pm 3}

o [, ¢ assintoticamente estdvel se

|rea do‘1|

max {'7““ — |+ ke = (8 + ﬁ“)}

< min{[r® —d™[™; (d™ + am)’l; !
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e F5 ¢ assintoticamente estdvel se

2
maX{ o (2 _ %—erl) — By — 2d°| + 82|y |5 ﬂ‘ + k%5 (B +5a2)|$1|}
w w
< min{|r®* — d*|7Y (d*2 + a®?) 7t pm s} (2.45)

Demonstragao. Segue do Lema que H(s) nao possui polos no semi-plano complexo com
s> 0.

Segue das escolhas de A como em que ||s*I — All; > ||A7]1, para s > 0. Verificamos
que a segunda condigao em ([2.41]) é satisfeita. Para tal, computamos L(xz(t),y(t),v(t) dada
em para cada solucao estacionaria F;, i = 1, 2 e 3, respectivamente.

Note que

L(Ey) = max {2|r™ — d™|;k°*; 0} | (2.46)
(o7 da1
L(Es) = max{|2r® — 2(r™ — d™) — 2d™|; [r™ — d* | + k*; “’(r—l)(ﬁal + B}
TO[
(o — )

— max{[r* — d*| + k% = (8™ + 8°2)}, (2.47)

ro1

e
2
L(E3) = max{ rot (2 _mtn yl) — [y — 2d | + B%|vq);
w
ap |21 as. (R g

D g (64 )l | (2.48)

Portanto, os resultados sobre a estabilidade de E;, para ¢ = 1,2,3 seguem da respectiva
comparagao de L(FE;) com ||[A7!||7! estabelecida no Lema item ii). O

E importante ressaltar que os critérios para estabilidade estabelecidos nos Teoremas e
2.1.3| estabelecem condicoes suficientes para a estabilidade das solugoes estacionarias a partir
de estimativas que nao necessariamente sao 6timas. Por isso, os resultados podem diferir em

termos destas estimativas.

2.2 Simulacoes numéricas

Nas simulacoes dos exemplos que apresentamos nesta secao, a solucao do modelo
com condigoes iniciais foi aproximada por uma regra do tipo trapezoidal para equagoes
diferenciais fraciondrias proposta e analisada em [24], em uma malha com tamanho uniforme
com h = 107%. Adotamos as condicoes iniciais dadas por z(0) = 4, y(0) = 1 e v(0) = 1 e os

parametros r = 0.5; w = 10; d = 0.1, 8 = 0.1; a = 1 e p = 0.1 foram fixados, assim como
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propostos em [58] [59].

2.2.1 Simulagoes para o modelo sem replicacao viral

Nas simulagoes que apresentamos abaixo, consideramos que nao ha replicacao viral, dada
pela escolha de £ = 0 no modelo .

A Figura [2.1| mostra a dinamica da solugao u(t) = (z(t),y(t),v(t))T, para distintos valores
das ordens das derivadas (a1(j),1,1) com «a4(j) =0,54 0,15, para j =0,---,5.

Dinamica para diferentes valores de o, para o modelo de Wodarz sem replicagdo do virus

Dinamica de x(t) para diferentes valores de a, Dinamica de y(t) para diferentes valores de o 1

a,=0.50
=0.60
=0.70
=0.80
=0.90
=1.00

a

a

|

a

a

% de x(t)
IS

a

1
1
1
1
1
1

n

,=0.70 ,=1.00
0 S— L L L L I} e L L 1
0 20 40 60 80 100 120 40 60 80 100 120
Tempo (dias) Tempo (dias)

Dinamica de v(t) para diferentes valores de o,

0 20 40 60 80 100 120
Tempo (dias)

Figura 2.1: Dinamica do modelo (2.1)) com & = 0 e com ordens das derivadas (a1(j),1,1), com
a1(j) =0,5+0,17, para j =0,...,5.

Fonte: do autor.

Observa-se na figura que & medida que «; diminui (memdria aumenta) a populagao
de células tumorais nao infectadas (z(t)) diminui mais lentamente e atinge uma solugao esta-
cionaria em um nivel menor. Isso sugere que a meméria imunoldgica preexistente nas células
tumorais nao infectadas contribui para um controle mais eficaz do crescimento tumoral. Ja as
populagoes de células infectadas (y(t)) e particulas virais (v(t)) s@o menos sensiveis a varia¢ao
de a1, indicando que a memoria das células nao infectadas influencia principalmente a proli-
feragao inicial do tumor, mas nao a dinamica da infeccao viral em si. E interessante analisar
que quando a7 = 1 (sem memdria) hd uma recorréncia de células tumorais, diferentemente de
quando ha memoria, que acontece em tempos distintos. Como neste caso nao ha replicacao
viral (k = 0), o modelo sugere que hd uma necessidade de uma nova inje¢ao de particulas virais
(em tempos distintos, a depender da ordem das derivadas) para controlar a doenca.

A Figura [2.2 mostra a dinamica da solugao u(t) = (z(t),y(t),v(t))T, para distintos valores
das ordens das derivadas (1, as(j),1) com as(j) = 0,5+ 0,14, para j =0,--- 5.



Figura 2.2: Dinamica do modelo (2.1)) com & = 0 e com ordens das derivadas (1, a2(j),1), com

Dinamica para diferentes valores de o, para o modelo de Wodarz sem replicagdo do virus

Dinamica de x(t) para diferentes valores de a,
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as(j) = 0,5+ 0,14, para j =0,...,5.

Dinamica de y(t) para diferentes valores de a,

Fonte: do autor.

20

40 60 80 100 120
Tempo (dias)
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A Figura nao apresentou mudanca significativa quando compara diferentes niveis de

memoria para as. E um cendrio que acreditamos ser menos relevante biologicamente, pois nao

sabemos como justificar que apenas as células ja infectadas (y(t)) possuam memoria, e por isso
nao nos aprofundamos na analise.

A Figura mostra a dinamica da solugao u(t) = (z(t),y(t),v(t))”, para distintos valores
das ordens das derivadas (1,1, a3(j)) com a3(j) = 0,5+ 0,15, para j =0,---,5.

Dinamica para diferentes valores de g parao modelo de Wodarz sem replicagdo do virus

Dinamica de x(t) para diferentes valores de a,

20 40 60 80 100 120
Tempo (dias)

Dinamica de v(t) para diferentes valores de a,

20 40 60 80 100 120
Tempo (dias)

4

Dinamica de y(t) para diferentes valores de a,

,=0.50 ,=0.70 ,=0.90
A
sl ,=0.60 ,=0.80 a,=1.00
I
\
2b |
\ o
0 — e . ; )
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Tempo (dias)

Figura 2.3: Dindmica do modelo (2.I)) com k = 0 e com ordens das derivadas (1,1, a3(j)), com
a3(j) =0,5+0,1j5, para j =0,...,5.

Os resultados apresentados na Figura sugerem que a existéncia de memodria para

Fonte: do autor.
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dindamica do virus v(t) atrasa consideravelmente o ressurgimento das células tumorais z(¢),
mantém uma populagao viral v(t) > 0, para tempos mais longos, mesmo sem replica¢ao. Como
consequéncia, nao ha a extingao das células infectadas, o que nitidamente acontece para o caso
de a3 = 1. Para o tempo simulado, as ordens de derivadas a3 = 0,7 e a3 = 0,6 apresen-
tam uma estabilidade nao nula para y(t) correspondente. Isso sugere que uma estabilidade
correspondente se observe na dinamica de x(t).

A Figura [2.4 mostra a dinamica da solugao u(t) = (z(t),y(t),v(t))”, para distintos valores
das ordens das derivadas (a1(j), a1(j), 1), com a;q(j) = as(j) = 0,5+ 0,17, para j =0,...,5.

Dinamica para diferentes valores de o, ea,parao modelo de Wodarz sem replicagdo do virus

Dinamica de x(t) para diferentes valores de a, Dinamica de y(t) para diferentes valores de a,
8 ’ ar ’
S a,,=0.50
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Figura 2.4: Dinamica do modelo (2.1)) com k& = 0 e com ordens das derivadas (a1(j), a2(j), 1), com
a1(j) = a2(j) = 0,54+ 0,15, para j =0,...,5.

Fonte: do autor.

Na Figura[2.4 mostra que a memoéria nas células cancerigenas nao infectadas pelo virus z(t)
e nas células cancerigenas infectadas pelo virus y(¢) gera uma dinamica semelhante ao simulado
na Figura[2.1| para x(t) e para v(t). Diferentemente para y(t) que hd um aumento inicial e, apos
isso, uma reducao mais lenta de células cancerosas atacadas pelo virus quando a; = ay = 0.5
e um aumento inicial maior de y(t) com uma reducao significativa atingindo a extingao das
células quando oy = ag = 1.

A Figura [2.5 mostra a dindmica da solugio u(t) = (z(t),y(t),v(t)), para distintos valores
das ordens das derivadas (a1(7), aa(j), as(j)), com a;(j) = a2(j) = as(j) = 0,5+ 0,1, para
j=0,....5.
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Dinamica para diferentes valores de oy, o, € a,parao modelo de Wodarz sem replicagéo do virus

2

Dinamica de x(t) para diferentes valores de a4 Dinamica de y(t) para diferentes valores de a,

2,3

0 20 40 60 80 100 120
Tempo (dias) Tempo (dias)

Dinamica de v(t) para diferentes valores de AP

Tempo (dias)

Figura 2.5: Dinamica do modelo (2.1) com k& = 0 e com ordens das derivadas (i (7), a2(7), as(4)),
com a1(j) = a2(j) = a3(j) = 0,5+ 0,17, para j =0,...,5.

Fonte: do autor.

Os resultados apresentados na Figura indicam que a existéncia de memoria para z(t),
y(t) e v(t) gera uma diferenca significativa na dinamica de v(¢): quando ndo hd memdria, ocorre
uma extincao das particulas virais em aproximadamente 50 dias, enquanto, quando ha memoria,
essa extingao demora muito mais tempo. Neste contexto, uma possivel interpretacao ¢ a de
que a memoria aumenta o tempo da terapia antes de uma nova insercao de virus. As células
x(t) vao para a capacidade de suporte quando ndo ha memdria; em contrapartida, quando hé
niveis elevados de memdria, as células reduzem a velocidade de crescimento. Para y(t) nota-se
que a estabilidade em zero é atingida rapidamente quando a; = ay = a3 = 1, diferentemente

de quando a ordem das derivadas é menor.

2.2.2 Simulagoes para o modelo com replicagao viral

Nas simulagoes que apresentamos abaixo, consideramos que hé replicacao viral, dada pela
escolha de k£ = 0.04 no modelo .

A Figura mostra a dinamica da solugao u(t) = (z(t),y(t),v(t))”, para distintos valores
das ordens das derivadas (a1(j),1,1), com a;(j) = 0,5+ 0,15, para j =0,...,5.
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Dinamica para diferentes valores de o, parao modelo de Wodarz

Dinamica de x(t) para diferentes valores de a, Dinamica de y(t) para diferentes valores de a,
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Dinamica de v(t) para diferentes valores de a,
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Figura 2.6: Dinamica do modelo (2.1)) com k& = 0.04 e com ordens das derivadas (a1(j),1,1),
com aq(j) =0,5+0,1j, para j =0,...,5.

Fonte: do autor.

Os resultados apresentados na Figura para a dinamica das células nao infectadas z(t)
mostram que sua populagao inicialmente cresce até atingir um estado estaciondrio, sendo que
valores maiores de «; aceleram esse processo, enquanto valores menores resultam em um nivel
assintético reduzido. No caso particular de a3 = 1 (sem memoria), observa-se um crescimento
rapido da proporcao x(t), atingindo altos niveis e mantendo uma solugao estavel. J& a dinamica
das células infectadas y(t) revela uma diminui¢ao progressiva ao longo do tempo para todos
os valores de aq, sendo mais rapida para menores valores desse parametro, levando a extingao
das células infectadas. Da mesma forma, a populacao de particulas virais v(t) também decai
rapidamente e tende a zero, seguindo o mesmo comportamento de y(t). Biologicamente, esses
resultados indicam que a memoéria do sistema, representada por menores valores de o, contribui
para um controle mais eficaz do crescimento tumoral a longo prazo, pois reduz o nivel assintotico
de z(t).

A Figura [2.7| mostra a dinamica da solugao u(t) = (z(t),y(t),v(t))T, para distintos valores
das ordens das derivadas (1, as(j), 1), com ay(j) = 0,5+ 0,15, para j =0,...,5.
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Dinamica para diferentes valores de o, parao modelo de Wodarz

Dinamica de x(t) para diferentes valores de a, Dinamica de y(t) para diferentes valores de a,
8r 1
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Figura 2.7: Dinamica do modelo (2.1)) com k& = 0.04 e com ordens das derivadas (1, as(j),1),
com as(j) =0,5+0,1j, para j =0,...,5.

Fonte: do autor.

Na Figura a influéncia da memdria nas células cancerosas y(t) atacadas pelo virus e a
replicac@o do virus é significativa, gerando uma menor reducao em y(¢) quanto maior a memoria.
A influéncia disso na dinamica de z(t) é que quanto maior a memdria, menor a velocidade que
atinge a capacidade de suporte. J& para a dinamica de v(t) conclui-se que quanto maior a
memoria, mais lentamente atinge a extin¢ao das células. Novamente, como nao sabemos como
justificar que somente as células atingidas pelo virus possuem memdéria, nao entramos em muitos
detalhes deste caso.

A Figura [2.8 mostra a dinamica da solucao u(t) = (z(t),y(t),v(t))?, para distintos valores
das ordens das derivadas (1,1, a3(j)), com as(j) =0,5+0,1j, para j =0,...,5.
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Dinamica para diferentes valores de o, para o modelo de Wodarz

Dinamica de x(t) para diferentes valores de ag Dinamica de y(t) para diferentes valores de ag
-

,4=0.50 24=0.70 2,4=0.90
0.8 | — — _
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Dinamica de v(t) para diferentes valores de a,
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0.8 \ ,=0.60 ,=0.80 a,=1.00

Tempo (dias)

Figura 2.8: Dinamica do modelo (2.1)) com k& = 0.04 e com ordens das derivadas (1,1, a3(j)),
com a3(j) =0,5+0,1j, para j =0,...,5.

Fonte: do autor.

Os resultados apresentados na Figura2.8 mostram que a dindmica das células nao infectadas
z(t) aumenta até atingir a capacidade de suporte ao longo do tempo para todos os valores
de as3, sendo que para maiores memorias resultam em um crescimento mais lento. Para as
células infectadas y(t), a populagao decai rapidamente para todos os valores de a3, com uma
velocidade de decaimento crescente & medida que a3 aumenta (menor memoria), levando y(t)
a extingao. Nota-se que quando a3 = 1 em apenas 70 dias, aproximadamente, hé extingao,
enquanto az = 0.5 em 120 dias ainda nao houve extingao do total de y(t). Da mesma forma, a
populagao de particulas virais v(¢) também diminui rapidamente com o tempo, e essa velocidade
de diminuicao aumenta com valores maiores de a3. Biologicamente, isso sugere que menores
valores de a (associados a uma maior memoria) contribuem para uma redugao mais lenta da
populacao de células infectadas e do nimero de particulas virais, indicando que um virus bem
treinado gera melhores resultados para o tratamento. Além disso, ao aumentar a ordem das
derivadas, a estabilidade do sistema é alcancada mais lentamente, com as células infectadas
atingindo um estado estavel mais tarde.

A Figura [2.9 mostra a dinamica da solucao u(t) = (z(t),y(t),v(t))?, para distintos valores
das ordens das derivadas (a1(j), @2(j),1), com a;(j) = a2(j) = 0,540, 14, para j =0,...,5.
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Dinamica para diferentes valores de o, € a,parao modelo de Wodarz

Dinamica de x(t) para diferentes valores de a, Dinamica de y(t) para diferentes valores de a,

s . a, ,=0.70 a, ,~0.90
a, ;=0.60 a, ,~0.80 a, ,=1.00
> . . . . . )
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
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Figura 2.9: Dinamica do modelo com k = 0.04 e com ordens das derivadas
(1(4),a2(y),1), com aq(j) = az(j ) =0,5+0,17, para j =0,...,5.
Fonte: do autor.

Na Figura 2.9 a influéncia da meméria em x(t) e y(t) gera um aumento bem mais lento nas
células cancerosas nao afetadas pelo virus a depender de quanto menor for a ordem da derivada
(maior memdria), enquanto as células cancerosas afetadas pelo virus reduzem mais lentamente
tendendo a extingao.

A Figura2.10 mostra a dinamica da solugio u(t) = (z(t),y(t),v(t))", para distintos valores
das ordens das derivadas (aq(7), a2(j), as(j)), com a;1(j) = az(j) = as(j) = 0,5+ 0, 15, para
j=0,...,5

Dinémica para diferentes valores de oy, o, €a,parao modelo de Wodarz

2

Dinamica de x(t) para diferentes valores de a, Dinamica de y(t) para diferentes valores de «

12,3

0 20 40 60 80 100 120
Tempo (dias) Tempo (dias)

Dinamica de v(t) para diferentes valores de AP

Tempo (dias)

Figura 2.10: Dinamica do modelo (2.1)) com & = 0.04 e com ordens das derivadas
(a1(5), a2(4), a3(4)), com a1 (j) = a2(j) = a3(j) = 0,540, 15, para j =0,...,5.
Fonte: do autor.
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A Figura mostra que a dinamica das células ndo infectadas z(¢) passa a aumentar
até atingir a capacidade de suporte rapidamente para menores memoérias (o; — 1). No en-
tanto, a velocidade desse crescimento diminui a medida que a1, as, a3 diminuem, e o nivel de
saturacao do grafico também se reduz com a diminuicao desses parametros. Para as células
infectadas y(t), observa-se uma rapida diminuigao populacional ao longo do tempo, tendendo
a zero rapidamente para os valores de a, g, avg altos (pouca meméria). Contudo, essa redugao
ocorre de forma mais lenta quando esses parametros sao menores, enquanto a velocidade de
decaimento aumenta com valores maiores de aq, as, az. O mesmo comportamento é observado
na populacao de particulas virais v(t), que diminui rapidamente e tende a zero, sendo que essa
taxa de decaimento também cresce com o aumento de oy, oo, 3. Do ponto de vista biologico,
a meméria desempenha um papel essencial no combate ao tumor: menores valores de o (maior
memoria) resultam em um tratamento mais eficaz, pois a quantidade de células cancerigenas
nao atacadas diminui com o tempo, e a alta taxa de ativacao do sistema imunologico contribui
para um combate mais rapido a doenga. Além disso, a memdria nos trés componentes z(t),
y(t) e v(t) parece atuar de forma sinérgica para controlar a dinamica da doenga. Por fim, a
importancia da intervengao viral é evidente, pois a presenga da memoria no sistema imunoldgico
é crucial para reduzir lentamente a populacao viral e atacar as células cancerosas de maneira

mais eficiente.
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3 MODELO MULTI-FRACIONARIO PARA TERAPIA
ONCOLITICA COM RESPOSTA IMUNOLOGICA

O trabalho de [56], a investigagao das condigbes para um tratamento de sucesso combinando
células Natural Killer e virus oncolitico revelou que o momento ideal para o recrutamento das
células Natural Killer no ambiente tumoral é critico. Os resultados indicam que as células
Natural Killer desesmpenham um papel fundamental tanto nas fases iniciais, devido a resposta
rapida ao virus, quanto nas fases posteriores, gracas a capacidade de combate ao tumor. Além
disso, o modelo prevé que a ativagao das células Natural Killer é mais eficaz quando a destruicao
viral das células tumorais é limitada, e que o recrutamento das células Natural Killer tem um
impacto no crescimento do tumor. Resumindo, o estudo enfatiza a importancia da infeccao
pelo virus oncolitico para desencadear uma resposta robusta das células Natural Killer, fator
crucial para o sucesso do tratamento. Os resultados também apoiam a viabilidade de terapias
combinadas envolvendo células Natural Killer e virus oncolitico na imunoviroterapia oncolitica.

Esses virus oncoliticos V' se replicam seletivamente para matar células cancerosas, poupando
as células normais sauddveis e também respondendo a tumores infectados pelo virus (7;) e nao
infectados (T,). Por outro lado, as células Natural Killer N, que fazem parte do sistema imu-
nolégico inato e tém a capacidade de eliminar rapidamente patégenos invasores, desempenham
um papel importante contra infecgoes virais. No entanto, as células N atuam indiscriminada-
mente, atacando tanto as células tumorais nao infectadas quanto as células tumorais infectadas
pelo V rapidamente, resultando em uma disseminacao limitada do V' e, portanto, diminuindo a
eficdcia global da viroterapia oncolitica; consulte [56] relacionadas.A pergunta que abordamos
na dissertagao é se a memoria aprimorada pelo sistema imunolégico de contatos anteriores das
células N ou pelo V influencia a eficacia da viroterapia oncolitica.

A dindmica proposta por [50] é

DT, = a™T, (1 — (T, + T))/0r) — BT,V — & NT,

DT, = T,V — 6T, — 52 NT,

D™V = pu(t) + BT, — d NV (3.1)
DN = 5% + E4N (1 — N/Ox) (T.)(ky + T})) — 0°(T, + T,)N — d*N,

onde o;j = 1, para j = 1,--- 4.

As quantidades de interesse sao T, T;, N e V, que representam, respectivamente, a con-
centracao das células tumorais nao infectadas e infectadas, as células Natural Killer e os virus
oncoliticos. As taxas constantes, «, representam o crescimento das células tumorais nao infec-
tadas, 3 a infeccao das células tumorais nao infectadas pelo OV, 01 é a capacidade de suporte
da quantidade total de células cancerosas, ¢y, a taxa de morte das células tumorais nao infec-
tadas pelas células Natural Killer, § a lise, cr, a taxa de morte das células tumorais infectadas

pelas células Natural Killer, d, a eliminacao viral de OV livre dentro do microambiente tumo-
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ral (TME) pelas células Natural Killer, sy o influxo de células Natural Killer dos linfonodos,
ky a constante de meia-vida que suporta a ativacao e recrutamento de células Natural Killer
pela morte de células tumorais infectadas imunogénicas e taxa constante de morte natural, d o
recrutamento/proliferagao de células Natural Killer, £y a capacidade méxima, 6 a capacidade
maxima de N, o a inativagao de células Natural Killer em suas interagoes com células tumorais.
p(t) representa a quantidade de virus injetado em um dia especifico. Uma descrigao completa
de cada termo no modelo ¢ fornecida em [50].

As condigoes iniciais nao negativas sao as seguintes:
T.(0) = Ty, T3;(0) = Tjo = 0, V(0) = Vo =0, N(0) = No, . (3.2)

Nesta dissertacdo, estudamos somente a dinamica da meméria das células N(t) tem sobre o
tumor, sem a atuagao do virus (V(¢) = 0 e consequentemente 7T;(t) = 0, para todo t > 0), que
corresponde ao seguinte modelo reduzido de (3.1)), dado por

DUTL(1) = a®i Ty(t) (1 - Te—;ﬂ) — EIN(BTL(E)
DN(E) = 5% — g™ T, (H)N(t) — d* N (1),

(3.3)

com condigoes iniciais
T.00)=T,, >0, N(0)=Ny>0 (3.4)

O modelo completo (3.1]) serd estudado em trabalhos futuros.

3.1 Boa colocacao de Hadamard

Nesta secao, mostramos que existe uma tinica solucao continua U (t) = (T,(t), N(t))* para o
modelo (3.3)- (3.4). Além disso, demonstramos que U(t) é uma fungdo continua das condigoes
iniciais , dos parametros do modelo e da ordem das derivadas fracionarias a; €]0, 1], para
j = 1,4. Também mostramos que qualquer uma das coordenadas de U (t) estara no semi-plano
nao negativo. Em outras palavras, mostramos que U (t) € Q4 = {(u1(¢), ua(t)) : w;(t) > 0,t >
0}.

O primeiro resultado nessa direcao ¢é o seguinte lema.

Lema 3.1. Seja F(t,U(t)) a fungdo vetorial que representa o lado direito do modelo (3.3)).
Entao F(t,U(t)) € continua em relagdo a t e Lipschitz continua em rela¢do a U(t), para t €

[0,T], para qualquer T > 0.

Demonstra¢ao. Uma vez que cada linha do modelo (3.3) é uma combinagao de somas e produtos

de fungoes continuas, segue que F'(t,U(t)) é continua em qualquer ¢ € [0, 7.
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Um célculo direto mostra que a matriz Jacobiana do modelo (3.3) é dada por

a® (1= (2Tu(t))/0r) =, N(t)  —c3, Tu(t)

6 U(0) = — 0N () — 0T (t) — do

(3.5)

Uma vez que cada uma das entradas da matriz J(t, U(t)) é uma fungao continua, segue que
existe um M > 0 independente de U(t) e t € [0,T], tal que ||J(¢t,U(t))(t)|| < M. Entao, o
Teorema do Valor Médio implica a continuidade de Lipschitz de F'(t,U(t)). O

No préximo teorema, provamos a boa colocagao de uma solucao de (3.3)).

Teorema 3.2. Assuma que as premissas do Lema[3.1| sejam vdlidas. Entao, existe uma solu¢dao
inica continua U(t) para o modelo (3.3))-(3.4)), para todot € [0,T]. Tal solugdo é continuamente
dependente das condigoes iniciais (3.4), dos parametros do modelo e da ordem das derivadas

a; €]0,1], para j = 1,4.

Demonstragao. Os resultados do Lema implicam que as hipdteses de [14, Teoremas 8.7 -

8.11] sao validas. Assim, as afirmagoes feitas neste teorema sao verdadeiras. O

Finalmente, provamos que todas as coordenadas da soluc¢ao U(t) do modelo (3.3) permane-

cem nao negativas e, portanto, o modelo proposto é consistente com a aplicacao.

Teorema 3.3. Assuma vdlidas as premissas do Teorema [2.9  Entao, o conjunto 2y € um
conjunto invariante positivo para a solug¢ao do modelo (3.3])-(3.4)).

Demonstracao. Seja Hi 0 Conjunt em que a j-ésima coordenada de U (t) pertence a ), , para
j=14.
Entao, o campo vetorial do modelo (3.3|) restrito a Hi, para j = 1,4, é tal que

Si(Tu(t), N(t)) = (@™ Tu(t)(1 = Tu(t)/0r), 0)
fa(Tu(t), N(t)) = (0, %)

Usando as propriedades da transformada de Laplace e a defini¢ao da funcao de Mittag-Leffler

(ver [14, [17]), obtemos que, em Hi, para j=1,--- .4,

(Tu(t),0) = (% Eay ay 42 (*1#%)Tu(0) + B, 1 (—a™1™)T,,(0), 0) (3.6)
(0, N(t)) = (0, By 1 (sy't**)N(0)) . (3.7)

pertencendo a Hi, uma vez que as condigoes iniciais sao nao negativas. Portanto, Hi é
um conjunto invariante positivo.

Suponha que alguma das coordenadas de U(t) escape de €2, em algum ¢, € [0,T]. Dada a
continuidade de U (t), existe um intervalo [t* — ¢, t* +¢] em torno de ¢, tal que alguma das coor-

denadas de U(t) escape de €2, neste intervalo. Suponha que isso ocorra com 7, (para qualquer

'Por exemplo, H} := {(T,(t),0) : T,(t) > 0}.
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outra coordenada, o argumento ¢é andlogo). Uma vez que T,(0) > 0, segue da continuidade
de T,(-), em relacdo a t, que existe um £ > 0, tal que T,,(f) = 0. Sem perda de generalidade,
podemos assumir que t* estd suficientemente préximo de £. Portanto, T,(t*) < T,(t). Por
outro lado, de segue que DT, (t)|,_; > 0. Entdo, a partir do teorema do valor médio da
derivada de ordem fracionaria (ver [45]) obtemos T, (t*) — T, (f) > 0, para t* suficientemente

préximo de £. Uma contradicao. Portanto, U(t) € €, para todo ¢ > 0. ]

3.2 Existéncia de solucoes estacionarias

Nesta subsecao, apresentamos os resultados de existéncia de solugoes estacionarias para o

modelo (3.3).

Lema 3.4. Assuma que os parametros e as ordens das derivadas no modelo(3.3)) sejam tais que
4 oy X1
ay 4s o%c, 9’1" ~ ~ . s
Or > TR > —0p com A = (d* + 0®40y)? — =T Entdo, as solugdes estaciondrias

nao negativas para o modelo (3.3) sdo dadas por:

a4
By = <0§i) E, = (eT—C

em que W = d* 4+ oc“40r — VA e M = d* + %0 + VA.

1

0 0
2ua1TW7 W) ) ES = <0T - CTu TMa M) ) (38)

ot

Demonstragao. O operador de derivadas fracionarias no modelo (3.3)) é o operador de Caputo
[14], logo as solugoes estaciondrias devem satisfazer DT, (t) = D*N(t) = 0. Assim, se

existirem as solugoes estacionérias (T, N)T para o modelo (3.3)) devem satisfazer

T,(t
0=a“T,(t) (1 — ( )> — cp N(t)Tu(t) (3.9)
T
0=sy —o™T,(t)N(t) — d*“N(t), (3.10)
Da segunda equacao em ([3.9)), segue que
= N 3.11
0T, + d* ( )
Da primeira equagao em (3.9), segue que
T
0= [aal (1 — —) — c%lN} T,. (3.12)
Or “

Considerando T, = 0 em (3.12]), obtemos a solugdo estaciondria E; como enunciado no

Lema. Caso contrario, a solucao estacionaria deve satisfazer:
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T, “— ' N
Q% (1 - —) _EOIN=0 = T,= (a® — L N)or (3.13)
QT “ et
Substituindo (3.13]) em (3.11]) ficamos com a equagao do segundo grau
o) 0419
(—J °r, T) N2 4 (d® + 0™07)N — 53 =0 (3.14)
st

Juntando as raizes da equacao do segundo grau ([3.14]) e a equacao (3.13)) obtemos as solugoes

estacionarias Fy e F3, como enunciado no Lema. O

3.2.1 Estabilidade linear para as solugoes estacionarias

Nesta secao, verificamos alguns resultados de estabilidade para as solugoes estacionérias
para o modelo (3.3) utilizando a teoria linear [14].

Assim, o resultado abaixo determina a estabilidade das solugoes estacionarias do modelo ((3.3)).

Teorema 3.2.1. Sejam as solucoes estaciondrias E;, parai =1, 2 e 3 do modelo 1} dados no
Lema H Defina as sequintes constantes I := —a™ + ¢! W, J 1= —o%0r (1 - %M) —d*,

et ek
K = glo®0pM (1= E), O = —a®™ + UM, P = —0%i0p (1= Z2W) = d* e Q =

a1
crn W . ~
crlo® O W (1 — Lu ), onde W e M foram definidos no Lema . Entao temos que:
u a1l
Cul Sa4
i) Ey € assintoticamente se a®' < Z‘MN

ii) Fy € assintoticamente se [ +J =0, ou IJ < K ou |tan (%) | < max{a;};i=1
ed.

iii) Es € assintoticamente se O+P =0, ou OP < Q ou |tan <%) | < max{o;};i=1
e4.

Demonstracao. Primeiro, note que as restricoes dos parametros no Lema fazem com que
as solugbes estacionarias F; € Q,, para ¢ = 1 e 4. Segundo, denotamos J(FE;) a matriz
jacobiana (3.5)) do modelo (3.3) aplicada a solugao estaciondria E;, para ¢ = 1 e 4. Segue

de (33) e de (B3) que

o C%iij\# 0
J(E) =@ eagat ] (3.15)
N _dOé4
d®a

O polinémio caracteristico associado J(FE;) em (3.15)) é dado por:

() = Koﬂl - Céj%) - )\} (—d® — N) (3.16)
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cujos autovalores sao:

a1 oy

/\1,1 =a™ — CY;LTiN e )\172 = —d™ (317)

Segue das hipéteses do item i) que sdo reais e negativos. Assim, pelo Teorema Eyé

assintoticamente estével.

De maneira similar, de (3.5)) e (3.8) obtemos que

—a™ + C%lLW —c%iQT (1 — Cj;ul W)
J(Ey) = - : (3.18)
‘r,
—o“W —0“0p (1 - —= W) —d™
o

Portanto, o polinomio caracteristico associado a J(FE3) é dado por

pa(N) = [~ + W — )] [—aa% (1 - T W) —d - )\}

aa
ot
— {c%i@;r (1 — O;j ) 0“4W] ,

—(I-N(J -\ -K, (3.19)
N = (T+J)A+1J - K.

Note que as raizes de py sao

\ I+J—\/I+J)?—4(I]J-K) I+J+/I+J)?2-4(1J-K)
2,1 = € 2,2 =
’ 2 ’ 2

(3.20)

A andlise dos autovalores sera feita a seguir.
Caso 1: A=0.

Nesse caso, o polinomio caracteristico (3.19) terda duas raizes reais iguais. Ainda, segue de

B2 que
Aol = Ao = ——. (3.21)

Assim, para que essas raizes reais sejam negativas, de acordo com o Teorema [2.5] é necessario

que
I+J<0. (3.22)

como enunciado no item ¢i) deste Teorema.
Caso 2: A > 0.
Neste caso temos que o polinomio py terd duas raizes reais distintas. Segue de (3.20)) que ambas

serao negativas se
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T+J+/I+J)2-4IJ-K)<0 (3.23)
= I+J)?*<({I+J)?-4(1J-K) (3.24)
=I1J<K,, (3.25)

como enunciado no item i) deste Teorema.
Caso 3: A <O0.
Neste caso, ps possui duas raizes (3.20) que sdo complexas e distintas (a saber, conjugadas).

De acordo com o Teorema [2.5, para que haja estabilidade assintotica, nesse caso, basta que

. ((I + )24l - K)

T )‘ > gmax{ai}; i=1,2, (3.26)

como enunciado no item i) do teorema.
Note que ao aplicar o ponto F3 em (3.8)) na Jacobiana (3.5)) obtemos o seguinte

%l

a1
c
Q1 1 _ 0 _ Ty
a®t + et M cr. 07 (1 )

J(Bs) = (3.27)

—o™M —0*0p(1 — o ) —d™

ou seja, a unica diferenga de (3.27)) para (3.18)) é a constante M e W. Portanto, procedendo
analogamente, obtemos a estabilidade assintética de E3 como enunciado anteriormente no item

i11), o que conclui a demonstragao.
O

3.2.2 Estabilidade de Lyapunov para as solugoes estacionarias

Nesta secao, estudamos uma alternativa para o estudo da estabilidade assintética para as
solugdes estacionarias do modelo ([3.3]), seguindo os resultados obtidos em [23]. Para tal, vamos
considerar o modelo (3.3)) escrito na forma

Du(t) = Au(t) + g(t, u(t), (3.28)

em que a matriz

—qt 0
0 —d‘“] (3.29)
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0 Tu(t) (2 - Tg—;t)) — N () T(1)

(3.30)
syt — 0T, ()N(t) —d** N

g(t, u(t)) =

sao, respectivamente, a parte linear e nao linear (escolhidas apropriadamente) do modelo (3.3]),
u(t) = (T,(t), N(t))" é a tinica solugao do modelo (3.3)) (garantidas pelo Teorema

No préximo lema, apresentamos algumas propriedades importantes para o que segue, da
matriz A e da fungao g(¢, u(t)), escolhidas como em e que visam verificar que as

condicoes da Proposicao [2.7] sao satisfeitas.

Lema 3.2.2. Assuma que os parametros do modelo (3.3)) sejam todos positivos. Sejam a matriz
A como em (3.29) e a funcdo g com em (3.30)). Defina ainda a funcio H : R, x]0,1]> — R?,
dada por

s+ o™ 0
H(s,a) =51 — A= (3.31)
0 5§92 + d*
Entao:
i) A matriz A possui uma inversa A7', com ||A7l||; = max{a~*',d"*}. De manecira

andloga ||A7Y|7" = min{a®, d*}.
ii) A funcao H(s,a) nao possui polos no semi-plano complexo para s > 0.
iii) A funcao g(t,u(t)) satisfaz g(t,0) = 0.

i) A fungao g(t,-) € Lipschitz continua com rela¢ao a sequnda varidvel, com constante de

Lipschitz

L(T,(t), N(t)) = max{

2a™ (1 - Tg(t)) - c%i]\/(t)‘ + o™|N(t)[;
T

kﬁi?h@)y+|oﬂ4iha)4—d&ﬂ}. (3.32)

Demonstragao. O item i) segue diretamente das hipdteses sobre os parametros e do fato da
matriz A ser diagonal.

O item ii) segue do fato de A possuir todas as entradas da diagonal negativas.

O item iii) segue diretamente da defini¢ao da funcao g em (3.30)).

Segue do Teorema do Valor Médio que

lg(t; u(t)) = g(t, a())]] < | (g(t; @) [[[u(t) = a@®)]l,
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onde 1 estd entre u e 4 e

a _ Tu(t) — e
ot — [za (1 _UZZN)@ N () _aa;(?(f)w o

¢ a matriz Jacobiana de g.
Desta forma, a constante de Lipschitz L pode ser estimada como L = ||J(g(t, u(t)))||1, como

enunciado no item iv) do Lema.

[]

Com base na teoria desenvolvida e utilizando o Lema ({3.4]), podemos agora apresentar o

resultado de estabilidade para as solugoes estacionarias encontradas.

Teorema 3.2.3. Assuma os parametros e as ordens das derivadas do modelo (3.3|) sejam como
previamente descritos. Sejam Ey, Ey e Es as solugoes estaciondrias estabelecidas no Lema[3.4)

Entao temos que:

o [, € assintoticamente estdvel se

max § 2% — —* ;o d™p < min{a™; d¥}.
doa doa
o [, ¢ assintoticamente estdvel se
(&%)
o
T, YT .
(7t 4+ o) |0p — ——| |W |+ d** < min{a™; d*}.
u aal
o FEs € assintoticamente estdvel se
(o5}
crto
T VT .
(7t 4 o) |0p — ——| | M| + d** < min{a™; d*}.
u aal

Demonstracao. Segue do Lema que H(s) nao possui polos no semi-plano complexo com
s> 0.

Segue das escolhas de A como em ([3.29) que [|s*] — A||; > [|[A |1, para s > 0. Falta ainda
verificamos que a segunda condi¢ao em é satisfeita. Para tal, computamos L(T,(t), N(t))
dada em para cada solucao estacionaria F;, i = 1, 2 e 3, respectivamente.

Note que

COél 8044 a4 o4
L(Ey) = max{ 2021 — 7;7504]\7 + UdoiN : da4} : (3.34)
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Or — crtOra~ W
L(Es) :max{ 20 (1 S CT“Q re ) - CTIW‘ + o™ W
T
ale a19
[ W! + |00 — ITW+da4y}.
e} a r, 9 «
=max q (¢! + o)W, (cf! +0%) |0r — o: d™s
N CT 'O
(e + o) [y — LT (3.35)
“ o
analogamente
el CT 9 e
L(Es) = (¢ +0%) |07 — o: | M| + d* (3.36)

Portanto, os resultados sobre a estabilidade de E;, para ¢ = 1,2,3 seguem da respectiva
comparagao de L(E;) com [|A7!|| 7! estabelecida no Lema [3.2.2] item ii). O

3.3 Simulacoes numéricas

Nas simulagoes dos exemplos que apresentamos nesta se¢do, a solugao do modelo ((3.3))
com condigoes iniciais foi aproximado por uma regra do tipo trapezoidal para equacoes
diferenciais fraciondrias proposta e analisada em [24], em uma malha com tamanho uniforme
com h = 1072, Adotamos as condicoes inicias dadas por T,(0) = 5e + 7 e N(0) = 32 e os
parametros o = 0.15, 0y = 1.47 x 108, ¢, = 8.68 x 10710, 0 = 1.0 x 1077, d = 4.12 x 1072,
sy = 3.2 x 10® foram fixados, assim como propostos em [56].

A Figura[3.1] mostra a dindmica da solucdo u(t) = (T, (t), N (t))T para distintos valores das
ordens das derivadas (a1(j),1) com ay(j) = 0,5+ 0,17, para j =0,--- ,5.
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Dinéamica para diferentes valores de a, parao modelo de Senekal

%108 Dinamica de Tu(t) para diferentes valores de a,
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Figura 3.1: Dinamica do modelo (3.3 com ordens das derivadas (a;(j),1), com «a;(j) = 0,54+ 0,17,
para j =0,...,5.

Fonte: do autor.

A Figura que o modelo reproduz o comportamento esperado para a dinamica do cresci-
mento tumoral e da resposta imune quando comparado com os resultados em [56], com T, (%)
(células tumorais) estabilizando-se e N(t) (células Natural Killer) aumentando rapidamente
no inicio antes de reduzir e alcancar um estado de equilibrio. Como nao hd uma injecao vi-
ral no modelo, nao ha o aumento das células Natural Killer ap6s dois meses como ocorre nos
resultados de [56]. A ordem da derivada fraciondria (o) exerce influéncia significativa nessa
dindmica, afetando tanto a velocidade com que T, (t) atinge o estado estaciondrio quanto sua
magnitude, o que sugere um impacto direto na persisténcia do tumor. Da mesma forma, N (%)
apresenta variagoes na rapidez da resposta inicial e no nivel de estabilizacao final, indicando
que «q interfere na capacidade do sistema imune de controlar o tumor. Valores menores de ay
parecem acelerar o crescimento inicial do tumor, resultando em um estado estacionario final
mais baixo, enquanto valores maiores retardam esse crescimento, sugerindo um controle imune
mais eficiente no curto prazo. Além disso, a resposta inicial das células Natural Killer é mais
rapida para valores maiores de o (menos memoria nas células cancerosas).

A Figura[3.2 mostra a dindmica da solucdo u(t) = (T,(t), N(t)), para distintos valores das
ordens das derivadas (1, a4(j)) com a;(j) = 0,5+ 0,17, para j =0,--- 5.
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Dinéamica para diferentes valores de a, parao modelo de Senekal

%108 Dinamica de Tu(t) para diferentes valores de a,
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Figura 3.2: Dinamica do modelo (3.3 com ordens das derivadas (1, a4(j)), com ay4(j) = 0,5+ 0,17,
para j =0,...,5.

Fonte: do autor.

Os resultados apresentados na Figura sugerem que a existéncia de memoria para a
dinamica das células Natural Killer N(t) atrasa consideravelmente o aumento das células can-
cerosas que crescem até a capacidade de suporte, levando o paciente ao ébito. As células
cancerosas atingem a capacidade de suporte proximo de 100 dias quando nao ha memoaria nas
células Natural Killer; em contrapartida, quando a meméria é grande (ay = 0.5), no tempo
simulado nao atingem a capacidade de suporte. A influéncia da memoria nas células N mudou
nitidamente a estabilidade das células Natural Killer, quanto menor a memoria, maior foi o
nivel da estabilidade assintética.

A Figura[3.3 mostra a dindmica da solucao u(t) = (T,(t), N(t)), para distintos valores das
ordens das derivadas (a;(j),1) com «a4(j) = 0,54 0,057, para j =0,--- ,5.
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Dinémica para diferentes valores de « para o modelo de Senekal
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Figura 3.3: Dinamica do modelo (3.3|) com ordens das derivadas (a1(j), a4(j)), com a1(j) = 0,5 +
0,057, para 5 =0,...,5.

Fonte: do autor.

A Figura mostra que a dinamica das células cancerosas T, (t) passa a aumentar até
atingir a capacidade de suporte rapidamente para menores memorias («; — 1). No entanto, a
velocidade desse crescimento diminui a medida que aq, a4 diminuem. Para as células Natural
Killer N(t), observa-se uma resposta inicial mais fraca, tendendo a zero rapidamente para os
valores de a1, ay baixos (maior meméria). Isso sugere que a também modula a resposta imune
no modelo. Valores maiores de memoria podem representar um sistema imune mais reativo,

enquanto valores menores podem representar um sistema imune menos responsivo.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho estudamos o efeito da memoria determinada por uma dinamica de ordem
multi-fracionaria em dois modelos distintos para o tratamento de cancer por virus oncoliticos.
No primeiro modelo apresentado, estudamos como a dinamica multi-fracionaria afeta a dinamica
tumoral submetida a infecgdo por virus. Esta é uma extensdo dos trabalhos [58, [59] para
uma dinamica multi-fracionaria. Para o segundo modelo, analisamos os efeitos da memoria
do sistema imunolégico, chamadas de células Natural Killer, que possuem sobre a dinamica
tumoral. Este é uma simplificagdo do modelo proposto em [56] para uma dinamica multi-
fracionaria.

Do ponto de vista tedrico, mostramos que os modelos estudados sao bem postos no sen-
tido de Hadamard (existéncia, unicidade e dependéncia continua da solu¢do dos parametros e
condigoes iniciais). Ainda, estabelecemos condigoes para a estabilidade assintética das solugoes
estaciondrias dos modelos estudados. Tanto os resultados tedricos (como os numéricos) mos-
tram que as solucoes estacionarias e sua estabilidade dependem criticamente das ordens das
derivadas no modelo, um contraste com modelos de ordem inteira como concluido em [59].

Ainda, apresentamos resultados numéricos que nos deixam concluir que a existéncia de
memoéria em altos niveis (ordens das derivadas fraciondrias muito menores do que 1) garante
um controle tumoral mais eficaz e prolongado, mesmo em cendarios sem replicacao viral, ao
contrario do que acontece se nao ha memoéria (a; = 1). Isso sugere que estratégias para induzir
ou potencializar a meméria imunolégica, como o uso de virus bem treinados ou a combinacao
com outras imunoterapias, podem aumentar o sucesso da viroterapia. Além disso, a andlise do
modelo que incorpora células Natural Killer apontou que a memoria dessas células gera
um controle do crescimento tumoral mesmo na auséncia da terapia viral.

Os cenarios simulados apresentados no capitulo e na se¢ao mostram que a existéncia
de niveis de memoria distintos implica em um comportamento nao trivial da dinamica cor-
respondente. A auséncia de replicagao viral (k = 0) exigiu niveis mais elevados de memoria
imunolégica para manter o controle tumoral, indicando que, sem a capacidade do virus de
se multiplicar, a persisténcia e a efetividade da resposta imune sao cruciais. Por outro lado,
a presenga de replicagao viral (K > 0) permitiu um controle tumoral mais eficaz com niveis
de memoria mais baixos, sugerindo que a combinacao da replicagao viral com uma resposta
imune moderada pode ser uma estratégia terapéutica promissora. Além disso, observamos que
a memoria no componente viral (a3) desempenhou um papel fundamental na manutengao da
populacao viral e no atraso do ressurgimento tumoral, mesmo sem replicacao, ressaltando a im-
portancia de ”treinar” os virus para otimizar sua persisténcia e eficacia. Percebe-se que, quando
as células cancerosas possuem memoaria juntamente e o virus também, o cenario é mais favoravel
comparado a quando o virus possui memoria e as células cancerosas nao. Logo, pode-se in-
vestigar a possibilidade de introduzir memoéria prévia em pessoas que possuem casos de cancer

hereditario. Uma analise mais detalhada estd atualmente sob investigacao e sera apresentada
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em contribuigoes futuras.

As implicacoes praticas dos resultados aqui descritos podem auxiliar no planejamento de en-
saios clinicos, identificando pacientes com maior chance de responder a viroterapia e otimizando
os protocolos de tratamento. O efeito da memoria imunoldgica pode levar ao desenvolvimento
de virus oncoliticos bem treinados para atacar células cancerosas com maior precisao e per-
sisténcia. No entanto, reconhecemos que é crucial ressaltar a necessidade de uma compreensao
mais aprofundada das implicagoes clinicas dos modelos fracionarios e a importancia de inves-
tigar como a terapia viral pode ser aprimorada, possivelmente explorando a implementacao de
vacinas capazes de induzir memoria ao nosso sistema imunoldgico. Além disso, a realizacao
de estudos in vitro e in vivo que testem as previsoes dos nossos modelos é necessaria para
validar a relevancia clinica e auxiliar no desenvolvimento de novas abordagens terapéuticas e a
exploracao de diferentes regimes de dosagem viral também é necessaria.

Como trabalhos futuros, nos propomos a trabalhar com o modelo |3| completo. A ideia é
analisar a influéncia da memoria nas células cancerosas (atacadas e nao atacadas pelo virus),
células Natural Killer e nas células virais. Além disso, nos propomos a entender como a injecao
de virus espacada no tempo age em uma dinamica multi-fracionaria. Buscando otimizar os
intervalos entre as doses para maximizar a resposta terapéutica. Outra direcao promissora é
investigar a combinacao da viroterapia com outras imunoterapias, como inibidores de checkpoint

imunoldgicos, para potencializar a resposta imune antitumoral.
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5 APENDICES

5.1 Aporte tedrico do Calculo Fracionario

A histéria do Célculo de Ordem Arbitraria, popularmente conhecido como Calculo Fra-
ciondrio, se funde com a histéria do Célculo Diferencial e Integral classico. Segundo [7], 51],
sua primeira aparicao ¢ em uma carta escrita por L’Hospital ao seu amigo Leibniz, em 1695,
na qual o significado de uma derivada de ordem % é proposto e discutido. Anos depois da
resposta de Leibniz, alguns matemadticos como Euler, Laplace, Lacroix e Fourier [54] inicia-
ram as primeiras discussoes tedricas sobre o Célculo Fracionédrio. Contudo, como a maioria das
construcoes matematicas, seus desenvolvimentos iniciais limitavam-se ao campo da matematica
pura, sem grandes aplicagoes em outras dreas [0]. S6 em 1823 Niels Henri Abel [1] fez a pri-
meira aplicagao utilizando o Calculo Fracionario a solugao de uma equagao integral advinda
do problema da tautécrona. Posteriormente, Joseph Liuville [39], provavelmente atraido pelos
estudos de Abel, propos uma das primeiras definigdes de uma derivada de ordem arbitraria [39].
Além disso, Liouvile foi uma das primeiras pessoas a tentar resolver equacoes diferenciais por
meio da operacao fracionaria, mas sua definicao tinha limitacoes para tanto.

A partir daf os avangos passaram a ser significativos. Destaca-se a unificacao da defini¢ao de
derivadas fraciondrias abordadas por Riemann e Liouville, por Griinwald, no ano de 1867 [53], e
que podem ser consideradas como uma generalizagao do calculo classico as quais serao discutidas
em mais detalhes na Secao Em 1969, Michele Caputo propos uma nova definicao para
derivada de ordem arbitréria, a fim de resolver um problema de viscoelasticidade, e.g., [60], que
veremos em detalhes na Secao [5.3] Posteriormente, em 1992, Caputo fez outras contribuigoes
relevantes com relacao a solugoes de equagoes diferenciais fraciondrias com condigoes iniciais
aplicadas a problemas de sismologia [§].

Existem muitas definicoes de operadores fracionérios na literatura. Podemos citar: Riemann-
Liouville, Caputo, Griinwald-Letnikov, Hilfer, Weyl, Hadamard, Caputo-Hadamard e Caputo-
Fabrizio, entre outras[60], porém nem todas serdo enunciadas nessa proposta. Abordamos mais
profundamente neste trabalho as derivadas fracionédrias no sentido de Riemann-Liouville. Esta,
que por uma questao histérica, é a mais difundida na literatura. E abordamos a definigao no
sentido de Caputo, haja vista que essa abordagem é mais conveniente para um problema fisico
contendo condigoes iniciais e/ou de contorno, ambas definidas em termos da integral fracionéria.

Mesmo no calculo classico, temos uma relacao muito estreita entre o operador diferencial e
o operador integral. E um dos objetivos do calculo fracionario manter essa relagao em um sen-
tido adequadamente generalizado. Inicialmente, fizemos a formalizagao da integral fracionaria
segundo Riemann-Liouville. Em seguida, a definicao de derivada fracionaria sera feita a partir

das ideias de Riemann-Liouville e também de Caputo.

Definicao 5.1.1. Denotamos por D o operador que mapeia uma funcao diferencidvel em sua

derivada, de forma que
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Df(t) = f'(t).

Definimos o operador J, para fungoes integraveis definidas em conjuntos compactos e sua pri-

mitiva centrada em a, de forma que

= fat f(s)ds

para a <t <b. Para o € N, usamos o simbolo D e J para denotar a a-ésima iterada de D
e Ja, respectivamente. Assim, D* := DD*7! com D' =D e J* = J,Jo ', com J} = J,.

Alguns resultados que seguem diretamente da definicao do operador de derivacao e de

integracao, por isso nao serao demonstrados, sao os seguintes:

Lema 5.1.1. Seja f uma fun¢ao integrdavel em [a,b]. Entdo, para qualquer a <t <b temos

1 t -
] /a (t—s)* " f(s)ds. (5.1)

Ja f(t) RG]

Sejam n > a, com n,a € N. Para qualquer funcao [ que possui a-ésima derivadas continuas

em [a,b] vale
Df = Do, (5.2)

O célculo de ordem fraciondria busca a generalizacao do resultado acima, para a ¢ N. Para
isso, partimos do Lema [5.1.1] notando a necessidade de generalizar a nogao de fatorial. Isso é

feito com a funcao Gamma de Euler definida como a seguir:
Defini¢ao 5.1.2. A fungiao I' : (0,00) — R, conhecida como fungcio Gamma de FEuler, é

definida por:

L'(t) := / s le5ds. (5.3)
0
Maiores resultados e discussoes sobre a funcao Gamma de Euler podem ser encontrados em
[7, 14, [50].

Definigao 5.1.3 (Funcao de Mittag-Leffler ). Considere a defini¢ao da fun¢ao Gamma de Euler
definida em[5.1.3. Entdo, a fun¢ao

o0

Z (T (ja+1)) (5.4)

Jj=0

¢ conhecida como a funcao de Mittag-Leffler de ordem «.

Seja o, 0 > 0, a fungao E,, o, definida por

Boyer(2) 1= 32 (D(jon + a2))™ (5.5)
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¢ conhecida como a funcao de Mittag-Leffler de dois parametros e pode ser escrita

E a chamada funcao de Mittag-Leffler com multi parametros
[e9) k
E(Oéu706127~--7Oé1k),(0421,0422,--~,O¢2k)(Z) = Z 2! (F(jaln + QQH))_I (56)
7=0 n=1

Uma propriedade importante da funcao de Mittag-Leffler E,(z) é o seu comportamento

assintotico, discutido no lema a seguir.

Lema 5.1.2. [Tj, Teorema 4.4] Seja o € R.. Entao, a funcao de Mittag-Leffier satisfaz:
e i) A fungio Ey(re'®) = 0 para r = oo se |p| > &F;
o i) A fungio E,(re'®) permanece limitada para r = oo, se |¢| = %F;
o i) A fungio |Eq(re'®)| = oo para r = oo se |¢| < %

Com o passar dos anos, muitas defini¢oes de operadores de derivada de ordem arbitraria
surgiram; assim, os pesquisadores da area decidiram que estes deveriam cumprir alguns critérios.
O primeiro a formular foi Ross, em 1975 [52], definindo cinco itens os quais um operador de
derivada deveria cumprir e, quarenta anos depois, em 2015, [47] propuseram uma reformulagao

desse critério, também composta por cinco itens:
1) A derivada de uma fungao analitica é analitica;

2) Quando a ordem é inteira, a derivada fraciondria (D) dé o mesmo resultado que a derivada

comum.
3) A derivada de ordem zero de uma fungao retorna a prépria fungao.
4) O operador deve ser linear.

5) A lei do indice é vélida (onde « e  sdo a ordem da derivada), ou seja,

D¥ D™ f(t) = D" f(t) para a; >0 e ag>0. (5.7)

Nas proximas segoes [5.2] e [5.3 respectivamente, definimos as derivadas de ordem fraciondria

segundo Riemann-Liouville e Caputo.

5.2 Derivadas Fracionarias Segundo Riemann-Liouville

A definicao, segundo Riemann-Liouville, para derivadas de ordem fracionaria é usada na
resolucao de diversos problemas fisicos [14], como os apresentados em [50]. Porém a defini¢ao

permeia a ideia da primitizagao, ou seja, no fato de que a derivada é a operacao inversa da
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integral, como sugere o Teorema Fundamental do Célculo [27]. Em resumo, podemos con-
siderar que a derivada de ordem fracionaria segundo Riemann—Liouville, nada mais é que a
derivada de ordem inteira de uma determinada integral de ordem fracionaria [I4]. Primeira-
mente, apresentamos a definicao de funcoes integraveis segundo Lebesgue, interessantes para

essa proposta.

Definigao 5.2.1. Seja 1 < g < co. Denotamos por Lyla,b] o espago das fungoes q integrdveis
sequndo Lebesque: Lgla,b] := {f : [a,b] = R ; f é mensurdvel em [a, b f |f(s)|%ds < oo}.

Passamos a motivagao da definigao da integral fracionéria, que surgiu através do seguinte
conceito: Seja f: I — R uma fungao continua por partes no intervalo / := [0, 00) e integravel

em I. Denotamos por Jf(t) o seguinte operador integral.

= [ s (53)

TR = J(TF(),

a composicao do operador J, k vezes, para k € N.

st = 2ast0 = [ ass= [ [ s

Pelo Teorema de Fubini [16], temos:

JQfZ/Ot/OSf(v)dvds:/Ot (/vtf(v)ds> dv:/otf(v)(t—v)dv

Analogamente,

rr= [ [ somts = myimas = [ [ somts = myasam= [

Usando esse procedimento sucessivamente, obtemos a seguinte expressao para integral com o

e por

Observamos que:

operador J*f:

Jof — / =" rio)ds. (5.9)

a—l

Agora, utilizando a definigao da funcao I'(«) e suas propriedades, podemos escrever a integral

COIMNoO:

“f = t—(t_s)ail s s—L t —5)*7 1 f(s)ds
rp = [ 6 = g [ e= s (5.10)

Sabendo que (5.10) é continua e estd bem definida para o € R,. Assim, surgiu a integral
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fracionaria segundo Riemann-Liouville.

Defini¢ao 5.2.2. (Integral de ordem fraciondria sequndo Riemann- Liouville) Dado o € R,

e f(t) € Li[a,b], o operador da integral fraciondria sequndo Riemann-Liouville, denotado por

J&, € dado por,

JIf(t) = L /t(t — 5) @D f(s)ds (5.11)
‘ I(e) J,

onde a <t <Hb.

Definindo a funcao ®,, ( ) , para t > 0 e fazendo o produto de convolucao entre as fungoes
f e ¢, temos:
(ho * f)(t /ng (t—s)f(s)ds = /twf(s)ds—(]af(t) (5.12)
¢ ¢ 0 ['(a) ' '

Portanto, a definicao da integral pode ser interpretada como o produto de convolucao entre

as funcoes ¢, e f.

Teorema 5.2.1. Sejam o, n > 0, entdo temos que J*J" = J@  Em particular vale proprie-
dade comutativa J*J" = J1J“.

Demonstragao. Seja f uma fungao suficientemente suave. Pela relacao ((5.12) temos:

(Jf) (1) = dalt) = f(2). (5.13)

Vamos verificar que:

Ga(t) * Gy(t) = Paty(t).
De fato,

tt— ) o — n—1 t ta—1 _ y\(a-1) n—1
oty w0 = [ e - [l a6

I

Seja u = £, temos:

t?

balt) * 6,(1) = m / (1 — ) (ut) ™t

ta_l

0
= — 1 —w)* " duy
e 0
ta+n—1

— —F(a)f‘(n) /0 (1 —w)*  u" du.

Fazendo a mudanca de variavel f = 1 — u, obtemos:

ta+n—1

du(t) % 6(1) = / FeD (1 fyrdf.

L(a)'(n) Jo
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Multiplicando e dividindo por I'(a 4 1), obtemos:

t — 1) !
¢4w*¢4w—-ﬁﬁijnﬂiéggj)[:fm*xl—fWAWi (5.15)
Considerando a funcao 8 definida como (o, n) = @ +n) fo (@=1)(1— f)"~1df e relacionando

as fungoes f e I, substituindo em(j5.15))(Para as relagoes entre 5 e I' consulte[d]), temos:

tlat+n—1) tlat+n—1)
Tatnian. @™ = fatn

Portanto, juntando (5.13)) e ([5.16]), obtemos:

Pa(t) * oy (t) =

= buialt) (5.16)

(JOTTF)(E) = Ga(t) = JTf(t) = dalt) * dy(t) * f(E) = Patn(t) = f(t) = (J*) f(t).
[l

Apd6s mostrarmos como se comporta o operador integral de ordem fraciondria, passamos a
definicao da derivada de ordem fracionaria segundo Riemann-Liouville. Como vemos, ha uma
grande diferenca para o caso cléssico, onde tanto n como « sao inteiros. A principal delas é que
agora o operador integral fracionario, definido em depende da escolha do ponto a, e por
conseguinte, a derivada também dependerd desse ponto. Nos, portanto, chegamos a seguinte

definigao se escolhermos o valor de n = [a], notagdo do menor inteiro maior que «.

Definigao 5.2.3. Seja o € Ry, f € C'a,b] e n = [a]. Definimos o operador derivada fra-

ciondria sequndo Riemann-Liouville de ordem o € Ry, denotado por D%, como

Dg f(t) = D"J=f(t). (5.17)

O préximo resultado garante sob quais condicoes a derivada de ordem fracionaria segundo

Riemann-Liouville estd4 bem definida.

Lema 5.2.2. Seja f € C'a,b] e 0 < a < 1, entdo D% f existe em quase toda parte em [a,b].
Além disso DS f € Lgla,b] para1 < g <L e

DSf(t) = F(ll_a) <(tf_(aa))a + /at f'(s)(s — t)_o‘dt) :

Demonstrag¢ao. Usando a definicao da derivada fracionaria segundo Riemann- Liouville e f €
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C' temos

1

Def(t) = m% | #6615 = tyeas

- e [ (@ / () (-0 a

- F(ll—a)% f(“>/ pa— //f (1) "‘dudt)
- r(11_a> ((Sf_(ai)ﬁ%/a ’ fu)(s =) o‘dudt)

Utilizando o teorema de Fubini [16] chegamos no seguinte resultado

D210 = oy (e * e, T )

[]

A declaracao de integrabilidade é uma consequéncia imediata dessa representacao utilizando

os resultados cldssicos da teoria da integragao de Lebesgue [55].

Teorema 5.2.3. Sejam oy, a2 > 0,¢ € Lifa,b] e f = J 2. Entao, temos
DD f = Dote2 f, (5.18)
Demonstracao. Primeiramente,
DD f = D D302 = DIl el = pleal jloal ez o,
Considerando as propriedades do operador integral, obtidas no Teorema [5.2.1] temos que
DM Do f — DMH(](1(011—&11)[&21(]6[04214-&190 - D(@ﬂ(]C[Oéﬂ—meaﬂJa[aﬂ—az(]gl(p
Segundo [14] esse resultado é equivalente a:
Dy Dy2 f = Diljmlmerjog = pledjiely

Utilizando as propriedades do operador integral, temos

DD f = o,

o que implica na demonstragdo de que D72 f = . O

O proximo resultado mostra que a derivada de ordem fracionaria é o operador inverso a

esquerda do operador integral de ordem fracionaria.
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Teorema 5.2.4. Seja o > 0. Para cada f € Ly[a,b], temos
Dy Jgf=F.
Demonstracao. Usando propriedades de integracao e o Teorema temos:
DG Jgf(t) =D IR f(t) = DI f(t) = ().

]

Apesar da complexidade da definicao, o operador de ordem fracionaria compartilha de

algumas propriedades importantes dos operadores de derivacao de ordem inteira.

Teorema 5.2.5. O operador de diferenciacdo fraciondria € linear. Em outras palavras, sejam

f1 e fo fungoes em Cta,b] e c1,co € R entao

Di(erfi + cafo) = (1D f1 + 2 D5 fo).

Demonstragao. Segue imediata consequéncia da definigao de DY . O

Exemplo 5.2.6. Seja h(t)

= 1 (fungdo constante), entio a derivada fraciondria segundo
Riemann-Liouville de ordem % €:

1
D} (1) = - -
INE)) NZ V. R
Observacao 5.2.1. Podemos observar que a derivada de ordem fraciondria seqgundo Rie-
mann—Liouville de uma constante nao € nula, 1sso implica que essa derivada nao pode ser

considerada como uma taxa de varia¢ao, no sentido usual.

5.3 Derivadas Fracionarias Segundo Caputo

Na segao anterior, apresentamos a definicao da derivada de ordem fracionaria segundo Rie-
mann—Liouville, que como ja salientado, podemos considerar que nada mais é que, a derivada
de ordem inteira de uma integral de ordem fracionaria. Nesta secao apresentamos a defini¢ao da
derivada de ordem fracionaria segundo Caputo. Esta é similar a de Riemann—Liouville, porém
invertendo a ordem de integracao e derivacao, como serd mostrado a seguir, em uma definicao

preliminar:
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Definicio 5.3.1. Seja o € Ry, f € Cla,b] e n = [a]. O operador D2, é definido por

Dgf=JimDf, (5.19)

para qualquer D"f € Ly|a, b

Os proximos resultados garantem sob quais condic¢oes o operador fracionario segundo Caputo

estd bem definido.

Teorema 5.3.1. Sejam o« > 0, n = [a] e f € C"[b,c|. Entdo
D f = Di(f = Tyalfsal),

onde T,,_1[f; a] € o polinomio de Taylor de grau (n — 1) para f.

Observe que a expressao no lado direito da equacao existe se, D2 f existe e f possui n — 1

derivadas em a, esta ultima condicao assegura que o polinomio de Taylor existe.

Defini¢ao 5.3.2. (Operador Diferencial de Caputo de Ordem Fraciondria) Sejam o > 0 e f
seja tal que DS(f — T,,-1[f; a]) exista, onde e n = [a] . Entdo,

DZf = Dg(f = Tyalf;a)). (5.20)

O operador D¢, é chamado de operador diferencial de Caputo de ordem a.

Demonstracao. Observe que, para o caso de a € N a afirmacao é trivial. Logo temos que
analisar o caso a ¢ N. Neste caso, consideramos 7 como o primeiro inteiro tal que n > «.

Assim, temos

DE(f = Tyalfsal) = DU (f ~ TyalFa))(0)
5 (s — tyro-t .
5 | St 0 =Tl a

Primeiramente, fizemos a integragao, a qual resulta em

t 1 n—a—1
/a r(n—(f<3>—Tn—1[fs al(s)) (t —s) ds

—a)
1 n—a x=t
T T Th—atl) [(f(s) = Tyalf;al(s)) (¢ = 9)"] (5.21)
1 ¢ o
ey | (DU = D) = 97w

Note que o termo fora da integral é zero (o primeiro fator desaparece no limite inferior, o

segundo desaparece no limite superior). Portanto, Equacao é zero. Assim,

Jg_a (f - Tn—l[f; CL]) - ‘]g_a—HD(f - Tn—l[f? a])
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Repetindo este processo um niimero total de n vezes resulta em
T (f = Tyalfsa]) = 70D (f = Tyl f;a)) = LT D (f = Tyl f3al) -
Observe que D"T),_1[f;a] = 0 porque T;,_1[f; a] é um polinémio de grau n — 1. Logo
Jo(f = Tyalf;a]) = J3 D" f.
Segue do Teorema que
D (f = Tyalfra)) = DI D = JI7*Df = D3 f.

]

Os proximos resultados estabelecem relacoes entre as derivadas de ordem fracionaria de

Riemann-Liouville e Caputo.

Lema 5.3.2. Sejam a > 0 e n = [«a]. Supondo que f seja uma funcao de tal modo que ambos
D¢ f e DS f existam. Entao,

DES(O) = D2 = 3 st = o)t

Demonstracao.

*a a k! a
k=0
—1
“ —T(k—a+1)(t- a)k-«
m

Lema 5.3.3. Assumindo as mesmas hipoteses do lema anterior, temos:

Dgf =D f
se e somente se [ possui n derivadas nulas em um dado ponto a e D¥f(a) = f(0) se k =
0,1,....,m—1.
Demonstracao. Segue de uma adaptagao simples das contas feitas no Lema [5.3.2] O

O proximo resultado mostra que o operador derivada de ordem fracionaria de Caputo é a

inversa a esquerda do operador de integracao de ordem fracionaria.
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Teorema 5.3.4. Se f for continua em o > 0, entao

D Jof = f.

*a ™~ a

Demonstragio. Assumindo que ¢ = Jf e utilizando o Teorema [5.2.1} temos D*¢(a) = 0 para
k=0,1,...,n — 1. Considerando agora o lema anterior e o Teorema [5.2.3| temos que,

D JYf=Dgwp=Dip=DrJf=f.

*a~ a

O

Lema 5.3.5. Seja f € C*[a,b], a <b ek € N. Sejam a,e > 0 tal que existel € N com | < k
ea, ate€[l—1,1, entao
D:, D% f = DS

Demonstragao. Para detalhes da demonstragao veja [13, Lema 3.13, pag 57]. O]

A seguir provamos que, como a derivada de ordem fracionaria de Riemann-Liouville, a

derivada de ordem fracionéaria segundo Caputo é um operador linear.

Teorema 5.3.6. Sejam as funcgées fi, fa : [a,b] — R, onde D2, f1 e DS, fo existem em quase

toda parte e cy,co € R, entao

DS (cifi+ cafz) = e D fi + ca D3, fo.

Demonstracao. Tal propriedade e a linearidade do operador diferencial fracionario sao con-

sequéncias imediatas da definicao de Dg,. O]

Apresentamos a seguir um exemplo de como calcular derivadas de ordem fracionéria segundo

Caputo.

Exemplo 5.3.7. Seja h(t) =1 (fungdo constante), entdo a derivada fraciondria sequndo Ca-
puto de ordem % é:

D2(1) = J3(D'(1)) = J3(0) = 0.

Observagao 5.3.1. A derivada de ordem fraciondria sequndo Caputo de uma constante € nula.

5.4 Boa Colocacao para PVI’s com Derivadas de Ordem

Fracionaria

Agora apresentamos as condigoes necessarias e suficientes para obter resultados de boa
colocagao para sistemas de equagoes com derivadas de ordem fracionérias segundo Caputo. Ou

seja, mostrar existéncia, unicidade e dependéncia continua da solu¢ao do Problema de Valor

Inicial (PVI) (5.22)).
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5.4.1 Existéncia

Definicao 5.4.1. O PVI com derivadas de ordem fraciondria sequndo Caputo é escrito da

sequinte maneira:

Diu(t) = f(t,u(t)), (5.22)
D*u(0) = o, k=0,1,..,n—1

como condigoes iniciais, onde o perador diferencial de ordem fraciondria sequndo Caputo € DS,

como definido na Se¢ao [5.5.1.

Teorema 5.4.1. Sejam 0 < « e (ul,.yug ™) € R*, k > 0 e h* > 0. Seja

[o],
< k} a funcao f := G — R € continua, M =

uk
0

G = {(t,u) .t €0, h*], ’U - i (1)tk'
SUP_yeq | f(t,2)| €

h* , se M =0,

h = 1 5.23
min {h*, M} , caso contrdrio (5.23)

M

Entao, existe uma fungdo u € C[0, h] solu¢do do problema de valor inicial definido em .

Demonstracao. No caso em que M = 0, temos que f(t u) = 0 para todos (¢,u) € G. Portanto,
a fungdo u : [0, h] — R definida por u(t) = 37" uo é solugao do PVT (j5.22)).

Assim, apresentamos o polinémio T que Satlsfaz as condigoes iniciais, tal que

T) =S —ul”, (5.24)

e o conjunto U := {u € C[0,h] : |u — T||s < K}. E evidente que U é um subconjunto fechado
e convexo do espaco de Banach de todas as fungoes continuas em [0, h], com a norma de
Chebyshev. Portanto, U também é um espago de Banach [14]. Como o polinémio T é um
elemento de U, vemos também que U é nao vazio. Sobre este conjunto U, definimos o operador
A por

(Au)(t) :==T(t) + ﬁ/o (t —5)* 1 f(s,u(s))ds (5.25)

Usando esse operador, a equacao cuja solvabilidade precisamos provar pode ser reescrita como
u = Au. E assim, a fim de provar o nosso resultado desejado de existéncia, temos de mostrar
que o operador A possui um ponto fixo. Portanto, o proximo passo é investigar as propriedades

do operador A mais de perto.
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Afirmacao 1: Au € U para qualquer u € U. De fato, seja 0 < t; <ty < u, entao:

Au(t) = Au(t)| = s | [ (0= 9 s = [ (0= 9 s ut)as
L ! b (ty — 8) (s, u(s))ds
= Fa | =9 = T )
o [ = sl

to—t1)
%. Para a

Note que a segunda integral no lado direito da equagao acima tem o valor
primeira integral, olhamos para o os trés casos @« = 1, & < 1 e @ > 1, separadamente. Para
a = 1, o integrando ¢é identicamente nulo, e, portanto, a integral tem o valor zero. Para o < 1,

temos aw — 1 < 0 e, portanto, (t; — $)*™' > (to — s)*'. Assim,

/0 | It = 3)0—1 — (t2 — 3)a_1|d3 = /0 1((t1 — 8)a_1 — (te — S)Oé_l)ds
= - (- )

1
< —(te — )"
~(ta— 1)

Finalmente, se o > 1 entao (t; — s)*™' < (o — 5)*! e, portanto,

t1

S—

1

= (=Y + 1y — (ta— )"
(g + 15— (b — 1))
1

< —(t5 —t)).

< —(tg - 1)

Da combinacao destes resultados, obtemos:
M (g — 1) se a<l,

|Au(t,) — Au(ts)| < { T(at1) (5.26)

r_(i%l) ((te = t1)* + 15 —17), se a>1.

Em ambos os casos, a expressao do lado direito da equagao ([5.26) converge para 0 quando

to — t1. Isso é suficiente para provar que Au é uma funcao continua, Além disso, para u € U e
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t € [0, h] vale que

(Au)(t) — T(1)] = ﬁ
1

['(a+1)
1

['(a+1)
1 k(o + 1)

NCES R,

= K.

/0 (t — )% f(s,u(s))ds

Mt~

IN

IN

Mh*

IN

Assim, acabamos de mostrar que Au € U para todo u € U.

A principal intengao é aplicar o teorema do ponto fixo de Schauder, [26], o que resta agora
¢ mostrar que A(U) := {Au : u € U} é um conjunto relativamente compacto. Isto pode ser
feito por meio do Teorema de Arzela-Ascoli [I1]. Agora vamos a demonstracao deste fato. Para
cada z € A(U), descobrimos que, para todos t € [0, k],

l2@)] = [(Au)(®)|

< T + ﬁ / (= )" (s, u(s))|ds

1
Tlloe + = Mh®
1Tl v )

< T + K,

IN

desta forma esta provado a limitagao do conjunto A(U).

Para provar a equicontinuidade do conjunto A(U), vamos considerar novamente os trés
casos. Claro que para a € N, o resultado segue diretamente pelo Teorema de Existéncia para
EDQO’s classico [57].

Especificando, 0 < t; <ty < h, encontramos, para o caso a < 1 que

(A1) = (Au) ()] < st = )"
Assim, para |ty —t1| < A, temos
(Au)(t) = (Au)(1)] < 2 A"

Observando que a expressao sobre o lado direito é independente de u,t; e ty, vemos que o
conjunto A(U) é equicontinuo.

Para o caso em que a > 1, podemos usar o teorema do valor médio expandido [27], para
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obter que

|(Au)(t1) = (Au)(t2)| < % ((ts = t1)* + 15 = 17)

M o a+1
= Tag (-t +ale—t)e™™)

M

= Tagp (=t +alt —t)a™),

para algum & € [t1, 3] C [0, h]. Portanto, mais uma vez, se [ts — t1| < A, entao

(Au)(t2) = (Au)(t2)| < = M (A% 4 ashey. (5.27)

(a+1)

Novamente, o lado direto é independente de u, t1 e t5, provando assim a equicontinuidade do
conjunto A(U). Usando o Teorema de Ascoli-Arzeld [11], em qualquer um dos casos, concluimos
que A(U) é relativamente compacto. Portanto, pelo Teorema de Ponto Fixo de Schauder [14],

obtemos que o operador A tem um ponto fixo. Por construcao, um ponto fixo de A é uma

solucao de nosso problema do valor inicial ([5.22)). O

Definicao 5.4.2. Qualquer funcao u para a qual estd bem definida a derivada de ordem fra-
ciondria DS, isto €, que satisfaz as hipoteses do Teorema e também satisfaz o PVI
¢ dita uma solugao do PVI.

Lema 5.4.2. Nas mesmas hipdteses do Teorema u € C|0, h] € uma solu¢ao do problema
de valor inicial equagao se, e somente se, € uma solucao da equagao integral de Volterra

nao linear do sequndo tipo

n—1 g t
u(t) = ’; %ug@ + ﬁ /0 (£ — 5)™ 1 F(s, u(s))ds (5.28)

onde n = [a].

Demonstragao. Primeiramente definimos z(t) := f(¢,u(t)). Notamos que dadas as hipGteses
sobre u e f temos que z € C[0, h]. Em seguida, usamos a defini¢do do operador diferencial do

Caputo para reescrever a equagao (|5.22) da seguinte forma:

2(t) = f@tu(t) = Diu(t) = Dg (u — T)-1[u; 0]) (t)
= DI — Ty [us 0))(E).

Uma vez que estamos trabalhando com funges continuas, podemos aplicar o operador J; em

ambos os lados e encontrar

Joz(t) = Jg " (u = Tya[w; 0]) () + q(t)
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com ¢ um polindémio de grau nao superior a (n — 1). Como z é continua, a fungao J'z no
lado esquerdo da equagao acima tem um zero de ordem, pelo menos, 7 na origem. Além
disso, a diferenga u — 7}, [u; 0] tem a mesma propriedade por construcao e, portanto, a fungao
Jy* (u — T,,—1[u, 0]) no lado direito da nossa equacao tem a mesma ordem 7 na origem. Assim,
resta que o polinomio ¢ tem a mesma propriedade e pode-se entao deduzir imediatamente (desde

que seu grau nao seja superior n — 1) que:
Joz(t) = Jg " (u =Ty [u; 0]) (2)
Agora aplicando o operador de Riemann-Liouville D{™* para esta equagao observa-se que

u(t) — Ty [u; 0](t) = DI~ *Jdz(t)
= DL TIS (1) (5.29)
= DJy"z(t) = Jgz(t).

Recordando as definigdes em que 7,1 é o polinomio de Taylor em [u;0], obtemos que é uma
condicao necessaria para u solugao do problema ((5.22)) satisfazer a equacao integral de Volterra.
O

5.4.2 Unicidade

Agora com o préoximo resultado garantimos unicidade de solugao para PVI (5.22)). A de-

monstracao é muito parecida com a demonstracao do caso de derivadas de ordem inteiras.

Teorema 5.4.3. (Unicidade) Seja 0 < a e n = [a], u(()o),...,u(()"_l) eER" k>0eh" >
0. Definido G como no Teorema e a funcao f : G — R satisfazendo a condigao de
Lipschitz em relagao a sequnda varidavel, ou seja, existe uma constante L > 0 tal que, para todo
(t,u1), (t,us) € G, temos

(£, ua(t) = f(t, ua(t))| < Lfur(t) — ua(t)] - (5.30)

com a constante L > 0 independente de t,u; e uy. Para u como no Teorema[5.4.1] existe uma
unica fungao u € C0, h] solugao do problema de valor inicial .

Demonstragcao. Considere o polinomio T definido na equacao e o operador A definido
em (5.25). Ainda, recordamos que o conjunto U = {u € C[0,h] : |[u — T||c < K} é nao vazio,
convexo e fechado. Agora temos que provar que A tem um unico ponto fixo. A fim de fazermos
isso, primeiramente provamos que para cada j € Ny, para todo t € [0, h] e para todo u, @ € U,

vale que

1A% — o < —E u— il (5.31)
T T+ «f) et
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Agora usamos o método de inducao para obter o resultado. No caso j = 0, a afirmacao é

trivialmente verdadeira. Se utilizarmos esse método para (j — 1) — j, obtemos

|40~ Aoy = JAX " 0) = A0 oo
1 w 4 .
T Tl ok, /0 (w— )" [f(s, AV uls)) — f(t, A7 Ma(s))] ds| .

Usando agora que f é Lipschitz continua com relacao a segunda variavel e a hipétese de

indugao, temos

. . L w . .
[Wu= Al < g swp [ w9 A7) - 4 ()| ds
’ ['(a) 0<w<t Jo
L ! 1 1, i1

< = |- A (W) — A .

< F(a)/o(t s) oiligs‘ (w) u(w)‘ds

< L /t(t — s)a_lso‘(j_l) sup |lu(w) — a(w)|| ds.

S T +aG-1) Jy
L7 .

< _ a 1 a(]—l)d

S )T+ a(j = 1) ook, )~ '/ S
L7 )1+ a(j —1))

19,

DI +aG - )"~ =00 R )

Como t € [0, h], podemos reformular a estimativa acima em todo o intervalo [0, h], obtendo

~ (Lh*y
Ay — A
|| il <

ﬁ”u_&uoo-

LAY temos que a série >, € a representagao em série de poténcias
T(1ta)) q =0 Si P G p

da funcdo de Mittag-Leffler E,(Lh®) (ver o Teorema para maiores detalhes). Portanto,

converge uniformemente. Assim, o operador A satisfaz as hipdteses do Teorema de Ponto Fixo

Definindo ¢; =

de Weissingr’s [30] com ¢; definido acima. Logo, existe uma tnica solugao do PVI (5.22). O

5.4.3 Dependéncia Continua dos PVI’s com Derivadas de Ordem

Fracionaria

Apresentamos a seguir o estudo da dependéncia continua dos dados iniciais para o PVI com

derivadas de ordem fracionaria. Para tal, assumimos durante toda esta secao que u é a unica

solugao do PVI |5.22]

Lema 5.4.4. Sejam «,T,e1,60 € Ry e A : [0,T] = R uma funcao continua que satisfaz a

sequinte desigualdade

E2

[(a)

(A < e+

/0 (t - )" A(s)|ds,
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para todo t € [0,T]. Entao
[A()] < e1Ea(eat?),

para t € [0,T]. Onde, E, denotada como a func¢ao Mittag-Leffler de ordem «

Demonstragao. Sejam & > 0 e a fungao ®(t) := (g1 + £3) E,(e2t®), obtida aplicando o Teorema
e usando a linearidade do problema de valor inicial considerando a funcao ® a solucao do

problema de valor inicial
D3®(t) = e29(1),

onde ®(0) = &; +e3 e D*®(0) = 0 para k = 1,2,...,[a] — 1. Considerando o Lema [5.4.2]

podemos deduzir que ® satisfaz a equagao

¢
D(t) = e + 5+ %/0 (t — )2 1D (s)ds.
Pela suposi¢ao sobre a fun¢ao A, descobrimos que |A(0)| < &1 < &1 + g5 = $(0).
Pela continuidade das fungdes envolvidas podemos deduzir que |A(t)] < ®(t) para todo
t € [0,a] com a > 0. Para provar que a desigualdade se mantém ao longo de todo o intervalo
[0, 7], denotamos t; como o menor nimero positivo com a propriedade que |A(ty)| = P(to).
Entao, para 0 <t <ty temos |A(t)] < ®(t) e portanto,

|A(to)] < e+ %/Oo(to — 8)* HA(s)|ds

3

€1+ f?x) /0 O(to — 5)* 71 d(s)ds

IN

to
€2 a—1
=2 - o
< &1 +e3+ F(Oé) /0 (to S) | (S)|d$

= B(ty).

Note que a igualdade nao pode ser verdade, tendo em conta a escolha de t;. Assim, a

suposicao deve ser falsa. Portanto, descobrimos que na verdade
|A()] < ®(t) = (g1 + €3) Ealeat®),

para t € [0,T] e e3 > 0, 0 que chega no resultado desejado. O

Mostramos agora o resultado que garante a dependéncia continua em relacao as condigoes

iniciais.
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Teorema 5.4.5. Seja u a solugao do PVI e z a solucao do sequinte PVI,

Diz(t) = f(t, 2(1), (5.32)
DF2(0) = 2, k=0,1,..,n—1

Se € 1= maxy—o,1,. n-1 ‘u(()k) — z(()k)‘ € suficientemente pequeno, entao existe algum h > 0 tal que

tanto as funcgées u e z estao bem definidas no intervalo [0, h], e

sup |u(t) — z(t)| = O max ul — z(k)D . 5.33
sup fult) = o0 = 0 (e [ul? 5 (5.33)
Demonstragao. Definindo A(t) := u(t) — 2(t), deduzimos que A é a solu¢ao do problema de
valor inicial
DSOA(t) - f(ta u(t>> - f(ta Z(t>>7 (534)
DFA(0) = ulP) — 2P, k=0,1,..,n—1.

pois o PVI acima satisfaz as hipéteses do Teorema [5.4.1

Considerando o Lema [5.4.2] o problema de valor inicial é equivalente a equacao

Aft) = 1 (=) + o [ = oo = 5.2 s

Usando desigualdade de Holder e a condigao de Lipchitz de f, encontramos que:

n—1 hk L t )
At) < — 4+ — t— ) |A(s)|d
<X gy g ) € oAl
onde L é a constante de Lipschitz. Pelo Lema [5.4.4] obtemos:
|A()] < O(e) Ea(Lh*) = O(e)

como o desejado. O

Agora, mostramos o teorema que garante dependéncia continua em relagao aos parametros

do modelo estudado.

Teorema 5.4.6. Seja u a solucao do PVI e z a solucao do sequinte PVI

Doyz(t) = f(t (1), (5.35)
DF2(0) = 2, k=0,1,..,n—1
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onde f deve satisfazer as mesmas hipoteses de f e

= t.ty) — F(tt
€ (tfig}éc)f(l’ 2) f(,2)

Se € € suficientemente pequeno, entao existe h > 0 tal que tanto as funcoes u e z estao bem

definidas em [0, h] e

sup [u(t) — ()| = 0( max ‘f(tl,tz) —f”<t1,t2)D . (5.36)

0<t<h (t1,t2)€C

Demonstragao. Definindo primeiramente A(t) := u(t) — z(t), onde A é a solugao do problema

de valor inicial

{ DA = £t u) = ft,2(0), (5.37)
DFA(0) = 0, k=0,1,..n—1.
Isso é equivalente a equacao
A0 = s [ =9 (60060 — .20 ) s
Usando a hipotese de Lipschitz continuidade de f e f , podemos deduzir que
a0 < [ S (1 0ls) — Hs. (6D 1o 2(6) i 2(5) s
1 [ 1 [
< T(a) /0 (t—s)* 1 |A(s)| ds + 51“(04) /0 (t—s)* 'ds
L [ o h*
m/0 (1= 9 AW ds + e
Podemos agora aplicar o Lema para encontrarmos novamente
|A(t)] < O(e)Ey(LhY) = O(e).
[

Os outros resultados para dependéncia continua, sao parecidos com os resultados de or-
dem inteira, para maiores informacgoes consulte [57]. Porém para trabalhar com operadores
fracionarios é necessario um resultado que garanta a dependéncia continua em relacao a ordem

das derivadas, que apresentamos a seguir.

Teorema 5.4.7. Seja u a solugao do PVI e z a solucao do sequinte PVI,

DSz(t) = f(t,2(t)), (5.38)
DF2(0) = o, k=01,..,7—1
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onde & > o, n:=[a],e :=ad—a e

. 0, se. 1 =1,
e =
{ max {‘ulg‘ n<k<n-— 1} caso contrario.

Se € e " sao suficientemente pequenos, entdo existe h > 0 tal que, tanto z como u sao

fungoes definidas em [0, h] e
supo<i<nlu(t) — z(t)] = O(&@ — a) + O {max [0, max (’u(()k)’ n<k<n-— 1)] } . (5.39)

Demonstracao. Seja

A(t) = wu(t) — z(t)

U S i

= —;E—Fm/o(t $)* f(s,u(s))ds

_ ﬁ/o (t —5)* 1 f(s,2(s))ds

&t Y et d

T T TR [ s ) - s o) as
t (t_s)a_l_(t_s)d_l s, z(s))ds

v [ (-l ) st st

=1 4k t
A(L)] < h—, + % (= sy 8 s s (5.40)
~ Hl(t— )l (t—s)d!
+(tf33}éc)f(tl’t2) - f(tl’“)’/o T@)  I(a) ds

Obviamente a soma é O(c*). Logo,

¢ (t_s>a—1_(t_s)d—1 L tly - .
[ e - L oIk
= It T t@|
= O(e)

Podemos calcular a integral explicitamente, entretanto, primeiro temos que achar o zero da

integracao que estd localizado em (%) o (uma quantidade que converge para exp(¢(«a)) e

~ ! 7 ~ . ~
a — a onde ¢ = %) Se h é menor do que esse valor, entao o integrando nao tem nenhuma

mudanca de sinal. Caso contrario devemos dividir o intervalo de integracao neste ponto. Em

qualquer caso, podemos dizer que a expressao resultante é delimitada por O(a — «) = O(e).
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Entao
L t
|IA(t)] < O(e) + O(e™) + —/ (t —8)* HA(s)|ds,
I'(a) Jo
se utilizarmos o Lema produzindo o resultado desejado. O

Corolario 5.4.8. Assumindo as hipdteses do Teorema[5.4.7 e 1) = n, entdo
supo<i<plu(t) — 2(t)| = O(& — )

Corolario 5.4.9. Assumindo as hipoteses do Teorema e sejam 1 > 1 e uék) = 0 para
k=mnn+1,...,n—1 entao

supo<i<nlu(t) — z(t)| = O(7 —n).

5.5 Uma Comparacao entre Riemann-Liouville e Caputo

Aqui verificamos qual definicao de derivada de ordem fracionédria melhor se aplica no nosso
sistema, através da andlise do problema de valor inicial com derivadas arbitrarias segundo
Rimann-Liouvile e Caputo. Nesta secao nao apresentamos as demonstracoes dos resultados
segundo Rimann-Liouvile que podem ser encontrados em [14], porém os resultados segundo
Caputo ja foram mostrados na Segdo [5.4] tendo em vista que usamos essa definigdo nesta

proposta. Tal andlise se inicia com os seguintes resultados:

Teorema 5.5.1. Sejam o >0, ¢ N,n = [a],k>0,h* >0e€cy,....,c, eR. E

n

=k
G=(tu)eRMN:0<t<h* uecR’ t=0 ey Gk
{(’”) =t uER ‘ ;Fa—kJrl

<k’s}.

Supondo que a funcao f : G — R € continua, limitada e Lipschitziana em relagao a sequnda

varidvel, satisfazendo a desigualdade [5.30. Entao a equacgao diferencial

Dgu(t) = f(t u(t)), (5.41)
com condi¢oes iniciais

D& Mu(0) = (k=1,2,..,n—1), lim Jj “u(z) = ¢, (5.42)

Z~>0+

possui uma unica solu¢do f que € uma funcdo continua definida em (0,h] com

s (Tla+ DR\
h.—mm{h,h,( i ) },
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onde M := sup ,yeq |f(t,2)| € h € um mimero positivo arbitrdrio que satisfaz a seguinte res-

tricao

-~ (TQa—n+1)\=
h < (F(a—n+1)L) : (5.43)

A prova desse teorema é similar a demonstragao para EDO’s de ordem inteira. Para detalhes
veja ([14], Capitulo 5). Tal demonstracio passa por transformar problema (5.41)-(5.42) na
forma integral, assim como acontece no caso cléssico, e usar o teorema de ponto fixo de Banach
para estabelecer o resultado. A equacao integral equivalente serd enunciado no lema (5.5.2)),

cujos detalhes da demonstracao podem ser obtidos em [14].

Lema 5.5.2. Suponha h > 0 e as hipdteses enunciadas no Teorema[5.5.1. Entdo u € C(0, h]

¢ uma solucdo das equagoes diferenciais e se, e somente se, € uma solucao da
equacao integral de Volterra

u(t) = Z F(aclfak gy + F(la) /0 (t —5)* 1 f(s,u(s))ds. (5.44)

Observagao 5.5.1. De fato, ao observar a equacao integral percebemos porque a solu¢ao
u € continua no intervalo semi-aberto (0, h] e ndo no intervalo fechado [0, h]. Seu fosse continuo
ao longo de [0, h], entao, como f € continuo, o lado direito da equagao também deveria
ser continuo em [0, h]. Tendo em consideragio a defini¢cao de n, podemos facilmente ver que
as somas sao de fato continuas em [0, h] para k = 1,2,....n — 1. No entanto, o termo (k =)

¢ limitado quando f — 0, haja vista que n > a, com oo ¢ N a menos que ¢, = 0.

Na secao apresentamos uma adaptagao do classico Teorema de Peano [I2] para sistemas
de EDO’s de ordem fraciondria. Seguimos os passos apresentados em [14, Teorema 6.1 pég.86]
e mostramos que existe uma fungao u € C|0, h] que resolve o problema de valor inicial definido
no PVI (5.22)).

O Lema , ja demonstrado na secao garante que se existe uma solugao para o
PVI , entao esta mesma solucao deve satisfazer uma equagao integral, a qual é base para
alguns dos métodos numéricos para resolver PVI’s fracionarios.

Através da observacao a seguir, fazemos uma comparacao do problema de valor inicial com

derivadas arbitrarias segundo Rimann-Liouvile e Caputo.

Observagao 5.5.2. Usando a observagao (5.5.1)) e usando os Lemas (5.5.2) e (5.4.2)), podemos

comparar o comportamento das solucoes de equacgao diferenciais fraciondrias sequndo Caputo
com as de Riemann—Liouville. Ao fazer isso descobrimos que o problema de continuidade na
origem encontrado para Riemann-Liouville nao ocorre para Caputo. Pelo contrdrio, verificamos

que a continuidade da funcao f implica na continuidade da solugcao u durante todo intervalo

fechado [0, h].
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Quando analisamos o problema de valor inicial com derivadas de ordem fracionaria percebe-
se que o método de Caputo é mais adequado para aplicagao em sistemas bioldgicos que o método
de Riemann-Liouville, visto que para o primeiro a derivada de uma constante é nula. Além
disso, as condicgoes iniciais em sistemas de EDQO’s fraciondrias segundo Caputo dependem de
condigoes que sao fisicamente interpretaveis. Mesmo que o PVI definido em , usando
derivadas de ordem fracionaria segundo Riemann-Liouville, seja um problema bem posto, a sua
dependéncia das condicoes iniciais, nao necessariamente possuem uma interpretacao do ponto
de vista biolégico [14]. Portanto, para a modelagem que apresentamos neste trabalho, usamos
derivadas de ordem fracionaria segundo Caputo com o objetivo de obter uma modelagem fiel

a0 nosso objetivo.

5.6 Uma Breve Consideracgao sobre o Efeito de Memoéria

Na proxima observacao, mostramos de que maneira as derivadas de ordem fracionaria in-

troduzem naturalmente o efeito de memoria em um problema de valor inicial.

Observacao 5.6.1. Olhando para a equacao para algum o € (0,1] e para dois valores
diferentes de t, digamos t; e to com t; < to, se subtrairmos a sequnda destas equacoes pela

primeira, obtemos que:

) —ult) = s / (s — 5 f (s, u(s))ds
1 a1
- / (b — )* f(s, u(s))ds
1 " a-1_ —g) ! s, u(s))ds
_ @/o [(t, — s) (tr = )] f(s,u(s))d
1 (" .
t / (t2 — )" f (s, u(s))ds. (5.45)

Considerando primeiramente o caso (ndo fraciondrio), isto é o = 1. Analisando o lado direito
da equagao vemos que a primeira integral € nula. Entdo esta equagdo implica que u(ty)
€ a solucao do problema de valor inicial dado equacao no ponto u(ty) e, em sequida,
pode-se calcular a solugdo em ty com ty > t1, exclusivamente com base em u(ty) e a funcdo f.
Nao serd preciso usar qualquer informacgao em u(t) para t € [0,t1). Esta observagao é apenas
outra maneira de expressar a localidade do operador diferencial de ordem inteira. Esta é a base
de quase todos os métodos numéricos classicos da solucao de equacgoes diferenciais de primeira
ordem. Também € fundamental para a modelagem matemdtica de muitos sistemas da fisica,
engenharia e outras ciéncias [T])], porque ele afirma que isso € suficiente para analisar o estado
de um sistema em um ponto arbitrdrio na hora de calcular o seu comportamento no futuro.
Quando for analisado o caso fraciondrio 0 < o < 1 a situacdo € fundamentalmente dife-

rente. Nesse caso, a primeira integral do lado direito da equagao nao desaparece. Logo,
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sempre que se quer calcular a solugdo u(ts), em algum momento to, é necessdrio considerar o
que acontece no ponto inicial 0 e levar em conta toda a informagao até o ponto de interesse
to. Isso reflete a nao localidade dos operadores diferenciais sequndo Caputo. Obviamente, essa
observacao tem uma influéncia substancial sobre a construcdao de métodos numéricos para tais
equagoes. Além disso, para a modelagem de fenomenos reais com um sistema de ordem fra-
ciondria, podemos interpretar o termo que nao se anula como um termo que descreve sistemas

com memoria.

Observagao 5.6.2. Como foi afirmado na observacdo anterior, a equag¢ao tem grande
mmpacto sobre a base tedrica dos métodos numéricos para equacgoes diferenciais fraciondrias.
O método padrao geralmente funciona corretamente mas, muitas vezes, nao faz uso de todo o
poder desta equacao, pois o mesmo termo entre parénteses no lado direito da equacao
nao € nulo, ele vai ser muito pequeno em magnitude para determinadas situacoes, por exemplo,

se ty ety sao suficientemente grandes em comparagdo com (to — t1).

5.7 Boa Colocacao para PVI’s com maultiplas Derivadas

de Ordem Fracionaria

Ao modelarmos problemas bioldgicos, surgiu outra hipdtese importante a ser considerada.
Como seria o sistema se pudéssemos usar para cada equacao do sistema uma ordem distinta
da derivada. Porém para que se possa considerar essa hipdtese, é necessario olhar para boa
colocacao de um sistema desse tipo.

Usamos um sistema de equagoes diferenciais fraciondrias onde, «;, (j = 1,2, ...k) podem ou

nao coincidir. Para colocé-lo de forma mais formal, isso leva a um modelo do tipo

DI (u(t)) = fult, (), ., ur(t))
(5.46)
D (ur(t)) = fult,ua(t), .., un(t))
U](O) = Ujp(j: 1,2,]{7)

Para atingirmos nossos objetivos, basta assumirmos que 0 < «; < 1 para todos j.

Teorema 5.7.1. Considere a; > 0 para j = 1,2, ...,k e considere o problema do valor inicial

dado pelo sistema diferencial fraciondrio multi-ordem, que é equivalente a .

DY (uj(t)) = fi(t,us(t),...,ux(t), (G =1,2,....k), (5.47)
u'(0) = ujo'(1=0,1,...[q;] = 1)(j =1,2,..k))

Suponha que as fungées f; : [0,T] x R¥ = R,j = 1,2,..k, sejam continuas e satisfacam

as condi¢oes de Lipschitz em relacao a todos os seus argumentos, exceto o primeiro. Entao, o
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problema do valor inicial tem uma solugdo unica que € continuamente dependente das condigoes

maciais, dos parametros e da ordem da derivada.

Demonstragao. O problema de valor inicial (5.47)), é equivalente ao sistema de equagoes de

Volterra

JOEDY a P(;j>/0(t—s)ajlfj(s,ul(s),...,uk(s))ds. (5.48)

i=1,2,..k

Em seguida, definimos o« = min;a; e reescrevemos ([5.48)) na forma

[o]—-1

I t N
u(t) = Z Ujl% F(;)/O(t—s)o‘_lfj(s,ul(s),...,uk(s))ds. (5.49)

=0

para j = 1,2, ..., k, onde,

j/f;(s, ULy ooy Up) 1= IF((OC;)) (t— )" fi(s,u, ..., ug) (5.50)

Apresentando a notacao vetorial U := (uq,...,u;) , F = (f1,..., fx)T e uma expressao corres-
Y ) Y ) Y
pondente para os valores iniciais, podemos combinar essas k equacoes escalares em uma equacao

vetorial, da forma

U(t) = Z Uol% + L/0 (t— s)o‘_lﬁ’j(s, U(s))ds. (5.51)

Como f; : [0,7] x R¥ = R,j = 1,2, ...k e o fato de que a; > « para todos j, concluimos que
todas as funcgoes ]?] sao continuas e satisfazem as condic¢oes de Lipschitz com respeito a uy, ..., ug.

Assim, Fj é continua e satisfaz uma condi¢ao de Lipschitz em relagao a U = (uy, ..., ux)’. O

Apresentamos a seguir o estudo da dependéncia continua para o PVI com multiplas ordens
(.47, A dependéncia continua quanto aos dados iniciais e aos parametros ainda é garantida
pelos resultados apresentados na Segao [5.4f Agora garantimos os resultados de dependéncia

continua em relagao as multiplas ordens das derivadas.

Teorema 5.7.2. Seja u a solugdo do PVI (5.47) e z a solugdo do sequinte PVI, com d; > «;

DI 2i(t) = itz (t), o zn(0)), (G = 1,2, ., F), (5.52)
z'(0) = z'(1=0,1,..,[q] - 1)(j=1,2,..k))

onde a; > v, 7 =[], e; = a; —aj e

o 0, se n =1,
77 ] max {‘ulgl n<k<n-— 1} caso contrario.
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See; e €5 S0 suficientemente pequenos, entdo existe h > 0 tal que, tanto z como u sao

fungoes definidas em [0, h], o = min{ay, a;} e
supg<i<p|u(t) — z(t)] = O(a@ — a) + O {max [O, max <‘u(()k)’ n<k<ny-— 1)] } . (5.53)

Demonstragao. Segue os passos da demonstragao do Teorema [5.4.7] O

5.8 Conceitos de Estabilidade para Sistemas de Ordem

Fracionaria

A esséncia da nocao de estabilidade é a extensao da ideia de dependéncia continua, a solugao
de uma equagao diferencial fracionaria nao muda muito sobre um intervalo finito se perturbar-
mos os valores iniciais por uma pequena magnitude.

Para intervalos nao limitados a solucao trivial é estavel se uma pequena alteracao no valor
inicial conduzir a uma pequena mudanca na solucao ao longo do sistema. Obviamente, isso
é muito mais forte do que a dependéncia. A estabilidade assintética é ainda mais forte, pois
exige a solucao do problema perturbado nao sé para permanecer perto da solucao original, mas

convirja para o ponto anterior.

Teorema 5.8.1. Considere um sistema de equacgoes diferenciais fraciondrias n-dimensional
D¢ (u(t)) = Au(t) (5.54)

onde A € uma matriz n X n constante arbitrdria.

o ) A solugio u(t) = 0 do sistema € assintoticamente estdvel se, e somente se, todos

autovalores \; com (j = 1,2,...,n) de A satisfaz em |arg();)| > <.

o [I) A solucdo u(t) = 0 do sistema € estdvel se, e somente se, os autovalores satisfize-
am

5o e todos os autovalores com |arg();)| = % tém uma multiplicidade

geométrica que coincide com a sua multiplicidade algébrica (ou seja, os autovalores com

rem |arg(\;)| >

l-duplas raizes do polindmio caracteristico, tém | autovetores linearmente independentes).

Demonstracdao. Primeiramente olhamos para as informagoes sobre a forma precisa de todas as
solugoes da equacao diferencial em consideracao.
Sejam Ay, ...A; os autovalores de A e y ..., yU) seus autovetores correspondentes. Entéo, a
solugao geral da equagao diferencial (5.54]) tem a forma
J

u(t) = ay Eg(At®) (5.55)

=1

com certas constantes ¢; € C. A tnica solugao de (5.55)) sujeita a condigao inicial u(0) = ug é

caracterizada pelo sistema linear
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ug = (u®, ..., u) (e, ..., )T

Para obter ¢; da solugao do problema do valor inicial é preciso fazer ¢ = 0 na solucao geral. O
fato de o sistema linear ter uma solugao tnica segue por causa da independéncia linear acima
mencionada dos autovetores que formam a matriz de coeficientes deste sistema.

Agora, para cada k — duplo autovalor da matriz A, temos k solugoes linearmente da equacao

diferencial linear homogénea (5.54) que pode ser representado na forma

w(t) =1D(), com 1=1,2, ..k,

)

onde o I () sdo vetores n-dimensionais cujos componentes das funcoes I 7 =1,2,...,n,sd0

da forma

V) =3 e prg, (ne®)

A combinacao dessas solugoes para todos os autovalores leva a n solugoes linearmente inde-
pendentes do sistema ([5.54)), isto é, a base do espaco de todas as solugoes deste sistema.
Explicitando as possiveis formas para a solugao de (5.54)), e usando os resultados do Teorema

5.1.2 que analisa o comportamento da funcao de Mittag-LefHler, o resultado fica provado. [

Observacgao 5.8.1. Esses resultados podem ser utilizados para sistemas de equagoes diferen-
ciais fractondrias como os dessa proposta, basta que se trabalhe com a linearizacao destes, ou

seja, que as consideracoes acima, sejam feitas sobre a matriz jacobiana do modelo em estudo.
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