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RESUMO 

 

As placas finas de aço com enrijecedores são componentes estruturais bastante utilizados na indústria 

naval, aeronáutica e também na construção civil, porque apresentam uma combinação de leveza e 

resistência estrutural. As simulações numéricas assumem um importante papel na análise do 

comportamento mecânico dessas estruturas. Este estudo propõem um modelo numérico desenvolvido 

no software ANSYS Mechanical APDL, que é baseado no Método dos Elementos Finitos, para avaliar 

a deflexão de placas de aço com enrijecedores do tipo viga-caixão com formato trapezoidal, também 

conhecidas como hat-stiffened plates. O objetivo desta pesquisa é realizar uma análise numérica deste 

tipo de estrutura ao ser submetida à um carregamento transversal uniformemente distribuído e 

considerando as bordas da placa simplesmente apoiadas, para avaliar o comportamento mecânico em 

termos da deflexão máxima e central. O Design Construtal aliado à técnica de busca exaustiva, são 

utilizados como ferramenta para avaliação geométrica e otimização do problema proposto. O estudo 

tem como base a análise de uma placa de referência (sem enrijecedores), onde parte do volume total 

de material é transformado em enrijecedores através fração volumétrica (𝜙), com um valor fixo de 

0,3, baseado em resultados de estudos anteriores. Essa porcentagem de 0,3 da fração volumétrica vai 

determinar parâmetros como a quantidade, altura e espessura dos enrijecedores, que são graus de 

liberdade do problema, assim como a direção deles na placa (longitudinal ou transversal). O ângulo 

que forma o trapézio do enrijecedor também tem um valor fixo de 120°. Os arranjos geométricos 

com enrijecedores do tipo viga-caixão trapezoidal analisados no presente estudo, mostraram que no 

geral, independente da direção em que os enrijecedores são posicionados na placa, quanto maior a 

altura do enrijecedor e menor sua espessura, menores são as deflexões máxima e central da estrutura. 

Percebe-se também que há uma maior minimização das deflexões máxima e central quando os 

enrijecedores são adicionados na direção transversal da placa, cujos resultados apresentaram uma 

redução de até 79,27% entre o melhor resultado para placa com enrijecedores transversais 

comparados aos enrijecedores longitudinais.  

 

 

 

Palavras-chave: Placas enrijecidas, Deflexão, Enrijecedor tipo viga-caixão, Simulação numérica 

estrutural, Design Construtal. 
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ABSTRACT 

 

Thin steel plates with stiffeners are widely used structural components in the shipbuilding and 

aeronautics industries, as well as in civil construction, because they offer a combination of lightness 

and structural strength. Numerical simulations play an important role in analyzing the mechanical 

behavior of these structures. This study proposes a numerical model developed in the ANSYS 

Mechanical APDL software, which is based on the Finite Element Method, to evaluate the deflection 

of steel plates with trapezoidal-shaped box-beam stiffeners, also known as hat-stiffened plates. The 

aim of this research is to carry out a numerical analysis of this type of structure when subjected to a 

uniformly distributed transverse load and considering the edges of the plate simply supported, in 

order to evaluate the mechanical behavior in terms of maximum and central deflection. Constructal 

Design and the exhaustive search technique are used as a tool for geometric evaluation and 

optimization of the proposed problem. The study is based on the analysis of a reference plate (without 

stiffeners), where part of the total volume of material is transformed into stiffeners by means of a 

volume fraction (ϕ), with a fixed value of 0.3, based on the results of previous studies. This 0.3 

percentage of the volume fraction will determine parameters such as the number, height and 

thickness of the stiffeners, which are degrees of freedom in the problem, as well as their direction on 

the plate (longitudinal or transverse). The angle forming the stiffener trapezoid also has a fixed value 

of 120°. The geometric arrangements with trapezoidal box-beam type stiffeners analyzed in this study 

showed that, in general, regardless of the direction in which the stiffeners are positioned in the plate, 

the greater the height of the stiffener and the smaller its thickness, the smaller the maximum and 

central deflections of the structure. It can also be seen that there is a greater minimization of the 

maximum and central deflections when the stiffeners are added in the transverse direction of the 

plate, the results of which showed a reduction of up to 79.27% between the best result for the plate 

with transverse stiffeners compared to the longitudinal stiffeners.  

 

 

 

Keywords: Stiffened plates, Maximum deflection, Hat-stiffener, Structural numerical simulation, 

Constructal Design. 
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𝑃𝑧  Carga distribuída na direção do eixo z [kN] 

𝑄𝑥  Força de cisalhamento transversal na direção x [kN] 

𝑄𝑦  Força de cisalhamento transversal na direção y [kN] 

𝑞𝑥  Força de cisalhamento transversal por unidade de comprimento em x [kNmm/mm] 

𝑞𝑦  Força de cisalhamento transversal por unidade de comprimento em y [kNmm/mm] 

𝑅 Matriz de rotação 

𝑠 Direção lateral 

𝑡 Espessura da placa de referência [mm] 

𝑡𝑝 Espessura da placa enrijecida [mm] 

𝑡𝑠 Espessura dos enrijecedores [mm] 

𝜏 Tensão de cisalhamento  

𝜏𝑥𝑦 Tensão de cisalhamento no plano ortogonal ao eixo x na direção de y [MPa] 

𝜏𝑦𝑥 Tensão de cisalhamento no plano ortogonal ao eixo y na direção de x [MPa] 

𝑈𝑧 Deflexão no centro da placa [mm] 

𝑈𝑧𝑀á𝑥 Deflexão máxima na placa [mm] 

𝒖   Vetor de deslocamentos nodais 

u  Componente de deslocamentos do eixo x 

v  Componente de deslocamentos do eixo y 

w  Componente de deslocamentos do eixo z 

𝑉𝑟 Volume de material da placa de referência [mm³] 

𝑉𝑠 Volume de material dos enrijecedores [mm³] 

𝑿   Vetor de deformações generalizadas de flexão 

𝑥′ Projeção da lateral do enrijecedor no eixo x [mm] 

𝑦′ Projeção da lateral do enrijecedor no eixo y [mm] 

𝜃𝑥  Rotação no plano xz 

𝜃𝑦  Rotação no plano yz 

𝜎𝑥 Tensão normal na direção do eixo x [MPa] 

𝜎𝑦 Tensão normal na direção do eixo y [MPa] 
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𝜎𝑧 Tensão normal na direção do eixo z [MPa] 

𝝈  Vetor de tensões (𝝈 𝑓  flexão e 𝝈 𝑐 cisalhamento) 

𝛾 Deformação por cisalhamento [mm] 

𝛾𝑥𝑦 Deformação por cisalhamento transversal nas direções x e y [mm] 

𝛾𝑥𝑧 Deformação por cisalhamento transversal nas direções x e z [mm] 

𝛾𝑦𝑥 Deformação por cisalhamento transversal nas direções y e x [mm] 

v  Coeficiente de Poisson 

𝛼   Coeficiente de correção/Coeficientes de distorção transversal 

𝜙   Fração volumétrica 

∅ Rotações adicionais (∅𝑥, ∅𝑦) 

𝛿 Vetor de deslocamento virtual nodal 
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1. INTRODUÇÃO 
 

Segundo Krauthammer e Ventsel (2001), as placas finas são elementos estruturais limitados 

por dois planos paralelos chamados de faces, cuja espessura é considerada pequena em relação às 

demais dimensões características (comprimento e largura). As cargas estáticas ou dinâmicas 

suportadas pelas placas são predominantemente perpendiculares às suas faces. A placa sendo 

originalmente plana, desenvolve forças de cisalhamento, momentos de flexão e torção para resistir 

às cargas transversais (Timoshenko e Gere, 1961). A ação estrutural bidimensional delas resulta em 

estruturas mais leves oferecendo inúmeras vantagens econômicas, além disso, as chapas finas 

combinam leveza e eficiência com alta capacidade de carga. Devido a essas características, as placas 

de aço são componentes estruturais amplamente utilizados em vários campos de engenharia, como 

por exemplo, estruturas navais e offshore, indústria aeronáutica, setor automobilístico e na construção 

civil, como exemplificado na Figura 1.1. 

Os enrijecedores são elementos estruturais normalmente adicionados às placas de aço com a 

função de aumentar a rigidez da estrutura e melhorar o seu comportamento mecânico (Troina et al., 

2018). Por exemplo, quando analisada a estrutura de uma embarcação que é composta em sua maior 

parte por placas enrijecidas, como está exemplificado na Figura 1.2, a distribuição dos enrijecedores 

bem como o seu formato, contribuem para a diminuição dos efeitos provocados pelas cargas internas 

e pressão externa da água, evitando danos à estrutura (Nogueira et al., 2019). 

A análise de placas reforçadas sempre foi motivo de preocupação para os engenheiros 

estruturais devido à dificuldade em quantificar a interação entre os enrijecedores e a placa, ou seja, 

qual é o compartilhamento real de carga entre esses dois componentes estruturais. O método de 

energia de deformação sempre permaneceu como uma estratégia de solução, mas de escopo limitado 

para problemas reais de placas rígidas (Tharian, 2015). A modelagem computacional de estruturas 

constituídas por placas enrijecidas tem se mostrado muito importante ao longo dos anos, 

principalmente com os avanços da tecnologia. A análise dos efeitos provocados pelos diversos 

carregamentos e condições de vinculação, consegue exprimir uma solução quase realista do que está 

acontecendo ou do que poderá ocorrer nessas estruturas. Diversos métodos de análise foram 

desenvolvidos, dentre os quais se destaca o Método dos Elementos Finitos (MEF) que foi adotado no 

desenvolvimento deste estudo, com aplicações em problemas estáticos, dinâmicos e de estabilidade 

lineares e não-lineares (Szilard, 2004). Este trabalho poderá auxiliar futuros projetos principalmente 

no setor naval, costeiro e portuário, bem como contribuir em pesquisas desenvolvidas no meio 

acadêmico relacionadas a este tema. 
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Figura 1.1: Exemplos de aplicação de placas de aço. (https://aeroclubesc.com.br/fuselagem/; 

https://viga.ind.br/produto/construcao_naval_fabrica_montagem_de_navios/;https://www.myfarm.c

om.br/tudo-sobre-silos/;https://gestaodesegurancaprivada.com.br/veiculo-especial-de-transporte-de-

numerarios-bens-e-valores/; https://www.metalmartins.com.br/cobertura-estrutura-metalica-

preco#group1-1; https://issuu.com/prodweb/docs/101361_revista_pontes_de_aco_set2015/17. 

 

 

 

https://issuu.com/prodweb/docs/101361_revista_pontes_de_aco_set2015/17
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Figura 1.2: Seção transversal de um navio. (Fonte: Pinto, 2019) 

 

1.1. Revisão Histórica e Estado da Arte 

 

Muitos estudos que adotam a abordagem numérica para avaliar o comportamento mecânico 

de placas enrijecidas podem ser encontrados na literatura. Timoshenko (1959) propôs uma equação 

diferencial governante de equilíbrio para flexão em placas anisotrópicas submetidas a cargas laterais 

e a expressão para a determinação de rigidez em alguns casos específicos. Já Troitsky (1976) 

desenvolveu um tratado completo referente aos métodos clássicos para análise de placas enrijecidas, 

onde a teoria de placas ortotrópicas foi usada para a análise de placas com vários tipos de 

enrijecedores. Uma revisão crítica de soluções analíticas para flexão e flambagem de placas planas, 

retangulares e ortotrópicas foi apresentada por Bao et al. (1997). Bedair (1997) apresentou a 

aplicação da Programação Sequencial Quadrática para análise de placas enrijecidas sob carregamento 

lateral, cuja energia de deformação da estrutura idealizada é derivada em termos de funções de 

deslocamento dentro e fora do plano. Prusty e Satsangi (2001) realizaram análises estáticas de painéis 

enrijecidos usando um elemento isoparamétrico de oito nós para a placa e um elemento de viga curva 

de três nós para o enrijecedor.  

O MEF tem sido usado na análise de estruturas de placas, principalmente no caso de navios, 

desde o início dos anos 70 (Kawai, 1973), e a extensa aplicação deste método para análise global de 

estruturas prevalece até hoje. Rossowt e Ibrahimkhail (1978) realizaram um estudo utilizando MEF 

com base no método das restrições para investigar as deflexões transversais de placas rígidas com 

enrijecedores concêntricos e excêntricos. A característica distinta do método das restrições em uma 

análise por elementos finitos é a possibilidade de utilização de elementos baseados em polinômios 
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completos de ordem arbitrária (Troina, 2017). A modelagem estrutural e análise do módulo do casco 

de uma embarcação utilizando o MEF foi apresentado por Hughes (1988) para análise linear, onde 

foram empregadas técnicas como aglomerar reforços e abordagem de placa ortotrópica usando 

elemento de reforço separado.  

A maioria dos estudos que abordam placas enrijecidas utilizam enrijecedores retangulares de 

seção aberta, que são os modelos mais tradicionais. Nesta pesquisa, será realizada uma análise de 

placas com enrijecedores do tipo viga-caixão com formato trapezoidal, também chamados de hat-

stiffened plates. Dubas (1976) salienta as vantagens tanto estrutural como econômica da utilização 

de enrijecedores de seção fechada, como é o caso dos hat stiffeners. A Figura 1.3 mostra um exemplo 

de estrutura de placas com enrijecedores do tipo viga-caixão trapezoidal. 

 

Figura 1.3: Placas com enrijecedores do tipo viga-caixão trapezoidal como parte da fuselagem de 

uma aeronave. (Fonte: Li et al., 2022) 

Estudos mais recentes que analisam hat-stiffeners plates, em sua grande maioria abordam 

estruturas de material compósito como por exemplo Kim et al. (2010), que apresentaram um estudo 

sobre a fabricação e avaliação de desempenho de um painel compósito com reforço hat-stiffened, 

usando os processos de co-cura, co-ligação e ligação secundária, avaliando suas precisões 

geométricas e propriedades mecânicas. Li et al. (2019) desenvolveram uma plataforma de testes não 

destrutivos de micro-ondas combinando imagens de varredura de campo próximo e de campo distante 

para avaliar defeitos internos de infusão de resina deficiente em um painel compósito com 

enrijecedores hat-stiffeners. Os resultados demonstraram a eficácia da combinação desses métodos 

de imagem, e também que a técnica de costura de imagem baseada em recursos pode ser adotada 

para obter a imagem em tamanho real da estrutura estudada. Ju et al. (2021) apresentam uma pesquisa 

sobre a qualidade da fabricação de estruturas compósitas reforçadas com hat-stiffeners no processo 
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de co-cura do material de preenchimento dos enrijecedores, apresentando bons resultados 

experimentais e numéricos. 

Alguns estudos de estruturas do tipo hat-stiffened plate com material compósito analisam o 

processo de flambagem. Sun et al. (2020) apresentaram a combinação de resultados de análises 

numéricas e experimental do comportamento à flambagem de um painel compósito com 

enrijecedores hat-stiffeners sob cisalhamento no plano, mostrando que o processo de evolução da 

flambagem e o mecanismo de falha da estrutura podem ser efetivamente determinados por 

investigação numérica e experimental. Kumar et al. (2020) realizaram também uma análise 

experimental e numérica através do método dos elementos finitos no software ABAQUS para avaliar 

o comportamento de flambagem de painéis compósitos reforçados sob carga compressiva nas bordas 

para a determinação do comportamento pré e pós-encurvatura. Murthy et al. (2021) propuseram uma 

análise numérica de painéis compósitos reforçados com enrijecedores hat-stiffeners para condições 

pré e pós-flambagem através de uma abordagem não linear de elementos finitos para investigar o 

comportamento de colapso da estrutura utilizando o software ABAQUS. 

Sun et al. (2021) analisaram dois tipos de redes neurais artificiais para prever o 

comportamento de flambagem por compressão em painéis compósitos com enrijecedores hat-

stiffeners. Foi analisado o comportamento de flambagem da estrutura usando uma combinação de 

simulação de elementos finitos e validação experimental. Dois tipos de redes neurais foram 

selecionados comparativamente para prever a carga de flambagem e o modo de falha de flambagem. 

Wang et al. (2023) realizaram uma análise de flambagem e pós-flambagem de painéis compósitos 

reforçados com hat-stiffeners sob cargas de compressão axial. Através de um método de cálculo 

aprimorado de engenharia e um método de análise numérica baseado no método dos elementos 

finitos, demonstraram que a combinação dos dois métodos tem um alto valor de referência para 

projetos desse tipo de estrutura. Kumar et al. (2024) apresentaram uma revisão sobre a flambagem 

de painéis laminados compósitos sob carga de compressão e cisalhamento, de placas laminadas com 

diferentes tipos de enrijecedores (do tipo I, lâmina, tipo T e hat-stiffened). Os autores listaram 

diferentes métodos de análise, desde estudos analíticos, experimentais, análise de elementos finitos 

e outros métodos computacionais que foram utilizados por pesquisadores para a determinação do 

comportamento de flambagem em painéis enrijecidos. 

A flexão em estruturas de material compósito também foi tema de estudo de Wang et al. 

(2021), que fizeram uma análise de danos na interface de painéis compósitos reforçados com hat-

stiffeners, através do projeto de um modelo de flexão de oito pontos na estrutura. O estudo mostrou 

que o modelo pode ser usado para avaliar o desempenho da interface do painel multirreforçado 

correspondente durante a flambagem por compressão axial por meio de simulação precisa e projeto 
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de parâmetros, sendo útil para o projeto e análises de rigidez da placa e dos reforços. Já Li et al. 

(2022) apresentam uma análise de falhas de painéis compósitos de aeronaves reforçados com hat-

stringer que são similiares aos hat-stiffeners, sob carga de flexão de quatro pontos através de estudos 

experimentais e numéricos, indicando a confiabilidade e aplicabilidade do modelo teórico 

estabelecido e do método numérico para prever a ruptura de estruturas de vigas do tipo hat-stiffened. 

Liu e Guan (2023) avaliaram os efeitos de enchimentos na resistência da interface entre painel 

compósito e enrijecedor hat-stiffened. Para garantir uma capacidade avançada de suporte de carga 

entre o enrijecedor-painel, a inserção de enchimentos pode alterar a resistência de ligação. Uma série 

de testes de flexão de quatro pontos foram conduzidos em amostras de painel com hat-stiffened co-

curados com e sem enchimentos, com diferentes defeitos de descolamento pré-fabricados. Além 

disso, simulações com elementos finitos foram implementadas para prever o processo de falha. Os 

testes mostraram que o uso de enchimentos pode aumentar a rigidez inicial do painel sem defeitos 

pré-fabricados em cerca de 10%, mas fornece influência limitada na carga de falha inicial. 

Filippatos et al. (2024) apresentam um projeto de componentes compósitos de aeronaves 

voltado para a sustentabilidade, onde utilizam um modelo parametrizado de elementos finitos de uma 

placa de material compósito, integrando fibras puras e recicladas. Para avaliar a eficácia do índice de 

sustentabilidade, foram realizados dois testes que incluem uma placa estrutural abstrata com uma 

disposição típica que possui um enrijecedor do tipo viga-caixão trapezoidal, que é representativo para 

a indústria da aviação, cuja estrutura é composta por materiais de fibra de carbono puros e reciclados. 

O objetivo é avaliar o desempenho estrutural do material compósito, bem como o seu impacto global 

na sustentabilidade. 

Pesquisas que abordam a deflexão de placas de aço enrijecidas foram desenvolvidas por 

Yakoob e Hasan (2015) que avaliaram a rigidez de placas cantilever, ou seja, com um lado fixo e o 

outro livre,considerando diferentes tipos de enrijecedores, entre eles enrijecedores em forma de I, T 

e trapezoidal sólido, com o objetivo de analisar a flexão estática da placa. Hosseini e Soltani (2017) 

analisaram a flexão de placas quadradas e retangulares enrijecidas com vigas concêntricas e 

excêntricas usando o método de colocação sem malha, utilizando a teoria de placas de Mindlin e a 

teoria de vigas de Timoshenko. 

Troina et al. (2020) aplicaram o método Design Construtal associado à técnica de busca 

exaustiva para otimizar placas enrijecidas, simplesmente apoiadas, com enrijecedores do tipo I de 

mesma altura nas direções longitudinal e transversal da placa, submetidas à flexão devido a um 

carregamento uniformemente distribuído, visando minimizar a deflexão central nestas estruturas. Os 

autores utilizaram cinco frações volumétricas além dos elementos finitos SHELL93 (bidimensional) 

e SOLID95 (tridimensional). Não houve uma diferença significativa entre os resultados das deflexões 
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centrais da placa para as frações volumétricas dentro do intervalo de 0,3 ≤ 𝜙 ≤ 0,5, tendo como 

melhor desempenho global com 𝜙 = 0,5 a placa P(2,5), ou seja, com dois enrijecedores longitudinais 

e cinco transversais. 

Nogueira et al. (2021) adotaram a mesma metodologia aplicada por Troina et al. (2020), 

focando na minimização das deflexões máximas e centrais em placas enrijecidas variando as alturas 

dos enrijecedores em forma de I nas direções transversal e longitudinal. Diferente de Troina et al. 

(2020), neste estudo foi considerado uma fração volumétrica 𝜙 = 0,3 e o elemento finito SHELL281. 

Os resultados mostraram que o aumento na altura dos enrijecedores transversais é mais relevante do 

que dos longitudinais, gerando uma maior redução das deflexões máxima e central. A placa com 

melhor desempenho foi a geometria P(2,3) (dois enrijecedores longitudinais e três transversais), 

apresentando uma melhoria de 97,98% na deflexão máxima e 98,85% na deflexão central em relação 

à placa de referência. 

Pinto et al. (2021) também utilizando essa metodologia, investigaram a influência dos 

enrijecedores do tipo I orientados a 0° e a 45° na minimização da deflexão máxima e central variando 

a quantidade de enrijecedores transversais e longitudinais (que possuem mesma altura), mas 

mantendo o volume de material constante e, assim como Troina et al. (2020), também adotou cinco 

valores de fração volumétrica, tendo como elemento finito o SHELL281. Para a maioria dos arranjos 

analisados, os enrijecedores orientados a 45° são mais vantajosos para reduzir a deflexão máxima em 

comparação aos enrijecedores orientados a 0°, principalmente nas frações volumétricas 𝜙 iguais a 

0,1; 0,2 e 0,3, onde foi possível minimizar a deflexão máxima em até 60% em alguns arranjos. Para 

frações volumétricas de 0,4 e 0,5, orientar os enrijecedores a 45° só é viável nos casos com grandes 

quantidades de enrijecedores. A geometria ótima que apresentou menor flecha máxima para placas 

com enrijecedores a 45° para 𝜙 = 0,4 foi a placa P(6,5) (seis enrijecedores longitudinais e cinco 

transversais). 

Kucharski et al. (2022) realizaram uma análise geométrica de placas de aço enrijecidas para 

analisar a influência de reforços transversais em forma de I ou T no comportamento mecânico em 

termos da deflexão máxima e da tensão de von Mises; aplicando apenas a fração volumétrica 𝜙 = 0,3 

e empregando também o elemento finito SHELL281. Os resultados mostraram que as placas com 

reforços transversais T são mais eficazes para a redução da tensão de von Mises e deflexão máxima, 

cuja estrutura que apresentou um melhor desempenho quando comparado os enrijecedores I e T (de 

mesma altura em ambas as direções) foi a placa PT(6,2) (seis enrijecedores longitudinais e dois 

transversais), significando uma diminuição em relação à placa PI(6,2) de 63,00% para a tensão de 

von Misses e de 52,90% para a deflexão máxima. 
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Por adotarem a mesma metodologia e o emprego do método Design Construtal na obtenção 

dos resultados, os estudos de Troina et al. (2020), Nogueira et al. (2021), Pinto et al. (2021) e 

Kucharski et al. (2022) serão utilizados como comparação aos resultados obtidos nesta pesquisa 

adotando enrijecedores do tipo viga-caixão com formato trapezoidal. 

Wang et al. (2022) avaliaram um mecanismo de deformação estrutural de uma placa de aço 

com enrijecedores hat-stiffened usada em estruturas marítimas sob carga de impacto, onde o modo 

de deformação na placa enrijecida é determinado pelo projeto e condução de um teste de impacto, e 

as fórmulas analíticas para a resistência instantânea da estrutura são derivadas com base na teoria da 

mecânica plástica. A precisão do método de cálculo analítico é verificada pela comparação com os 

resultados do teste, e a fórmula de cálculo analítico para calcular a resistência estrutural instantânea 

da placa com enrijecedores hat-stiffened proposta no artigo pode avaliar rapidamente a resposta da 

estrutura sob cargas de acidente, o que é de grande importância para o projeto de estruturas marítimas. 

Platypodis e Anyfantis (2022) avaliaram a modelagem de painéis com reforços do tipo I e T 

de navios submetidos a cargas de pressão uniforme, cujo trabalho foi dividido em duas partes. A 

primeira parte envolve a avaliação da resposta estrutural de painéis com reforços em uma única 

direção sob pressão uniforme, com o objetivo de avaliar a eficácia de abordagens alternativas na 

obtenção de campos de tensões secundárias precisos. A segunda parte trata-se do desenvolvimento 

de uma abordagem prescritiva rápida, mas eficaz, que permitirá o dimensionamento dos reforços 

longitudinais considerando o campo de tensões secundário. 

Ainda há poucas pesquisas que abordam a deflexão em placas de aço com enrijecedores hat-

stiffeners. Como citado anteriormente, grande parte considera materiais compósitos e realizam 

estudos de flambagem, ou adotam enrijecedores que tradicionalmente tem a forma de vigas em I e T. 

Nessa área de estudo, Jia e Ulfvarson (2005) analisaram o comportamento estrutural de um deque de 

aço de alta resistência com reforços trapezoidais a partir de dados de uma estrutura real de um navio 

para transporte de veículos.  O estudo apresenta discussões sobre a caracterização estática e dinâmica 

deste tipo de convés onde a rigidez da suspensão e amortecimento dos veículos são incluídos para 

avaliar a resposta dinâmica do sistema veículo-deque. 

Tharian e Nandakumar (2013) realizaram uma análise numérica utilizando o MEF através do 

software ANSYS para quantificar as vantagens estruturais dos enrijecedores trapezoidais (hat 

stiffeners), em relação aos enrijecedores de seção aberta que normalmente são utilizados. Os 

resultados obtidos mostraram que as placas com enrijecedores trapezoidais apresentaram melhor 

eficiência de resistência ao peso em comparação com as placas com enrijecedores de seção aberta, 

se mostrando eficazes no dimensionamento de estruturas mais leves e, portanto, mais econômicas. 
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Aneja et al. (2018) também empregaram o MEF para avaliar a influência que o ângulo e altura 

dos enrijecedores hat stiffeners exercem sobre o aumento de resistência da estrutura da placa. Esse 

estudo mostrou que à medida que o ângulo dos enrijecedores aumenta até 120°, os parâmetros de 

deflexão, tensões principais máximas e as tensões de cisalhamento diminuem, resultando no aumento 

de resistência da placa. Quando avaliado também a influência da altura dos enrijecedores, quanto 

maior a altura, menores são a deflexão, tensões principais máximas e as tensões de cisalhamento.  

Pal et al. (2018) analisaram a deflexão e tensão máxima de placas com enrijecedores do tipo 

viga-caixão trapezoidal, adotando diferentes geometrias para o enrijecedor mas mantendo o volume 

de material constante, além de diferentes tipos de condição de vinculação da placa. A análise dos 25 

casos propostos nos dois tipos de vinculação mostrou que quanto menor o comprimento do 

enrijecedor, maior a deflexão máxima, já com relação à tensão máxima, quanto menor o comprimento 

do enrijecedor, maior a tensão máxima na placa. Como esperado, ocorre uma menor variação dos 

resultados quando considerada a placa com os lados engastados, ao contrário da proposta com lados 

simplesmente apoiados onde a variação dos resultados é significativamente maior. 

Virág e Szirbik (2021) realizaram uma análise modal de placas com reforços trapezoidais 

otimizadas cujo principal objetivo era investigar as frequências naturais e os modos de operação de 

algumas estruturas enrijecidas submetidas à pressão lateral e compressão uniaxial, a fim de identificar 

quaisquer frequências potencialmente perigosas e eliminar possibilidades de falha na estrutura. 

Tharian e Nandakumar (2023) apresentaram o estudo de aplicação de um superelemento para 

análise estrutural de bunkers feitos de placas com enrijecedores hat-stiffened. Os requisitos 

computacionais adotam o método dos elementos finitos, e esse superelemento (que possui 12 nós de 

fronteira) reduz os esforços de modelagem. A formulação e implementação desse superelemento foi 

validada e considerada computacionalmente eficiente sem comprometer a precisão dos resultados. 

 

1.2. Objetivos 

O objetivo geral desta pesquisa é realizar uma análise numérica de placas de aço com 

enrijecedores do tipo viga-caixão com formato trapezoidal também chamadas de hat-stiffened plates, 

submetidas a um carregamento transversal uniformemente distribuído e bordas simplesmente 

apoiadas. Esse estudo pretende avaliar o comportamento mecânico dessas estruturas em termos da 

deflexão máxima e central.  

Os objetivos específicos a serem alcançados no presente estudo são: 

• Realizar a validação e verificação do modelo computacional no software ANSYS, 

empregando o elemento finito bidimensional SHELL281 e considerando estruturas formadas 

por placa e enrijecedores, incluindo o tipo hat-stiffened plates; 
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• Definir as dimensões dos enrijecedores a partir da fração volumétrica 𝜙 (definida pela relação 

entre o volume de material dos enrijecedores e o volume de material total da placa), 

considerando 𝜙 = 0,3 (Nogueira et al. (2021); Kucharski et al. (2022)); 

• Avaliação geométrica e otimização do problema através da aplicação do Design Construtal e 

da técnica de busca exaustiva, a fim de avaliar a influência dos graus de liberdade (quantidade 

de enrijecedores na direção longitudinal da placa (Nls); a quantidade de enrijecedores na 

direção transversal (Nts); a altura (hs) e a espessura (ts) dos enrijecedores) no comportamento 

mecânico em relação à deflexão máxima e central da placa;  

• Comparar os resultados obtidos nesta pesquisa com os de Troina et al. (2020), Nogueira et 

al. (2021), Pinto et al. (2021) e Kucharski et al. (2022) realizados anteriormente, que 

adotaram o método Design Construtal e as mesmas condições de contorno, mas que 

consideram enrijecedores tradicionais de seção aberta em forma de I e/ou T. 
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2. TEORIA DE PLACAS 
 

As placas são elementos estruturais caracterizados por sua pequena espessura em relação ao 

seu comprimento (Yamaguchi, 1999). A ação estrutural bidimensional das placas resulta em 

estruturas mais leves o que, consequentemente, também oferece vantagens econômicas. Exemplos 

típicos de estruturas em engenharia são lajes de piso e fundação, comportas, paredes de contenção 

finas e tabuleiros de pontes. Também são indispensáveis nas indústrias de construção naval e 

aeroespacial, além de compor partes de máquinas e outros dispositivos mecânicos (Szilard, 2004). 

A ação de carga em uma placa é semelhante, até certo ponto, à de vigas ou cabos, dependendo 

da rigidez à flexão das estruturas. A placa, sendo originalmente plana, desenvolve forças de 

cisalhamento, momentos de flexão e torção para resistir às cargas transversais. Como essas cargas 

geralmente são transportadas em ambas as direções e como a rigidez de torção em placas isotrópicas 

é bastante significativa, uma placa é consideravelmente mais rígida do que uma viga de vão e 

espessura comparáveis. Assim, as chapas finas combinam leveza e eficiência com alta capacidade de 

carga, economia e eficácia tecnológica (Ventsel e Krauthammer, 2001). 

Ainda segundo Ventsel e Krauthammer (2001), uma placa resiste a cargas transversais 

exclusivamente por meio da flexão, isso porque, de acordo com Szilard (2004), a presença dos 

momentos de torção (𝑀𝑥𝑦 e 𝑀𝑦𝑥) contribuem para a resistência ao carregamento interno, conforme 

será apresentado adiante. As propriedades de flexão de uma placa dependem muito da relação entre 

a espessura em comparação com as demais dimensões. As placas podem ser classificadas em três 

grupos de acordo com a razão a/t, onde a representa o comprimento e t a espessura da placa. Esses 

grupos são: 

1. O primeiro grupo é representado por placas espessas com relações a/t ≤ 8 ... 10. A análise de 

tais estruturas inclui todos os componentes de tensões, deformações e deslocamentos, como 

para corpos sólidos usando as equações gerais de elasticidade tridimensional. 

2. O segundo grupo refere-se a placas com proporções a/t ≥ 80 ... 100. Essas placas são 

chamadas de membranas e são desprovidas de rigidez à flexão. As membranas suportam as 

cargas laterais por forças axiais de tração N (e forças de cisalhamento) atuando na superfície 

intermediária da placa. Essas forças são chamadas de forças de membrana, elas produzem 

projeção em um eixo vertical e assim equilibram uma carga lateral aplicada à placa-

membrana. 

3. O grupo mais extenso representa um tipo intermediário de placa, chamada de placa fina com 

8 ... 10 ≤ a/t ≤ 80 ... 100. Dependendo do valor da relação w/t (relação entre a deflexão máxima 

da placa e sua espessura), a parte das forças de flexão e membrana aqui pode ser diferente. 

Portanto, esse grupo, por sua vez, também pode ser subdivido em duas classes distintas: 



28 

a. Placas rígidas: uma placa pode ser classificada rígida se w/t ≤ 0,2.  Elas carregam 

cargas bidimensionais, principalmente momentos internos de flexão e torção e por 

forças de cisalhamento transversais. As deformações do plano médio e as forças de 

membrana são desprezíveis. Uma característica fundamental das placas rígidas é que 

as equações de equilíbrio estático para um elemento de placa podem ser estabelecidas 

para uma configuração original (não deformada) da placa. 

b. Placas flexíveis: se as deflexões da placa estiverem além de um certo nível, w/t ≥ 0,3, 

então as deflexões laterais serão acompanhadas pelo alongamento da superfície 

intermediária. Essas placas representam uma combinação de placas e membranas 

rígidas e suportam cargas externas pela ação combinada de momentos internos, forças 

de cisalhamento e forças (axiais) de membrana. Por causa da relação peso-carga 

favorável, essas placas são amplamente utilizadas pela indústria aeroespacial. Quando 

a magnitude da deflexão máxima é consideravelmente maior que a espessura da placa, 

a ação da membrana predomina. Assim, se w/t > 5, a tensão de flexão pode ser 

desprezada em comparação com a tensão da membrana. Consequentemente, o 

mecanismo de suporte de carga dessas placas torna-se do tipo membrana, ou seja, a 

tensão é distribuída uniformemente ao longo da espessura da placa. 

 

Para Szilard (2004), as teorias de placas podem ser agrupadas de acordo com as relações 

tensão-deformação. As teorias de placas linear-elásticas são baseadas na suposição de uma relação 

tensão-deformação de acordo com a lei de Hooke, enquanto a elasticidade não linear, a plasticidade 

e a viscoelasticidade consideram relações tensão-deformação mais complexas. Com exceção da 

viscoelasticidade que trata apenas de condições dinâmicas, todas essas teorias podem ser 

subdivididas em estática ou dinâmica de placas, dependendo da natureza das cargas externas. 

O estudo de placas baseia-se na teoria de Kirchhoff também conhecida como teoria clássica, 

e na teoria de Reissner-Mindlin. Essas teorias se diferem basicamente na idealização do esforço 

cortante, onde Kirchhoff despreza esse efeito, enquanto Mindlin o considera através da distribuição 

uniforme ao longo da estrutura. Isso faz com que a teoria de Reissner-Kirchhoff fique limitada ao 

estudo de placas finas, já a teoria de Reissner-Mindlin pode ser aplicada a placas de qualquer 

espessura (Oñate, 2013). A partir disso e considerando que o elemento finito adotado nesta pesquisa 

é baseado na teoria de Mindlin, a seguir são apresentadas as principais características da teoria de 

Reissner-Mindlin. A caracterização da teoria de Kirchhoff é apresentada no APÊNDICE A. 
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2.1. Teoria de Reissner-Mindlin para Placas Finas 

Oñate (2013) apresenta que a teoria de Reissner-Mindlin está fundamentada em quatro 

hipóteses simplificadoras: 

1. Os pontos contidos no plano médio se deslocam apenas na direção vertical, portanto os 

deslocamentos horizontais (u, v) são iguais a zero; 

2. Todos os pontos localizados numa reta normal ao plano médio têm o mesmo 

deslocamento vertical; 

3. A tensão normal na direção z (𝜎𝑧) é desprezível; 

4. Retas normais ao plano médio da placa indeformada permanecem retas, mas não 

necessariamente normais ao plano médio, após a deformação da placa. 

 

2.1.1. Campo de Deslocamentos 

A Figura 2.1 apresenta uma rotação adicional (∅𝑥) do plano onde o ponto A está contido. Isto 

faz com que este ponto não mais permaneça a uma distância constante do plano médio no estado 

deformado da placa. De acordo com Oñate (2013), as normais à placa se distorcem durante a 

deformação, permitindo assim efeitos de deformação por cisalhamento transversal, sendo esta 

distorção mais importante quanto maior for a espessura da placa. Desta forma, os giros 𝜃𝑥 e 𝜃𝑦 devem 

ser interpretados como valores médios da deformada real da normal. 

 

Figura 2.1: Representação do deslocamento de um ponto A no plano xz, segundo as hipóteses de 

Reissner-Mindlin. (Fonte: Saliba, 2007) 
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A partir da observação da Figura 2.1 o campo de deslocamento do ponto A é dado por: 

 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑧 𝜃𝑥(𝑥, 𝑦) (2.1a) 

 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑧 𝜃𝑦(𝑥, 𝑦) (2.1b) 

 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑤(𝑥, 𝑦) (2.1c) 

Tanto na teoria de Kirchhoff quanto para a teoria de Reissner-Mindlin, as equações que 

representam o deslocamento de um ponto qualquer contido na placa são idênticas. Sendo assim, de 

maneira análoga, o vetor de deslocamentos de um ponto pertencente ao plano médio é dado por: 

 𝒖 = {

𝑤
𝜃𝑥
𝜃𝑦
} (2.2) 

No entanto, como a hipótese “4” não impõem ortogonalidade da normal, o cálculo das 

rotações 𝜃𝑥 e 𝜃𝑦 se difere entre as teorias. Conforme apresenta o detalhe da Figura 2.1, as rotações 

para a teoria de Reissner-Mindlin são: 

 𝜃𝑥 =
𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ ∅𝑥 (2.3a) 

 𝜃𝑦 =
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ ∅𝑦 (2.3b) 

Segundo Oñate (2013), as Eqs. (2.3) mostram que os giros da normal 𝜃𝑥 e 𝜃𝑦 não podem ser 

obtidos unicamente em função da rotação do plano médio, como ocorre na teoria de Kirchhoff 

(ANEXO A). Pode-se então considerar estes giros como variáveis independentes, sendo essa a 

diferença substancial entre as teorias. 

 

2.1.2. Relação Deformação-Deslocamento 

Baseado na teoria da elasticidade clássica para pequenos deslocamentos e deformações, Oñate 

(2013) apresenta que o campo de deformações é dado por: 

𝜀𝑥 = −𝑧
𝜕𝜃𝑥
𝜕𝑥
   (2.4a) 

𝜀𝑦 = −𝑧
𝜕𝜃𝑦

𝜕𝑦
 (2.4b) 

𝜀𝑧 = 0 (2.4c) 

𝛾𝑥𝑦 = −𝑧 (
𝜕𝜃𝑥
𝜕𝑦

+
𝜕𝜃𝑦

𝜕𝑥
)  (2.4d) 

𝛾𝑥𝑧 = −𝜃𝑥 +
𝜕𝑤

𝜕𝑥
= −∅𝑥 (2.4e) 
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𝛾𝑦𝑧 = −𝜃𝑦 +
𝜕𝑤

𝜕𝑦
= −∅𝑦 (2.4f) 

Há o surgimento de deformações transversais que, conforme apresentado nas Eqs. (2.4), são 

independentes da coordenada z, e são iguais a estas rotações (em módulo), isso ocorre devido às 

rotações adicionais. 

O vetor de deformação contendo as componentes não nulas é, portanto: 

 𝜺 =

{
 
 

 
 
𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝛾𝑥𝑦
𝛾𝑥𝑧
𝛾𝑦𝑧}
 
 

 
 

=

{
 
 

 
 

−𝑧𝜃𝑥,𝑥
−𝑧𝜃𝑦,𝑦

−𝑧(𝜃𝑥,𝑦+𝜃𝑦,𝑥)

𝑤,𝑥 − 𝜃𝑥
𝑤,𝑦 − 𝜃𝑦 }

 
 

 
 

= {
𝜺 𝑓
𝜺 𝑐
} (2.5) 

onde 𝜺 𝑓 é o vetor de deformações de deflexão e 𝜺 𝑐 é o vetor de deformações de cisalhamento 

transversal. 

É importante ressaltar que, ao zerar as deformações transversais de cisalhamento, obtém-se 

𝜃𝑥 =
𝜕𝑤

𝜕𝑥
 e 𝜃𝑦 =

𝜕𝑤

𝜕𝑦
, recuperando-se a condição de ortogonalidade da teoria de Kirchhoff. 

 

2.1.3. Relação Tensão-Deformação 

A partir da Eq. (A.16), que relaciona tensões e deformações, e da hipótese “3”, que impõem 

a condição σz ≅ 0, obtém-se o seguinte vetor de tensões não-nulas: 

 𝝈 =

{
 
 

 
 
𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜏𝑥𝑦
𝜏𝑥𝑧
𝜏𝑦𝑧}

 
 

 
 

=

{
 
 

 
 
𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝛾𝑥𝑦
𝛾𝑥𝑧
𝛾𝑦𝑧}
 
 

 
 

= {
𝝈 𝑓
𝝈 𝑐
} (2.6) 

onde 𝝈 𝑓 é o vetor de tensões devido à flexão e 𝝈 𝑐 é o vetor de tensões de cisalhamento. 

Devido à existência das deformações de cisalhamento transversal, torna-se necessário que a 

matriz constitutiva (𝑫), apresentada na Eq. (A.18), seja modificada para a teoria de Reissner-Mindlin. 

Logo, têm-se: 

 𝑫 =
𝐸𝑥

1 − 𝑣𝑦𝑥𝑣𝑥𝑦

[
 
 
 
 
 
 

𝐸𝑥
1−𝑣𝑦𝑥𝑣𝑥𝑦

𝑣𝑥𝑦𝐸𝑥

1−𝑣𝑦𝑥𝑣𝑥𝑦

𝑣𝑦𝑥𝐸𝑥

1−𝑣𝑦𝑥𝑣𝑥𝑦

𝐸𝑦

1−𝑣𝑦𝑥𝑣𝑥𝑦

0    0      0
0    0      0

0 0
0 0
0 0

𝐺𝑥𝑦 0 0

0 𝐺𝑥𝑧 0
0 0 𝐺𝑦𝑧]

 
 
 
 
 
 

= [
𝑫 𝑓 0

0 𝑫 𝑐
] (2.7) 

onde 𝑫 𝑓 é a matriz constitutiva de flexão (semelhante à Eq. (A.18)) e 𝑫 𝑐 é a matriz constitutiva de 

cisalhamento. 
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As deformações de cortante são independentes da coordenada z. Da mesma forma que as 

deformações, as tensões tangenciais transversais também independem de z, conforme visto 

anteriormente. Isto caracteriza uma distribuição de tensões constante ao longo da espessura, como 

ilustra a Figura 2.2a, mas de acordo com a teoria da elasticidade, a distribuição exata das tensões 

tangenciais transversais não é constante ao longo da espessura, ela tem forma parabólica com valores 

nulos nas extremidades superior e inferior da placa, como representado na Figura 2.2b. 

 

Figura 2.2: Distribuição de tensões de cisalhamento: (a) constante; (b) conforme a teoria da 

elasticidade. (Fonte: Adaptado de Oñate, 2013) 

Para contornar o problema da divergência entre as distribuições de tensões apresentadas nas 

Figuras 2.2a e 2.2b, utilizam-se fatores de correção dos módulos de elasticidade transversal com o 

objetivo de igualar o trabalho de deformação realizado entre as soluções aproximada (obtida pela 

Teoria de Reissner-Mindlin) e exata (obtida pela Teoria da Elasticidade). Portanto, faz-se uma 

modificação na matriz constitutiva de esforço cortante, que passa a ter a forma: 

 𝑫 𝑐 = [
𝛼11𝐺𝑥𝑧 0
0 𝛼22𝐺𝑦𝑧

] (2.8) 

onde 𝛼𝑖𝑗 são os coeficientes de correção, também conhecidos por coeficientes de distorção 

transversal. 

Em uma seção retangular constante, que é o caso mais comum em placas, adotam-se os 

seguintes valores: 𝛼11 = 𝛼22 = 
5

6
 ou 𝛼 =

10(1+𝑣)

12+11𝑣
 , conforme Dym e Shames (1973). 

 

2.1.4. Esforços Internos 

O vetor de esforços internos é obtido a partir da integração das tensões ao longo da espessura 

de uma placa de comprimento unitário (ver Figura A.5b). Sabendo-se que as tensões de flexão variam 

linearmente com a espessura e que as tensões de cisalhamento permanecem constantes, tem-se: 
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 𝑴 =

{
 
 

 
 
𝑀𝑥
𝑀𝑦
𝑀𝑥𝑦
𝑄𝑦𝑧
𝑄𝑥𝑧}

 
 

 
 

= ∫

{
 
 

 
 
𝑧 𝜎𝑥
𝑧 𝜎𝑦
𝑧 𝜏𝑥𝑦
𝜏𝑥𝑧
𝜏𝑦𝑧 }

 
 

 
 

𝑑𝑧
+𝑡 2⁄

−𝑡 2⁄

= ∫ {
𝝈 𝑓
𝝈 𝑐
} 𝑑𝑧

+𝑡 2⁄

−𝑡 2⁄

  

 𝑴 = ∫ {
 𝑧2𝑫 𝑓𝜺̂ 𝑓
𝑫 𝑐𝜺̂ 𝑐

}𝑑𝑧 = {
 
𝑡3

12
 𝑫 𝑓𝜺̂ 𝑓

𝑡 𝑫 𝑐𝜺̂ 𝑐
}

+𝑡 2⁄

−𝑡 2⁄

= {
 𝑫̂ 𝑓𝜺̂ 𝑓

𝑫̂ 𝑐𝜺̂ 𝑐
} = {

𝑴 𝑓

𝑴 𝑐
} (2.9) 

sendo, 

 𝜺̂ 𝑓 =

{
 
 

 
 −

𝜕𝜃𝑥
𝜕𝑥

−
𝜕𝜃𝑦

𝜕𝑦

−(
𝜕𝜃𝑥
𝜕𝑦
+
𝜕𝜃𝑦

𝜕𝑥
)}
 
 

 
 

 (2.10) 

 𝜺̂ 𝑐 = {

𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝜃𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑦
−𝜃𝑦

} (2.11) 

onde 𝑴é o vetor de esforços internos por unidade de comprimento, 𝜺̂ 𝑓 é o vetor de deformações 

generalizadas de flexão, 𝜺̂ 𝑐 é o vetor de deformações generalizadas de cisalhamento,  𝑫̂ 𝑓 é a matriz 

constitutiva generalizada de flexão e 𝑫̂ 𝑐 é a matriz constitutiva generalizada de cisalhamento. 

É possível escrever a Eq. (2.9) através do seguinte produto matricial: 

 𝑴 = [
 𝑫̂ 𝑓 0

0 𝑫̂ 𝑐
] {
 𝜺̂ 𝑓
𝜺̂ 𝑐
} =  𝑫̂ 𝜺̂ (2.12) 

onde 𝑫̂ é a matriz constitutiva generalizada e 𝜺̂ é o vetor de deformações generalizadas. 

A Figura 2.3 apresenta a convenção de sinais adotada, seguindo o mesmo critério da regra da 

mão direita. 

 

Figura 2.3: Convenção de sinais adotadas para a Teoria de Reissner-Mindlin. (Fonte: Adaptado de 

Oñate, 2013) 
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2.2. Placas com enrijecedores 

De acordo com Szilard (2004), se as propriedades estruturais da placa diferem em duas 

direções perpendiculares entre si, a placa é descrita como ortogonalmente anisotrópica ou ortotrópica. 

Essa anisotropia estrutural pode ser introduzida por nervuras, ondulações ou reforços de viga (Figura 

2.4), por exemplo. Estruturas de placas ortotrópicas são muito comuns na engenharia, principalmente 

nas indústrias navais e aeroespaciais onde o uso de placas reforçadas é indispensável. O modelo de 

placa ortotrópica tem como ideia básica converter uma placa enrijecida em uma placa ortotrópica 

equivalente de espessura única, sem a presença de enrijecedores.  

 

Figura 2.4: Placa enrijecida num sistema laje-viga. (Fonte: Adaptado de Szilard, 2004) 

Embora o comportamento estrutural real de placas enrijecedidas não possa ser completamente 

substituído pelo de placas ortotrópicas, estudos experimentais indicam boa concordância de 

resultados em casos onde os reforços são relativamente pequenos, estão próximos e uniformemente 

espaçados (Szilard, 2004). A Eq. (2.13) apresenta o campo de deformações:  

𝜀𝑥 =
𝜎𝑥
𝐸𝑥
− 𝑣𝑦

𝜎𝑦

𝐸𝑦
, 𝜀𝑦 =

𝜎𝑦

𝐸𝑦
− 𝑣𝑥

𝜎𝑥
𝐸𝑥
, 𝛾 =

𝜏

𝐺𝑥𝑦
 (2.13) 

onde o módulo de cisalhamento 𝐺𝑥𝑦 do material ortotrópico pode ser expresso em termos de 𝐸𝑥 e 𝐸𝑦: 

𝐺𝑥𝑦 ≈
√𝐸𝑥𝐸𝑦

2(1 + √𝑣𝑥𝑣𝑦)
≈

𝐸

2(1 + √𝑣𝑥𝑣𝑦)
 (2.14) 

Resolvendo as Eqs. (2.13) em função de 𝜎𝑥, 𝜎𝑦 e 𝜏, que representam a relação tensão-

deformação para a condição de placas ortotrópicas tem-se: 
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𝜎𝑥 =
𝐸𝑥

1 − 𝑣𝑥𝑣𝑦
(𝜀𝑥 + 𝑣𝑦𝜀𝑦)   (2.15a) 

𝜎𝑦 =
𝐸𝑦

1 − 𝑣𝑥𝑣𝑦
(𝜀𝑦 + 𝑣𝑥𝜀𝑥)  (2.15b) 

𝜏 = 𝐺𝑥𝑦𝛾 (2.15c) 

Expressando as Eqs. (2.15) em termos da deflexão transversal w é possível obter as equações 

que representam os momentos: 

𝑚𝑥 = −𝐷𝑥 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝑣𝑦

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) (2.16a) 

𝑚𝑦 = −𝐷𝑦 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+ 𝑣𝑥

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
) (2.16b) 

𝑚𝑥𝑦 = −2𝐷𝑡
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
 (2.16c) 

onde, 

𝐷𝑥 =
𝐸𝑥𝑡

3

12(1 − 𝑣𝑥𝑣𝑦)
 ,     𝐷𝑦 =

𝐸𝑦𝑡
3

12(1 − 𝑣𝑥𝑣𝑦)
    (2.17) 

que representam a rigidez à flexão da placa ortotrópica, enquanto a rigidez à torção 𝐷𝑡 é dada por: 

2𝐷𝑡 = (1 −√𝑣𝑥𝑣𝑦)√𝐷𝑥𝐷𝑦 = (1 − 𝑣𝑥𝑦)𝐷𝑥𝑦 (2.18) 

𝐷𝑡 = 𝐺𝑥𝑦
𝑡3

12
 (2.19) 

A Eq. (2.19) representa a rigidez torcional para uma placa ortotrópica de espessura uniforme. 

A substituição das Eqs. (2.16a), (2.16b) e (2.16c) na equação de equilíbrio de um elemento 

de placa produz a equação diferencial governante de placas ortotrópicas: 

𝐷𝑥
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
+ 2𝐵

𝜕4𝑤

𝜕𝑥4𝜕𝑦4
+ 𝐷𝑦

𝜕4𝑤

𝜕𝑦4
= 𝑝𝑧(𝑥, 𝑦) (2.20) 

onde, 

𝐵 =
1

2
(𝑣𝑦𝐷𝑥 + 𝑣𝑥𝐷𝑦 + 4𝐷𝑡) (2.21) 

sendo B a rigidez torcional efetiva. 

 

 

 

 



36 

3. MODELAGEM COMPUTACIONAL 

3.1. MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS 

O MEF, originalmente introduzido por Turner et al. (1956), é uma técnica computacional 

poderosa para soluções aproximadas à uma variedade de problemas de engenharia com domínios 

complexos sujeitos a condições gerais de contorno. Este método tornou-se um passo essencial no 

projeto de modelagem de um fenômeno físico porque envolve diversas variáveis de campo que 

variam ponto a ponto, possuindo assim um infinito número de soluções no domínio (Madenci e 

Guven, 2006). 

Alguns autores como Desai e Abel (1971), Zienkiewicz (1971), Gallagher (1975), Bathe e 

Wilson (1976), Cook (1981) e Bathe (1996) apresentaram o desenvolvimento e aplicação do MEF, 

cujos resultados influenciaram o estado atual desse método de análise numérica. 

De acordo com Przemieniecki (2009), o MEF para análise e projeto de estruturas e 

componentes mecânicos baseia-se no conceito de substituir a estrutura contínua real por um modelo 

matemático composto por elementos de tamanho finito (referidos como elementos finitos) com 

características elásticas e propriedades de inércia que podem ser expressas em forma de matriz. 

Quando o tamanho dos elementos diminui, o comportamento deformacional do modelo matemático 

converge para o da estrutura contínua. As matrizes que representam essas propriedades são 

consideradas como blocos de construção que, quando reunidos de acordo com um conjunto de regras 

derivadas da teoria da elasticidade, fornecem as propriedades estáticas e dinâmicas do sistema real. 

Além disso, o MEF baseia-se no conceito de que se pode substituir qualquer contínuo por um 

conjunto de elementos de forma simples com relações força-deslocamento e materiais bem definidos. 

Embora não seja possível derivar uma solução de forma fechada para o contínuo, pode-se derivar 

uma solução aproximada para o conjunto de elementos que o substitui (Ventsel e Krauthammer, 

2001). 

Segundo Szilard (2004), o MEF tornou-se a técnica numérica mais dominante em quase todos 

os campos da engenharia e da ciência aplicada, devido aos seguintes fatores: 

• O método evoluiu como uma extensão da análise de deslocamentos de matriz estabelecida 

anteriormente para estruturas em pórtico, na qual a estrutura é representada como um conjunto 

de elementos barra e viga. Os mesmos conceitos e operações matriciais são usados no MEF, 

mas em vez de elementos de viga, são empregados pedaços discretos de contínuos para 

representar o sistema estrutural do tipo superfície; 

• O MEF usado na computação representa de perto o contínuo real e, portanto, é fácil de 

visualizar. O mesmo pode ser dito para as condições de suporte e carga. Essa simplicidade 

essencial na modelagem contribui muito para a sua popularidade; 
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• A disponibilidade geral e o poder muito maior dos computadores pessoais facilitaram o uso 

de métodos numéricos na análise cotidiana da engenharia; 

• Uma vez que um programa de computador geral para análise de deslocamentos de estruturas 

é escrito, ele pode ser facilmente modificado para resolver diversos problemas em mecânica 

do contínuo, isto porque as operações matriciais básicas permanecem as mesmas. Além disso, 

a lógica simples do MEF o torna ideal para programação estruturada. Consequentemente, 

vários programas baseados no MEF estão disponíveis comercialmente; 

• O MEF é versátil e flexível, ou seja, o contínuo pode ter forma, suportes e condições de 

carregamento arbitrárias. Mesmo em um caso tão complexo, o MEF oferece uma solução 

realista. As aplicações comuns incluem problemas estáticos, dinâmicos e de estabilidade 

lineares e não-lineares nas áreas de engenharia estrutural, mecânica, naval, de mineração e 

aeroespacial, entre outras. 

O MEF abordado aqui pertence à família do Método dos Deslocamentos ou Método da 

Rigidez onde os deslocamentos são escolhidos como incógnitas. Todos os membros dessa família se 

caracterizam por ter como equação fundamental a equação de equilíbrio cujas incógnitas são 

deslocamentos generalizados, representados por grandezas cinemáticas tais como, deslocamentos 

lineares, rotações, etc. (Vaz, 2011). 

 

3.1.1. Método dos Deslocamentos por Análise Matricial 

A análise de estruturas pelo método dos deslocamentos utiliza três equações básicas, 

nomeadas equações de compatibilidade, de equilíbrio e constitutivas, também chamadas de relação 

tensão-deformação. Este método caracteriza-se por usar a equação de equilíbrio como equação 

fundamental, ou seja, onde são obtidas as incógnitas primárias do problema, a partir das quais todas 

as outras respostas serão obtidas. As incógnitas primárias são os deslocamentos por meio dos quais 

é possível obter deformações, tensões, resultantes de tensões, etc (Vaz, 2011). 

De acordo com Azevedo (2003), Rao (2004), Zienkiewicz et al. (2005) e Vaz (2011), a análise 

matricial de estruturas reticuladas sistematizou as operações matemáticas da análise de estruturas 

fazendo uso da álgebra matricial que opera com vetores e matrizes. Toda a sistematização se baseia 

na ideia de sistema local e sistema global de coordenadas. A partir das contribuições das matrizes de 

rigidez e dos vetores de forças nodais de elemento no sistema global, pode-se montar a matriz de 

rigidez bem como o vetor de forças nodais da estrutura. Os deslocamentos nodais também são 

definidos nos sistemas local e global. Uma equação de equilíbrio da estrutura no sistema global 
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fornece os deslocamentos nodais. Uma vez obtidos os deslocamentos nodais da estrutura, as forças 

atuantes nas extremidades dos elementos podem ser determinadas. 

O sistema local de coordenadas é definido quando se escolhe os nós inicial e final do 

elemento. Na Figura 3.1, os nós 1 e 2 são, respectivamente, o nó inicial e o nó final do elemento ou 

barra. O eixo x fica então definido na direção da barra e com sentido positivo de 1 para 2. O eixo y é 

perpendicular a x, com o vetor no sentido fazendo 90° a partir de x no sentido anti-horário. O sistema 

global de coordenadas dado pelos eixos X e Y é definido usualmente da seguinte forma: X tem direção 

horizontal e sentido positivo da esquerda para direita, e Y tem direção vertical e sentido positivo de 

baixo para cima. O sistema global não é obrigatoriamente o definido anteriormente, podendo ser 

escolhido outro que seja mais conveniente. 

 

 

Figura 3.1: Graus de liberdade no sistema de coordenadas global e sistema de coordenadas local. 

(Fonte: Vaz, 2011) 

A Figura 3.1 indica os sentidos positivos dos quatro componentes do vetor deslocamento dl, 

no sistema local, e dg, no sistema global. O ângulo α define a rotação do eixo da barra em relação ao 

sistema global. Associados aos vetores de deslocamentos, são criados também os vetores de forças 

nodais fl, no sistema local, e fg, no sistema global. 

Os vetores deslocamentos de elemento no sistema local dl e global dg podem ser relacionados 

pela matriz de rotação R, como indicado a seguir: 

 𝑑𝑙 = 𝑅 𝑑𝑔 (3.1) 
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Como o trabalho é um escalar que independe do sistema de coordenadas, ele deve ser o 

mesmo nos sistemas local e global, portanto: 

 𝑊𝑙 = 𝑊𝑔 (3.2) 

 𝑑𝑔
𝑡  𝑓𝑔 = 𝑑𝑙

𝑡  𝑓𝑙 (3.3) 

Substituindo a Eq. (3.1) na Eq. (3.3), obtém-se: 

 𝑑𝑔
𝑡  𝑓𝑔 = (𝑅 𝑑𝑔)

𝑡𝑓𝑙  = 𝑑𝑙
𝑡  𝑅𝑡 𝑓𝑙 (3.4) 

 𝑓𝑔 = 𝑅
𝑡 𝑓𝑙 (3.5) 

 As Eqs. (3.1) e (3.5) formam o princípio da contragradiência que pode ser enunciado como: 

“Se uma matriz transforma deslocamentos globais em locais, sua transposta transforma forças locais 

em globais.” 

A matriz de rigidez de um elemento de treliça plana por exemplo, no sistema local para o 

elemento m, 𝑲𝑙𝑚 é dada por:  

𝑲𝑙𝑚 =
𝐸𝑚 𝐴𝑚
𝐿𝑚

 [

   1 0
   0 0

−1 0 
   0 0 

−1 0
   0 0

   1 0 
   0 0 

] (3.6) 

onde 𝐸𝑚 é o módulo de elasticidade do material, 𝐴𝑚 a área da seção transversal e 𝐿𝑚 o comprimento 

da barra m. A Eq. (3.6) é obtida da definição dos coeficientes de rigidez 𝑲𝑙𝑚(𝑖𝑗), que representa a 

força na direção do deslocamento local i para um deslocamento unitário aplicado na direção do 

deslocamento local j, mantendo os outros deslocamentos locais nulos. 

A equação de equilíbrio da barra que relaciona deslocamentos, forças e a matriz de rigidez no 

sistema local de coordenadas é dada por: 

𝑲𝑙𝑚  𝑑𝑙𝑚 = 𝑓𝑙𝑚 (3.7) 

A matriz de rigidez do elemento m no sistema global de coordenadas 𝐾𝑔𝑚  pode ser obtida 

como apresentado a seguir. Substituindo-se a Eq. (3.1) na Eq. (3.7), obtém-se: 

𝑲𝑙𝑚  𝑅𝑚 𝑑𝑔𝑚 = 𝑓𝑙𝑚 (3.8) 

Pré-multiplicando-se ambos os lados da Eq. (3.8) por 𝑅𝑚
𝑡 , chega-se a: 

𝑅𝑚
𝑡  𝑲𝑙𝑚  𝑅𝑚 𝑑𝑔𝑚 = 𝑅𝑚

𝑡  𝑓𝑙𝑚 (3.9) 
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Usando a Eq. (3.5), obtém-se: 

𝑲𝑔𝑚  𝑑𝑔𝑚 = 𝑓𝑔𝑚 (3.10) 

onde, 

𝑲𝑔𝑚 = 𝑅𝑚
𝑡  𝐾𝑙𝑚  𝑅𝑚 (3.11) 

A partir da matriz de rigidez e das forças nodais de cada elemento k no sistema global é feita 

então a montagem da matriz de rigidez K e das forças nodais f globais da estrutura em função da 

conexão entre os elementos, obtendo-se a Eq. (3.12) que representa o equilíbrio global da estrutura, 

dada por: 

𝑲.𝑑 = 𝑓 (3.12) 

sendo d os deslocamentos da estrutura no sistema global de coordenadas.  

 A matriz de rigidez do sistema é obtida através das relações deformação-deslocamento e 

tensão-deformação da estrutura, a partir da discretização do modelo e das propriedades do material 

(Troina et al., 2020). 

 

3.1.2. Formulação de Elementos Finitos pela Teoria de Reissner-Mindlin 

As formulações para a análise de elementos finitos através da teoria de Reissner-mindlin 

que será apresentada a seguir é retratada por Oñate (2013). 

3.1.2.1. Discretização do Campo de Deslocamentos 

O plano médio da placa é discretizado em uma malha de n elementos de nós. Por exemplo, a 

Figura 3.2 ilustra uma discretização com elementos finitos bidimensionais e retangulares, com quatro 

nós.  

 

 

Figura 3.2: Discretização de uma placa usando elementos finitos retangulares com 4 nós. (Fonte: 

Oñate, 2013) 
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A deflexão e as duas rotações são variáveis independentes e o campo de deslocamento é 

interpolado na forma padrão, ou seja: 

 𝒖 = {

𝑤
𝜃𝑥
𝜃𝑦
} =∑{

𝑃𝑖𝑤𝑖
𝑃𝑖𝜃𝑥𝑖
𝑃𝑖𝜃𝑦𝑖

}

𝑛

𝑖=1

= [

𝑃′1 0   0 ⋮
0 𝑃′1   0 ⋮
0 0 𝑃′1 ⋮

⋯

⋮ 𝑃′𝑛 0    0
⋮ 0 𝑃′𝑛 0

⋮ 0  0   𝑃′𝑛

]

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝑤1
𝜃𝑥1
𝜃𝑦1
⋯
⋮
⋯
𝑤𝑛
𝜃𝑥𝑛
𝜃𝑦𝑛}

 
 
 
 

 
 
 
 

  

 𝒖 = [𝑃′1, 𝑃′2, … , 𝑃′𝑛] {
𝑎1
(𝑒)

⋮

𝑎𝑛
(𝑒)
} = 𝑃′𝑎(𝑒)  (3.13) 

 onde, 

 𝑃′ = [𝑃′1, 𝑃′2, … , 𝑃′𝑛]    ,    𝑎
(𝑒) =

{
 
 

 
 𝑎1

(𝑒)

𝑎2
(𝑒)

⋮

𝑎𝑛
(𝑒)
}
 
 

 
 

 (3.14a) 

 𝑃′ = [

𝑃′𝑖 0 0

0 𝑃′𝑖 0

0 0 𝑃′𝑖

]    ,    𝑎𝑖
(𝑒) = {

𝑤𝑖
𝜃𝑥𝑖
𝜃𝑦𝑖
} (3.14b) 

são a matriz da função de forma (P’) e o vetor de deslocamento (𝑎𝑖
(𝑒)

) para o elemento e um nó i, 

respectivamente. 

3.1.2.2. Discretização das Deformações Generalizadas e Campos de Tensões Resultantes 

As deformações generalizadas são expressas em termos de deslocamentos nodais usando as 

Eqs. (2.10), (2.11) e (3.13): 

 𝜺̂ = {
𝜺̂ 𝑓
⋯
𝜺̂ 𝑐

} =

{
 
 
 
 

 
 
 
 

𝜕𝜃𝑥
𝜕𝑥
𝜕𝜃𝑦

𝜕𝑦

(
𝜕𝜃𝑥
𝜕𝑦
+
𝜕𝜃𝑦

𝜕𝑥
)

⋯
𝜕𝑤

𝜕𝑥
−𝜃𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑦
−𝜃𝑦 }

 
 
 
 

 
 
 
 

=∑

{
 
 
 
 

 
 
 
 

𝜕𝑃′𝑖
𝜕𝑥

 𝜃𝑥𝑖

𝜕𝑁𝑖
𝜕𝑦
 𝜃𝑦𝑖

(
𝜕𝑃′𝑖
𝜕𝑥

 𝜃𝑥𝑖 +
𝜕𝑃′𝑖
𝜕𝑦

𝜃𝑦𝑖)

⋯
𝜕𝑃′𝑖
𝜕𝑥

𝑤𝑖−𝑃′𝑖𝜃𝑥𝑖

𝜕𝑃′𝑖
𝜕𝑦

𝑤𝑖−𝑃′𝑖𝜃𝑦 }
 
 
 
 

 
 
 
 

=

𝑛

𝑖=1

  

 𝜺̂ = ∑{
𝐵′𝑓𝑖
𝐵′𝑐𝑖

} 𝑎𝑖
(𝑒) = [𝐵′1, … ,

𝑛

𝑖=1

𝐵′𝑛] {
𝑎1
(𝑒)

⋮

𝑎𝑛
(𝑒)
} = 𝑃′𝑎(𝑒) (3.15) 
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onde 𝐵′e 𝐵′𝑖 são as matrizes de deformação generalizadas para o elemento e um nó i. Da Eq. (3.15) 

deduz-se: 

 𝐵′𝑖 = {

𝐵′𝑓𝑖
⋯
𝐵′𝑐𝑖

}    𝑐𝑜𝑚 𝐵′𝑓𝑖 =

[
 
 
 
0 𝜕𝑃′𝑖

𝜕𝑥
0

0 0 𝜕𝑃′𝑖
𝜕𝑦

0 𝜕𝑃′𝑖
𝜕𝑦

𝜕𝑃′𝑖
𝜕𝑥

 

]
 
 
 
;  𝐵′𝑐𝑖 = [

𝜕𝑃′𝑖
𝜕𝑥

−𝑃′𝑖 0
𝜕𝑃′𝑖
𝜕𝑦

0 −𝑃′𝑖
] (3.16) 

𝐵′𝑓𝑖 e 𝐵′𝑐𝑖 são as matrizes de deformação por flexão e cisalhamento transversais associadas ao i-

ésimo nó, respectivamente. 

As tensões resultantes são expressas em termos de deslocamentos nodais usando as Eqs. 

(2.12) e (3.15): 

 𝜎̂ = 𝐷̂𝐵′𝑎(𝑒) ;    𝜎̂𝑓 = 𝐷̂𝑓𝐵′𝑓𝑎
(𝑒);    𝜎̂𝑐 = 𝐷̂𝑐𝐵′𝑐𝑎

(𝑒)  (3.17a) 

com, 

 𝐵𝑓 = [𝐵𝑓1 , 𝐵𝑓2 , … , 𝐵𝑓𝑛];   𝐵𝑐 = [𝐵𝑐1 , 𝐵𝑐2 , … , 𝐵𝑐𝑛] (3.17b) 

 

3.1.2.3. Derivação das Equações de Equilíbrio para o elemento 

O Princípio dos Trabalhos Virtuais para um único elemento sob cargas é:  

 ∬ 𝛿𝜀̂𝑇𝜎̂ 𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

=∬ 𝛿𝑢𝑇𝑡 𝑑𝐴 + [𝛿𝑎(𝑒)]𝑇𝑞(𝑒)

𝐴(𝑒)
 (3.18) 

onde 𝛿𝑎(𝑒) é o vetor de deslocamento virtual nodal e o último termo é o trabalho virtual das forças 

nodais de equilíbrio 𝑞(𝑒), com: 

 𝛿𝑎(𝑒)  = {

𝛿𝑎1
(𝑒)

⋮

𝛿𝑎𝑛
(𝑒)
} ; 𝛿𝑎1

(𝑒) = {

𝛿𝑤𝑖
𝛿𝜃𝑥𝑖
𝛿𝜃𝑦𝑖

} ; 𝑞(𝑒) = {
𝑞1
(𝑒)

⋮
𝑞1
(𝑒)
} ; 𝛿𝑎1

(𝑒) = {

𝐹𝑧𝑖
𝑀𝑥𝑖
𝑀𝑦𝑖

} (3.19) 

Substituindo a Eq. (3.17a) em (3.18) e usando as Eqs. (3.13) e (3.15), produz a expressão de 

equilíbrio discreto padrão para o elemento: 

 𝐾(𝑒)𝑎(𝑒) − 𝑓(𝑒) = 𝑞(𝑒)  (3.20) 

onde, 

 𝐾𝑖𝑗
(𝑒)
=∬ 𝐵𝑖

𝑇

𝐴(𝑒)
𝐷̂𝐵𝑗 𝑑𝐴  (3.21) 

 𝑓𝑖
(𝑒)
=∬ 𝑃′𝑖

𝐴(𝑒)
[𝑓𝑧, 𝑚𝑥 ,𝑚𝑦]

𝑇 𝑑𝐴 (3.22) 



43 

são a matriz de rigidez do elemento que conecta os nós i e j e o vetor de força nodal equivalente 

devido a uma carga vertical distribuída 𝑓𝑧 e momentos fletores 𝑚𝑥 e 𝑚𝑦. 

O sistema global de equações 𝑲𝑎 = 𝑓 (equivalente à Eq. (3.12)) é obtido reunindo as 

contribuições dos elementos para a matriz de rigidez global K e o vetor de força nodal equivalente 

global f da maneira usual. 

A matriz de rigidez do elemento pode ser dividida nas contribuições de flexão e cisalhamento 

transversal usando as Eqs. (2.7) e (3.16) como segue: 

 𝐾𝑖𝑗
(𝑒)
=∬ [𝐵𝑓𝑖

𝑇 , 𝐵𝑐𝑖
𝑇 ]𝑇

𝐴(𝑒)
𝐷̂ {

𝐵𝑓𝑗
𝐵𝑐𝑗
} 𝑑𝐴 = ∫ (𝐵𝑓𝑖

𝑇 𝐷̂𝑓𝐵𝑓𝑗 + (𝐵𝑐𝑖
𝑇 𝐷̂𝑐𝐵𝑐𝑗)𝑑𝐴 = 𝐾𝑓𝑖𝑗

(𝑒)
+ 𝐾𝑐𝑖𝑗

(𝑒)

𝐴(𝑒)
 (3.23a) 

 𝐾𝑓𝑖𝑗
(𝑒)
=∬ 𝐵𝑓𝑖

𝑇 𝐷̂𝑓𝐵𝑓𝑗
𝐴(𝑒)

 𝑑𝐴;  𝐾𝑐𝑖𝑗
(𝑒)
=∬ 𝐵𝑐𝑖

𝑇 𝐷̂𝑐𝐵𝑐𝑗
𝐴(𝑒)

 𝑑𝐴 (3.23b) 

A divisão acima fornece uma maneira mais econômica de calcular a matriz de rigidez do 

elemento. Também ajuda a explicar o comportamento do elemento para situações de placas finas. 

Diferentemente dos elementos da placa de Kirchhoff, as cargas verticais e os momentos 

fletores contribuem para os termos de 𝑓𝑖
(𝑒)

 de forma desacoplada, ou seja, as cargas verticais não 

introduzem componente de momento fletor em 𝑓𝑖
(𝑒)

. Isto se deve à interpolação independente para a 

deflexão e as rotações. 

O peso próprio é tratado como uma carga distribuída verticalmente. Para a gravidade g agindo 

na direção oposta ao eixo global z, 𝑓𝑧 = −𝜌𝑔𝑡 e  

 𝑓𝑖
(𝑒)
= −∬ 𝑃′𝑖𝜌𝑔𝑡

𝐴(𝑒)
[1, 0, 0]𝑇 𝑑𝐴 (3.24) 

onde 𝜌 e t são a massa específica do material e a espessura da placa, respectivamente. Finalmente, o 

vetor força nodal equivalente devido a uma carga pontual vertical externa 𝑃𝑧𝑗 e momentos fletores 

concentrados 𝑀𝑥𝑗, 𝑀𝑦𝑗 atuando em um nó com número global j é: 

 𝑃𝑗 = [𝑃𝑧𝑗 , 𝑀𝑥𝑗 ,𝑀𝑦𝑗]
𝑇

 (3.25) 

As forças concentradas que atuam nos nós são reunidas diretamente no vetor global f. 

3.1.2.4. Integração Numérica 

As integrais que aparecem na matriz de rigidez do elemento e no vetor de força nodal 

equivalente normalmente são calculadas por uma quadratura de Gauss. Da Eq. (3.23a) deduz-se: 
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 𝐾𝑖𝑗
(𝑒)
= ∑∑[𝐵𝑓𝑖

𝑇 𝐷̂𝑓𝐵𝑓𝑗|𝐽
𝑒|]𝑝,𝑞𝑊𝑝𝑊𝑞

𝑛𝑓𝑞

𝑞=1

𝑛𝑓𝑝

𝑝=1

+∑∑[𝐵𝑐𝑖
𝑇 𝐷̂𝑐𝐵𝑐𝑗|𝐽

𝑒|]𝑝,𝑞𝑊𝑝𝑊𝑞

𝑛𝑐𝑞

𝑞=1

𝑛𝑐𝑝

𝑝=1

 (3.26) 

onde |𝐽𝑒| é o determinante Jacobiano, (𝑛𝑓𝑝 , 𝑛𝑓𝑞) e (𝑛𝑐𝑝 , 𝑛𝑐𝑞) são os pontos de integração para as 

matrizes de rigidez à flexão e ao cisalhamento transversal, e 𝑊𝑝,𝑊𝑞 são os pesos correspondentes. A 

Eq. (2.6) permite usar uma regra de integração seletiva para matrizes de rigidez à flexão e ao 

cisalhamento transversal. 

A quadratura de Gauss para o vetor de força nodal equivalente da Eq. (3.22) é: 

 𝑓𝑖
(𝑒)
= ∑∑[𝑃′𝑖[𝑓𝑧, 𝑚𝑥 ,𝑚𝑦]

𝑇|𝐽𝑒|]𝑝,𝑞𝑊𝑝𝑊𝑞

𝑛𝑞

𝑞=1

𝑛𝑝

𝑝=1

 (3.27) 

 

3.1.2.5. Condições de Contorno 

As condições de contorno padrão são: 

Apoio pontual: 𝑤𝑖 = 0; 

Eixo de simetria (geometria e carregamento): 𝜃𝑒 = 0, onde e é a direção ortogonal ao eixo de 

simetria; 

Lateral fixa (Clamped - CL): 𝑤 = 𝜃𝑥 = 𝜃𝑦 = 0; 

Lateral simplesmente apoiada (Simply Supported - SS):  

• Apoio simples rígido (hard support): 𝑤 = 𝜃𝑠 = 0 

• Apoio simples flexível (soft support): 𝑤 = 0 

onde s é a direção da lateral. Na teoria de Kirchhoff a restrição de w ao longo de uma direção s 

especifica automaticamente 𝜃𝑠 = 0. Este não é o caso na teoria de Reissner-Mindlin, onde w e 𝜃𝑠 

devem ser prescritos independentemente.  

A Figura 3.3 apresenta graficamente as diferentes condições de contorno. Uma borda livre 

não requer nenhuma restrição específica.  
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Figura 3.3: Algumas condições de contorno em placas pela teoria de Reissner-Mindlin. (Fonte: 

Adaptado de Oñate, 2013) 

Em placas com bordas simplesmente apoiadas, a condição de apoio simples flexível introduz 

uma camada limite de ordem t adjacente ao lado prescrito para as tensões resultantes 𝑄𝑠, 𝑄𝑒 e 𝑀𝑒𝑠, 

onde e é a direção ortogonal ao lado. Nesses casos, a condição de apoio simples rígido é 

recomendada, pois a captura da camada limite requer uma discretização muito fina próximo à lateral. 

A Figura 3.4 mostra uma situação deste tipo para uma placa quadrada simplesmente apoiada sob 

carregamento uniformemente distribuído (𝑓𝑧 = 𝑞) e 
𝑡

𝐿
= 0,02. A distribuição da força cortante 𝑄𝑦 ao 

longo da linha de suporte AB é traçada para as condições de apoio simples rígido 𝑤 = 𝜃𝑠 = 0 e apoio 

simples flexível 𝑤 = 0. 
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Figura 3.4: Placa quadrada SS sob carregamento uniformemente distribuído q. Distribuição da 

força cortante Qy ao longo da linha de apoio AB para condições de (a) apoio simples rígido e (b) 

apoio simples flexível. (Fonte: Adaptado de Oñate, 2013) 

Observa-se na Figura 3.4 uma forte variação de 𝑄𝑦 nas proximidades do canto A para a 

suposição de apoio simples flexível, enquanto o valor no centro é bastante insensível às condições 

de contorno escolhidas.  

 

 

3.2. ANSYS MECHANICAL APDL 

A modelagem computacional tem ganhado cada vez mais espaço, principalmente devido aos 

grandes avanços da tecnologia. Neste estudo, a análise da estrutura é realizada através do software 

ANSYS®, na versão ANSYS Mechanical APDL, que é baseado no MEF. O ANSYS permite a 

utilização de diversos tipos de elementos finitos que são escolhidos conforme a análise que se deseja 

realizar. Como a proposta deste estudo é a análise de estruturas de placas finas, as simulações foram 

realizadas empregando-se o elemento SHELL281, tanto na placa quanto nos enrijecedores.  

3.2.1. Caracterização do elemento SHELL281 

Esse elemento finito é adequado para modelar estruturas de placas finas a moderadamente 

espessas, apresentando bons resultados nas análises de deformações. A Figura 3.5 apresenta a 

geometria do elemento finito SHELL281. Cada nó deste elemento tem seis graus de liberdade: três 

translações (u, v, w) e três rotações (θx, θy, θz) (ANSYS, 2021). 
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Figura 3.1.2.5.5: Geometria do elemento SHELL281. (Fonte: ANSYS, 2021) 

O SHELL281 é adequado para aplicações não lineares, de grande rotação e/ou grande 

deformação. A mudança na espessura da casca é contabilizada em análises não lineares. O elemento 

leva em consideração os efeitos de pressões distribuídas (rigidez de carga). Ele pode ser usado para 

aplicações em camadas para modelagem de cascas compostas ou construção em sanduíche. A 

precisão na modelagem de cascas compostas é governada pela teoria da deformação por cisalhamento 

de primeira ordem, também conhecida como a teoria de Reissner-Mindlin (ANSYS, 2021). 

Ainda de acordo com o guia de referências ANSYS (2021), a formulação do elemento é 

baseada em deformações logarítmicas e medidas de tensão verdadeira. A cinemática do SHELL281 

permite deformações finitas de membrana (alongamento). No entanto, as mudanças na curvatura 

dentro de um incremento de tempo são consideradas pequenas. 

O número padrão de pontos de integração para cada camada é três, entretanto, quando uma 

única camada é definida e a plasticidade está presente, o número de pontos de integração é alterado 

para um mínimo de cinco durante a solução. As camadas são empilhadas a partir da superfície inferior 

da casca na direção nornal N (Figura 3.5) da casca, que está alinhada com o eixo de coordenadas do 

terceiro elemento (e3). A definição de (e3) é descrita na Figura 3.6. 
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Figura 3.6: Sistemas de coordenadas padrão do elemento SHELL281. (Fonte: ANSYS, 2021) 

Quando KEYOPT(11) = 0 (Figura 3.6a), o eixo de coordenadas padrão do primeiro elemento 

(e1) está alinhado com a primeira direção paramétrica (S1) do elemento nos pontos de integração no 

plano. A partir disso, (S1) e a segunda direção paramétrica (S2) podem ser definidas respectivamente 

como: 

 𝑆1 =
𝜕{𝑥}

𝜕𝑠
/ (|

𝜕{𝑥}

𝜕𝑠
|) (3.28) 

 𝑆2 =
𝜕{𝑥}

𝜕𝑟
/ (|

𝜕{𝑥}

𝜕𝑟
|) (3.29) 

a geometria {x} é dada por: 

 {𝑥} =∑ℎ𝑖(𝑠, 𝑟){𝑥}𝑖
8

𝑖=1

 (3.30) 

onde (s, r) são duas coordenadas de elemento isoparamétrico; ℎ𝑖 (s,r) são funções de forma associadas 

aos oito nós do elemento; e  {𝑥}𝑖 são coordenadas nodais globais dos oito nós do elemento. 

Com KEYOPT(11) = 1 (Figura 3.6b), o eixo de coordenadas padrão do primeiro elemento 

(e1) é direcionado do nó I para o nó J. O eixo de coordenadas padrão do terceiro elemento (e3) é 

normal à superfície do elemento, e o eixo de coordenadas padrão do segundo elemento (e2) é 

perpendicular aos eixos (e1) e (e3). Os eixos coordenados (e3) e (e2) são obtidos respectivamente da 

seguinte forma: 

 𝑒3 = 𝑆1 ∗ 𝑆2/|𝑆1 ∗ 𝑆2| (3.31) 

 𝑒2 = 𝑒3 ∗ 𝑒1 (3.32) 
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A Figura 3.7 mostra que também é possível definir a orientação do elemento através do 

Sistemas de Coordenadas Local (ESYS). O sistema de coordenadas do elemento definido pelo 

usuário (e1, e2, e3) é obtido projetando um sistemas de coordenadas local (x, y, z) na superfície da 

casca. Quando KEYOPT(4) = 0 (Figura 3.3a), o eixo de coordenadas do terceiro elemento definido 

pelo usuário (e3) está sempre alinhado com o padrão (e3). Quando KEYOPT(4) = 1 (Figura 3.7b), o 

(e3) determinado pelo usuário é definido como o oposto do padrão (e3) se o eixo de coordenadas 

local z e o padrão (e3) estiverem em direções opostas. 

 

Figura 3.7: Sistemas de coordenadas local do elemento SHELL281. (Fonte: Adaptado de ANSYS, 

2021) 

 

3.3. Validação e Verificação do Modelo Numérico 

De acordo com Chwif e Medina (2015), o processo de validação e verificação de modelos de 

simulação numérica é fundamental para que um estudo seja bem-sucedido. A validação de um 

modelo consiste em checar se ele se comporta como o mundo real sob as mesmas condições (Pidd, 

2000). A verificação consiste em avaliar se o comportamento do modelo está de acordo com o modelo 

conceitual. Portanto, a validação está relacionada ao que será modelado, já a verificação está 

relacionada ao modo como o modelo é implementado. A partir disso, pretende-se avaliar a 

funcionalidade do modelo computacional desenvolvido no software ANSYS Mechanical APDL com 

o elemento finito SHELL281 na determinação da deflexão máxima de placas de aço enrijecidas. 

  Em todos os casos de verificação e validação analisados nesta pesquisa, bem como na 

proposta de estudo de placas de aço com enrijecedores do tipo viga-caixão trapezoidal, será utilizado 

o cálculo da diferença relativa na análise dos resultados. Portanto, de acordo com Pinheiro et al. 

(2012), a diferença/erro percentual relativo pode ser determinado a partir da seguinte equação: 
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 𝐸𝑅 =
|𝑥𝑃𝐸 − 𝑥𝑅|

|𝑥𝑅|
× 100 (3.33) 

onde, 𝑥𝑃𝐸 se refere ao valor atual (presente estudo), enquanto 𝑥𝑅 equivale ao valor anterior 

apresentados pelos estudos utilizados como referência. 

 

3.3.1. Validação do Modelo Numérico com Enrijecedores tipo I 

Para a validação do modelo numérico será realizada a análise de uma placa apresentada no 

estudo experimental de Carrijo et al. (1999), como mostra a Figura 3.8. A placa de aço quadrada com 

oito enrijecedores do tipo I distribuídos igualmente em ambas as direções ao longo da estrutura, tem 

como condição de contorno os quatro cantos simplesmente apoiados. A placa foi submetida a um 

carregamento transversal uniformemente distribuído de 0,96 kN/m² e o material da estrutura possui 

módulo de elasticidade de 2,5 GPa e coeficiente de Poisson de 0,36. Para esta análise foi gerada uma 

malha com elementos finitos SHELL281 quadrados, com lado de 2,436 mm. 

 

 

Figura 3.8: Geometria da placa quadrada utilizada no estudo experimental de Carrijo et al. (1999), 

medidas em mm. (Fonte: Nogueira et al., 2021). 

 

3.3.2. Verificação do Modelo Numérico com Enrijecedores tipo I 

 A verificação do modelo computacional foi realizada com base na estrutura apresentada na 

Figura 3.9, que consiste numa placa com enrijecedores do tipo I em cruz, simplesmente apoiada nas 

quatro bordas e submetida a uma carga transversal uniformemente distribuída de 0,006895 kN/cm². 

A placa é de aço com módulo de elasticidade de 20.684,27 kN/cm² e coeficiente de Poisson 0,30. 

Esta estrutura foi analisada anteriormente por Bedair (1997), Silva (2010) e Troina et al. (2018). 
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 Troina et al. (2018) por meio do MEF, adotou o elemento tridimensional SOLID95 nas 

versões tetraédrico e hexaédrico do software ANSYS. Silva (2010) também utilizou o método dos 

elementos finitos, já Bedair (1997) realizou sua análise através do método da programação sequencial 

quadrática. Neste estudo, foram utilizados elementos finitos SHELL281 quadrados com elementos 

de 3,81 mm de lado. 

 

Figura 3.9: Geometria da placa enrijecida utilizada para verificação do modelo computacional, 

medidas em mm. (Fonte: Nogueira et al., 2021). 

 

3.3.2.1. Verificação do Modelo Numérico com Enrijecedores tipo Viga-Caixão (Hat-stiffeners) 

Como apresentado no estado da arte, há poucos estudos que consideram placas de aço com 

enrijecedores do tipo viga-caixão com formato trapezoidal (hat-stiffened plates) submetidas à flexão. 

Então, para verificar o modelo computacional a partir de estruturas similares à que se propõem esta 

pesquisa, foram considerados os resultados numéricos apresentados em Tharian e Nandakumar 

(2013) e Pal et al. (2018). 

Portanto, a primeira verificação consiste em uma placa retangular simplesmente apoiada, com 

6 mm de espessura, 2,4 m de comprimento e 1,4 m de largura, possuindo dois enrijecedores 

longitudinais do tipo viga-caixão com formato trapezoidal (Figura 3.10), previamente investigada 

por Tharian e Nandakumar (2013). Será analisada numericamente a deflexão máxima na placa. De 

acordo com a Figura 3.10, nos cantos representados pelos pontos vermelho, verde e azul, foram 

aplicadas as seguintes condições de contorno, respectivamente: Ux = Uy = 0; Ux = 0; e Uy = 0. Além 

disso, nas bordas da placa e do enrijecedor foi imposto Uz = 0. A placa está sob um carregamento 

transversal uniformemente distribuído de 10 kN/m² que foi aplicado no sentido positivo do eixo z. O 
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módulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson do material (aço) que compõem a estrutura 

equivalem, respectivamente, a 210 GPa e 0,3. 

 

 

Figura 3.10: (a) Geometria e dimensões da placa com dois enrijecedores do tipo viga-

caixão trapezoidal, em mm; (b) Dimensões do enrijecedor, em mm. (Fonte: Adaptado de 

Tharian e Nandakumar, 2013). 

  Já na segunda verificação foi empregada uma placa quadrada de aço medindo 1000 mm de 

comprimento, 1000 mm de largura e 10 mm de espessura, com um enrijecedor central do tipo viga-

caixão com formato trapezoidal (Figura 3.11), como em Pal et al. (2018).  

 

Figura 3.11: Geometria da placa e do enrijecedor. (Fonte: Adaptado de Pal et al., 2018). 

   

  Vale salientar que o enrijecedor (ver Figura 3.11) possui dimensões variáveis. Entretanto, 

apesar dessa variação de dimensões, o volume de aço do enrijcedor é mantido constante e igual a 
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320000 mm³. A Tabela 3.1 apresenta as dimensões do enrijecedor do tipo viga-caixão trapezoidal 

para as 25 configurações geométricas avaliadas.  

  Cabe informar ainda que a placa enrijecida foi submetida a uma carga transversal 

uniformemente distribuída de 1 kN/m² que foi aplicada no sentido negativo ao eixo z, sendo 

consideradas duas condições de contorno. Para a placa com as bordas simplesmente apoiadas (Figura 

3.11), nos cantos representados pelos pontos vermelho, verde e azul foram aplicadas, 

respectivamente, as seguintes a restrições: Ux = Uy = 0; Ux = 0; e Uy = 0; bem como Uz = 0 nas 

quatro bordas da placa; para a segunda condição a placa foi considerada com as bordas engastadas, 

sendo imposto Ux = Uy = Uz = θx = θy = θz = 0 nos quatro lados da placa. O módulo de elasticidade 

e o coeficiente de Poisson do aço adotados nesta análise são de 200 GPa e 0,3, respectivamente. 

 

Tabela 3.1: Dimensões em mm do enrijecedor mantendo volume de material constante (Pal et al. 

2018). 

Caso 
Espessura 

(T) 

Largura 

inferior (A) 

Largura 

superior (B) 

Altura 

(H) 

Comprimento 

(L) 

1 2 35 60 65 955,90 

2 3 35 60 65 637.26 

3 4 35 60 65 477,95 

4 5 35 60 65 382,36 

5 6 35 60 65 318,63 

6 2 40 60 65 932,78 

7 3 40 60 65 621,86 

8 4 40 60 65 466,39 

9 5 40 60 65 373,11 

10 6 40 60 65 310,93 

11 2 40 65 70 878,09 

12 3 40 65 70 585,39 

13 4 40 65 70 439,04 

14 5 40 65 70 351,23 

15 6 40 65 70 292,70 

16 2 40 60 70 881,92 

17 3 40 60 70 587,95 

18 4 40 60 70 440,96 

19 5 40 60 70 352,77 

20 6 40 60 70 293,97 

21 2 35 65 65 950,02 

22 3 35 65 65 633,35 

23 4 35 65 65 475,01 

24 5 35 65 65 380,01 

25 6 35 65 65 316,67 
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4. TEORIA CONSTRUTAL 
 

A Teoria Construtal proposta por Adrian Bejan em 1996, é a visão mental de que a geração 

de estruturas de fluxo/escoamento que são vistas em toda parte na natureza (ver Figura 4.1) podem 

ser raciocinadas com base em um princípio evolutivo de aumento do acesso ao fluxo/escoamento no 

tempo. Segundo o autor, “para que um sistema de fluxo/escoamento de tamanho finito persista no 

tempo (para viver/sobreviver), sua configuração deve evoluir no tempo de modo que facilite o acesso 

às suas correntes (fluido, energia, espécies, etc.)”, sendo esse o princípio da Lei Construtal (Bejan e 

Lorente, 2008). 

 

 

Figura 4.1: Sistemas de fluxo. (Fonte: https://medium.com/@dappsec/o-que-e-descentralizacao-

3467e40ce899). 

 

De acordo com Reis (2006) e Rocha, Lorente e Bejan (2013), um resultado básico da Teoria 

Construtal é que a forma do sistema e a arquitetura do fluxo/escoamento interno não se desenvolvem 

por acaso, mas resultam da busca permanente por um melhor desempenho e, portanto, devem evoluir 

com o tempo. A forma real dos sistemas naturais que estavam livres para se transformar no passado 

é o resultado da distribuição ideal das imperfeições, enquanto os sistemas de engenharia abordam o 

mesmo objetivo e estrutura conforme tendem ao desempenho ideal. 

A Teoria Construtal fornece uma ampla cobertura de “design” em todos os lugares, desde a 

engenharia até a geofísica e biologia. É possível saber onde esperar oportunidades para descobrir 

novas configurações que são gradualmente mais eficazes e que demandem menos esforço e tempo, 

ou seja, através dessa teoria busca-se não apenas melhores configurações, mas também melhores 
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estratégias para gerar a geometria que está faltando. O fato de as estruturas de fluxo/escoamento 

natural terem características semelhantes às descobertas no Design Construtal gera uma confiança na 

busca de um melhor projeto de engenharia (Bejan e Lorente, 2008). 

Na análise de estruturas mecânicas, Bejan e Lorente (2008) apresentam que essas estruturas 

são conexões com volume mínimo através dos quais as tensões “fluem” dos componentes para seus 

vizinhos e, que o melhor uso de material de suporte mecânico é alcançado quando as tensões máximas 

permitidas são distribuídas uniformemente pelo material disponível. 

 

4.1. Método Design Construtal 

Segundo Bejan e Lorente (2008), o método de Design Construtal orienta o projetista (no 

tempo) para arquiteturas de fluxo/escoamento que têm desempenho global cada vez maior para as 

condições de acesso de fluxo/escoamento especificadas (seja escoamento de fluido, fluxo de calor ou 

fluxo de tensões). Uma configuração desenvolvida para um conjunto de condições não é 

necessariamente a configuração recomendada para outro conjunto de condições, ou seja, universal é 

a lei construtiva, não um de seus projetos. 

De acordo com Dos Santos et al. (2017), o Design Construtal não é um método de otimização, 

mas de avaliação geométrica. Quando associado a um método de otimização, como é o caso da 

técnica de busca exaustiva, ele se torna responsável por gerar o espaço de busca (composto pelas 

configurações geométricas possíveis), e o método de otimização identifica a geometria do sistema 

que conduz ao seu melhor desempenho. Da Silveira et al. (2021) destacam ainda que, para a 

utilização do Design Construtal é preciso definir restrições (globais ou locais), graus de liberdade e 

parâmetros de desempenho (deflexão máxima e central).  

Nesta pesquisa, o método Design Construtal aliado à técnica de busca exaustiva (como será 

explicado a seguir) irá permitir que a partir da avaliação dos resultados gerados se obtenha uma 

solução otimizada para o problema proposto. 

 

4.2. Busca Exaustiva 

 A técnica de Busca Exaustiva também conhecida como força bruta é aplicada a uma variedade 

de situações, podendo servir como um parâmetro para julgar alternativas mais eficientes para a 

resolução de um problema. A maioria das situações que adotam essa técnica envolvem problemas de 

otimização, ou seja, encontrar um elemento que maximize ou minimize alguma característica 

desejada (Levitin, 2012).  

 Levitin (2012) declara ainda que a busca exaustiva é uma abordagem de força bruta para 

problemas combinatórios, onde sugere gerar todo e qualquer elemento do domínio do problema, 
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selecionar aqueles que satisfaçam todas as restrições e, em seguida, encontrar um elemento desejado 

(por exemplo, aquele que otimiza alguma função objetivo). Embora a ideia de busca exaustiva seja 

bastante direta, sua implementação normalmente requer um algoritmo para gerar certos objetos 

combinatórios. 

 Para Khoury e Harder (2016), a busca exaustiva tem a vantagem de conseguir pesquisar 

qualquer função, mesmo que apresente um comportamento complexo, irregular e até mesmo 

descontinuidades, embora seja pouco sofisticada. Devido a sua simplicidade, a técnica de busca 

exaustiva pode ser considerada um bom método para a realização de um processo de otimização. 

Então, através da busca exaustiva será realizada a comparação de todos os resultados 

numéricos de deflexão para as diferentes configurações geométricas propostas pela aplicação do 

Design Construtal. Essa comparação é consistente, uma vez que todas as geometrias possuem a 

mesma quantidade de material, mesmas condições de vinculação e mesmo carregamento aplicado. 

 

4.3. Estudo de Caso 

 A aplicação do método Design Construtal no problema de placas com enrijecedores submetidas 

a uma carga transversal uniformemente distribuída, é realizado tomando-se como base uma placa de 

referência e, a partir dela, a adoção de uma fração volumétrica (𝜙) para a distribuição dos 

enrijecedores na estrutura mantendo o volume total de material constante, a fim de avaliar o 

comportamento mecânico em termos da deflexão e comparando os resultados com estudos que 

aplicaram o Design Construtal para a avaliação e otimização geométrica deste tipo de estrutura. 

Para a distribuição do volume de material, será adotada a fração volumétrica 𝜙 que 

corresponde à porcentagem do material da placa a ser transformado em enrijecedores. 

A fração volumétrica (𝜙) é representada por: 

 𝜙 =
𝑉𝑠
𝑉𝑟

 (4.1) 

onde Vs é o volume da placa transformado em reforços e Vr é o volume da placa sem enrijecedores 

utilizada como referência. Cabe ressaltar que a fração volumétrica a ser retirada da placa de referência 

é deduzida apenas da espessura, mantendo-se a largura e o comprimento constantes (Troina, 2017). 

Tendo definido o valor da fração volumétrica que será de 0,3, os graus de liberdade avaliados 

neste estudo são: a quantidade de enrijecedores na direção longitudinal da placa (Nls); a quantidade 

de enrijecedores na direção transversal da placa (Nts); a altura (hs) e a espessura (ts) dos enrijecedores 

e, a partir disso, avaliar a influência desses parâmetros geométricos no comportamento mecânico em 

termos das deflexões das placas enrijecidas em análise, assim como foi realizado nos trabalhos de 

Troina et al. (2020), Nogueira et al. (2021), Pinto et al. (2021) e Kucharski et al. (2022). 
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 Todos os arranjos geométricos a serem analisados foram determinados a partir de uma placa 

não enrijecida de espessura t = 20 mm, largura b = 1000 mm e comprimento a = 2000 mm (Figura 

4.2). Essa placa é constituída de um aço com módulo de elasticidade E = 200 GPa e coeficiente de 

Poisson ν = 0,3. São consideradas condições de contorno de bordas simplesmente apoiadas, incluindo 

as bordas dos enrijecedores para o caso das placas enrijecidas, e uma carga distribuída uniforme no 

valor de 10 kN/m², cujas características também foram adotadas nos trabalhos citados acima. O 

elemento finito utilizado nas análises numéricas é o SHELL281. 

 

Figura 4.2: Caracterização da placa de referência e condições de contorno. (Fonte: Adaptado de 

Pinto, 2019). 

 Considerando a fração volumétrica 𝜙 = 0,3, a placa enrijecida fica com uma espessura de 14 

mm, a partir disso, optou-se por adotar espessuras menores que essa para os enrijecedores. Sendo 

assim, a espessura dos enrijecedores são baseadas em valores comerciais de chapas de aço e varia de 

ts = 4,75 mm (3/16 pol.) a ts = 12,7 mm (1/2 pol.) tanto para os enrijecedores na direção longitudinal 

quanto transversal. 

Para definir a geometria do enrijecedor, foi utilizado como base o estudo de Aneja et al. 

(2018) que avaliaram a influência do ângulo e altura das placas com hat-stiffeners. De acordo com 

os autores, quando é utilizado um ângulo de 120° o resultado apresenta um aumento de resistência 

da estrutura. Portanto, esse será o ângulo dos enrijecedores deste estudo para as análises de deflexão 

na placa. 

A altura dos enrijecedores varia de acordo com a quantidade e direção em que eles estão 

posicionados na placa. No caso de enrijecedores longitudinais, para determinar a altura máxima do 

enrijecedor foram realizados vários testes aplicando as espessuras definidas e, no caso da placa com 

apenas um enrijecedor, optou-se por limitar a altura em 300 mm porque com alturas maiores, das 

cinco espessuras comerciais adotadas só seria possível avaliar a estrutura com uma espessura e as 

deflexões máxima e central atingiram resultados muito superiores aos da placa de referência. A partir 
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de dois enrijecedores, a altura máxima adotada foi de 150 mm a fim de obter uma melhor distribuição 

do volume de material da placa a ser transformado em enrijecedores. 

Para a placa com enrijecedores transversais, com apenas um enrijecedor optou-se por limitar 

a altura em 400 mm, por ser a única altura que permitia a aplicação de todas as espessuras comerciais 

determinadas para utilização neste estudo. Com dois e três enrijecedores a altura máxima é de 250 

mm, e nos demais arranjos a altura máxima foi de 175 mm, alturas essas definidas através de testes 

visando satisfazer as demais características geométricas do enrijecedor e cujos resultados fossem 

compatíveis com o objetivo principal que é a minimização das deflexões na placa. 

A Figura 4.3 apresenta as configurações geométricas geradas pela aplicação do Design 

Construtal e simuladas através do software Ansys. Como citado acima, as alturas variam de acordo 

com a quantidade de enrijecedores, por isso não constam no esquema da Figura 4.3. 

 

 

Figura 4.3: Configurações geométricas geradas pela aplicação do método Design Construtal. 

 

Pensando numa estrutura em que se tem a união de várias placas enrijecidas, a partir de dois 

enrijecedores tanto na direção longitudinal quanto na transversal, a distância entre o enrijecedor e a 

borda da placa equivale à metade da distância entre dois enrijecedores (ver Figura 4.6), porque com 

a união das placas, o distanciamento entre os enrijecedores será sempre o mesmo.  
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As Figuras 4.4 e 4.5 apresentam um esquema de como serão as placas com enrijecedores do 

tipo viga-caixão trapezoidal na direção longitudinal e das placas com enrijecedores do tipo viga-

caixão trapezoidal na direção transversal, respectivamente. 

 

 

 

Figura 4.4: Proposta de estudo de placa com enrijecedor do tipo viga-caixão trapezoidal na direção 

longitudinal com até cinco enrijecedores. 
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Figura 4.5: Proposta de estudo de placa com enrijecedor do tipo viga-caixão trapezoidal na direção 

transversal com até nove enrijecedores. 
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A partir da Figura 4.3 e das informações citadas anteriormente, são apresentadas na Figura 

4.6 as informações geométricas das estruturas a serem analisadas, sendo hs e ts a altura e espessura 

do enrijecedor, respectivamente; n’ representa a distância entre dois enrijecedores; bt a base do 

enrijecedor; y’ a projeção da lateral do enrijecedor no eixo y (para o caso de enrijecedores na direção 

longitudinal; e x’ a projeção da lateral do enrijecedor no eixo x (para o caso de enrijecedores na 

direção transversal. No APÊNDICE B são apresentados todos os valores correspondentes a esses 

termos em cada caso analisado nesta pesquisa. 

  

 

Figura 4.6: Variáveis que caracterizam a dimensão e espaçamento dos enrijecedores (a) para 

enrijecedores na direção longitudinal e (b) para enrijecedores na direção transversal. 
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5. RESULTADOS E DISCUSSÕES 

 Este capítulo apresenta os resultados dos casos de validação e verificação do modelo 

computacional descritos no item 3.3, além da análise para os casos de aplicação do modelo em placas 

com enrijecedores do tipo viga-caixão trapezoidal na direção longitudinal e de enrijecedores na 

direção transversal à placa e a comparação destes resultados com os estudos que utilizam o Design 

Construtal na análise de deflexão em placas enrijecidas. 

5.1. Validação do Modelo Numérico 

 Para o caso proposto na validação do modelo numérico que é baseado no estudo experimental 

de Carrijo et al. (1999), o resultado numérico para a deflexão no centro da placa foi Uz = 6,5075 mm 

(ver Figura 5.1), enquanto o estudo experimental de Carrijo et al. (1999) foi de Uz = 6,220 mm, 

existindo uma diferença relativa de 4,58%, validando o modelo computacional. 

 

 

Figura 5.1: Resultado para a deflexão máxima na placa obtido com o elemento finito SHELL281 

considerando uma malha com elementos de 2,436 mm. 

 

5.2. Verificação do Modelo Numérico 

 Para o caso de verificação proposto (item (3.3.2)), a Figura 5.2 apresenta o resultado para a 

deflexão máxima obtido com o elemento finito SHELL281 no presente estudo. 
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Figura 5.2: Resultado para a deflexão máxima na placa obtido com o elemento finito SHELL281 

considerando uma malha com elementos de 3,81 mm. 

A deflexão máxima para este caso atingiu 0,1690 mm (nas regiões em vermelho da Figura 

5.2). No centro placa, a deflexão foi de 0,02807 mm (ver Figura 5.2), isto porque o enrijecedor cruza 

o centro da estrutura diminuindo a deflexão neste ponto. Portanto, a deflexão máxima da estrutura 

não ocorre no centro da mesma. A Tabela 5.1 apresenta o resultado para a deflexão Uz no centro da 

placa comparado aos resultados obtidos nos estudos realizados anteriormente. 

Tabela 5.1: Resultados da deflexão Uz no centro da placa. 

 
Deflexão Central 

(mm) 

Diferença Relativa 

(%) 

SHELL281 (Presente Estudo) 0,02807 - 

Troina (2018) - SOLID95 tetraédrico 0,02782 0,89 

Troina (2018) - SOLID95 hexaédrico 0,02781 0,89 

Silva (2010) 0,02183 22,23 

Bedair (1997) 0,02032 27,61 

 

A partir da Tabela 5.1 pode-se observar que a diferença na deflexão central Uz foi cerca de 

1% quando comparado ao elemento tridimensional SOLID95 usado por Troina et al. (2018). Com 

relação aos resultados de Silva (2010) e Bedair (1997) a diferença relativa fica em torno de 22% e 

27%, respectivamente. Essa diferença ocorre porque, no caso de Silva (2010), foi utilizado o 

elemento finito SHELL63 na placa e os elementos de viga BEAM4 e BEAM44 nos enrijecedores, 

além disso, adotou uma malha formada por elementos finitos retangulares de 40 × 20 mm de lados. 

Já Bedair (1997) é um estudo mais antigo e adotou um método de programação sequencial quadrática 

para análise dos resultados. 
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5.2.1. Verificação do Modelo Numérico em estruturas hat-stiffened plates 

A primeira verificação que é baseada no estudo de Tharian e Nandakumar (2013), analisa 

uma placa simplesmente apoiada com dois enrijecedores longitudinais (Figura 3.10) com 

características bem simples. A ideia foi comparar os resultados apresentados pelos autores, que 

adotaram os elementos finitos SHELL63 e SHELL93, com os resultados obtidos no presente trabalho 

empregando o elemento finito SHELL281. No estudo de referência, os elementos SHELL63 e 

SHELL93 mostraram convergência para uma densidade de malha de 28 × 30 e uma razão de aspecto 

de 1,8.  

  A fim de determinar a discretização espacial a ser utilizada, foi realizado um teste de 

convergência de malha, considerando elementos finitos quadrados com 8 tamanhos diferentes. Neste 

teste de convergência (Figura 5.3), foi possível observar que a partir da malha de 20 mm (com 15600 

elementos finitos) ocorre uma estabilização no valor da deflexão máxima da placa. Então, foi adotado 

como tamanho de elemento finito o próximo valor de malha após a estabilização, ou seja, a malha de 

10 mm com 60240 elementos finitos. 

 

  

Figura 5.3: Teste de convergência de malha e verificação do modelo computacional. 

   

  De acordo com Tharian e Nandakumar (2013), para o elemento SHELL63 a deflexão máxima 

obtida foi de 0,7198 mm, enquanto para o SHELL93 foi de 0,7214 mm (ver Figura 5.3). No presente 

estudo com o elemento finito SHELL281, após o refinamento da malha, obteve-se um resultado de 

0,7295 mm quando adotada a malha de 10 mm (com 60240 elementos finitos). O resultado obtido no 

presente estudo apresenta uma diferença de aproximadamente 1,35% e 1,12% em relação aos 

resultados gerados com o SHELL63 e SHELL93 (Tharian e Nandakumar, 2013). Portanto, é possível 
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considerar que o modelo computacional proposto foi devidamente verificado em comparação aos 

resultados obtidos por Tharian e Nandakumar (2013). 

  Na Figura 5.4 é apresentada a configuração deformada da placa com dois enrijecedores do 

tipo viga-caixão trapezoidal, sendo possível identificar que sua deflexão máxima ocorre no ponto 

central da estrutura. 

 

Figura 5.4: Resultado para a deflexão máxima obtido com o elemento finito SHELL281 

considerando uma malha com elementos de 10 mm. 

 

Como já mencionado, o mesmo problema foi estudado por Pal et al. (2018) na análise de uma 

placa quadrada com um enrijecedor central (Figura 3.11), que adotou o elemento finito SHELL181 

para a placa e o elemento BEAM3 para o enrijecedor. Assim, como no estudo de caso anterior, 

pretende-se comparar os resultados apresentados em Pal et al. (2018) com os resultados obtidos no 

presente estudo, empregando o elemento finito SHELL281 tanto para o enrijecedor como para a 

placa. No estudo de referência, o elemento finito SHELL181 mostrou convergência para uma 

densidade de malha de 20 × 20 e este tamanho de malha foi utilizado para todo o restante da análise.  

  Visando definir o tamanho ideal para o elemento finito SHELL281 a ser utilizado, foi 

realizado um teste de convergência de malha, para as condições propostas no Caso 1 (ver Tabela 

3.1), considerando elementos finitos quadrados com 7 tamanhos diferentes para as duas condições 

de contorno propostas (bordas simplesmente apoiadas e bordas fixas). Neste teste de convergência 

(Figura 5.5), é possível observar que a partir da malha de 40 mm (com 796 elementos finitos) ocorre 

uma estabilização no valor da deflexão máxima da placa. Poderia ser adotada a malha de 20 mm com 

3132 elementos finitos para determinação dos resultados, porém, optou-se em adotar uma malha mais 

refinada do que aquela indicada no teste de convergência de malha, ou seja, foi utilizado uma malha 

com 11928 elementos de tamanho 10 mm na discretização dos casos apresentados na Tabela 3.1.  
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Figura 5.5: Teste de convergência de malha para a condição de bordas simplesmente apoiadas e 

condição de bordas engastadas. 

   

  A Figura 5.6 mostra os resultados obtidos no presente estudo para a deflexão máxima dos 

casos da Tabela 3.1 em comparação aos resultados de Pal et al. (2018), para os dois tipos de 

vinculação da placa: simplesmente apoiada e engastada. Cabe destacar que a linha pontilhada serve 

apenas para auxiliar na visualização e comparação dos resultados, não indicando necessariamente 

uma continuidade entre as diferentes configurações de enrijecedor.  

 

 

Figura 5.6: Deflexão máxima para os casos da Tabela 3.1 com a condição de bordas simplesmente 

apoiadas e com a condição de bordas engastadas. 

   

  Qualitativamente, é possível notar na Figura 5.6 uma boa concordância entre os resultados 

gerados com o modelo computacional proposto e os apresentados em Pal et al. (2018). Para 

quantificar as diferenças existentes, os valores de deflexão máxima para os 25 casos da Tabela 3.1, 
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nos dois tipos de condições de contorno investigados, bem como a diferença relativa entre o presente 

estudo e Pal et al. (2018), são mostrados na Tabela 5.2. 

Tabela 5.2: Deflexão máxima, em mm, para os casos da Tabela 3.1. 

Caso 

Placa Simplesmente Apoiada Placa Engastada 

Pal et al. 

(2018) 

Presente 

Estudo 

Diferença 

Relativa (%) 

Pal et al. 

(2018) 

Presente 

Estudo 

Diferença 

Relativa (%) 

1 0,0513 0,0499 -2,73 0,0239 0,0230 -3,77 

2 0,0908 0,0936 3,08 0,0271 0,0275 1,48 

3 0,1279 0,1338 4,61 0,0369 0,0382 3,52 

4 0,1506 0,1580 4,91 0,0440 0,0459 4,32 

5 0,1647 0,1732 5,16 0,0486 0,0509 4,73 

6 0,0508 0,0498 -1,97 0,0233 0,0225 -3,43 

7 0,0939 0,0970 3,30 0,0277 0,0282 1,81 

8 0,1306 0,1367 4,67 0,0377 0,0391 3,71 

9 0,1527 0,1603 4,98 0,0446 0,0466 4,48 

10 0,1664 0,1750 5,17 0,0492 0,0515 4,67 

11 0,0505 0,0501 -0,79 0,0213 0,0208 -2,35 

12 0,1008 0,1046 3,77 0,0292 0,0300 2,74 

13 0,1365 0,1432 4,91 0,0394 0,0411 4,31 

14 0,1572 0,1653 5,15 0,0461 0,0482 4,56 

15 0,1700 0,1789 5,24 0,0505 0,0528 4,55 

16 0,0503 0,0499 -0,80 0,0214 0,0208 -2,80 

17 0,1004 0,1043 3,88 0,0291 0,0299 2,75 

18 0,1364 0,1430 4,84 0,0394 0,0410 4,06 

19 0,1572 0,1653 5,15 0,0461 0,0482 4,56 

20 0,1700 0,1789 5,24 0,0504 0,0528 4,76 

21 0,0514 0,0500 -2,72 0,0238 0,0231 -2,94 

22 0,0915 0,0942 2,95 0,0272 0,0278 2,21 

23 0,1284 0,1342 4,52 0,0370 0,0384 3,78 

24 0,1508 0,1583 4,97 0,0440 0,0459 4,32 

25 0,1648 0,1732 5,10 0,0487 0,0509 4,52 

      

  A partir da Tabela 5.2 foi possível inferir que as diferenças relativas máximas foram em torno 

de 5%, indicando que o modelo computacional proposto conseguiu reproduzir os resultados de Pal 

et al. (2018) de forma adequada. Além disso, diferenças relativas médias de 3,30% e de 2,42%, 

respectivamente, para as placas com apoio simples e com apoio fixo,  foram atingidas se considerados 

os 25 casos analisados. Portanto, diante desses resultados pode-se considerar que o modelo 

computacional desenvolvido foi devidamente verificado. 

  Adicionalmente, a fim de avaliar a influência da geometria do enrijecedor na análise da 

deflexão máxima que ocorre no centro da placa, foram comparados os casos com maior e menor 

valores de deflexão central para cada tipo de condição de vinculação da placa. Quando analisada a 

condição de contorno simplesmente apoiada, o caso que apresentou a menor deflexão central foi o 6 

(0,0498 mm) e o caso 15 teve a maior deflexão central (0,1789 mm), ocorrendo uma redução de 3,58 
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vezes no valor da deflexão máxima entre ambos os casos. Já para as placas com as bordas engastadas, 

a menor deflexão aconteceu no caso 11 (0,0208 mm) e a maior no caso 15 (0,0528 mm), existindo 

aqui uma redução de 2,54 vezes no valor da deflexão máxima entre o pior e o melhor caso. 

  A Figura 5.7 representa a configuração deformada para os casos em que ocorreram a menor 

e maior deflexão na placa para as condições de bordas com apoios simples e bordas fixas, sendo 

possível identificar facilmente que sua deflexão máxima ocorre na região central da estrutura. 

 

 

Figura 5.7: Menor e maior deflexão resultantes, sendo (a) Caso 6 e (b) Caso 15 com a condição de 

bordas simplesmente apoiadas; (c) Caso 11 e (d) Caso 15 considerando as bordas da placa 

engastadas. 

   

  Nas duas condições de vinculação propostas, o caso 15 (Tabela 5.2) que apresenta a menor 

dimensão do enrijecedor, obteve os maiores valores de deflexão máxima na região central. Já em 

relação à análise da menor deflexão, apesar de não possuir o maior enrijecedor em termos de 

comprimento, o caso 6 obteve uma deflexão máxima menor para a condição de bordas simplesmente 

apoiadas quando comparado ao caso 1 que tem o maior enrijecedor. A diferença de comprimento 

entre eles é de 23,12 mm e a diferença relativa entre os resultados foi de apenas 0,20%. Quando 

analisada a vinculação de bordas engastadas, a menor deflexão foi no caso 11 que, apesar de não ser 

o maior enrijecedor, possui um dos maiores comprimentos. A partir disso, é possível observar que o 

comprimento do enrijecedor tem influência direta na análise da deflexão máxima em placas. 
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5.3. APLICAÇÃO DO MODELO 

 Todos os arranjos geométricos propostos foram determinados a partir da placa de referência, 

cujas características foram apresentadas no capítulo anterior. Assim como nos casos de verificação 

do modelo computacional analisando estruturas com enrijecedores do tipo viga-caixão, o primeiro 

passo para as análises numérico-computacional é a realização do teste de convergência de malhas 

considerando-se a estrutura com maior complexidade geométrica, representadas pelas placas com 

cinco enrijecedores no caso da proposta de enrijecedores longitudinais e com nove enrijecedores para 

a proposta de enrijecedores apenas a direção transversal. Para o teste de convergência de malha, foi 

considerada a deflexão máxima da estrutura e optou-se pela adoção de uma malha regular formada 

por elementos finitos quadrados com seis tamanhos diferentes de lado que variam de 5 a 40 mm, 

conforme apresenta a Figura 5.8. 

 

 

Figura 5.8: Teste de convergência de malha (a) para a placa com cinco enrijecedores longitudinais; 

(b) para a placa com nove enrijecedores transversais. 
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 A partir dos gráficos da Figura 5.8, é possível observar uma estabilização dos resultados da 

deflexão máxima a partir da malha M5 com elementos de 10 mm em ambos os casos, sendo essa a 

malha escolhida para utilização em todos os arranjos geométricos desta pesquisa. 

 Aplicando essa malha de 10 mm e o elemento finito SHELL281, é obtido um resultado de 

deflexão máxima e central de 0,69758 mm (Figura 5.9) na placa de referência. Sendo assim, a 

inserção dos enrijecedores na placa tem por objetivo reduzir esse deslocamento máximo visando 

aumentar a sua rigidez. 

 

Figura 5.9: Deslocamentos resultantes na placa de referência adotando uma malha quadrada de 10 

mm. 

 A Tabela 5.3 apresenta os resultados de deflexão máxima e central na placa de referência 

obtidos em outros trabalhos que adotam as mesmas características geométricas, carregamento e 

condições de contorno. 

Tabela 5.3: Resultados da deflexão máxima e central na placa de referência. 

 
Uz(max) = 

Uz(central) (mm) 

Dif. Rel. 

(%) 

Presente Estudo – SHELL281 0,698 - 

Troina et al. (2020) – SHELL93 0,664 5,12 

Troina et al. (2020) – SOLID95 0,663 5,28 

Pinto et al. (2021) – SHELL281 0,697 0,14 

Nogueira et al. (2021) – SHELL281 0,697 0,14 

Kucharski et al. (2022) – SHELL281 0,697 0,14 

 

 Através da Tabela 5.3 é possível observar que a diferença entre o resultado do presente estudo 

com o de trabalhos anteriores é de no máximo 5,28%, sendo justificada devido ao elemento finito 

utilizado no caso de Troina et al. (2020) e da malha empregada nos demais estudos. 

 Os próximos subitens apresentam as análises dos resultados para os casos de placas com 

enrijecedores do tipo viga-caixão trapezoidal na direção longitudinal e na direção transversal à placa, 

empregando a malha M5 (10 mm) definida no teste de convergência (ver Figura 5.8). 
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5.3.1. Enrijecedores Longitudinais 

 Aplicando as características estruturais definidas na seção 4.3 e considerando apenas 

enrijecedores longitudinais, foi possível inserir até cinco enrijecedores na placa mantendo o volume 

total de material da estrutura constante (ver Figura 4.4). A limitação imposta pela adoção do ângulo 

de 120° não permite que mais enrijecedores sejam adicionados, mesmo com a variação de altura e 

espessura, sem que haja uma variação do volume total de material da estrutura. 

 As Figuras 5.10 a 5.14 apresentam gráficos com os resultados das deflexões máxima e central 

de acordo a variação de altura e espessura do enrijecedor, para os casos de um a cinco enrijecedores 

longitudinais (ver Figura 4.4), respectivamente. 

 

 

Figura 5.10: Deflexão máxima e central para a placa com um enrijecedor longitudinal. 
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Figura 5.11: Deflexão máxima e central para a placa com dois enrijecedores longitudinais. 

 

 

Figura 5.12: Deflexão máxima e central para a placa com três enrijecedores longitudinais. 
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Figura 5.13: Deflexão máxima e central para a placa com quatro enrijecedores longitudinais. 

 

 

 

Figura 5.14: Deflexão máxima e central para a placa com cinco enrijecedores longitudinais. 
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 Avaliando de modo geral as Figuras 5.10 – 5.14, as deflexões máxima e central para cada 

caso analisado coincidem em todos os cinco arranjos propostos com enrijecedores do tipo viga-caixão 

trapezoidal na direção longitudinal da placa, apresentando praticamente nenhuma variação entre si. 

Nota-se também que quanto maior a altura do enrijecedor, menores são os deslocamentos resultantes, 

exceto no caso com um enrijecedor quando são adotadas as espessuras de 6,35 mm e 8,00 mm, onde 

primeiro ocorre um aumento das deflexões para depois diminuir conforme a altura aumenta, isso 

acontece porque a relação entre a altura e a largura do enrijecedor ficam desproporcionais à estrutura 

como um todo, não favorecendo para uma boa distribuição dos deslocamentos. 

 Quando são inseridos um ou dois enrijecedores na placa, as menores deflexões ocorrem nas 

maiores espessuras. Já de três a cinco enrijecedores, as menores deflexões acontecem nas menores 

espessuras.  À medida que a quantidade de enrijecedores aumenta, as alturas e espessuras ficam 

limitadas porque a porção de volume de material da placa transformado em enrijecedor não consegue 

ser distribuída em sua totalidade conforme as dimensões do enrijecedor vai se alterando em cada 

geometria proposta. 

 A Tabela 5.4 apresenta os melhores e os piores resultados de acordo com a quantidade de 

enrijecedores na direção longitudinal da placa, bem como a diferença relativa (Equação 3.33) dos 

resultados de deflexão máxima e central da placa de referência em relação a esses casos analisados: 

Tabela 5.4: Melhores e piores resultados de deflexões máxima e central de acordo com a 

quantidade de enrijecedores na direção longitudinal à placa. 

Número de 

Enrijecedores 
hs (mm) ts (mm) 

Uz(máx) 

(mm) 

Uz(central) 

(mm) 

Dif. Rel. 

Uz(máx) (%) 

Dif. Rel. 

Uz(central) (%) 

1 250 9,53 0,0958 0,0958 -86,26 -86,26 

 250 4,75 1,7735 1,7735 154,23 154,23 

2 150 6,35 0,1381 0,1266 -80,20 -81,84 

 25 6,35 0,5371 0,5371 -23,01 -23,01 

3 150 4,75 0,1244 0,1244 -82,17 -82,17 

 25 6,35 0,4497 0,4497 -35,53 -35,53 

4 125 4,75 0,1650 0,1650 -76,34 -76,34 

 25 9,53 0,6344 0,6345 -9,06 -9,04 

5 100 4,75 0,2259 0,2259 -67,61 -67,61 

 25 8,00 0,6014 0,6014 -13,79 -13,79 

  

 De acordo com a Tabela 5.4, as piores deflexões ocorrem na menor altura de enrijecedor (25 

mm) quando a placa tem de dois a cinco enrijecedores, já a espessura que apresenta esses resultados 

varia, sendo as menores espessuras quando inseridos um a três enrijecedores, enquanto de quatro a 

cinco enrijecedores os maiores deslocamentos ocorrem quando o enrijecedor tem a maior espessura 

Na placa com apenas um enrijecedor (ver Figura 5.10), o pior deslocamento acontece ao adotar uma 

altura de 250 mm e espessura de 4,75 mm que, para esta proposta de arranjo geométrico é a menor 
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altura possível de se aplicar nessa espessura, inclusive, esse valor é em média 2,5 vezes maior que o 

resultado obtido na placa de referência, tornando a aplicação dessa espessura inviável porque o 

objetivo é justamente minimizar as deflexões máxima e central com o auxílio dos enrijecedores, 

aumentando assim a rigidez da estrutura. 

 Com apenas um enrijecedor na placa (ver Figura 5.10), foi possível realizar 45 análises com 

arranjos geométricos diferentes, tendo como 300 mm a altura máxima e utilizando-se cinco 

espessuras de enrijecedor. A partir disso, a única espessura que não apresentou resultados 

satisfatórios foi a de 4,75 mm, as três alturas que permitiam o emprego dessa espessura, atingiram 

valores de deflexões acima de 1,3 mm, ultrapassando os resultados alcançados na placa de referência 

inviabilizando a sua utilização, como mostra a Figura 5.15, isso é justificado pelo fato de o 

enrijecedor ocupar praticamente toda a largura de 1000 mm da placa. Com a espessura de 6,35 mm 

as alturas menores que 150 mm também geraram deslocamentos que ultrapassam Uz = 0,69758 mm 

da placa de referência. Já nas demais espessuras, independente da altura adotada, todos os resultados 

são menores que as deflexões máxima e central da placa de referência. De acordo com a Tabela 5.2, 

a menor deflexão máxima e central é de 0,0958 mm e acontece quando inserido um enrijecedor de 

250 mm de altura e espessura de 9,53 mm, que é a maior altura possível para esta espessura, uma 

redução de 86,26% nas deflexões máxima e central. 

 

 

Figura 5.15: Configuração geométrica e distribuição dos deslocamentos na placa com um 

enrijecedor longitudinal para a espessura de 4,75 mm, sendo (a) hs = 300 mm; (b) hs = 275 mm e (c) 

hs = 250 mm. 

 

 Com dois enrijecedores longitudinais (ver Figura 5.11), foram analisados 21 arranjos 

geométricos, considerando quatro espessuras de enrijecedores com uma altura máxima de 150 mm. 

Nesta proposta, o maior e o menor resultados de deflexão máxima e central ocorrem com a espessura 

de 6,35 mm, sendo o menor deslocamento com a altura de 150 mm e o maior deslocamento na altura 

de 25 mm. O melhor resultado apresentou uma redução de 80,20% e 81,74% para a deflexão máxima 
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e central, com deslocamentos de 0,1381 mm e 0,1266 mm, respectivamente. O pior resultado é de 

0,5371 mm, tanto para a deflexão máxima como para a central. Ainda na espessura de 6,35 mm, as 

deflexões máxima e central coincidem entre si até a altura de 75 mm e, acima disso, sofrem uma 

pequena variação que ocorre devido à posição que o enrijecedor ocupa, tendendo a ficar cada vez 

mais próximo das bordas da placa na medida que a altura dos enrijecedores diminuem, como exemplo 

apresentado na Figura 5.15 com apenas um enrijecedor. Nas espessuras 12,70 mm, 9,53 mm e 8,00 

mm acontece um pequeno acréscimo no resultado da deflexão nas maiores alturas, cujas estruturas 

apresentam erijecedores com bases muito pequenas que não ultrapassam 29 mm, conforme 

informações geométricas da Tabela B.2. Com a espessura de 12,70 mm os enrijecedores não chegam 

a ocupar 50% da largura da placa, independente da altura, como mostra a Figura 5.16. 

 

 

Figura 5.16: Distribuição dos deslocamentos na placa com dois enrijecedores longitudinais para a 

espessura de 4,75 mm, sendo (a) hs = 100 mm; (b) hs = 75 mm; (c) hs = 50 mm e (d) hs = 25 mm. 

 

 Em todas as 15 análises realizadas na placa com três enrijecedores (ver Figura 5.12), a 

distribuição dos deslocamentos resultantes é similar ao da placa de referência. Neste arranjo 

geométrico, já não é possível adotar a espessura de 12,70 mm, as opções de alturas também ficam 

limitadas de acordo com cada espessura analisada, tendo ainda como máxima a altura de 150 mm 

alcançada apenas com a espessura de 4,75 mm, sendo inclusive a proposta geométrica que resulta na 

menor deflexão máxima e central de Uz = 0,1244 mm, 82,17% menor em relação à placa de 

referência. 
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 Analisando a placa com quatro enrijecedores (ver Figura 5.13), 11 arranjos geométricos foram 

estudados considerando a menor espessura de 4,75 mm e a maior 9,53 mm. A altura máxima do 

enrijecedor chegou a 125 mm na menor espessura, resultando no melhor valor de deflexão máxima 

e central que é de 0,1650 mm, aproximadamente 4,23 vezes menor que o resultado da placa de 

referência. Já os piores deslocamentos ocorrem na menor altura (25 mm) da maior espessura adotada 

(9,53 mm), com valores de 0,6344 mm e 0,6345 mm para a deflexão máxima e central, 

respectivamente, representando uma melhoria de cerca de 9%.  

 Por fim, com cinco enrijecedores do tipo viga-caixão trapezoidal na direção longitudinal (ver 

Figura 5.14), como se tem uma quantidade maior de enrijecedores, a porção de volume da placa 

transformada em enrijecedores só possibilitou a realização de oito análises com três espessuras de 

enrijecedores e altura máxima de 100 mm.  Os melhores resultados são obtidos com a espessura de 

4,75 mm e os piores com a espessura de 8,00 mm. Comparado à placa de referência, o menor 

resultado apresenta uma redução de 67,61% no deslocamento máximo, sendo a deflexão máxima e 

central de 0,2259 mm. O pior resultado ocorre quando é considerada a menor altura e a menor 

espessura de enrijecedor, que correspondem a 25 mm e 4,75 mm, respectivamente, cujos resultados 

foram 0,6014 mm para a deflexão máxima e central, cerca de 13,79% menor que os valores obtidos 

na placa de referência. 

 A Figura 5.17 mostra os melhores resultados para a deflexão máxima (ver Tabela 5.4) e a 

respectiva distribuição de deslocamentos resultantes para cada um dos cinco casos com enrijecedores 

do tipo viga-caixão trapezoidal na direção longitudinal da placa. É possível observar que apenas no 

caso com dois enrijecedores as deflexões máxima e central não são as mesmas, isso ocorre porque a 

geometria da estrutura, como um todo, favorece para uma melhor distribuição dos deslocamentos, 

enquanto nos demais casos, esses deslocamentos resultantes se concentram na região central da placa. 

Nota-se também que os menores resultados são gerados quando a placa contém um e três 

enrijecedores que, por consequência da geometria, sempre há um enrijecedor que passa pela região 

central da placa auxiliando na redução dos deslocamentos nesse ponto. No entanto, o pior caso entre 

os apresentados na Figura 5.17 é o que possui cinco enrijecedores, que também apresenta um 

enrijecedor central. Porém, a combinação entre altura (100 mm) e espessura (4,75 mm) dos 

enrijecedores conduziu a esse pior comportamento mecânico entre os cinco melhores casos com 

enrijecedores longitudinais. 
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Figura 5.17: Distribuição das deflexões com os melhores resultados de deflexão máxima para as 

cinco configurações geométricas de enrijecedores na direção longitudinal. 

 

5.3.2. Enrijecedores Transversais 

 Com 30% do volume de material da placa de referência transformados em enrijecedores 

através da fração volumétrica 𝜙 =0,3, foi possível inserir até nove enrijecedores transversais na placa 

mantendo o volume total da estrutura constante (ver Figura 4.5). 

 As Figuras 5.18 a 5.26 apresentam os resultados das deflexões máxima e central de acordo a 

variação de altura e espessura do enrijecedor, para os casos de um a nove enrijecedores na direção 

transversal da placa, respectivamente. 
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Figura 5.18: Deflexão máxima e central para a placa com um enrijecedor transversal. 

 

 

Figura 5.19: Deflexão máxima e central para a placa com dois enrijecedores transversais. 
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Figura 5.20: Deflexão máxima e central para a placa com três enrijecedores transversais. 

 

 

Figura 5.21: Deflexão máxima e central para a placa com quatro enrijecedores transversais. 
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Figura 5.22: Deflexão máxima e central para a placa com cinco enrijecedores transversais. 

 

 

Figura 5.23: Deflexão máxima e central para a placa com seis enrijecedores transversais. 
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Figura 5.24: Deflexão máxima e central para a placa com sete enrijecedores transversais. 

 

 

Figura 5.25: Deflexão máxima e central para a placa com oito enrijecedores transversais. 
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Figura 5.26: Deflexão máxima e central para a placa com nove enrijecedores transversais. 

 

 No geral, de acordo com as Figuras 5.18 – 5.26, as deflexões máxima e central também não 

apresentam praticamente nenhuma variação entre si em todos os nove casos analisados, e quando há 

diferença entre os valores de deflexão máxima e central, eles ocorrem em apenas algumas espessuras 

de enrijecedor, como é o caso da placa com um enrijecedor com espessura de 12,70 mm e alturas 

maiores que 200 mm, e da placa com dois enrijecedores nas espessuras de 6,35 mm e 8,00 mm. 

Assim como na proposta de enrijecedores longitudinais, aqui também há uma diminuição dos 

deslocamentos resultantes conforme a altura dos enrijecedores aumenta.  

 A Tabela 5.5 apresenta os melhores e os piores resultados de acordo com a quantidade de 

enrijecedores na direção transversal da placa, bem como a diferença relativa em porcentagem dos 

valores de deflexão máxima e central da placa de referência em relação a esses casos analisados, 

lembrando que a deflexão máxima e central da placa de referência equivale a Uz = 0,69758 mm. 
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Tabela 5.5: Melhores e piores resultados de deflexões máxima e central de acordo com a 

quantidade de enrijecedores na direção transversal à placa. 

Número de 

Enrijecedores 
hs (mm) ts (mm) 

Uz(máx) 

(mm) 

Uz(central) 

(mm) 

Dif. Rel. 

Uz(máx) (%) 

Dif. Rel. 

Uz(central) (%) 

1 200 12,7 0,1647 0,1392 -76,39 -80,04 

 25 6,35 1,7712 1,7712 153,90 153,90 

2 225 8,00 0,0545 0,0466 -92,19 -93,32 

 25 6,35 0,5790 0,3262 -17,00 -53,24 

3 250 6,35 0,0252 0,0227 -96,38 -96,74 

 25 6,35 0,3169 0,3169 -54,56 -54,56 

4 125 8,00 0,0253 0,0253 -96,38 -96,38 

 25 6,35 0,2115 0,1882 -69,68 -73,03 

5 150 6,35 0,0211 0,0211 -96,97 -96,97 

 25 6,35 0,1771 0,1771 -74,61 -74,61 

6 175 4,75 0,0199 0,0166 -97,15 -97,62 

 25 6,35 0,1594 0,1562 -77,15 -77,61 

7 150 4,75 0,0220 0,0220 -96,84 -96,84 

 25 6,35 0,1525 0,1525 -78,14 -78,14 

8 125 4,75 0,0257 0,0245 -96,31 -96,49 

 25 6,35 0,1478 0,1473 -78,82 -78,88 

9 100 4,75 0,0315 0,0315 -95,48 -95,48 

 25 6,35 0,1466 0,1466 -78,98 -78,98 

 

 Nas configurações geométricas com três e de cinco a nove enrijecedores, os menores 

deslocamentos ocorrem nas maiores alturas das menores espessuras adotadas. Com apenas um 

enrijecedor, o deslocamento máximo ocorre na altura intermediária para a maior espessura. Já com 

dois e quatro enrijecedores transversais, os deslocamentos máximos ocorrem na segunda maior altura 

para a espessura de 8 mm, conforme apresentado na Tabela 5.5. Aqui, segue a mesma característica 

da aplicação dos enrijecedores longitudinais, com uma tendência de menores deflexões quanto maior 

for a altura do enrijecedor, exceto em alguns casos devido à geometria dos enrijecedores. 

 De acordo com a Figura 5.18, com apenas um enrijecedor as maiores deflexões ocorrem na 

menor espessura de enrijecedor, e as menores deflexões na maior espessura. Foram um total de 66 

geometrias avaliadas considerando quatro espessuras comerciais para os enrijecedores com altura 

máxima de 400 mm. O melhor resultado acontece quando o enrijecedor tem uma altura de 200 mm 

e espessura de 12,70 mm com 0,1647 mm de deflexão máxima e 0,1392 mm de deflexão central, que 

representa uma melhoria de 76,39% e de 80,04% em relação à placa de referência. Diferente de outros 

arranjos, na espessura de 12,70 mm, apenas a deflexão central da placa segue o padrão de quanto 

maior a altura do enrijecedor menor a deflexão, chegando até a gerar uma deflexão central negativa 

na altura máxima (400 mm), enquanto os resultados da deflexão máxima primeiro decrescem até a 

altura intermediária adotada e, em seguida, aumentam à medida que a altura do enrijecedor diminui. 

Isso ocorre porque além do enrijecedor estar localizado bem na região central da placa, o formato 
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geométrico dele nas maiores alturas resulta numa maior rigidez nesta região da estrutura, fazendo 

com que os maiores deslocamentos fiquem distribuídos nas duas laterais da placa, como mostra a 

Figura 5.27. O pior caso avaliado com um enrijecedor transversal (que ocorre com o enrijecedor de 

6,35 mm de espessura e 25 mm de altura), tem como resultados  1,7712 mm de deflexão máxima e 

central, um aumento de 2,54 vezes em relação à deflexão máxima e central da placa de referência. 

 

Figura 5.27: Distribuição dos deslocamentos na placa com um enrijecedor transversal considerando 

hs = 400 mm e ts = 12,70 mm. 

 

 Para a placa com dois enrijecedores transversais (ver Figura 5.19), as deflexões máxima e 

central coincidem apenas quando utilizado enrijecedores com 12,70 mm de espessura e em alturas 

maiores que 100 mm para a espessura de 9,53 mm. Diferente dos outros casos apresentados em que 

as deflexões diminuem conforme a altura aumenta, nessas espessuras, as deflexões diminuem até 

uma altura intermediária (75 mm para a espessura de 12,70 mm) e depois aumentam, porque a 

geometria dos enrijecedores e sua localização influenciam na distribuição dos deslocamentos ao 

longo da estrutura, como pode ser observado na Figura 5.28. Nas demais espessuras (de 6,35 mm e 

8,00 mm), apesar de não coincidirem as deflexões máxima e central, seus valores decrescem com o 

aumento da altura, sendo a deflexão central sempre menor que a máxima, inclusive com a espessura 

de 6,35 mm a deflexão central acima da altura de 150 mm tem valores negativos, porque a região 

central da placa possui uma rigidez maior, assim como no caso da Figura 5.20 para a placa com um 

enrijecedor transversal. A altura máxima adotada para os enrijecedores neste caso foi de 250 mm, 

sendo possível realizar 38 análises geométricas. A menor deflexão máxima ocorre na altura de 225 

mm quando utilizado um enrijecedor de 8,00 mm de espessura. As deflexões máxima e central foram 

de 0,0545 mm e 0,0466 mm, respectivamente. Esses resultados apresentam uma redução de 92,19% 

e 93,32% em relação às deflexões máxima e central da placa de referência. O pior resultado ocorre 

na altura de 25 mm e espessura de 6,35 mm, com valores de 0,5790 mm e 0,3262 mm de deflexão 

máxima e central, com uma redução de 17,00% e 53,24%, respectivamente. 
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Figura 5.28: Distribuição dos deslocamentos na placa com dois enrijecedores transversais para a 

espessura de 12,70 mm, sendo (a) hs = 200 mm; (b) hs = 75 mm e (b) hs = 25 mm. 

 

 Quando são inseridos três enrijecedores na direção transversal da placa (ver Figura 5.20), as 

deflexões máxima e central para as espessuras de 6,35 mm e 8,00 mm vão diminuindo conforme 

aumenta a altura do enrijecedor, só que em alguns pontos há uma pequena variação entre os valores 

da deflexão máxima e central. Com a espessura de 9,53 mm as deflexões também diminuem com o 

aumento da altura do enrijecedor, mas a partir de 75 mm de altura, a diferença entre os valores das 

deflexões máxima e central aumentam conforme aumenta a altura. Quando adotado 12,70 mm de 

espessura, as deflexões máxima e central apresentam uma diferença de valores um pouco maior, 

sendo os resultados da deflexão central menor que os da deflexão máxima. Essas diferenças entre 

deflexão máxima e central acontecem porque há um enrijecedor passando bem na região central da 

placa e, conforme suas características vão variando, muda também a distribuição dos deslocamentos 

ao longo da estrutura. Ao contrário das configurações geométricas anteriores onde o menor resultado 

de deflexão acontece ou na maior espessura ou numa espessura intermediária, o menor resultado de 

deflexão para este caso ocorre na menor espessura que é de 6,35 mm e na altura de 250 mm, a maior 

das que foram analisadas, tendo valores de 0,0252 mm de deflexão máxima e 0,0227 mm de deflexão 

central. Esse resultado apresenta uma redução de 96,38% e 96,74% em relação às deflexões máxima 

e central da placa de referência. Já o pior resultado ocorre também na espessura de 6,35 mm, mas na 

menor altura que é de 25 mm, 2,2 vezes menor que o resultado da placa de referência, sendo 0,3169 

mm a deflexão máxima e a deflexão central. Foram um total de 30 análises com essa proposta de 

enrijecedores. 

 De acordo com a Figura 5.21, as deflexões máxima e central praticamente não apresentam 

variação quando são adotadas espessuras acima de 8,00 mm, na placa com quatro enrijecedores. Na 

espessura de 6,35 mm, a diferença entre os resultados das deflexões pode variar em até cerca de 49% 

conforme Tabela C.9 do Apêndice C que apresenta a diferença relativa entre os valores de deflexão 

máxima e central. A altura máxima para esse arranjo de enrijecedores foi de 150 mm e resultou num 
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total de 21 configurações geométricas analisadas neste caso. As maiores deflexões máximas ocorrem 

com a espessura de 6,35 mm, porém, as menores deflexões centrais também ocorrem com essa 

espessura a partir da altura de 100 mm. Isso resulta da distribuição dos enrijecedores ao longo da 

placa e sua consequente influência na distribuição dos deslocamentos, tendo deslocamentos máximos 

nos enrijecedores próximos as bordas da placa e região central com deslocamentos menores, como 

representado na Figura 5.29. Neste caso, a menor deflexão máxima se dá ao inserir enrijecedores 

com 8,00 mm de espessura e altura de 125 mm, tendo como resultado 0,0253 mm a deflexão máxima 

e central, uma redução de 96,38%. O pior resultado equivale a 0,2115 mm e 0,1882 mm de deflexão 

máxima e central, respectivamente, com enrijecedores de 25 mm de altura e 6,35 mm de espessura, 

mas ainda assim apresentam uma melhoria de 69,68% e 73,03% que as deflexões máxima e central 

da placa de referência. 

 

Figura 5.29: Distribuição dos deslocamentos na placa com quatro enrijecedores transversais para a 

espessura de 6,35 mm e hs = 150 mm. 

 

 Para a placa com cinco enrijecedores (ver Figura 5.22), as alturas começam a ficar restritas à 

medida que a espessura do enrijecedor aumenta, tendo como máxima a altura de 150 mm para 6,35 

mm de espessura e de 75 mm de altura máxima na espessura de 12,70 mm, totalizando 18 análises 

geométricas. O menor e o maior resultado de deflexão máxima acontecem quando os enrijecedores 

tem a espessura de 6,35 mm, sendo o melhor resultado na maior altura de 150 mm com a deflexão 

máxima e central de 0,0211 mm, cerca de 33 vezes menor que as deflexões da placa de referência, 

enquanto o pior resultado que ocorre na menor altura (25 mm) tem deflexões máxima e central de 

0,1771 mm, uma diferença relativa de 74,61% em relação à placa de referência.  

 Com seis enrijecedores (ver Figura 5.23), é possível avaliar a estrutura adotando cinco 

espessuras diferentes, os valores variam de 4,75 mm a 12,70 mm. Como citado no caso anterior, a 

altura dos enrijecedores fica limitada de acordo com a espessura utilizada. Foram realizadas 18 

análises e a geometria que obteve o menor resultado de deflexão máxima adotou os enrijecedores 
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com 175 mm de altura e 4,75 mm de espessura, tendo como resultados a deflexão máxima de 0,0199 

mm e 0,0166 mm a deflexão central, ou seja, a maior altura para a menor espessura, cerca de 97% 

menor que a apresentada na placa de referência. O maior resultado de deflexão ocorre nos 

enrijecedores com 25 mm de altura e 6,35 mm de espessura, com valores de 0,1594 mm e 0,1562 

mm de deflexão máxima e central, respectivamente. São aproximadamente 4,4 vezes menores que 

os valores da placa de referência, ou seja, uma redução em torno de 77,00%. 

 Para a placa com sete enrijecedores (ver Figura 5.24), foi possível realizar 16 análises, das 

quais se obteve o menor resultado de deflexão na altura de 150 mm para uma espessura de 4,75 mm. 

As deflexões máxima e central equivalem a 0,0220 mm, uma melhoria de 96,84%. Assim como no 

caso anterior, o pior resultado ocorre na placa com enrijecedores de 25 mm de altura e 6,35 mm de 

espessura, com deflexões máxima e central de 0,1525 mm, uma redução de 97,81%. 

 Com oito enrijecedores (ver Figura 5.25), a menor deflexão encontrada ocorre nos 

enrijecedores cuja geometria apresenta 125 mm de altura e 4,75 mm de espessura. A deflexão 

máxima e central resultantes apresentam uma redução de cerca de 96% nos deslocamentos da placa, 

com valores de 0,0257 mm e 0,0255 mm, respectivamente. Já a maior deflexão é de 0,1478 mm para 

a deflexão máxima e 0,1473 mm de deflexão central, aproximadamente 78,80% menores que os 

deslocamentos da placa de referência. Foram 12 análises no total, apresentando melhores resultados 

nas menores espessuras e com pouca variação entre os resultados de deflexão máxima e central. 

 Por fim, com nove enrijecedores foi possível realizar sete análises geométricas (ver Figura 

5.26). O menor resultado foi 0,0315 mm para as deflexões máxima e central ao adotar uma altura de 

75 mm e espessura de 4,75 mm, redução de 95,34% em relação à placa de referência. O maior valor 

de deflexões máxima e central foi de 0,1466 mm com a altura de 25 mm e espessura de 6,35 mm, 

uma redução de 4,76 vezes nas deflexões da placa. 

 A Figura 5.30 mostra os melhores resultados e a distribuição dos deslocamentos resultantes 

para cada um dos nove casos propostos com enrijecedores do tipo viga-caixão trapezoidal na direção 

transversal da placa. 
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Figura 5.30: Distribuição das deflexões com os melhores resultados para as nove configurações 

geométricas de enrijecedores na direção transversal. 
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 De acordo com a Fig. 5.30 quanto menor o número de enrijecedores, mais localizados são os 

deslocamentos e, à medida que a quantidade de enrijecedores aumenta, os deslocamentos apresentam 

uma distribuição mais uniforme em toda a placa, tendendo a se concentrar na região mais central. 

Nos arranjos geométricos em que  as deflexões máxima e central não são as mesmas, como mostra 

os exemplos das Figuras 5.27 e 5.29, isso ocorre porque os maiores deslocamentos estão localizados 

ou nas regiões mais próximas as bordas da placa, ou por passar um enrijecedor na parte central 

aumentando a rigidez deste local, a tal ponto de em alguns casos apresentar resultados negativos de 

deflexão central. Apenas na configuração geométrica com um enrijecedor é que se tem resultados de 

deflexão máxima e central maiores que as deflexões da placa de referência, nos demais casos, 

independentemente da quantidade de enrijecedores, da altura ou espessura deles, todos os resultados 

apresentaram minimização dos deslocamentos na placa. 

 Os resultados obtidos aplicando os enrijecedores na direção transversal da placa apresentaram 

uma visível redução nos deslocamentos máximo e central comparados ao que foi alcançado na 

proposta com enrijecedores na direção longitudinal da mesma, estando de acordo com os resultados 

obtidos por Nogueira et al. (2021). Segundo Araújo (2014) e Bastos (2023), os esforços solicitantes 

de maior magnitude ocorrem na direção do menor vão, o que justifica os resultados encontrados nesta 

pesquisa. A quantidade de enrijecedores a ser adicionada vai depender de qual seja a aplicação da 

estrutura, já que em qualquer um dos casos analisados os deslocamentos são inferiores aos da placa 

de referência. Os resultados obtidos em todas as análises de arranjos propostos tanto de enrijecedores 

longitudinais e transversais podem ser encontrados no APÊNDICE C. 

5.3.3. Comparação dos resultados com estudos anteriores 

 A presente pesquisa possui relação direta com os trabalhos de Troina et al. (2020), Pinto et 

al. (2021), Nogueira et al. (2021) e Kucharski et al. (2022). Em todos esses estudos o método Design 

Construtal foi empregado visando minimizar as deflexões máximas e/ou centrais de placas 

enrijecidas a partir da análise de uma placa de referência que tem parte de seu volume de material 

transformado em enrijecedores. A estrutura é submetida a um carregamento uniformemente 

distribuído e cada um dos autores adota uma proposta com diferentes arranjos e geometrias de 

enrijecedores. Uma diferença importante a se destacar é que, nesses trabalhos, os enrijecedores são 

inseridos em ambas as direções, enquanto aqui, é analisado os enrijecedores apenas na direção 

longitudinal ou na direção transversal. Troina et al.  (2020) e Pinto et al. (2021) analisaram cinco 

frações volumétricas em seus estudos, obtendo melhores resultados com a fração volumétrica de 0,3. 

Nogueira et al. (2021) e Kucharski et al. (2022) consideraram apenas a fração volumétrica de 0,3 em 

suas análises, assim como foi feito neste trabalho. A seguir é apresentado um breve comparativo entre 
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os resultados alcançados nestas pesquisas de referência com os resultados de menor deflexão 

encontrados nas placas com enrijecedores longitudinal e na direção transversal.  

 No estudo proposto por Troina et al. (2020), foram utilizados o elemento finito bidimensional 

SHELL93 e o elemento tridimensional SOLID95, os enrijecedores eram do tipo I e foram adotados 

de diferentes valores para a fração volumétrica (𝜙) variando de 0,1 a 0,5. O objetivo era avaliar a 

influência do parâmetro (𝜙) nas placas otimizadas definindo uma configuração com melhor 

desempenho estrutural. Não houve uma diferença significativa entre os resultados das deflexões 

centrais das placa para as frações volumétricas dentro do intervalo de 0,3 ≤ 𝜙 ≤ 0,5, tendo como 

melhor desempenho global a placa P(2,5) com 𝜙 = 0,5, razão (hs/ts) = 35,03 com deslocamento Uz = 

0,0086 mm e Uz = 0,0084 mm para os modelos SHELL93 e SOLID95, respectivamente, enquanto 

com 𝜙 = 0,3 os deslocamentos foram de Uz = 0,0126 mm e Uz = 0,0123 mm para os modelos 

SHELL93 e SOLID95. A Figura 5.31 mostra a configuração geométrica obtida por Troina et al. 

(2020) com melhor desempenho estrutural. 

 

Figura 5.31: Configuração deformada da placa global otimizada para (a) SHELL93 e (b) SOLID95. 

(Fonte: Troina et al., 2020). 

  

 A Tabela 5.6 apresenta a comparação entre os resultados obtidos por Troina et al. (2020) com 

a fração volumétrica 𝜙 = 0,3 e os melhores resultados alcançados no presente estudo considerando 

enrijecedores na direção longitudinal e enrijecedores na direção transversal. 
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Tabela 5.6: Resultados da deflexão Uz(central) para a fração volumétrica 𝜙 = 0,3. 

𝜙 = 0,3 
Uz(central) 

(mm) 

Dif. Rel. 

SHELL93 (%) 

Dif. Rel. 

SOLID95 (%) 

Troina (2020) – SHELL93 0,0126 - - 

Troina (2020) - SOLID95 0,0123 - - 

SHELL281 (Presente Estudo - 1 

Enrij. Long.) 
0,0958 660,40 678,94 

SHELL281 (Presente Estudo - 6 

Enrij. Transv.) 
0,0166 31,51 34,72 

 

 De acordo com a Tabela 5.6, os resultados obtidos por Troina et al. (2020) para a deflexão 

central na placa são aproximadamente 660,40% para o elemento finito SHELL93, ou seja, 7,6 vezes 

menor em relação ao melhor resultado alcançado na proposta de enrijecedores do tipo viga-caixão 

trapezoidal na direção longitudinal e, em relação ao elemento finito SOLID95 essa diferença é de 

678,94%, ou seja, 7,8 vezes menor. Com relação ao melhor resultado para a configuração geométrica 

com enrijecedores do tipo viga-caixão na direção transversal da placa, essa diferença fica em torno 

de 31,51% quando comparado ao resultado com o elemento finito SHELL93 e de 34,72% em relação 

ao resultado obtido com o elemento finito SOLID95. Levando-se em consideração a diferença entre 

a quantidade e distribuição dos enrijecedores ao longo da placa, bem como seu formato e a utilização 

de elementos finitos diferentes, os resultados estão compatíveis e dentro do aceitável ao que foi 

proposto. 

 Pinto et al. (2021) também adotaram enrijecedores do tipo I e frações volumétricas de 0,1; 

0,2; 0,3; 0,4 e 0,5, considerando os enrijecedores orientados a 0° e 45°, variando a relação entre a 

altura e a espessura dos enrijecedores a cada arranjo proposto. Na maioria dos arranjos analisados, 

os enrijecedores orientados a 45° são mais vantajosos para reduzir a deflexão máxima em comparação 

aos enrijecedores orientados a 0°, principalmente nas frações volumétricas 𝜙 iguais a 0,1; 0,2 e 0,3, 

onde foi possível minimizar a deflexão máxima em até 60% em alguns arranjos. Para frações 

volumétricas de 0,4 e 0,5, orientar os enrijecedores a 45° só é viável nos casos com grandes 

quantidades de enrijecedores. O melhor resultado para 𝜙 = 0,3 e enrijecedores a 45° foi a placa P(6,6) 

com (hs/ts) = 92,275 e deflexões Uz(máx) = Uz(central) = 0,0186 mm, enquanto os melhores resultados 

para enrijecedores a 0° foi a placa P(2,5), (hs/ts) = 59,409 com deflexões central e máxima de Uz(central) 

= 0,0125 mm e Uz(máx) = 0,0156 mm, respectivamente. A Figura 5.32 apresenta a distribuição das 

deflexões ao longo da placa comparando a estrutura com enrijecedores posicionados a 0° e 45° nas 

propostas que apresentaram melhor desempenho global.  
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Figura 5.32: Distribuição das deflexões (a) na placa P(6,6) com enrijecedores a 0° e enrijecedores a 

45° ;(b) na placa P(2,5) com enrijecedores a 0° e enrijecedores a 45°. (Fonte: Pinto et al., 2021). 

 

 A Tabela 5.7 compara os melhores resultados de deflexão central obtidos por Pinto et al. 

(2021) com a fração volumétrica 𝜙 = 0,3 considerando os enrijecedores posicionados a 0° e a 45°, e 

os melhores resultados alcançados no presente estudo considerando enrijecedores na direção 

longitudinal e enrijecedores na direção transversal. 
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Tabela 5.7: Comparação entre os resultados da deflexão central Uz(central) para a fração volumétrica 

𝜙 = 0,3. 

𝜙 = 0,3 
Uz(central) 

(mm) 

Dif. Rel. 0° - 

P(2,5) (%) 

Dif. Rel. 45° - 

P(6,6) (%) 

0° - P(2,5) 0,0125 - - 

45° - P(6,6) 0,0186 - - 

SHELL281 (Presente Estudo - 1 

Enrij. Long.) 
0,0958 666,48 415,11 

SHELL281 (Presente Estudo - 6 

Enrij. Transv.) 
0,0166 32,56 -10,91 

 

 A partir da Tabela 5.7, o resultado de deflexão central considerando o melhor desempenho 

para a placa com enrijecedores na direção longitudinal é 666,48% e 415,11%, ou seja, 5,15 e 7,66 

vezes maior que os resultados de deflexão central em relação aos enrijejecedores posicionados a 0° 

e a 45°, respectivamente. Já na configuração geométrica com melhor resultado para enrijecedores na 

direção transversal da placa, a deflexão central é 32,56% maior quando comparado à placa com 

enrijecedores posicionados a 0° e 10,91% menor que o resultado de deflexão central da placa com 

enrijecedores a 45°. 

 No trabalho de Nogueira et al. (2021) considerando apenas a fração volumétrica 𝜙 = 0,3, 

foram utilizados enrijecedores do tipo I e avaliada a influência dos parâmetros geométricos 

relacionados ao número de enrijecedores nas direções longitudinal e transversal, espessura do 

enrijecedor e relação entre a altura do enrijecedor transversal e altura do enrijecedor longitudinal nas 

deflexões máxima e central da placa. Os resultados mostraram que o aumento na altura dos 

enrijecedores transversais é mais relevante do que dos longitudinais, gerando uma maior redução das 

deflexões máxima e central. A placa com melhor desempenho foi a geometria P(2,3) (Figura 5.33), 

com espessura ts = 6,35 mm e (hts/hls) = 2 apresentando uma melhoria de 97,98% na deflexão máxima 

e 98,85% na deflexão central em relação à placa de referência, cujos deslocamentos máximo e central 

foram respectivamente, 0,01410 e 0,00802 mm. 
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Figura 5.33: Distribuição das deflexões para a placa P(2,3) com a razão hts/hls = 2 (a) ts = 6,35 mm, 

(b) ts = 12,70 mm e (c) ts = 25,40 mm. (Fonte: Nogueira et al., 2021). 

A Tabela 5.8 apresenta a comparação entre os resultados de deflexão máxima e central 

obtidos por Nogueira et al. (2021), em relação aos melhores resultados desta pesquisa considerando 

enrijecedores na direção longitudinal e enrijecedores na direção transversal da placa. 

Tabela 5.8: Comparação entre os resultados da deflexão máxima Uz(máx) e central Uz(central). 

 
Uz(máx) (mm) Uz(central) 

(mm) 

Dif. Rel. 

Uz(máx) (%) 

Dif. Rel. 

Uz(central) (%) 

P(2,3) 0,01410 0,00802 - - 

SHELL281 (Presente Estudo - 

1 Enrij. Long.) 
0,09582 0,09581 579,57 1094,64 

SHELL281 (Presente Estudo - 

6 Enrij. Transv.) 
0,01986 0,01657 40,85 106,61 

 

 De acordo com a Tabela 5.8, analisando primeiro a deflexão máxima, o resultado de Nogueira 

et al. (2021) é 579,57% e 40,85% menor que os resultados de deflexão máxima para a placa com um 

enrijecedor longitudinal e para a placa com seis enrijecedores transversais, respectivamente. Já em 

relação a deflexão central, as diferenças relativas entre os resultados obtidos nesta pesquisa são 

maiores, com diferenças de 1094,64% e 106,61%, ou seja, são 11,95 e 2,07 vezes maior quando 

comparado à deflexão central obtida para a placa com um enrijecedor longitudinal e para a placa com 

seis enrijecedores transversais, respectivamente. A deflexão central é consideravelmente menor do 

que foi encontrado aqui porque na geometria ótima desse estudo de referência há um enrijecedor 

passando bem na região central da placa contribuindo assim para a minimização desse resultado. 

 Kucharski et al. (2022) avaliaram a influência de enrijecedores transversais em forma de I e 

T no comportamento mecânico de placas. Assumindo a fração volumétrica 𝜙 = 0,3, foram propostas 

25 placas com reforços em formato I tanto na direção longitudinal quanto transversal, e 25 placas 

com enrijecedores em I na direção longitudinal e T na direção transversal. Os resultados mostraram 
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que as placas com reforços transversais T são mais eficazes para a redução da tensão de von Mises e 

deflexão máxima, cuja estrutura que apresentou um melhor desempenho quando comparado os 

enrijecedores I e T foi a placa PT(6,2), com tensão máxima de von Misses de 9,231 MPa e deflexão 

máxima de 0,058 mm, significando uma diminuição em relação à placa PI(6,2) de 63,00% para a 

tensão de von Misses (25,00 MPa) e de 52,90% para a deflexão máxima (0,123 mm) (Figura 5.34). 

Analisando o resultado com maior minimização da flecha máxima, tem-se a placa PT(2,2) com tensão 

de von Misses de 3,581 MPa e deflexão máxima de 0,023 mm e a placa PI(2,2) com valor de 6,920 

MPa de tensão e 0,025 mm de deflexão máxima.  

 

Figura 5.34: Distribuição das deflexões para a placa P(6.2) que apresentou melhor desempenho. 

(Fonte: Kucharski et al., 2022). 

 

 Como pode ser observado, o objetivo da pesquisa não era obter o melhor resultado de tensão 

ou a menor flecha máxima, mas determinar a geometria que apresentasse uma melhor redução desses 

parâmetros quando adotado enrijecedores transversais em forma de I ou T. Como o objetivo do 

presente estudo é avaliar a minimização das deflexões máxima e central, esse foi o motivo de 

apresentar também a proposta com menor deflexão máxima de Kucharski et al. (2022), a fim de 

comparar esses resultados com os que foram alcançados aqui. A Tabela 5.9 apresenta os melhores 

resultados de deflexão máxima de Kucharski et al. (2022) com enrijecedores do tipo I e T e a 

diferença relativa com os melhores resultados do presente estudo. 
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Tabela 5.9: Comparação entre os resultados de deflexão máxima Uz(máx). 

 
Uz(máx) (mm) Dif. Rel. 

PT(2,2) (%) 

Dif. Rel. 

PI(2,2) (%) 

PT(2,2) 0,023  - 

PI(2,2) 0,025   

SHELL281 (Presente Estudo - 

1 Enrij. Long.) 
0,09582 316,57 283,24 

SHELL281 (Presente Estudo - 

6 Enrij. Transv.) 
0,01986 -27,96 -33,72 

 

 Portanto, a partir da Tabela 5.9, observa-se que as maiores diferenças relativas ocorrem em 

relação aos resultados do presente estudo para a melhor proposta geométrica com enrijecedores 

longitudinais, cuja diferença é de 316,57% e 283,24%, ou seja, 4,17 e 3,83 vezes maiores que os 

resultados de Kucharski et al. (2022) para as placas PT(2,2) e PI(2,2), respectivamente. Quando 

comparado ao melhor resultado para a placa com enrijecedores transversais, o trabalho de referência 

apresenta resultados de deflexão máxima 27,96% e 33,72% maiores que o presente estudo, sendo 

esses valores correspondentes às placas PT(2,2) e PI(2,2), respectivamente. 

 A partir desses dados comparativos, observa-se uma boa concordância entre os melhores 

resultados desta pesquisa com os resultados das pesquisas citadas que abordam a mesma 

metodologia, mas tipos de enrijecedores e arranjos geométricos diferentes. 
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6. CONCLUSÕES  
 

O trabalho desenvolvido no presente estudo apresentou resultados satisfatórios quanto à 

validação e verificação do modelo computacional proposto. Na validação, o resultado numérico para 

a deflexão central da placa apresentou uma diferença relativa de 4,58% dos resultados experimentais 

obtidos por Carrijo et al. (1999). Nos casos de verificação, a primeira análise de placa com 

enrijecedor do tipo I apresentou diferenças relativas de 1% comparado com elemento tridimensional 

usado por Troina et al. (2018), e de 22% e 27% em relação aos estudos de Silva (2010) e Bedair 

(1997), uma diferença maior devido ao elemento finito e/ou refinamento de malha adotado por esses 

autores. Considerando os resultados das estruturas com enrijecedores trapezoidais do tipo viga-

caixão (hat-stiffeners), que são o foco principal da pesquisa, a diferença máxima encontrada na 

primeira verificação foi de 1,40% em relação aos resultados de Tharian e Nandakumar (2013) para 

uma placa retangular com dois enrijecedores. Na segunda verificação, que analisa uma placa 

quadrada com um enrijecedor central, obteve-se uma diferença média de 3,30% para as placas 

simplesmente apoiadas e de 2,42% para as placas com bordas fixas, comparando com os resultados 

de Pal et al. (2018). Portanto, conclui-se que o modelo computacional proposto foi devidamente 

validado e verificado.  

A aplicação do método de Design Construtal aliado a técnica de busca exaustiva na análise 

de enrijecedores do tipo viga-caixão trapezoidal na direção longitudinal e na direção transversal da 

placa, permitiu gerar um total de 314 configurações geométricas simuladas numericamente, sendo 

cinco arranjos de enrijecedores na direção longitudinal e nove arranjos de enrijecedores na direção 

transversal.  

Observou-se que a posição dos enrijecedores, seja na direção longitudinal ou transversal da 

placa, bem como a relação entre a altura e espessura deles, tem grande influência na rigidez das placas 

e, por consequência nas suas deflexões. Em quase todos os casos analisados, quanto maior a altura 

do enrijecedor, menores são as deflexões máxima e central. 

Os resultados gerados nas propostas com enrijecedores apenas na direção transversal 

diminuem visivelmente a deflexão máxima e central na placa. Há uma redução de 79,27% entre a 

menor deflexão máxima encontrada na proposta de enrijecedores transverais, que ocorre na placa 

com seis enrijecedores, comparado ao menor valor de deflexão máxima para a placa com 

enrijecedores longitudinais, cujo melhor resultado acontece na placa com apenas um enrijecedor.  

Como visto, o número de enrijecedores não está diretamente relacionado à redução da flecha 

máxima e central da placa. No caso dos enrijecedores do tipo viga-caixão trapezoidal, a quantidade 

a ser adotada vai depender da finalidade e aplicação da estrutura. 
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Dos graus de liberdade analisados, que são a direção do enrijecedor na placa, a quantidade de 

enrijecedores, a altura e espessura deles, o que mais tem influência no indicador de performance da 

estrutura é a orientação dos enrijecedores, como visto, quando são posicionados na direção 

transversal da placa, os resultados de deflexão máxima e central apresentam uma redução 

considerável, comparado aos resultados de enrijecedores longitudinais. Além disso, a altura e 

espessura do enrijecedor também apresentam grande interferência nos resultados. Como pode ser 

observado nas Figuras 5.10 – 5.14 e Figuras 5.18 – 5.26, a maior parte das configurações geométricas 

apresentam minimização das deflexões quando são adotadas espessuras menores e a altura do 

enrijecedor aumenta. 

Os resultados do presente estudo comparados aos trabalhos realizados anteriormente, que 

adotam o mesmo método de análise e as mesmas características estruturais (mas enrijecedores com 

formatos diferentes), apresentam uma diferença maior quando comparados ao melhor resultado para 

a placa com enrijecedor longitudinal. Já em relação ao melhor resultado para a placa com 

enrijecedores transversais, as diferenças entre os resultados são bem menores, como no exemplo de 

Pinto et al. (2021) onde essa diferença é de apenas 11%. 

A partir do que foi apresentado, a modelagem computacional combinada ao Design 

Construtal e à técnica de busca exaustiva, permite avaliar os mais variados tipos de estruturas e assim 

propor soluções com resultados mais confiáveis, além de auxiliar num aproveitamento eficiente de 

material. Na análise de placas com enririjecedores, o presente estudo bem como pesquisa anteriores, 

apresentam a importância da aplicação do Design Construtal e sua influência na minimização de 

deslocamentos e aumento de rigidez das placas, evidenciando a qualidade e relevância desse método. 

 

6.1. Proposta de Continuidade 

A partir do que foi desenvolvido nesta pesquisa, em trabalhos futuros sugere-se: 

1. Avaliar diferentes frações volumétricas (𝜙); 

2. Considerar diferentes ângulos para o trapézio do enrijecedor como em Aneja et al. (2018), a 

fim de avaliar sua influência no resultado das deflexões máxima e central; 

3. Considerar enrijecedores do tipo viga-caixão trapezoidal nas duas direções da placa; 

4. Considerar a combinação de enrijecedores do tipo I em uma direção e viga-caixão na outra 

direção; 

5. Realizar uma análise das tensões resultantes com a utilização dos enrijecedores do tipo viga-

caixão trapezoidal. 
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APÊNDICE A – Caracterização da Teoria de Kirchhoff para placas finas 
 

A teoria clássica de Kirchhoff de placas finas produz resultados suficientemente precisos sem 

a necessidade de realizar uma análise de tensão tridimensional completa. Consequentemente, a teoria 

clássica das placas ocupa uma posição única neste assunto. Ela é formulada em termos de deflexões 

transversais w(x, y) para as quais a equação governante é de quarta ordem, exigindo apenas que duas 

condições de contorno sejam satisfeitas em cada aresta (Szilard, 2004). As simplificações usadas na 

derivação da equação da placa são baseadas nas seguintes hipóteses: 

1. O material é homogêneo, isotrópico e elástico linear, isto é, segue a lei de Hooke; 

2. A placa é inicialmente plana; 

3. A superfície intermediária da placa permanece sem tensão durante a flexão; 

4. A espessura constante da placa (t) é pequena em relação às demais dimensões, ou seja, a 

menor dimensão lateral da placa é pelo menos 10 vezes maior que a sua espessura; 

5. As deflexões transversais w(x, y) são pequenas se comparadas com sua espessura, sendo 

considerada como deflexão máxima permitida o valor de um décimo da espessura; 

6. As inclinações da superfície intermediária deformada são pequenas em comparação com 

a unidade; 

7. As seções perpendiculares à superfície intermediária antes da deformação permanecem 

planas e normais à superfície intermediária defletida. Consequentemente, as deformações 

de cisalhamento são desprezadas. Essa suposição representa uma extensão da hipótese de 

Bernoulli para vigas e placas; 

8. A tensão normal σz na direção transversal à superfície da placa pode ser desprezada. 

 

A partir das suposições apresentadas acima, segundo Szilard (2004) os problemas de tensão 

em placas que, originalmente, são tridimensionais passam a ser reduzidos a problemas 

bidimensionais. Para placas retangulares, o uso de um sistema de coordenadas cartesianas como 

mostra a Figura A.1 é mais conveniente. As forças externas e internas, tensões e componentes de 

deflexão u, v e w são considerados positivos quando apontam na direção positiva dos eixos x, y e z.  
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Figura 0: Placa fina com carregamento distribuído transversalmente aplicado. (Fonte: Adaptado de 

Szilard, 2004) 

De acordo com Szilard (2004), na engenharia, convencionalmente, se atribui momentos 

positivos quando as fibras inferiores da placa são tracionadas. A Figura A.2 apresenta as forças 

resultantes que agem transversalmente sobre uma porção de um elemento da placa de dimensões dx, 

dy e t. 
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Figura A.2: Forças internas e externas de um elemento de superfície média da placa. (Fonte: 

Adaptado de Szilard, 2004) 

Para satisfazer o equilíbrio do elemento, forças e momentos internos negativos devem atuar 

em seus lados opostos (Szilard, 2004). Partindo do princípio que a placa está sujeita apenas a esforços 

laterais, tem-se que: 

  ∑𝑀𝑥 = 0,∑𝑀𝑦 = 0,∑𝑃𝑧 = 0 (A.1) 

 

O comportamento de uma placa fina se assemelha à uma malha de vigas bidimensionais. 

Deste modo, a carga externa 𝑃𝑧 é equilibrada por forças de cisalhamento transversal 𝑄𝑥 e Qy, além 

dos momentos fletores 𝑀𝑥 e 𝑀𝑦. A principal diferença quando se compara a malha de vigas 

bidimensionais à placa é a presença dos momentos de torção 𝑀𝑥𝑦 e 𝑀𝑦𝑥, os quais também contribuem 

na resistência ao carregamento interno. Além disso, na teoria de placas é comum analisar os esforços 

solicitantes atuantes por unidade de comprimento da superfície média.  Sendo assim, diferencia-se 

tais esforços distribuídos acima mencionados dos esforços resultantes adotando-se a seguinte notação 

para os esforços por unidade de comprimento: 𝑞𝑥, 𝑞𝑦, 𝑚𝑥, 𝑚𝑦, e 𝑚𝑥𝑦 (Szilard, 2004). Na Figura A.3 

é apresentado um elemento da superfície média em estado de equilíbrio sob a ação de uma carga 

distribuída 𝑃𝑧. 
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Figura A.3: Estado de equilíbrio de um elemento de superfície média da placa. (Fonte: Szilard, 

2004) 

Segundo Szilard (2004), primeiramente se considera a soma de todos os momentos de forças 

em torno do eixo y sendo zero. Tal hipótese resulta: 

 

 (𝑚𝑥 +
𝜕𝑚𝑥

𝜕𝑥
𝑑𝑥)𝑑𝑦 −𝑚𝑥𝑑𝑦 + (𝑚𝑦𝑥 +

𝜕𝑚𝑦𝑥

𝜕𝑦
𝑑𝑦)𝑑𝑥 −𝑚𝑦𝑥𝑑𝑥 − (𝑞𝑥 +

𝜕𝑞𝑥
𝜕𝑥

𝑑𝑥)𝑑𝑦
𝑑𝑥

2

− 𝑞𝑥𝑑𝑦
𝑑𝑥

2
= 0 

(A.2) 

Após isto, realiza-se a expansão e simplificação da Eq. (A.2). Além disso, negligencia-se o 

termo contendo 1 2⁄ (𝜕𝑞𝑥 𝜕𝑥⁄ )(𝑑𝑥)2𝑑𝑦 uma vez que este é uma pequena parcela de ordem superior, 

fazendo com que a Eq. (A.2) se torne: 

  
𝜕𝑚𝑥

𝜕𝑥
𝑑𝑥𝑑𝑦 + 

𝜕𝑚𝑦𝑥

𝜕𝑦
𝑑𝑦𝑑𝑥 − 𝑞𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0 (A.3) 

dividindo por 𝑑𝑥𝑑𝑦 tem-se: 

  
𝜕𝑚𝑥

𝜕𝑥
+ 
𝜕𝑚𝑦𝑥

𝜕𝑦
= 𝑞𝑥 

  

(A.4) 

De forma similar, tal situação de equilíbrio de momentos em torno do eixo x, supondo que o 

mesmo passe pelo centro do elemento, resulta em: 

  
𝜕𝑚𝑦

𝜕𝑦
+ 
𝜕𝑚𝑥𝑦

𝜕𝑥
= 𝑞𝑦 (A.5) 

Fazendo o equilíbrio de forças no eixo z, tem-se que: 

  
𝜕𝑞𝑥
𝜕𝑥

𝑑𝑥𝑑𝑦 + 
𝜕𝑞𝑦

𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝑝𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0 (A.6) 

dividindo por 𝑑𝑥𝑑𝑦: 

  
𝜕𝑞𝑥
𝜕𝑥

+  
𝜕𝑞𝑦

𝜕𝑦
= −𝑝𝑧 (A.7) 
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Finalmente, substituindo as Eqs. (A.4) e (A.5) em (A.7) e observando que 𝑚𝑥𝑦 = 𝑚𝑦𝑥, 

obtém-se: 

  
𝜕2𝑚𝑥

𝜕𝑥2
+   2

𝜕2𝑚𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝜕2𝑚𝑦

𝜕𝑦2
= −𝑝𝑧(𝑥, 𝑦) (A.8) 

 

Campo de Deslocamentos 

A Figura A.4 apresenta o posicionamento de um ponto qualquer de uma placa, identificado 

por A, nos estados indeformado e deformado da mesma. 

 

Figura A.4: Representação do deslocamento de um ponto A no plano xz, segundo as hipóteses de 

Kirchhoff. (Fonte: Saliba, 2007) 

De acordo com Oñate (2013), se o ponto A está a uma distância z do plano médio no estado 

indeformado, ele permanecerá a esta mesma distância após a deformação da placa. Percebe-se que, 

no estado deformado, o plano que continha o ponto A sofre uma rotação. Assim, analisando o detalhe 

em destaque na Figura A.4, tem-se: 

 𝜃𝑥 =
𝜕𝑤

𝜕𝑥
 (A.9) 

De maneira análoga, esta rotação quando analisada no plano yz é dada por: 

 𝜃𝑦 =
𝜕𝑤

𝜕𝑦
 (A.10) 

Desta forma, a análise de flexão da placa nos planos xz e yz permite descrever o campo de 

deslocamentos de um ponto qualquer da mesma: 
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 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑧 𝜃𝑥(𝑥, 𝑦) = −𝑧
𝜕𝑤(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
 (A.11a) 

 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑧 𝜃𝑦(𝑥, 𝑦) = −𝑧
𝜕𝑤(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
 (A.11b) 

 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑤(𝑥, 𝑦) (A.11c) 

onde u, v e w são os deslocamentos nas direções x, y e z, respectivamente. 

Na análise de placas finas, considera-se que os pontos contidos no plano médio somente se 

deslocam verticalmente, logo, tem-se que os deslocamentos horizontais u e v são iguais à zero, isto 

porque esta superfície está livre de deformações. Portanto, conclui-se que, uma vez encontrado o 

valor de w, o campo de deslocamentos do problema estará determinado, já que as rotações são obtidas 

a partir das derivadas de w em relação aos eixos x ou y (Oñate, 2013). Assim, pode-se escrever o 

seguinte vetor de deslocamentos para um ponto contido no plano médio: 

 𝒖 = {

𝑤
𝜃𝑥
𝜃𝑦
} = {

𝑤
𝜕𝑤 𝜕𝑥⁄

𝜕𝑤 𝜕𝑦⁄
} (A.12) 

 

Relação Deformação-Deslocamento 

Segundo Oñate (2013), a teoria da elasticidade clássica para pequenos deslocamentos e 

deformações fornece as seguintes relações entre deformação e deslocamento: 

𝜀𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
, 𝜀𝑦 =

𝜕𝑣

𝜕𝑦
, 𝜀𝑧 =

𝜕𝑤

𝜕𝑧
 (A.13a) 

𝛾𝑥𝑦 =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕𝑣

𝜕𝑥
, 𝛾𝑥𝑧 =

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑥
, 𝛾𝑦𝑧 =

𝜕𝑣

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑦
 (A.13b) 

As Eqs. (A.13) mostram que a suposição de ortogonalidade normal leva a deformações de 

cisalhamento transversais nulas (𝛾𝑥𝑧 e 𝛾𝑦𝑧). Portanto, as tensões transversais não contribuem para o 

trabalho de deformação. Isso não significa que estas tensões sejam insignificantes, elas podem ser 

calculadas usando as condições de equilíbrio. 

A partir do campo de deslocamentos descrito pelas Eqs. (A.11) e das relações da teoria da 

elasticidade (Eqs. A.13), obtém-se as seguintes relações entre deformações e deslocamentos para um 

ponto qualquer da placa: 

  𝜀𝑥 = −𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
 (A.14a) 

 𝜀𝑦 = −𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
 (A.14b) 
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 𝛾𝑥𝑦 = −2𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
 (A.14c) 

 𝜀𝑧 ≅ 𝛾𝑥𝑧 = 𝛾𝑦𝑧 = 0 (A.14d) 

Essa relação entre as deformações e os deslocamentos apresentada na forma matricial será: 

 𝜺 = {

𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝛾𝑥𝑦

} =

{
 
 

 
 −𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

−𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2

−2𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑥}
 
 

 
 

= −𝑧

{
 
 

 
 −

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

−
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2

−2
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑥}
 
 

 
 

= −𝑧𝑿 (A.15) 

onde 𝜺 é o vetor de deformações e 𝑿 é o vetor de deformações generalizadas de flexão. 

 

Relação Tensão-Deformação 

Se a placa está livre para se deformar na direção z e de acordo com a hipótese “8”, onde σz 

≅ 0, pode-se admitir que a relação tensão-deformação é a mesma utilizada nos problemas de Estado 

Plano de Tensões, então: 

 𝝈 = 𝑫𝜺 (A.16) 

onde 𝝈 é o vetor de tensões e 𝑫 é a matriz constitutiva para uma placa de material ortotrópico. 

 
𝝈 = {

𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜏𝑥𝑦

}  

 

(A.17) 

 𝑫 =
1

1 − 𝑣𝑦𝑥𝑣𝑥𝑦
[

𝐸𝑥 𝑣𝑥𝑦𝐸𝑥 0

𝑣𝑦𝑥𝐸𝑥 𝐸𝑦 0

0 0 (1 − 𝑣𝑦𝑥𝑣𝑥𝑦)𝐺𝑥𝑦

] (A.18) 

Substituindo o vetor deformações dado pela Eq. (A.15) na Eq. (A.16), que relaciona a tensão 

e a deformação, obtém-se: 

 𝝈 = −𝑧 𝑫 𝑿 (A.19) 

 

Esforços Internos 

Partindo da Eq. (A.19), observa-se que as tensões variam linearmente ao longo da espessura 

e, também, que os valores máximos das tensões, em módulo, ocorrem nas superfícies limite da placa, 

conforme representado na Figura A.5. 
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Figura A.5: Distribuição de tensões nas direções x e y ao longo da espessura. (Fonte: Oñate, 2013) 

Os esforços internos são obtidos a partir da integração das tensões ao longo da espessura da 

placa, como pode ser visto na Figura A.5. Esta integração, quando feita para uma fatia de 

comprimento unitário da placa resulta em: 

  𝑀𝑥 = ∫ 𝜎𝑥  𝑧𝑑𝑧
+(𝑡/2)

−(𝑡/2)

   (A.20) 

Como a obtenção dos esforços internos ocorre segundo a Eq. (A.20), para os demais esforços 

internos diferentes de zero tem-se: 

 {

𝑀𝑥
𝑀𝑦
𝑀𝑥𝑦

} = ∫ {

𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜏𝑥𝑦

}
+(𝑡/2)

−(𝑡/2)

𝑧𝑑𝑧 = −
𝑡3

12
𝑫

{
 
 

 
 
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑥}
 
 

 
 

 (A.21) 

que na forma matricial fica: 

 𝑴 = −
𝑡3

12
 𝑫𝑿 (A.22) 

onde 𝑴 é o vetor de esforços internos por unidade de comprimento e Mx, My e Mxy são 

respectivamente, os momentos fletores nas direções x e y e o momento de torção. 

Na Figura A.6 é apresentada a convenção de sinais adotada, seguindo o mesmo critério da 

regra da mão direita. 
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Figura A.6: Convenção de sinais adotada pela Teoria de Kirchhoff. (Fonte: Oñate, 2013) 
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APÊNDICE B – Caracterização geométrica das estruturas de acordo com a 

altura e espessura do enrijecedor para cada caso estudado 
 

As Tabelas B.1 - B.14 apresentam as informações geométricas de cada estrutura analisada (de 

um a cinco enrijecedores longitudinais, e de um a nove enrijecedores transversais), sendo hs e ts a 

altura e espessura do enrijecedor, respectivamente; n’ representa a distância entre dois enrijecedores; 

bt a base do enrijecedor; y’ a projeção da lateral do enrijecedor no eixo y (para o caso de enrijecedores 

na direção longitudinal; e x’ a projeção da lateral do enrijecedor no eixo x (para o caso de 

enrijecedores na direção transversal, como esquematizado na Figura 4.6. 

 

Tabela B.1: Um Enrijecedor Longitudinal 

hs (mm) ts (mm) n’ (mm) y’ (mm) bt (mm) 
300 4,75 83,25 173,21 570,34 

275 4,75 54,38 158,77 628,34 

250 4,75 25,52 144,34 685,81 

300 6,35 401,53 173,21 252,06 

275 6,35 372,66 158,77 309,80 

250 6,35 343,79 144,34 367,53 

225 6,35 314,93 129,90 425,27 

200 6,35 286,06 115,47 483,00 

175 6,35 257,19 101,04 540,74 

150 6,35 228,32 86,60 598,47 

125 6,35 199,46 72,17 656,21 

100 6,35 170,59 57,74 713,94 

75 6,35 141,72 43,30 771,68 

50 6,35 112,85 28,87 829,41 

25 6,35 83,99 14,43 887,15 

300 8,00 596,41 173,21 57,18 

275 8,00 567,54 158,77 114,91 

250 8,00 538,68 144,34 172,65 

225 8,00 509,81 129,90 230,38 

200 8,00 480,94 115,47 288,12 

175 8,00 452,07 101,04 345,85 

150 8,00 423,21 86,60 403,59 

125 8,00 394,34 72,17 461,32 

100 8,00 365,47 57,74 519,06 

75 8,00 336,60 43,30 576,79 

50 8,00 307,74 28,87 634,53 

25 8,00 278,87 14,43 692,26 

250 9,53 659,08 144,34 52,24 

225 9,53 630,22 129,90 109,98 

200 9,53 601,35 115,47 167,71 

175 9,53 572,48 101,04 225,45 

150 9,53 543,61 86,60 283,18 

125 9,53 514,75 72,17 340,92 

100 9,53 485,88 57,74 398,65 

75 9,53 457,01 43,30 456,39 

50 9,53 428,14 28,87 514,12 

25 9,53 399,28 14,43 571,86 

200 12,7 758,50 115,47 10,56 
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175 12,7 729,63 101,04 68,30 

150 12,7 700,76 86,60 126,03 

125 12,7 671,90 72,17 183,77 

100 12,7 643,03 57,74 241,50 

75 12,7 614,16 43,30 299,24 

50 12,7 585,29 28,87 356,97 

25 12,7 556,43 14,43 414,71 

 

Tabela B.2: Dois Enrijecedores Longitudinais 

hs (mm) ts (mm) n’ (mm) y’ (mm) bt (mm) 
150 6,35 200,76 86,60 126,03 

125 6,35 171,90 72,17 183,77 

100 6,35 143,03 57,74 241,50 

75 6,35 114,16 43,30 299,24 

50 6,35 85,29 28,87 356,97 

25 6,35 56,43 14,43 414,71 

150 8,00 298,21 86,60 28,59 

125 8,00 269,34 72,17 86,32 

100 8,00 240,47 57,74 144,06 

75 8,00 211,6 43,30 201,79 

50 8,00 182,74 28,87 259,53 

25 8,00 153,87 14,43 317,26 

125 9,53 329,54 72,17 26,12 

100 9,53 300,67 57,74 83,86 

75 9,53 271,81 43,30 141,59 

50 9,53 242,94 28,87 199,33 

25 9,53 214,07 14,43 257,06 

100 12,7 379,25 57,74 5,28 

75 12,7 350,38 43,30 63,02 

50 12,7 321,51 28,87 120,75 

25 12,7 292,65 14,43 178,49 

 

Tabela B.3: Três Enrijecedores Longitudinais 

hs (mm) ts (mm) n’ (mm) y’ (mm) bt (mm) 
150 4,75 85,49 86,60 74,64 

125 4,75 56,62 72,17 132,38 

100 4,75 27,75 57,74 190,11 

125 6,35 162,71 72,17 26,29 

100 6,35 133,84 57,74 84,02 

75 6,35 104,98 43,30 141,76 

50 6,35 76,11 28,87 199,49 

25 6,35 47,24 14,43 257,23 

100 8,00 198,80 57,74 19,06 

75 8,00 169,94 43,30 76,79 

50 8,00 141,07 28,87 134,53 

25 8,00 112,20 14,43 192,26 

75 9,53 210,07 43,30 36,66 

50 9,53 181,20 28,87 94,39 

25 9,53 152,34 14,43 152,13 
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Tabela B.4: Quatro Enrijecedores Longitudinais 

hs (mm) ts (mm) n’ (mm) y’ (mm) bt (mm) 
125 4,75 78,55 72,17 27,11 

100 4,75 49,68 57,74 84,85 

75 4,75 20,81 43,30 142,58 

100 6,35 129,25 57,74 5,28 

75 6,35 100,38 43,30 63,02 

50 6,35 71,51 28,87 120,75 

25 6,35 42,65 14,43 178,49 

50 8,00 120,24 28,87 72,03 

25 8,00 91,37 14,43 129,76 

50 9,53 150,34 28,87 41,93 

25 9,53 124,47 14,43 99,66 

 

Tabela B.5: Cinco Enrijecedores Longitudinais 

hs (mm) ts (mm) n’ (mm) y’ (mm) bt (mm) 
100 4,75 62,84 57,74 21,69 

75 4,75 33,97 43,30 79,43 

50 4,75 5,10 28,87 137,16 

75 6,35 97,63 43,30 15,77 

50 6,35 68,76 28,87 73,51 

25 6,35 39,89 14,43 131,24 

50 8,00 107,74 28,87 34,53 

25 8,00 78,87 14,43 92,26 

 

Tabela B.6: Um Enrijecedor Transversal 

hs (mm) ts (mm) n’ (mm) y’ (mm) bt (mm) 
400 6,35 572,12 230,94 966,00 

375 6,35 543,25 216,51 1023,74 

350 6,35 514,38 202,07 1081,47 

325 6,35 485,51 187,64 1139,21 

300 6,35 456,65 173,21 1196,94 

275 6,35 427,78 158,77 1254,68 

250 6,35 398,91 144,34 1312,41 

225 6,35 370,04 129,90 1370,15 

200 6,35 341,18 115,47 1427,88 

175 6,35 312,31 101,04 1485,62 

150 6,35 283,44 86,60 1543,35 

125 6,35 254,57 72,17 1601,09 

100 6,35 225,71 57,74 1658,82 

75 6,35 196,84 43,30 1716,56 

50 6,35 167,97 28,87 1774,29 

25 6,35 139,10 14,43 1832,03 

400 8,00 961,88 230,94 576,24 

375 8,00 933,01 216,51 633,97 

350 8,00 904,15 202,07 691,71 

325 8,00 875,28 187,64 749,44 

300 8,00 846,41 173,21 807,18 

275 8,00 817,54 158,77 864,91 

250 8,00 788,68 144,34 922,65 

225 8,00 759,81 129,90 980,38 

200 8,00 730,94 115,47 1038,12 
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175 8,00 702,07 101,04 1095,85 

150 8,00 673,21 86,60 1153,59 

125 8,00 644,34 72,17 1211,32 

100 8,00 615,47 57,74 1269,06 

75 8,00 586,60 43,30 1326,79 

50 8,00 557,74 28,87 1384,53 

25 8,00 528,87 14,43 1442,26 

400 9,53 1202,70 230,94 335,42 

375 9,53 1173,83 216,51 393,16 

350 9,53 1144,96 202,07 450,89 

325 9,53 1116,10 187,64 508,63 

300 9,53 1087,23 173,21 566,36 

275 9,53 1058,36 158,77 624,10 

250 9,53 1029,49 144,34 681,83 

225 9,53 1000,63 129,90 739,57 

200 9,53 971,76 115,47 797,30 

175 9,53 942,89 101,04 855,04 

150 9,53 914,02 86,60 912,77 

125 9,53 885,16 72,17 970,51 

100 9,53 856,29 57,74 1028,24 

75 9,53 827,42 43,30 1085,98 

50 9,53 798,55 28,87 1143,71 

25 9,53 769,69 14,43 1201,45 

400 12,7 1517,00 230,94 21,12 

375 12,7 1488,13 216,51 78,86 

350 12,7 1459,26 202,07 136,59 

325 12,7 1430,40 187,64 194,33 

300 12,7 1401,53 173,21 252,06 

275 12,7 1372,66 158,77 309,80 

250 12,7 1343,79 144,34 367,53 

225 12,7 1314,93 129,90 425,27 

200 12,7 1286,06 115,47 483,00 

175 12,7 1257,19 101,04 540,74 

150 12,7 1228,32 86,60 598,47 

125 12,7 1199,46 72,17 656,21 

100 12,7 1170,59 57,74 713,94 

75 12,7 1141,72 43,30 771,68 

50 12,7 1112,85 28,87 829,41 

25 12,7 1083,99 14,43 887,15 

 

Tabela B.7: Dois Enrijecedores Transversais 

hs (mm) ts (mm) n’ (mm) y’ (mm) bt (mm) 
250 6,35 343,79 144,34 367,53 

225 6,35 314,93 129,90 425,27 

200 6,35 286,06 115,47 483,00 

175 6,35 257,19 101,04 540,74 

150 6,35 228,32 86,60 598,47 

125 6,35 199,46 72,17 656,21 

100 6,35 170,59 57,74 713,94 

75 6,35 141,72 43,30 771,68 

50 6,35 112,85 28,87 829,41 

25 6,35 83,99 14,43 887,15 

250 8,00 538,68 144,34 172,65 

225 8,00 509,81 129,90 230,38 



119 

200 8,00 480,94 115,47 288,12 

175 8,00 452,07 101,04 345,85 

150 8,00 423,21 86,60 403,59 

125 8,00 394,34 72,17 461,32 

100 8,00 365,47 57,74 519,06 

75 8,00 336,60 43,30 576,79 

50 8,00 307,74 28,87 634,53 

25 8,00 278,87 14,43 692,26 

250 9,53 659,08 144,34 52,24 

225 9,53 630,22 129,90 109,98 

200 9,53 601,35 115,47 167,71 

175 9,53 572,48 101,04 225,45 

150 9,53 543,61 86,60 283,18 

125 9,53 514,75 72,17 340,92 

100 9,53 485,88 57,74 398,65 

75 9,53 457,01 43,30 456,39 

50 9,53 428,14 28,87 514,12 

25 9,53 399,28 14,43 571,86 

200 12,7 758,50 115,47 10,56 

175 12,7 729,63 101,04 68,30 

150 12,7 700,76 86,60 126,03 

125 12,7 671,90 72,17 183,77 

100 12,7 643,03 57,74 241,50 

75 12,7 614,16 43,30 299,24 

50 12,7 585,29 28,87 356,97 

25 12,7 556,43 14,43 414,71 

 

Tabela B.8: Três Enrijecedores Transversais 

hs (mm) ts (mm) n’ (mm) y’ (mm) bt (mm) 
250 6,35 325,42 144,34 52,57 

225 6,35 296,55 129,90 110,31 

200 6,35 267,69 115,47 168,04 

175 6,35 238,82 101,04 225,78 

150 6,35 209,95 86,60 283,51 

125 6,35 181,08 72,17 341,25 

100 6,35 152,22 57,74 398,98 

75 6,35 123,35 43,30 456,72 

50 6,35 94,48 28,87 514,45 

25 6,35 65,61 14,43 572,19 

200 8,00 397,61 115,47 38,12 

175 8,00 368,74 101,04 95,85 

150 8,00 339,87 86,60 153,59 

125 8,00 311,00 72,17 211,32 

100 8,00 282,14 57,74 269,06 

75 8,00 253,27 43,30 326,79 

50 8,00 224,40 28,87 384,53 

25 8,00 195,53 14,43 442,26 

175 9,53 449,01 101,04 15,58 

150 9,53 420,14 86,60 73,32 

125 9,53 391,28 72,17 131,05 

100 9,53 362,41 57,74 188,79 

75 9,53 333,54 43,30 246,52 

50 9,53 304,67 28,87 304,26 

25 9,53 275,81 14,43 361,99 
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125 12,7 496,04 72,17 26,29 

100 12,7 467,18 57,74 84,02 

75 12,7 438,31 43,30 141,76 

50 12,7 409,44 28,87 199,49 

25 12,7 380,57 14,43 257,23 

 

Tabela B.9: Quatro Enrijecedores Transversais 

hs (mm) ts (mm) n’ (mm) y’ (mm) bt (mm) 
150 6,35 200,76 86,60 126,03 

125 6,35 171,90 72,17 183,77 

100 6,35 143,03 57,74 241,50 

75 6,35 114,16 43,30 299,24 

50 6,35 85,29 28,87 356,97 

25 6,35 56,43 14,43 414,71 

150 8,00 298,21 86,60 28,59 

125 8,00 269,34 72,17 86,32 

100 8,00 240,47 57,74 144,06 

75 8,00 211,60 43,30 201,79 

50 8,00 182,74 28,87 259,53 

25 8,00 153,87 14,43 317,26 

125 9,53 329,54 72,17 26,12 

100 9,53 300,67 57,74 83,86 

75 9,53 271,81 43,30 141,59 

50 9,53 242,94 28,87 199,33 

25 9,53 214,07 14,43 257,06 

100 12,7 379,25 57,74 5,28 

75 12,7 350,38 43,30 63,02 

50 12,7 321,51 28,87 120,75 

25 12,7 292,65 14,43 178,49 

 

Tabela B.10: Cinco Enrijecedores Transversais 

hs (mm) ts (mm) n’ (mm) y’ (mm) bt (mm) 
150 6,35 195,25 86,60 31,54 

125 6,35 166,38 72,17 89,28 

100 6,35 137,52 57,74 147,01 

75 6,35 108,65 43,30 204,75 

50 6,35 79,78 28,87 262,48 

25 6,35 50,91 14,43 320,22 

125 8,00 244,34 72,17 11,32 

100 8,00 215,47 57,74 69,06 

75 8,00 186,60 43,30 126,79 

50 8,00 157,74 28,87 184,53 

25 8,00 128,87 14,43 242,26 

100 9,53 263,63 57,74 20,90 

75 9,53 234,77 43,30 78,63 

50 9,53 205,90 28,87 136,37 

25 9,53 177,03 14,43 194,10 

75 12,7 297,63 43,30 15,77 

50 12,7 268,76 28,87 73,51 

25 12,7 239,89 14,43 131,24 
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Tabela B.11: Seis Enrijecedores Transversais 

hs (mm) ts (mm) n’ (mm) y’ (mm) bt (mm) 
175 4,75 114,35 101,04 16,91 

150 4,75 85,49 86,60 74,64 

125 4,75 56,62 72,17 132,38 

100 4,75 27,75 57,74 190,11 

125 6,35 162,71 72,17 26,29 

100 6,35 133,84 57,74 84,02 

75 6,35 104,98 43,30 141,76 

50 6,35 76,11 28,87 199,49 

25 6,35 47,24 14,43 257,23 

100 8,00 198,80 57,74 19,06 

75 8,00 169,94 43,30 76,79 

50 8,00 141,07 28,87 134,53 

25 8,00 112,20 14,43 192,26 

75 9,53 210,07 43,30 36,66 

50 9,53 181,20 28,87 94,39 

25 9,53 152,34 14,43 152,13 

50 12,7 233,59 28,87 42,01 

25 12,7 204,72 14,43 99,75 

 

Tabela B.12: Sete Enrijecedores Transversais 

hs (mm) ts (mm) n’ (mm) y’ (mm) bt (mm) 
150 4,75 98,02 86,60 14,49 

125 4,75 69,15 72,17 72,23 

100 4,75 40,28 57,74 129,96 

75 4,75 11,41 43,30 187,70 

100 6,35 131,22 57,74 39,03 

75 6,35 102,35 43,30 96,76 

50 6,35 73,48 28,87 154,50 

25 6,35 44,62 14,43 212,23 

75 8,00 158,03 43,30 41,08 

50 8,00 129,16 28,87 98,82 

25 8,00 100,30 14,43 156,55 

75 9,53 192,43 43,30 6,68 

50 9,53 163,57 28,87 64,41 

25 9,53 134,70 14,43 122,15 

50 12,7 208,47 28,87 19,51 

25 12,7 179,60 14,43 77,25 

 

Tabela B.13: Oito Enrijecedores Transversais 

hs (mm) ts (mm) n’ (mm) y’ (mm) bt (mm) 
125 4,75 78,55 72,17 27,11 

100 4,75 49,68 57,74 84,85 

75 4,75 20,81 43,30 142,58 

100 6,35 129,25 57,74 5,28 

75 6,35 100,38 43,30 63,02 

50 6,35 71,51 28,87 120,75 

25 6,35 42,65 14,43 178,49 

75 8,00 149,10 43,30 14,29 

50 8,00 120,24 28,87 72,03 

25 8,00 91,37 14,43 129,76 
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50 9,53 150,34 28,87 41,93 

25 9,53 121,47 14,43 99,66 

 

Tabela B.14: Nove Enrijecedores Transversais 

hs (mm) ts (mm) n’ (mm) y’ (mm) bt (mm) 
100 4,75 56,99 57,74 49,76 

75 4,75 28,12 43,30 107,50 

75 6,35 98,85 43,30 36,77 

50 6,35 69,98 28,87 94,50 

25 6,35 41,12 14,43 152,24 

50 8,00 113,29 28,87 51,20 

25 8,00 84,42 14,43 108,93 
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APÊNDICE C – Resultados para a deflexão máxima e central e a diferença 

relativa entre as deflexões para cada caso analisado 
 

As Tabelas C.1 – C.14 apresentam os resultados de deflexão máxima e central para cada caso 

proposto de enrijecedores na direção longitudinal e na direção transversal da placa, bem como a 

diferença percentual relativa (Equação 3.33) entre esses resultados. 

  

Tabela C.1: Um Enrijecedor Longitudinal 

hs (mm) ts (mm) 
Uz(máx) 

(mm) 

Uz(central) 

(mm) 

Diferença 

Relativa (%) 
300 4,75 1,30951 1,30950 -0,001 

275 4,75 1,58995 1,59010 0,009 

250 4,75 1,77349 1,77350 0,001 

300 6,35 0,23210 0,23208 -0,008 

275 6,35 0,27515 0,27519 0,015 

250 6,35 0,32857 0,32854 -0,009 

225 6,35 0,39571 0,39575 0,011 

200 6,35 0,48157 0,48153 -0,008 

175 6,35 0,59097 0,59102 0,008 

150 6,35 0,72568 0,72563 -0,006 

125 6,35 0,87134 0,87142 0,010 

100 6,35 0,98356 0,98367 0,011 

75 6,35 0,99490 0,99488 -0,002 

50 6,35 0,87462 0,87474 0,014 

25 6,35 0,71122 0,71122 0,000 

300 8,00 0,09970 0,09970 0,004 

275 8,00 0,11669 0,11666 -0,024 

250 8,00 0,13870 0,13871 0,004 

225 8,00 0,16708 0,16705 -0,017 

200 8,00 0,20354 0,20351 -0,017 

175 8,00 0,25087 0,25088 0,005 

150 8,00 0,31295 0,31291 -0,014 

125 8,00 0,39295 0,39297 0,005 

100 8,00 0,48827 0,48822 -0,009 

75 8,00 0,57142 0,57146 0,008 

50 8,00 0,57404 0,57401 -0,006 

25 8,00 0,49597 0,49604 0,015 

250 9,53 0,09582 0,09581 -0,010 

225 9,53 0,11087 0,11087 -0,003 

200 9,53 0,13234 0,13231 -0,023 

175 9,53 0,16187 0,16186 -0,003 

150 9,53 0,20240 0,20236 -0,018 

125 9,53 0,25773 0,25773 0,000 

100 9,53 0,33128 0,33123 -0,016 

75 9,53 0,41662 0,41663 0,003 

50 9,53 0,47598 0,47595 -0,007 

25 9,53 0,48389 0,48393 0,008 

200 12,7 0,11700 0,11697 -0,022 

175 12,7 0,12942 0,12939 -0,025 

150 12,7 0,15282 0,15279 -0,022 

125 12,7 0,19061 0,19059 -0,009 

100 12,7 0,24956 0,24952 -0,016 
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75 12,7 0,33913 0,33911 -0,004 

50 12,7 0,46219 0,46216 -0,007 

25 12,7 0,60353 0,60355 0,003 

 

Tabela C.2: Dois Enrijecedores Longitudinais 

hs (mm) ts (mm) 
Uz(máx) 

(mm) 

Uz(central) 

(mm) 

Diferença 

Relativa (%) 
150 6,35 0,13812 0,12665 -8,306 

125 6,35 0,16315 0,15477 -5,139 

100 6,35 0,20409 0,20027 -1,871 

75 6,35 0,27030 0,27026 -0,014 

50 6,35 0,37879 0,37880 0,003 

25 6,35 0,53705 0,53705 0,000 

150 8,00 0,16236 0,16232 -0,024 

125 8,00 0,16076 0,16074 -0,015 

100 8,00 0,18045 0,18043 -0,013 

75 8,00 0,22377 0,22375 -0,009 

50 8,00 0,30227 0,30229 0,008 

25 8,00 0,45519 0,45518 -0,001 

125 9,53 0,20960 0,20959 -0,006 

100 9,53 0,20547 0,20546 -0,006 

75 9,53 0,23113 0,23111 -0,010 

50 9,53 0,29423 0,29426 0,010 

25 9,53 0,44266 0,44266 0,001 

100 12,7 0,32981 0,32978 -0,009 

75 12,7 0,29945 0,29942 -0,009 

50 12,7 0,33666 0,33669 0,009 

25 12,7 0,47255 0,47254 -0,001 

 

Tabela C.3: Três Enrijecedores Longitudinais 

hs (mm) ts (mm) 
Uz(máx) 

(mm) 

Uz(central) 

(mm) 

Diferença 

Relativa (%) 
150 4,75 0,12436 0,12437 0,011 

125 4,75 0,15318 0,15317 -0,007 

100 4,75 0,20518 0,20519 0,006 

125 6,35 0,18738 0,18737 -0,005 

100 6,35 0,18473 0,18473 -0,002 

75 6,35 0,22168 0,22171 0,012 

50 6,35 0,30289 0,30289 -0,001 

25 6,35 0,44971 0,44975 0,009 

100 8,00 0,26199 0,26198 -0,005 

75 8,00 0,24723 0,24725 0,010 

50 8,00 0,29335 0,29334 -0,002 

25 8,00 0,42348 0,42351 0,008 

75 9,53 0,31217 0,31219 0,005 

50 9,53 0,32200 0,32200 -0,001 

25 9,53 0,43755 0,43758 0,006 
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Tabela C.4: Quatro Enrijecedores Longitudinais 

hs (mm) ts (mm) 
Uz(máx) 

(mm) 

Uz(central) 

(mm) 

Diferença 

Relativa (%) 
125 4,75 0,16503 0,16502 -0,005 

100 4,75 0,17824 0,17824 0,002 

75 4,75 0,24494 0,24495 0,003 

100 6,35 0,27831 0,27833 0,006 

75 6,35 0,25812 0,25814 0,009 

50 6,35 0,33317 0,33317 0,001 

25 6,35 0,52355 0,52364 0,017 

50 8,00 0,38249 0,38253 0,010 

25 8,00 0,56959 0,56959 0,000 

50 9,53 0,46197 0,46196 -0,001 

25 9,53 0,63441 0,63451 0,016 

 

Tabela C.5: Cinco Enrijecedores Longitudinais 

hs (mm) ts (mm) 
Uz(máx) 

(mm) 

Uz(central) 

(mm) 

Diferença 

Relativa (%) 
100 4,75 0,22595 0,22595 0,000 

75 4,75 0,23852 0,23855 0,013 

50 4,75 0,34241 0,34241 0,001 

75 6,35 0,35397 0,35400 0,008 

50 6,35 0,36385 0,36385 0,000 

25 6,35 0,53978 0,53982 0,007 

50 8,00 0,46638 0,46638 0,000 

25 8,00 0,60137 0,60140 0,005 

 

Tabela C.6: Um Enrijecedor Transversal 

hs (mm) ts (mm) 
Uz(máx) 

(mm) 

Uz(central) 

(mm) 

Diferença 

Relativa (%) 
400 6,35 1,13094 1,13100 0,005 

375 6,35 1,17004 1,17000 -0,003 

350 6,35 1,20832 1,20840 0,007 

325 6,35 1,24615 1,24610 -0,004 

300 6,35 1,28332 1,28340 0,006 

275 6,35 1,32024 1,32020 -0,003 

250 6,35 1,35686 1,35690 0,003 

225 6,35 1,39380 1,39390 0,007 

200 6,35 1,43164 1,43160 -0,003 

175 6,35 1,47125 1,47130 0,003 

150 6,35 1,51463 1,51460 -0,002 

125 6,35 1,56444 1,56450 0,004 

100 6,35 1,62477 1,62480 0,002 

75 6,35 1,69532 1,69540 0,005 

50 6,35 1,75417 1,75420 0,002 

25 6,35 1,77116 1,77120 0,002 

400 8,00 0,54805 0,54805 0,000 

375 8,00 0,59059 0,59067 0,014 

350 8,00 0,63365 0,63365 0,000 

325 8,00 0,67674 0,67682 0,012 

300 8,00 0,72010 0,72010 0,000 

275 8,00 0,76337 0,76345 0,010 
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250 8,00 0,80674 0,80674 0,000 

225 8,00 0,84997 0,85005 0,009 

200 8,00 0,89329 0,89337 0,009 

175 8,00 0,93695 0,93695 0,000 

150 8,00 0,98122 0,98130 0,008 

125 8,00 1,02741 1,02740 -0,001 

100 8,00 1,07764 1,07770 0,006 

75 8,00 1,13830 1,13830 0,000 

50 8,00 1,22641 1,22650 0,007 

25 8,00 1,40999 1,41000 0,001 

400 9,53 0,22032 0,22032 0,000 

375 9,53 0,25369 0,25375 0,024 

350 9,53 0,28867 0,28867 0,000 

325 9,53 0,32482 0,32488 0,018 

300 9,53 0,36231 0,36231 0,000 

275 9,53 0,40068 0,40075 0,017 

250 9,53 0,44011 0,44011 0,000 

225 9,53 0,48031 0,48031 0,000 

200 9,53 0,52118 0,52126 0,015 

175 9,53 0,56304 0,56304 0,000 

150 9,53 0,60589 0,60596 0,012 

125 9,53 0,65082 0,65082 0,000 

100 9,53 0,69984 0,69992 0,011 

75 9,53 0,75990 0,75990 0,000 

50 9,53 0,85449 0,85456 0,008 

25 9,53 1,09652 1,09650 -0,002 

400 12,7 0,29991 -0,00493 -101,644 

375 12,7 0,28102 0,00565 -97,989 

350 12,7 0,26249 0,01846 -92,967 

325 12,7 0,24446 0,03340 -86,337 

300 12,7 0,22685 0,05046 -77,756 

275 12,7 0,20996 0,06959 -66,856 

250 12,7 0,19390 0,09076 -53,192 

225 12,7 0,17873 0,11397 -36,233 

200 12,7 0,16467 0,13921 -15,461 

175 12,7 0,16657 0,16662 0,030 

150 12,7 0,19657 0,19657 0,000 

125 12,7 0,22991 0,22997 0,026 

100 12,7 0,26924 0,26930 0,022 

75 12,7 0,32180 0,32180 0,000 

50 12,7 0,41382 0,41388 0,014 

25 12,7 0,67994 0,67994 0,000 

 

Tabela C.7: Dois Enrijecedores Transversais 

hs (mm) ts (mm) 
Uz(máx) 

(mm) 

Uz(central) 

(mm) 

Diferença 

Relativa (%) 
250 6,35 0,16455 -0,01073 -106,521 

225 6,35 0,18940 -0,01253 -106,616 

200 6,35 0,21631 -0,01193 -105,515 

175 6,35 0,24580 -0,00875 -103,560 

150 6,35 0,27930 -0,00251 -100,899 

125 6,35 0,31875 0,00792 -97,515 

100 6,35 0,36699 0,02547 -93,060 

75 6,35 0,42445 0,05780 -86,382 
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50 6,35 0,48530 0,12774 -73,678 

25 6,35 0,57898 0,32622 -43,656 

250 8,00 0,06119 0,06119 0,000 

225 8,00 0,05450 0,04658 -14,532 

200 8,00 0,07022 0,03445 -50,940 

175 8,00 0,08815 0,02518 -71,435 

150 8,00 0,10859 0,01934 -82,190 

125 8,00 0,13231 0,01798 -86,411 

100 8,00 0,16107 0,02338 -85,485 

75 8,00 0,19886 0,04147 -79,146 

50 8,00 0,25560 0,09113 -64,347 

25 8,00 0,36895 0,24998 -32,246 

250 9,53 0,14037 0,14037 0,000 

225 9,53 0,11920 0,11920 0,000 

200 9,53 0,10027 0,10031 0,040 

175 9,53 0,08389 0,08389 0,000 

150 9,53 0,07047 0,07050 0,043 

125 9,53 0,06119 0,06119 0,000 

100 9,53 0,07934 0,05808 -26,796 

75 9,53 0,10661 0,06618 -37,923 

50 9,53 0,15149 0,10087 -33,415 

25 9,53 0,25657 0,22686 -11,580 

200 12,7 0,21067 0,21067 0,000 

175 12,7 0,18639 0,18644 0,027 

150 12,7 0,16453 0,16458 0,030 

125 12,7 0,14615 0,14615 0,000 

100 12,7 0,13263 0,13268 0,038 

75 12,7 0,12803 0,12803 0,000 

50 12,7 0,14361 0,14365 0,028 

25 12,7 0,22820 0,22820 0,000 

 

Tabela C.8: Três Enrijecedores Transversais 

hs (mm) ts (mm) 
Uz(máx) 

(mm) 

Uz(central) 

(mm) 

Diferença 

Relativa (%) 
250 6,35 0,02524 0,02274 -9,905 

225 6,35 0,03255 0,03031 -6,882 

200 6,35 0,04163 0,03938 -5,405 

175 6,35 0,05283 0,04991 -5,527 

150 6,35 0,06678 0,06197 -7,203 

125 6,35 0,08471 0,07587 -10,436 

100 6,35 0,10798 0,09278 -14,077 

75 6,35 0,13688 0,11758 -14,100 

50 6,35 0,17102 0,16915 -1,093 

25 6,35 0,31692 0,31695 0,009 

200 8,00 0,03360 0,01297 -61,399 

175 8,00 0,02767 0,01772 -35,960 

150 8,00 0,02682 0,02456 -8,427 

125 8,00 0,03619 0,03392 -6,272 

100 8,00 0,04938 0,04690 -5,022 

75 8,00 0,06889 0,06678 -3,063 

50 8,00 0,10545 0,10547 0,019 

25 8,00 0,21842 0,21842 0,000 

175 9,53 0,04965 0,01284 -74,139 

150 9,53 0,04215 0,01560 -62,989 
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125 9,53 0,03792 0,02120 -44,093 

100 9,53 0,03797 0,03049 -19,700 

75 9,53 0,04634 0,04634 0,000 

50 9,53 0,07877 0,07878 0,013 

25 9,53 0,17496 0,17495 -0,006 

125 12,7 0,06776 0,02263 -66,603 

100 12,7 0,06162 0,02655 -56,913 

75 12,7 0,06297 0,03738 -40,638 

50 12,7 0,07990 0,06292 -21,252 

25 12,7 0,14972 0,14096 -5,851 

 

Tabela C.9: Quatro Enrijecedores Transversais 

hs (mm) ts (mm) 
Uz(máx) 

(mm) 

Uz(central) 

(mm) 

Diferença 

Relativa (%) 
150 6,35 0,02826 0,01621 -42,640 

125 6,35 0,03688 0,01897 -48,563 

100 6,35 0,04879 0,02539 -47,961 

75 6,35 0,06484 0,03910 -39,698 

50 6,35 0,09924 0,07285 -26,592 

25 6,35 0,21152 0,18815 -11,049 

150 8,00 0,02626 0,02626 0,000 

125 8,00 0,02527 0,02528 0,040 

100 8,00 0,03064 0,02825 -7,800 

75 8,00 0,04445 0,03805 -14,398 

50 8,00 0,07434 0,06497 -12,604 

25 8,00 0,16419 0,15781 -3,886 

125 9,53 0,03497 0,03499 0,057 

100 9,53 0,03493 0,03493 0,000 

75 9,53 0,04195 0,04195 0,000 

50 9,53 0,06513 0,06488 -0,384 

25 9,53 0,14641 0,14641 0,000 

100 12,7 0,05387 0,05386 -0,019 

75 12,7 0,05387 0,05387 0,000 

50 12,7 0,07065 0,07066 0,014 

25 12,7 0,13834 0,13834 0,000 

 

Tabela C.10: Cinco Enrijecedores Transversais 

hs (mm) ts (mm) 
Uz(máx) 

(mm) 

Uz(central) 

(mm) 

Diferença 

Relativa (%) 
150 6,35 0,02114 0,02115 0,047 

125 6,35 0,02507 0,02506 -0,040 

100 6,35 0,03244 0,03245 0,031 

75 6,35 0,04616 0,04615 -0,022 

50 6,35 0,07680 0,07681 0,013 

25 6,35 0,17709 0,17710 0,006 

125 8,00 0,02949 0,02628 -10,885 

100 8,00 0,03057 0,02987 -2,290 

75 8,00 0,04044 0,04043 -0,025 

50 8,00 0,06630 0,06630 0,000 

25 8,00 0,14987 0,14986 -0,007 

100 9,53 0,03860 0,03413 -11,580 

75 9,53 0,04325 0,04111 -4,948 

50 9,53 0,06382 0,06365 -0,266 
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25 9,53 0,13900 0,13899 -0,007 

75 12,7 0,05976 0,05365 -10,224 

50 12,7 0,07126 0,06738 -5,445 

25 12,7 0,13342 0,13124 -1,634 

 

Tabela C.11: Seis Enrijecedores Transversais 

hs (mm) ts (mm) 
Uz(máx) 

(mm) 

Uz(central) 

(mm) 

Diferença 

Relativa (%) 
175 4,75 0,01986 0,01657 -16,566 

150 4,75 0,02242 0,01779 -20,651 

125 4,75 0,02687 0,02118 -21,176 

100 4,75 0,03456 0,02773 -19,763 

125 6,35 0,02561 0,02503 -2,265 

100 6,35 0,03031 0,02825 -6,796 

75 6,35 0,04166 0,03832 -8,017 

50 6,35 0,06898 0,06476 -6,118 

25 6,35 0,15938 0,15621 -1,989 

100 8,00 0,03601 0,03601 0,000 

75 8,00 0,04171 0,04171 0,000 

50 8,00 0,06451 0,06366 -1,318 

25 8,00 0,14221 0,14220 -0,007 

75 9,53 0,04872 0,04871 -0,021 

50 9,53 0,06641 0,06641 0,000 

25 9,53 0,13760 0,13760 0,000 

50 12,7 0,07853 0,07852 -0,013 

25 12,7 0,13611 0,13611 0,000 

 

Tabela C.12: Sete Enrijecedores Transversais 

hs (mm) ts (mm) 
Uz(máx) 

(mm) 

Uz(central) 

(mm) 

Diferença 

Relativa (%) 
150 4,75 0,02204 0,02204 0,000 

125 4,75 0,02477 0,02477 0,000 

100 4,75 0,03089 0,03090 0,032 

75 4,75 0,04316 0,04315 -0,023 

100 6,35 0,03235 0,03235 0,000 

75 6,35 0,04141 0,04141 0,000 

50 6,35 0,06651 0,06650 -0,015 

25 6,35 0,15248 0,15247 -0,007 

75 8,00 0,04642 0,04617 -0,539 

50 8,00 0,06612 0,06611 -0,015 

25 8,00 0,14075 0,14075 0,000 

75 9,53 0,05889 0,05758 -2,224 

50 9,53 0,07055 0,07014 -0,581 

25 9,53 0,13758 0,13749 -0,065 

50 12,7 0,09103 0,08947 -1,714 

25 12,7 0,13950 0,13857 -0,667 
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Tabela C.13: Oito Enrijecedores Transversais 

hs (mm) ts (mm) 
Uz(máx) 

(mm) 

Uz(central) 

(mm) 

Diferença 

Relativa (%) 
125 4,75 0,02574 0,02451 -4,779 

100 4,75 0,03033 0,02862 -5,638 

75 4,75 0,04153 0,03953 -4,816 

100 6,35 0,03767 0,03765 -0,053 

75 6,35 0,04326 0,04265 -1,410 

50 6,35 0,06607 0,06510 -1,468 

25 6,35 0,14777 0,14730 -0,318 

75 8,00 0,05427 0,05427 0,000 

50 8,00 0,06920 0,06919 -0,014 

25 8,00 0,14086 0,14085 -0,007 

50 9,53 0,07735 0,07735 0,000 

25 9,53 0,14060 0,14059 -0,007 

 

Tabela C.14: Nove Enrijecedores Transversais 

hs (mm) ts (mm) 
Uz(máx) 

(mm) 

Uz(central) 

(mm) 

Diferença 

Relativa (%) 
100 4,75 0,03154 0,03154 0,000 

75 4,75 0,04145 0,04144 -0,024 

75 6,35 0,04720 0,04720 0,000 

50 6,35 0,06747 0,06747 0,000 

25 6,35 0,14660 0,14659 -0,007 

50 8,00 0,07084 0,07084 0,000 

25 8,00 0,14223 0,14222 -0,007 

 

 


