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RESUMO

Na presente tese, analisamos e desenvolvemos métodos numéricos para resolver equa-
coes diferenciais fraciondrias, e também para obter os extremantes de funcionais, utili-
zando o Método de Monte Carlo. Propomos algoritmos para calcular derivadas e integrais
fraciondrias, para resolver problemas de valor inicial, sistemas dindmicos, problemas de
fronteira, e para obter o extremante de funcionais. As solugdes obtidas foram comparadas
com solucdes exatas e com solugdes obtidas por outros métodos numéricos, apresentando
uma boa convergéncia dos algoritmos. Mostramos com esses resultados que os algorit-
mos propostos nesta tese permitem resolver todos esses tipos de problemas, fornecendo
um método numérico de ficil implementacdo para obter as solucdes de problemas nao

triviais envolvendo derivadas e integrais fraciondrias.

Palavras-chave: Calculo Fracionario, Monte Carlo, Monte Carlo Variacional, Calculo
Variacional, Equagdes Diferenciais Fracionarias.



ABSTRACT

This thesis presents new numerical methods based on the Monte Carlo Method for
solving fractional differential equations and variational problems. We develop algorithms
to compute fractional derivatives and integrals and to solve initial value problems, dy-
namic systems, boundary value problems, and optimization. The proposed algorithms
show good convergence compared to exact and other numerical solutions. Our results
demonstrate the versatility and efficiency of these methods for solving a wide range of

non-trivial problems with fractional derivatives and integrals.

Keywords: Fractional Calculus, Monte Carlo, Variational Monte Carlo, Variational Cal-
culus, Fractional Differential Equation.
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1 INTRODUCAO

O Cdlculo Fracionério (CF), como sdo chamadas as generalizacdes do calculo para
derivadas e integrais de ordem nio inteira, teve seu inicio em 1695 quando Leibniz escre-
veu uma carta a I’HOpital propondo uma derivada de ordem % [60, 62]. Outros grandes
matematicos da histéria também contribuiram para o desenvolvimento do CF, entre eles
podemos citar nomes como Lacroix, Liouville, Grunwald, Letnikov, Abel, Riemann e
muitos outros. Apesar de ser quase tao antigo quanto o Cdlculo usual (com derivadas e
integrais de ordem inteira), s6 nas ultimas cinco décadas o CF despertou maior atencao
devido a suas aplicacdes em varios campos da ciéncia e da engenharia [35, 51, 67]. Esta
demora no surgimento de aplica¢des do CF se explica devido as dificuldades de se in-
terpretar fisica e geometricamente as derivadas e integrais ndo inteiras. Até hoje, mais
de trezentos anos apOds sua criacdo, ainda ndo temos uma interpretacdo fisica e uma
interpretacdo geométrica unanimemente aceita para essas derivadas e integrais. Recen-
temente foi proposta uma interpretacdo geométrica como “sombras de uma 4rea” e uma
interpretagdo fisica como “sombras do passado” [62]. Embora essas interpretacdes ainda
parecam ndo totalmente satisfatorias, ficou evidente nestas ultimas cinco décadas que o
CF € uma ferramenta matematica extremamente importante para aplicacoes que envolvam
o estudo de sistemas complexos [35, 51, 67].

As derivadas fraciondrias sdo, em geral, operadores nao-locais. Consequentemente, 0s
sistemas complexos em que utiliza-se o CF s@o sistemas com comportamento nao-local
ou com dinamica dependente de memoria. Entre as dreas de aplicacdes temos varios
campos da ciéncia e da engenharia, incluindo escoamento de fluidos, meios viscosos, re-

ologia, transporte difusivo, redes elétricas, teoria eletromagnética, teoria de campo, pro-
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babilidade, etc. [35, 51, 67]. Neste sentido, a construcao de métodos eficientes para a
solucdo de equagdes diferenciais fraciondrias, principalmente os casos nao-lineares, € um
grande desafio para a modelagem matemaética de sistemas complexos. Além disso, ainda
existem poucas teorias sobre as solu¢des numéricas e analiticas de equagdes diferenciais
fraciondrias, em compara¢cdo com o que temos para equacoes com derivadas de ordem
inteira. Do ponto de vista pratico, o cardter nao-local desses operadores impde dificulda-
des técnicas para a obtencao de resultados numéricos de modelos descrevendo sistemas
realistas. Por exemplo, para obter solu¢des numéricas de equagdes diferenciais parciais,
limita-se frequentemente o modelo matematico impondo-se condi¢des de fronteira sim-
ples (por exemplo, retangular) que ndo descrevem fielmente o sistema real [7, 25, 76]. Ou-
tro exemplo de dificuldade técnica surge do fato de que existem diversas defini¢des para
derivadas fraciondrias, e para cada defini¢do, € necessario aplicar um método numérico

adequado [23, 80].

Visando contornar essas dificuldades, e obter um método numérico que possa ser
adaptado e empregado facilmente na resolugdo de equagdes diferenciais fraciondrias en-
volvendo diversas formulagdes de derivadas, tanto para problemas de valor inicial como
para problemas de fronteira, na presente tese propomos a constru¢do de algoritmos ba-
seados no Método de Monte Carlo (MMC) para a resolucdo de equacdes diferenciais
ordindrias fraciondrias. Além disso, mostramos que os algoritmos que propomos para a
solucdo de problemas de fronteira podem ser utilizados diretamente para obter-se o extre-

mante de funcionais.

O MMC ¢ muito utilizado como uma poderosa ferramenta para a solucdo de pro-
blemas aplicados, em especial, na Fisica, Biologia, Engenharia e Financas [71]. A ori-
gem histérica do MMC remonta ao trabalho pioneiro de Conde de Buffon que, em 1777,
propds o uso de uma amostra de nimeros aleatorios para encontrar uma aproximacao para
o numero 7 [36, 39]. No problema da agulha de Conde de Buffon, uma agulha de com-
primento L € lancada de forma aleatéria em um plano cortado por linhas retas paralelas

separadas por uma distancia d > L. Jogando a agulha varias vezes, Conde de Buffon

2L

mostrou que a probabilidade P de a agulha cruzar uma dessas linhas € dada por P = ==,
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em concordancia com a andlise matematica do problema. Hoje em dia, o MMC representa
uma ampla classe de métodos/algoritmos que usam amostragem aleatdria para obter resul-
tados numéricos ou fornecer distribui¢des de probabilidade. No entanto, o uso do MMC
na resolucdo de equagdes diferenciais ordindrias usuais (com derivadas de ordem inteira)
¢ um tema pouco estudado na literatura [3] e ainda ndo explorado no contexto do CF. Os
algoritmos propostos neste trabalho, para equacdes diferenciais fraciondrias envolvendo
derivadas de Riemann-Liouville e de Caputo, podem ser facilmente adaptados e aplicados
em problemas envolvendo outras formulacdes de derivadas fraciondrias, e para sistemas

de equacdes diferenciais.

1.1 Estrutura da Tese

O trabalho est4 organizado em capitulos que fornecem uma anélise didética e organi-
zada para a andlise e implementacdo do método.

No Capitulo 2 € feito um estudo e andlise do Calculo Fraciondrio, nas suas formulacdes
mais utilizadas, que é a formulagdo de Caputo e a de Riemann-Liouville, onde os prin-
cipais resultados sdo analisados para dar suporte tedrico ao uso de tais formulacdes no
método que serd desenvolvido nos capitulos 4, 5 e 6.

No Capitulo 3, hd uma explicag¢do para o entendimento do Método de Monte Carlo
(MMC) do ponto de vista histérico, bem como uma justificativa tedrica para justificar a
sua implementacao como ferramenta matematica.

No Capitulo 4, desenvolvemos o0 MMC primeiramente para calculo das integrais de
Riemann-Liouville e, por consequéncia, para as derivadas de Riemann-Liouville e de
Caputo. Simulacdes numéricas sao feitas para exemplificar o funcionamento do MMC.

No Capitulo 5, formulamos um MMC para resolver o Problema de Valor Inicial (PVI)
tanto nas formulagdes de Caputo quanto de Riemann-Liouville (e também de ordem in-
teira), utilizando a teoria do Célculo Fracionario. Solugdes numéricas sdo obtidas pelo
MMC proposto para resolver PVIs de Caputo e também PVIs de ordem inteira. Para
comparar a aplicacdo do MMC e analisar graficamente sua convergéncia, os casos estu-

dados sd@o com solucao analitica conhecida.
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No Capitulo 6, exemplificamos o processo para o uso em sistemas dinamicos fra-
ciondrios descrevendo a solucdo de um sistema SIR fracionédrio e em um sistema Lotka-
Volterra fraciondrio.

No Capitulo 7, fornecemos uma aplicagdo do MMC, utilizando o algoritmo de Me-
tropolis e o Método de Monte Carlo Variacional (MMCV) para analisar a solucdo de
equagoes fraciondrias com problemas de valor de fronteira (PVF) e minimizantes de fun-
cionais dentro do escopo do Célculo Variacional Fracionério.

Finalmente, no Capitulo 8, apresentamos as consideragdes finais e sugestdes de continuagao

do trabalho.



2 O CF DE RIEMANN-LIOUVILLE E CAPUTO

No final do século XVII, a comunidade cientifica ainda vivia a efervescéncia do
nascimento do Calculo Infinitesimal [10, 15], quando o matemaético francés Guillaume
Francois Antonie, conhecido como Marqués de L’Hopital, através de uma carta [47] fez
uma pergunta aparentemente ingénua e intrigante ao matematico co-fundador do Calculo

n

Infinitesimal, Leibniz, perguntando qual seria o significado do operador diferencial d—z
x

quando n = 1/2. A pergunta de L'Hopital, assim como a resposta de Leibniz, foi bem

especifica, onde n seria um nimero racional fixo. Generalizando a pergunta, podemos

questionar: “e se n for um nimero real qualquer?”, porém L"Hopital foi bem especifico e

a resposta de Leibniz foi:

. : . 1__

“Vocé pode ver por isso, senhor, que uma quantidade como dzxy ou
d¥?zy . Embora a série infinita e a geometria sejam relacoes distantes, a
série infinita so admite o uso de expoentes que sejam inteiros positivos e ne-

gativos, e ainda ndo conhece o uso de expoentes fraciondrios.”
E no final da carta, Leibniz finaliza a explanacao

“Assim, segue-se que d**x serd igual v/ dv : v. Parece que um dia se
tirardo consequéncias muito iiteis desses paradoxos, pois dificilmente hd pa-

radoxos sem utilidade.”

A partir dessa carta, tem-se o nascimento do CF, como s@o chamadas as generalizac¢des
do célculo para derivadas e integrais de ordem nao inteira [60, 62]. E desde entdo grandes

matematicos da historia de forma direta ou indireta contribuiram para o desenvolvimento
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do CF, entre eles podemos destacar Lacroix, Liouville, Grunwald, Letnikov, Abel, Rie-
mann e muitos outros. Apesar de ser contemporaneo ao Calculo usual de derivadas e in-
tegrais de ordem inteira, a pesquisa envolvendo o CF ganhou destaque maior nas dltimas
décadas [49] especialmente desde 1974, quando ocorreu a primeira conferéncia interna-
cional sobre o tema. Bertram Ross organizou a conferéncia que ocorreu na Universidade
de New Haven, Connecticut, em 1974 [66]. Talvez, um dos fatores que contribuiram
para atrasar o surgimento de aplicagdes do CF, foi a dificuldade de interpretar fisica e

geometricamente as derivadas e integrais ndo inteiras.

Historicamente, o nome ‘“derivada fraciondria”, para designar derivadas de ordem nao
inteira, foi utilizado pela primeira vez pelo matemaético francés Sylvestre Francois Lacroix
(1765-1843) que, em apenas duas paginas no seu trabalho [13] envolvendo o célculo
diferencial e integral, mesmo que de forma indireta, contribuiu para o desenvolvimento
do CF [21]. Inspirado em resultados de Euler, Lacroix generalizou a férmula para a n-
¢sima derivada de mondmios (y = z™) dada por

d*a™ m!

— DM — " amen 2.1
dx™ v (m—n)!m @D

para m e n inteiros com m > n, substituindo os m e n por nimeros reais 5 ¢ a. Temos

entao
d*zP r'p+1)
=D = —————~_;f 2.2
dze T TTB—arnt 2:2)

onde I' € a funcdo Gamma (veja anexo A.1). Apresentamos abaixo um exemplo e alguns

gréificos de derivadas fraciondrias pela definicao Lacroix.

Exemplo 2.0.1. Como exemplo, se « = 1/2 e 8 = 1 na equacdo (2.2) temos

d\"?_ . T@) i, 2V7
(@)FD TreR)t TR —

Na Figura 1 calculamos as derivadas com 5 = 0 e § = 1 para diferentes valores de «,
observamos que a derivada de uma funcdo constante, quando « # 1 € diferente de zero,

contrariando a no¢do da definicdo usual de derivada do Célculo Diferencial e Integral.
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x—a

) ) e
Derivada de Lacroix para: D%1 = i—ar

—_— a=-15
15 a=-0.5
a=0.5
a=0.75
a=1.5

-10.0
0

(a) com 8 = 0.
1-a

Derivada de Lacroix para: D% =X _

. P fZ—a
— a=-15
a=-0.5
. — a=05
— a=075
— a=15

(b) com 5 = 1.

Figura 1: Célculo das derivadas usando a defini¢do de derivada em (2.2).

Embora seja a defini¢do mais simples para derivada fraciondria, a definicao no sentido
Lacroix € muito restritiva, pois s se aplica a fungdes analiticas, além de ndo ser uma

defini¢do formalmente rigorosa.

A préxima defini¢do da derivada fraciondria que apresentamos nesta breve revisao
histoérica é a de Grunwald-Letnikov [32]. Por envolver uma série infinita com coeficientes
binomiais, permite uma facil discretizagdo e criacdo de algoritmos para sua implementacao
numérica, além de ser baseada na noc¢ao usual de derivada como um limite da variagdo da
funcdo. A derivada de Grunwald-Letnikov surge quando utilizamos a definicdo de deri-
vada usual com ordens inteiras e generalizamos para uma ordem arbitraria [58]. Assim,

considerando o um numero real qualquer, a derivada fraciondria de ordem «, segundo
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Grunwald-Letnikov, € definida pelo limite:

df(z) . 1 > (o
et =l 3 (&)t ta = mim), en

que é obtido através da continuagdo analitica da defini¢do usual de derivada de ordem
inteira n. Apesar de ser mais geral que a definicdo de Lacroix, a formula¢do de Grunwald-
Letnikov ndo € muito utilizada (fora da utilizagdo em métodos numéricos) por ser dificil

utilizar algebricamente a equacao (2.4) mesmo para fungdes simples.

Atualmente existem diversas formulagdes de CF. Na tese [74] € analisado e apresen-
tado dois critérios para determinar quando uma defini¢do de derivada fraciondria deva ser
validada, usa-se um critério proposto por Bertran Ross em 1975 [66] e outro critério por
Ortigueira e Tenreiro Machado no artigo ““ Whats is a fractional derivative” [61]. Em [75]
€ proposta uma classificagdo dos operadores de ordem ndo inteira divididos em quatro
classes distintas, denominadas: derivadas fraciondarias classicas; derivadas modificadas;

operadores “fracionérios” locais e operadores “fraciondrios” com nucleo nao singular.

No presente trabalho, iremos considerar duas das formulagdes cldssicas mais popu-
lares, as derivadas fraciondrias de Riemann-Liouville e de Caputo [22, 41, 58, 60, 69].
Apesar de considerar apenas essas duas formulagdes do CF, os algoritmos que propomos
nesta tese podem ser facilmente adaptados para outras formulacdes. Nas proximas se¢oes
deste capitulo, apresentaremos algumas das defini¢des e propriedades bésicas dos CFs de

Riemann-Liouville e Caputo.

2.1 Asintegrais de Riemann-Liouville

Apesar de existirem diversas propostas para derivadas fracionarias, um grande nimero
dessas formulagdes estd de alguma forma conectado com a continuacgao analitica da férmula

de Cauchy para integrais repetidas.

Teorema 2.1.1 (Férmula de Cauchy). Seja f : [a,b] — R uma fungéo integrdvel segundo
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Riemann no intervalo [a, b|. Entdo, temos para a integral de ordem n (n € N):

/ax f@da)" = /: /:n /:n /;3 /amf(fm)dldd:@“-dxnldxn
1

_ R OO
N F(n)/a (iB—u)l—nd (n €N), (2.5)

onde I é a fungdo gamma de Euler.

A prova da formula de Cauchy € apresentada no Anexo B e pode ser encontrada em
diversos livros textos (por exemplo, em [60]). A continuagdo analitica da (2.5) nos da
uma defini¢do para a integral de ordem nao inteira (historicamente chamada de ordem
fraciondria). Essa integral de ordem fraciondria € a pedra fundamental do CF de Riemann-
Liouville, assim como de diversas outras formulagdes [22, 41, 58, 60, 69]. As integrais
fraciondrias obtidas a partir da (2.5) sdo chamadas de integrais a direita e a esquerda de

Riemann-Liouville:

Definicao 2.1.1. Seja o € R.. Os operadores,JS e, JS' definidos em Ly[a,b] por

@) = s [ o (@€ Ry) 26
b
10 = e | i (0 e Ry) @)

coma < bea,be R, sdo chamados de integrais fraciondrias a esquerda e a direita de

Riemann-Liouville de ordem o € R, respectivamente.

Observacao 2.1.1. Quando o expoente da integral de Riemann-Liouville é zero, ou seja,
a = 0, o operador fraciondrio se comporta como um operador identidade. Assim, o

operador de ordem zero é um caso limite que se reduz a fungdo original.

Para « inteiro, as integrais de Riemann-Liouville (2.6) e (2.7) coincidem com integrais
repetidas usuais (2.5). Além disso, a partir das equacdes (2.6) e (2.7) € facil ver que as in-
tegrais fraciondrias de Riemann-Liouville convergem para quaisquer funcdes integraveis
f se @ > 1. Mais ainda, é possivel provar a convergéncia de (2.6) e (2.7) para funcdes

f € Ly[a, bl mesmo quando 0 < o < 1 [22].
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As integrais fraciondrias de Riemann-Liouville (2.6) e (2.7) preservam uma impor-

tante propriedade algébrica das integrais usuais:

Teorema 2.1.2. Seja «, 3 > 0 e f € Ly[a,b|. Entdo

Teadi (@) =a 30 f(2) e o Jyudy f(z) =o i 0 f(2). (2.8)
Prova (veja [22]): Vamos apresentar a prova para as derivadas a direita (para as
derivadas a esquerda segue uma prova similar). Da definicao 2.1.1 temos

o Jb x:; xw— ot [ — )7 f (u)du
P2 T2H@) = ey [ =07 [ =0 w29

Como as integrais existem para f € L;[a, b], usando o Teorema de Fubini podemos trocar

a ordem de integracao

o JP f(x) / / — )P f(u)dtdu
(2.10)
_ _ p\a—1 . ps—1
= —F(a)f‘(ﬁ) /a (u)/J (x —)*(t — w)” "dtdu.
Fazendo a mudanga de varidvel ¢t = u + s(x — u) obtemos
1
oIS JE f(2) / fu)(z — aﬂ“/ (1—s)* L’ Ldsdu. (2.11)
0

Identificando fol(l — 5)27 17 lds = B(a, B8) = I'(a)T(B) /T (a + B) com a fungio Beta

de Euler B(«, () resulta, finalmente,

JeJP f(2) a+ﬁ / fw)(z —u)* P du =, JOP f (). (2.12)

Uma importante consequéncia do Teorema (2.1.2) € a comutatividade dos operadores

integrais:
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Corolario 2.1.1. Sobre as consideragdes do Teorema (2.1.2) temos
o5 ad] [(@) =D f(2) € o diod) fla) =od) i f(2). (2.13)

Em outras palavras, os conjuntos dos operadores {,J¢ : Li|a,b] — L;|a,b];a > 0}
e {.J : Li[a,b] — Li[a,b]; > 0} formam semigrupos com respeito a concatenagio,
onde o elemento neutro € o operador identidade, ,J° € ,.J?, respectivamente. Estas pro-
priedades (2.13) s@o uma generalizacdo direta do caso usual de integrais de ordem inteira,

onde as integrais também comutam formando um semigrupo.

Observacao 2.1.2. Com a fungdo de Gel’fand-Shilov (veja a equacdo (A.3) no Apéndice
A) e a convolugdo de Laplace tem-se uma outra forma simples e elegante de definir a

integral fraciondria dada por:

0JE = Do () % f(t) = F(ia) /0 0 f(:))mdr (@ € Ry) (2.14)

Usando a propriedade da funcdo Gel’fand-Shilov (veja a (A.S) no Apéndice A) obtém-se

a prova do teorema 2.1.2.

2.2 As derivadas de Riemann-Liouville

Os operadores de integragdo ,Jo e ,J;', definidos em (2.6) e (2.7), desempenham
papel central no CF de Riemann-Liouville. Antes de definir as derivadas fraciondrias de
Riemann-Liouville, relembramos que para inteiros positivos n > m vale a identidade

D f(x) = DI J2 " f(z), onde D" € uma derivada usual de ordem inteira m.

Definicao 2.2.1 (Derivadas de Riemann-Liouville). As derivadas fraciondrias de ordem
a > 0 (a € R) de Riemann-Liouville a esquerda e a direita sdo definidas, respecti-
vamente, por ,DS f(x) = DI, J2 “f(z) e . Dy f(x) = (—1)"Dl.J) “f(z) comn =

[a] + 1, ou seja,

o Loam r fu) )
aDmf(x):F(n—a)da:”/a (x_u)mfndu (n=[a]+1,a €R:, a € R) (2.15)
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D L U
Dy f(z) = F((n _)a) T / © _fx(>1)+a_ndu (n=la]+1, « € RL, bER), (2.16)

n 7z . . .
onde D! = % é uma derivada usual de ordem inteira n.

Uma consequéncia importante das equacoes (2.15) e (2.16) € que as derivadas de
Riemann-Liouville sdo operadores nao locais. O operador a esquerda (a direita) defi-
nido pela expressao integro-diferencial (2.15) (e (2.16)) depende de valores da fungdo a

esquerda (a direita) de z,isto é,a < u < x (x < u < b).

Observacao 2.2.1. Quando « é um inteiro, as derivadas fraciondrias de Riemann-Liouville

(2.15) e (2.16) reduzem as derivadas usuais de ordem inteira .

Observacao 2.2.2. Para 0 < « < 1 as derivadas fraciondrias de Riemann-Liouville
(2.15) e (2.16) podem ser aplicadas mesmo em fungoes ndo diferencidveis. Esta proprie-
dade é uma consequéncia direta do fato das derivadas de Riemann-Liouville serem dadas
a partir da derivada de primeira ordem da integral fraciondria da fungcdo. Podemos to-
mar a derivada de Riemann-Liouville mesmo de funcoes ndo diferencidveis em todo o

dominio, como a funcdo de Weierstrass [43].

Para ilustrar a aplicacdo das derivadas de Riemann-Liouville em funcdes simples,
vamos calcular a derivada a esquerda , D¢ f () (2.15) da fungfo poténcia f(z) = (z—a)P’.

Temos

1 v (" (u—a)®
oD%z —a)f = d 2.17
2z —a) ['(n—a)dz" /a (x — u)ttae—n b @17

onde n = [a] + 1, e devemos ter § > —1 em ordem de garantir a convergéncia da integral

em (2.17). Fazendo a mudancga de variavel s = (u — a)/(z — a) obtemos

1 dn !
D< _\B = i _ \B—a+n B 1— n—a—1
D5 (x —a) Tn—a) " (x —a) /0 s”(1 —s) ds
o F(ﬁ + ]-) d" B—a+n
_F(n—oz—i-ﬁ—i-l)dx”(x @)

(2.18)

)

onde identificamos fol sP(1—s)"*tds = B(n — a, 3+ 1) com a funcdo Beta de Euler

(veja anexo A.2). Temos duas possibilidades para a derivada (2.18). A primeira, quando
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a—f € N, olado direito da (2.18) se reduz a um polindmio de grau inteiro n — (o — f3) €
{0,1,2,...,n — 1} e, portanto, a derivada é nula. Na segunda, quando o« — 3 ¢ N a

derivada € nao nula:

: v 0 se a— €N : )
oDy(x—a)’ = aceR,, 5>-1),

(2.19)
onde usamos a propriedade I'(z + 1) = 2I'(z) da fun¢do Gamma de Euler. De forma

equivalente, temos para a derivada a direita (2.16)

s v 0 se a— €N : R, 5 )
z —x)" = a € , b >—1).

(2.20)

Observacio 2.2.3. E importante notar que a derivada de Riemann-Liouville (2.15) e
(2.16) de uma constante ndo é zero para o ¢ N.

(b—z) @

Dpfl = ———.
b I'l—a)

pep = o 2.21)
(0%

Para o € N recuperamos as derivadas usuais de ordem inteira, e o lado direito da (2.21)
se torna igual a zero devido aos polos da funcdo Gamma de Euler. Devido ao fato de
a derivada de uma constante ser diferente de zero, as equagoes diferenciais envolvendo
derivadas de Riemann-Liouville requerem condicdes iniciais e de contorno ndo usuais

[22, 41, 58, 60, 69].

2.2.1 Algumas propriedades

Além da derivada da constante ser nao nula, outra propriedade importante das deriva-
das inteiras que nao € satisfeita pelas definicoes de Riemann-Liouville é a comutatividade.

No Calculo usual, a comutatividade dos operadores € uma consequéncia direta da bem co-
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nhecida Lei dos Expoentes para as derivadas e integrais de ordem inteira m,n € N,

aJ;naJ:?f<x> = anaJ:?lf(x) = aJ;nJrnf(x)v
(2.22)

Dy Dy f(z) = Dy Dy f(z) = Dy f(2),
sendo D} e ,J."* as derivadas e integrais usuais de ordem inteira. Enquanto a primeira
relacdo em (2.22) é estendida para as integrais fraciondrias de Riemann-Liouville (2.6) e
(2.7) (veja a (2.13)), para as derivadas de Riemann-Liouville (2.15) e (2.16) podemos ter
situacdes como:
aD;chD;ff(x) = anaDgf(fE) 7£ aD;cH_ﬁf(x):
(2.23)
aDganf(I) 7é aDgaD$f<x) - aD;:H_/Bf(x)'
Em outras palavras, a Lei dos Expoentes ndo € satisfeita pelas derivadas fraciondrias de
Riemann-Liouville (2.15) e (2.16), que consequentemente ndo formam um semigrupo.

Vamos ilustrar as situacdes expostas em (2.23) com dois exemplos.

Exemplo 2.2.1. No caso da primeira relagdo em (2.23), vamos tomar f(x) = (v —
a)~V? com a = B = 1/2. Entdo, usando (2.19) obtemos aDimf(ac) = 0 e, portanto,

oDy Dy () = 0, mas . D2 f(z) = DL f(x) = —(z — a)"¥/2/2.

Exemplo 2.2.2. No caso da segunda relacdo em (2.23), vamos tomar f(x) = (v —

a)t/? com o = 1/2 e B = 3/2. Entdo, usando (2.19) obtemos aDi/Qf(m) = J7/2 e
aDi/2f(:c) = 0. Portanto, temos aDi/QaDi/Qf(x) = 0, mas aDi/QaDal;/Qf(x) =
DT f (@) = D2f () = (2 — a) /4.

Em (2.23) consideramos apenas derivadas a esquerda, mas os mesmos resultados po-
dem ser automaticamente estendidos para derivadas a direita. No que segue o restante do
capitulo, utilizaremos apenas derivadas e integrais a esquerda, com excecdo da férmula
de integracdo por partes no final do capitulo.

Vamos investigar agora a generalizacdo de algumas regras classicas do cdlculo usual
envolvendo mais de uma funcdo na mesma derivada. Essas generaliza¢Ges sdo impor-

tantes para simplificar o calculo de derivadas fraciondrias de funcdes mais complexas.
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Teorema 2.2.1. Sejam f e g duas funcdes definidas em [a, b] tal que , D% f(x) e ,D%g(x)
existam. Sejam ainda ¢y, co € R duas constantes quaisquer. Entdo, ,D% (¢ f(z) + cag(x))
existe, e

oDy (e1f(z) + c29(x)) = c1a Dy f(2) + c2a Dy g(). (2.24)

Prova: A prova segue diretamente da defini¢cdo (2.15) pois derivadas e integrais usuais
sdo operadores lineares [].

Outra regra importante do Célculo é a chamada Regra do Produto, ou Regra de Leib-
niz. A regra para derivada primeira do produto de duas fungdes f(z) e g(z), DL (f(z)g(x))
(DLf(2))g(x) + f(z) (Dlg(x)), pode ser facilmente estendida para derivada de ordem

inteira m € N qualquer:

Teorema 2.2.2 (Regra de Leibniz). Seja m € N, e seja j,g € C™[a,b] duas fungoes.

Entdo

D (e =3 () (DE7) (Dot 229

k=0

A Regra de Leibniz € aplicdvel a quaisquer fungdes de classe C™[a, b], além de ser
simétrica nas fungdes f(z) e g(x), ou seja, podemos trocar a ordem das fungdes em (2.25)
que ndo altera o resultado. Essas propriedades da Regra de Leibniz ndo sdo preservadas

quando utilizamos derivadas de Riemann-Liouville.

Teorema 2.2.3 (Regra de Leibniz para derivadas de Riemann-Liouville). Sejam f e g

fungoes analiticas em [a,b]. E sejan = [a] + 1 com o € R, Entdo

D2 (F(@)g(a) =
n—1 a o] o (226)
> () (s (Dt + 30 () (DhF) 2 ate).

A prova do Teorema 2.2.3 € mais elaborada e pode ser encontrada, por exemplo, em
[22, 58, 60]. E importante notar que, diferente da Regra de Leibniz para derivadas inteiras
(2.25), para derivadas fraciondrias (2.26) a derivada do produto s6 € aplicavel as funcoes

analiticas e ndo é mais simétrica nas fungdes f(z) e g(x).
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Finalmente, terminamos esta subsecdo com a Regra da Cadeia. Para derivadas de
Riemann-Liouville essa regra € importante para ilustrar o quao complicado pode ser cal-
cular derivadas fraciondrias de funcdes simples. A Regra da Cadeia para derivadas inteiras
de ordem m ja € de pouca utilidade quando m € grande. Essa regra é dada pela férmula

de Faa di Bruno.

Teorema 2.2.4 (Férmula de Faa di Bruno). Sejam f,g € C™[a,b] e m € N. Entdo

“ " 1 /D b
Drg(f() = m! > Dhg(wlusir - T] (#) @
k=1 =1 " '

onde a segunda soma Y estende-se sobre todas as combinacdes de inteiros positivos

P, P, ..., P, tais que

ilPl:me if’lzk. (2.28)
1=1

Uma demonstracdo para a Férmula de Faa di Bruno pode ser encontrada em [38].

Para derivadas de Riemann-Liouville temos [60, 58, 22]:

Teorema 2.2.5 (Férmula de Faa di Bruno para derivadas de Riemann-Liouville). Sejam

f(z) e g(x) fungdes analiticas em |a, b], e seja o € R. Entdo

D) =3 (‘;) f__; =y ZD u=r@) Zlﬁ%; <D;{!(x)>ﬂ

(@ —a)

+ mg(f(x)),

(2.29)

onde a terceira soma » . estende-se sobre todas as combinagdes de inteiros positivos

Py, P, ..., P; tais que
J J
Y IP=me Y P=k (2.30)
1=1 =1
2.2.2 Relacoes entre integrais e derivadas de Riemann-Liouville

Nesta secdo vamos estudar as relagcdes mais importantes entre as derivadas e integrais
de Riemann-Liouville. Para um estudo das propriedades algébricas dos operadores deri-

vada e integral de Riemann-Liouville recomendamos ao leitor o excelente livro de Miller
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e Ross [58].
Definimos em (2.15) e (2.16) as derivadas de Riemann-Liouville como sendo a de-
rivada de ordem inteira n = [o] + 1 de uma integral fraciondria de ordem n — . No

entanto, essa definicdo ndo € dnica, como pode ser vista pelo Lema abaixo:

Lema 2.2.1. Seja o € R, e m € Ny tal que m > «. Entdo

D2 f(x) = DI T f (), (2.31)

Prova: A condi¢do m > « implica que m > n = [a] + 1. Da propriedade de se-

migrupo das derivadas inteiras (2.22), e das integrais fraciondrias (2.8) e (2.13), obtemos

Do T () = DyD " el f ()
(2.32)
= DZaJ;_af(x) = aDgf(w)7
onde D" ", J"™" = 1jaque D' " e, ,J.;" " sdo derivadas e integrais usuais de ordem
inteira, e usamos a defini¢ao (2.15) L.
Além de mostrar que as defini¢des (2.15) e (2.16) ndo sdo tnicas, o Lema acima per-
mite provar que a derivada fraciondria de Riemann-Liouville (2.15) € a operacdo inversa

a integral de Riemann-Liouville (2.6):

Teorema 2.2.6. Seja o > 0. Entdo, para toda f € Ly[a, b] temos

DS T2 f(2) = f2). (2.33)

Prova: O caso a = 0 € trivial. Vamos entao considerar & > 0. Usando o Lema (2.2.1)

e a propriedade (2.8) obtemos

aD;chJ;gf(x) = D;na‘];n_aa‘]u?f(x) = D?a‘];:nfCE) = f($) 0. (2.34)

Enquanto a derivada de Riemann-Liouville € a operacdo inversa da integral, podemos

provar que a integral ndo € o inverso da derivada. No cdlculo usual, temos o Teorema
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Fundamental do Calculo.

Teorema 2.2.7 (Teorema Fundamental do Cdlculo). Seja f € C'a, b], entdo,

SiD4) = [T g0) - fia) 235)

Podemos generalizar este resultado para o CF. O teorema fundamental andlogo no CF

de Riemann-Liouville, € enunciado por:

Teorema 2.2.8 (Teorema Fundamental do Célculo de Riemann-Liouville). Considere 0 <
o, eseja .ty f(x) € ACa,bl e, ], *f(x) € AC™[a,b] comn = [a]+]1. Entdo, valem

as duas igualdades a seguir:

n—1 _ a 1-k n—k—1
2D f () = r o Jim e (@) (2.36)
k=0
e
n-1 n k— 1(b m)a—l—k dn—k—l
ceDyf li noa . (237
b Sos T lim e f(u). (2.37)

k=0
A prova do Teorema 2.2.8 pode ser encontrada em diversos livros textos, por exemplo,

em [22, 41, 69].

Observacao 2.2.4. Em particular, se 0 < o < 1, (2.36), (2.37) se reduzem a:

J.Df () = f(z) — T)_ulgﬁ T f (), (2.38)

_ a—1
=2 i b A f (), (2.39)

vJo= Dy f(2) = f(z) — T () W

respectivamente.

Como veremos neste trabalho, o Teorema Fundamental do Calculo de Riemann-Liouville

2.2.8 seréd de grande importincia para a formulagdo de um MMC para EDOs fraciondrias.
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2.3 As derivadas de Caputo

As derivadas fraciondrias de Caputo sdo definidas de forma semelhante as de Riemann-

Liouville, mas trocando-se a ordem entre integracdo e derivagao:

Definicao 2.3.1 (Derivada fraciondria de Caputo). As derivadas de Caputo a esquerda
e a direita de ordem o > 0 (o« € R) sdo definidas, respectivamente, por ¢ D f(z) =

D2 (@) € EDFF (@) = (<1)ady " D2 (@) comn = o] + 1, ou seja:

CDS f(x) = ! ] /96 ( S (u) du (n=l[a]+1, a € R}, aeR) (240)

I'n—« xr —u)tte—n

CDy f(x) = (_m)/b( oW (n=la]+1, a €R, bER), (241)

I'n—« u— x)tte-n

onde ™ (u) = %(“) sdo derivadas de ordem inteiran, e f™ € Ly|a,b).

u"l

Observacao 2.3.1. Uma importante consequéncia das definicoes 2.2.1 e 2.3.1 é que de-
rivadas fraciondrias de Caputo (assim como as de Riemann-Liouville) sdo operadores
ndo-locais. A derivada a esquerda (direita) (2.40) e (2.41) depende dos valores da funcdo
a esquerda (direita) de x, ou seja, a < u < x (xr < u < b). Por outro lado, é importante
notar que as derivadas de Riemann-Liouville e Caputo estdo conectadas entre si pelas

seguintes relagoes:

n—1 (k)
D2 0) = D)~ 3 e o~ ) 42)
k=0
e
N n—1 (k) b
ED} (o) = DY (o) = Y s b= ) 4
k=0

onde n = [a] + 1.

Observacao 2.3.2. Devido a derivada dentro da integral nas definicoes (2.40) e (2.41), é

importante observar que, diferente das derivadas de Riemann-Liouville, as derivadas de
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Caputo (2.40) e (2.41) de uma constante sdo zero para todo o > (),

“De1=0, ¢Dg1=0. (2.44)

Devido ao fato de a derivada de Caputo de uma constante ser zero, as equagdes dife-
renciais envolvendo derivadas de Caputo (diferentemente do caso de Riemann-Liouville)

requerem condi¢des iniciais e de contorno usuais [22, 60].

Observacao 2.3.3. Da relagdo (2.42) e da derivada de Riemann-Liouville da fungdo de
Mittag-Leffler de um parametro (2.62), podemos observar que a fungdo de Mittag-Leffler

de um pardametro é a autofuncdo do operador derivada de Caputo, ou seja,

UDOE, (M%) = AE,(A\z®). (2.45)

Observacao 2.3.4. Usando a equacdo (2.14), temos a definicdo da derivada de Caputo
sendo

EDf(z) = oJV D" f(x) = Op_y(z) * D™ f (). (2.46)

2.3.1 Relacoes entre integrais de Riemann-Liouville e derivadas de Caputo

Finalizamos este capitulo com as relacdes entre as integrais de Riemann-Liouville e
as derivadas de Caputo. Assim como nas derivadas de Riemann-Liouville, as derivadas

de Caputo também sdao uma operacgao inversa as integrais de Riemann-Liouville [22, 60]:

Teorema 2.3.1. Seja « > 0. Entdo para toda fungdo f € Lq[a,b], temos:

Dot f(2) = f(2), oDyt f(z) = f(z) (2.47)

D2 IS f(z) = f(z), SDg.Jof(x) = f(z) (2.48)

quase em todo lugar.

Temos também a generalizagdo do Teorema Fundamental do Célculo para Caputo:
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Teorema 2.3.2 (Teorema Fundamental do Célculo de Caputo). Considere 0 < «, e seja

f € AC™a,b] ou f € C"[a,b] comn = [a] + 1. Entdo, valem as duas igualdades a

seguir:
n—1 f
WJEODS f () x—ak (2.49)
k=0
onde f*) = %f, e
n—1 )
by J2O D) f () (b— )~ (2.50)
k=0

A demonstragdo deste teorema pode ser encontrada, por exemplo, em [22, 41, 69].

Observacao 2.3.5. Em particular, se 0 < o < 1, as equacoes (2.49) e (2.50) se reduzem
a:

J2CDS f(x) = flz) — f(a) (2.51)

vJog Dy f(x) = f(z) = f(b). (2.52)

Assim como no CF de Riemann-Liouville, o Teorema Fundamental do Célculo de
Caputo 2.3.2 serd de grande importancia para a formulacio de um MMC para EDOs

fracionarias.

Terminamos esta se¢do enunciando outro teorema importante, a regra da Integracdo

por partes, que serd utilizada para o problema de extremantes de funcionais:

Teorema 2.3.3 (Integracdo por Partes). Seja 0 < a < 1, e f uma fungdo diferencidvel em

la, b]. Entdo, para qualquer fun¢do g € L4 |a, b] temos:

[ s@iDss@ar= [ f@.Dpg@s + LDy 9@ s@)], @Sy

/(y@b M_/f g(@)dz + [(-1)"aD " g(x)f(2)], . (2.54)
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A prova deste teorema pode ser encontrada em [69]. Observe que as férmulas de
integracao por partes (2.53) e (2.54) relacionam as derivadas de Caputo a esquerda (a

direita) com as derivadas de Riemann-Liouville a direita (a esquerda).

2.4 Funcao de Mittag-Leffler

Uma das fungdes especiais mais importantes do CF € a funcdo de Mittag-Leffler [59].
Considerada a fun¢do rainha do CF [52] é uma generalizacdo da funcdo exponencial,
surgindo frequentemente nas solucdes de problemas fisicos descritos por equagdes dife-
renciais e/ou integrais de ordem fraciondria. Vamos analisar suas defini¢cdes e algumas
propriedades.

Vamos definir a fun¢do de Mittag-Leffler com um e dois parametros.

Definicao 2.4.1 (Funcao de Mittag-Leffler de um parametro).

o0 k

Se tomarmos o = 1 em 2.4.1 temos

Mg

=

k=0 k=0

= exp 2. (2.56)

A funcdo 2.4.1 surgiu em 1903 no artigo de Mittag-Leffler [59]

Definicao 2.4.2 (Funcdo de Mittag-Leffler de dois parametros).

=D T I ak 5 " R(a) > 0,R(8) >0,z € C. (2.57)

k=0

Se 8 =1, E,1(z) = E,(z). Temos algumas representacdes

As funcdes de Mittag-Leffler sdo extensdes naturais da fun¢do exponencial, e as
solucdes de equacdes diferenciais de ordem fraciondria sdo frequentemente expressas
em termos de fungdes de Mittag-Leffler, de forma muito semelhante a maneira como

as solugdes de muitas equacOes diferenciais de ordem inteira podem ser expressas em
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termos de funcdes exponenciais. A seguir seguem algumas propriedades das fung¢des de

Mittag-Leffler:

1
EQHB(Z) = ZEa7a+5<Z) + m, (258)
d
Eop(z) = BE.p11(2) + azEEaﬁH(z), (2.59)

(d;dzjl[zﬁ—lEmB(za)] = Zﬁ—m—lEa’g—m<za) R(B—m)>0,(meN). (2.60)

Para ilustrar a aplicacdo das derivadas de Riemann-Liouville em fungdes especiais,

vamos calcular a derivada a esquerda da funcao de Mittag-Leffler de um parametro:

E,(A\x%) = i ﬂ com 0 <a < 1. (2.61)
“ Ik +1)
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No desenvolvimento do calculo abaixo, utilizamos a equagdo 2.24 e a equacao 2.19.

|
(]
s}
g
80
I/~ ©
=
Q| >
P?‘E%Q
L=
~

k=0
= /\k «a ak
—= a z X
; ['(ak +1) (=)
— i /\k W xakfa
“~ T(ak+T) I(ak —a+1)
> k pa(k—1)
_y A (2.62)
~T(a(k—-1)+1)
x—a > )\k wa(kj_l)
“ i e T X TEE DD
k=1
r~¢ e )\(J+1) I
“Ti—a) ZF(@'+1)
Jj=0 J
r = (M)
= + A :
I'l—a) ;F(aj—i-l)
x—a
= AE, (Ax®
I'l—a) + Aa(Az)

Como vimos, deste resultado poderemos verificar que a fungcao de Mittag-Leffler de um

parametro (2.61) € a autofuncao do operador derivada fracionéria de Caputo.



3 O METODO DE MONTE CARLO

De forma bem genérica e geral, podemos dizer que 0 MMC se baseia na construg¢do de
uma sequéncia de nimeros aleatérios que converge estatisticamente para o resultado exato
de um determinado problema matemético. Neste capitulo, iremos apresentar uma breve
revisao do MMC, um pouco da sua historia e desenvolvimento, € como podemos utilizi-lo

como um método numeérico.

3.1 Calculo do valor de 7

Ao longo da histdria, muitos matematicos desenvolveram métodos construtivos para
determinar o valor do 7, um dos mais famosos € devido ao matemdtico grego Arquimedes
de Siracusa que, utilizando o chamado método da exaustao para o célculo da drea de uma
circunferéncia de raio 1, encontrou aproximagdes do valor da constante 7 [16].

Nesta se¢do vamos analisar dois experimentos que ilustram a ideia do MMC. Esses
experimentos utilizam a nocdo de aleatoriedade para construir sequéncias aleatorias de
ndmeros para aproximar o valor do nimero 7. O primeiro deles é chamado de “Agulhas
de Buffon” e o segundo de “Método do Circulo”. E importante ressaltar que esses ex-
perimentos deram inicio ao desenvolvimento de métodos estatisticos para obter solugdes
aproximadas. Esses métodos/algoritmos estatisticos sdo hoje comumente chamados de
MMC.

3.1.1 Agulhas de Buffon

Em 1733, o naturalista francés Georges-Louis Leclerc, conde de Buffon, propds e

resolveu o seguinte problema:

Problema 1. Suponha que temos um piso feito de tiras paralelas de madeira, cada uma
com a mesma largura, e colocamos uma agulha no piso. Qual é a probabilidade de a

agulha passar por uma linha entre duas tiras?

Esse problema ficou conhecido como problema da Agulha de Buffon, tendo a sua
solucdo publicada somente no ano de 1777 em [17]. Neste trabalho, foi proposto um

método estatistico para calculo do valor do 7.
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Em 1812, o matemadtico francés Pierre-Simon Laplace, no seu artigo [46] sobre a
Teoria da Probabilidade, mencionou o problema da agulha, ndo atribuindo sua origem
a Buffon, porém mencionou a possibilidade de utilizar célculos probabilisticos para de-
terminar de forma experimental aproximacgdes para o valor de m. Por este motivo, este

problema também € tratado como “Problema das Agulhas de Buffon-Laplace”.

Modelando o problema utilizando a geometria, encontraremos a probabilidade da agu-
lha tocar em qualquer uma das linhas. Para isso, considere uma agulha de comprimento
L lancada aleatoriamente entre duas linhas paralelas com uma distancia entre elas de D.
Seja y a distancia entre o ponto médio da agulha até a linha mais préxima; 6 é o angulo

que a agulha forma com a horizontal (veja a Figura 2). Considerando que 0 < 0§ < =

—_—— e — = = ]

no |t~

el

Figura 2: Modelagem Simulacao de Buffon.

com( <y < %, observamos que a agulha ird cruzar as linhas paralelas se y < %sen(ﬁ).
Pela Figura 3 temos que a probabilidade geométrica [72] disso acontecer é calculada pela

razao da area abaixo da curva com a drea do retangulo, ou seja

P Io Lsen(6) do 2L

%71’ D’

3.1
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/ésin(ﬁ)dﬁ
0 2

Sl
——=-=-==->

Figura 3: Modelagem Simula¢ao de Buffon.

A probabilidade de intersecdo, P, é definida como o nimero de interse¢des pelo
numero total de agulhas jogadas, ou seja, P = =, com w sendo o nimero de agulhas que
cairam sob o plano e em intersecdo com as retas. JA n é o nimero de agulhas langadas.
Sendo D a distancia entre as retas paralelas e L o comprimento de cada agulha, com
(L < D). Langando aleatoriamente essas n agulhas no plano, da equagdo (3.1) obtemos

o calculo do valor de 7.
B 2nL

= (3.2)

™

Nas figuras 4 e 5, 0o MMC para o problema das Agulhas de Buffon é implementado
com a equacdo (3.2) para obter valores aproximados para a constante 7. O algoritmo
estatistico constituido, o MMC, para este problema consiste em sortear n pontos aleatdrios
em um plano e n angulos aleatdérios, ambos seguindo uma distribui¢ao uniforme. Esses
pontos e angulos aleatérios vao representar a posicao e o angulo de n agulhas lancadas em
um plano. Verifica-se entdo quantas dessas agulhas cruzam as linhas paralelas, e utiliza-
se esse resultado para calcular a aproximacdo de 7 através de (3.2). Nas Figuras 4 e 5
apresentamos os resultados que obtivemos considerando os casos de 10, 50, 100 e 1.000
agulhas langadas aleatoriamente. Os resultados apresentados nestas figuras, assim como

todos os resultados apresentados nesta tese, foram implementados na linguagem Python.
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Simulagao das Agulhas de Buffon (10 agulhas) Simulagao das Agulhas de Buffon (50 agulhas)

Numero de interseccoes: 2 e calculodon =: 5.0 Namero de interseccdes: 15 e calculo don =: 3.3333333333333335

(a) 10 pontos. (b) 50 pontos.

Figura 4: Calculo do 7 com 10 e 50 agulhas.

Simulagao das Agulhas de Buffon (100 agulhas)
\

Nimero de interseccoes: 30 e calculo dom =: 3.3333333333333335 Numero de interseccoes: 313 e calculo do m ~: 3.194888178913738

(a) 100 pontos. (b) 1000 pontos.

Figura 5: Calculo do 7 com 100 e 1000 agulhas.

3.1.2 Método do circulo

O segundo problema proposto para obter estatisticamente uma aproximacao para o
valor do nimero 7 faz uso de um experimento geométrico bem simples. O experimento
consiste em desenhar um circulo de raio 1 inserido em um quadrado de lado 2 (veja a
Figura 6). Ao sortear um ponto aleatério no interior do quadrado, uniformemente dis-
tribuido, a probabilidade P desse ponto estar no interior do circulo € P = ﬁ = T
onde A, = m & a drea do circulo e A,,,q = 4 € a drea do quadrado. Portanto, sorte-
ando aleatoriamente /N pontos, e sabendo que desses pontos N ert0s €5ta0 no interior do

circulo, podemos obter o valor aproximado de 7 como:

Nacer oS Nacer oS
TtAqwd = thl. (3.3)

T =

Nas Figuras 6 e 7, o MMC € implementado com a equagdo (3.3) para obter valores
aproximados para a constante 7. Neste caso, o MMC consiste em sortear n pontos no
interior do quadrado, com distribuicao uniforme, e verificar quantos destes pontos estao
no interior do circulo. Apresentamos nessas figuras os resultados que obtivemos conside-
rando os casos de 10, 50, 100 e 1000 pontos sorteados.
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Método da Circunferéncia (pontos: 10, célculo do m = 3.60000) Método da Circunferéncia (pontos: 50, célculo do m = 3.44000)
o o o

o Dentro docirul o Dentro docirco
o Foradocirculo 100 o Foradocircuio

(a) 10 pontos. (b) 50 pontos.

Figura 6: Célculo do 7 com 10 e 50 pontos.

Método da Circunferéncia (pontos: 100, célculo do m = 3.24000) Método da Circunferéncia (pontos: 1000, célculo do m = 3.10400
. o .

(a) 100 pontos. (b) 1000 pontos.

Figura 7: Calculo do 7 com 100 e 1000 pontos.

3.2 Alguns Teoremas Classicos da Probabilidade

Nesta se¢do, iremos anunciar alguns Teoremas Fundamentais da Probabilidade que
ajudardo a entender a convergéncia e o comportamento do MMC.

Para entender os Teoremas Fundamentais da Probabilidade, definem-se alguns concei-
tos que serdao fundamentais para a modelagem probabilistica de um experimento. Sendo

assim, definem-se primeiramente alguns conceitos bem basicos.

Defini¢cao 3.2.1 (Espaco de probabilidade). Um espago de probabilidade é o trio (2, F, P),
onde ) é um conjunto ndo vazio de resultados possiveis de um experimento, F é a o-

dlgebra de subconjuntos de §) e P é a funcdo probabilidade definida em F.
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Observacao 3.2.1. Se Q) = R podemos definir uma o-dlgebra nos conjuntos abertos em
R, chamada de o-dlgebra de Borel sobre R, denotada como B(R).

Definicao 3.2.2 (Defini¢do Formal de Probabilidade). Considere um experimento aleatorio
E e um evento A do espagco amostral ). A probabilidade de A, P(A) é uma funcdo que

associa um evento a um niimero real, satisfazendo os seguintes axiomas:
i) P(A) >0 VA CQ
i) P(Q) =1;
iii) Sendo A e B, tais que A NB = (), tem-se que P(A UB) = P(A) + P(B).
Com a defini¢do 3.2.1 e a com a observacdo 3.2.1 define-se o conceito de varidvel
aleatoria.

Definicao 3.2.3 (Varidvel aleatdria). Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade. Uma
varidvel aleatoria real é uma fungcdo X : () — R de forma que, para qualquer conjunto
Boreliano B, com B € B(R), se satisfaz que o conjunto X ~'(B), chamado de imagem

inversa, é um elemento de F, isto é,
X' B)={we: f(w) € B} €7,

para todo B € B(R).

Observacao 3.2.2. Uma varidvel aleatoria X é discreta se sua imagem for um conjunto
finito ou enumerdvel. Se a imagem for um conjunto ndo enumerdvel, dizemos que a

varidvel aleatoria é continua.

Uma observagao com relacao a definicao 3.2.3 € que operacgdes basicas entre variaveis
aleatdrias, como produto por um escalar, soma escalar, soma, produto e quociente de
variaveis aleatdrias continua sendo uma varidvel aleatéria. Como consequéncia, temos

que uma soma finita de varidveis aleatorias ainda € uma varidvel aleatoria.

Definicao 3.2.4. (Fungdo distribuicdo de Probabilidade e Fungdo densidade de Proba-
bilidade) Seja X uma varidvel aleatéria com valores em um dominio arbitrdrio €.

A funcdo distribuicdo de Probabilidade é dada por
Fx(D) =P{X € D}, V conjunto mensurdvel D C Q. (3.4)

A fungdo densidade de Probabilidade fx(x) é definida pela derivada de Radon-

Nikodym como
dF
fx(x) = d—/\x

Da equacgdo (3.5) temos

(x) onde \ é a medida. (3.5)

Fx(D) = [ fe@in (3.6)
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Definicao 3.2.5 (Valor esperado, variancia e desvio padrao). Seja Y = g(X) uma varidvel

aleatoria. O valor esperado é dado por

BY] = [ o(X)fx()in 6.
A variancia é dada por
o’[Y] =E[(Y - E[Y])’] = E[Y?] - E[Y]". (3.8)
O desvio padrao é dado por
olY] = +/o?[Y]. (3.9)
Teorema 3.2.1 (Lei dos Grandes Numeros). Sejam X;, @ = 1,2, ..., N varidveis aleatorias

independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.), com E(X;) = u < oo, entdo:

)
. X1+ Xo+ .+ Xy
P(1 —pu) =1 3.10
(NIL%O N =t G109
ou seja ity [ converge quase certamente quando N — 00, nesse caso,

temos a Lei Forte dos Grandes Numeros.

ii)
) Xi+Xo+ ...+ Xy
lim P = =1 3.11
i ( N )= GAD
ou seja == N [ converge em probabilidade quando N — oo, nesse caso,
temos a Lei Fraca dos Grandes Niimeros.
Teorema 3.2.2 (Teorema do Limite Central). Sejam X;, i = 1,2, ..., N varidveis aleatdrias

independentes, cada uma com a sua fungdo de densidade de probabilidade f;(x) (po-

. . PRk “ A . .. pan 3 (2
dendo ser distintas) com média y; e varidncia o?. A varidvel aleatéria 7 = ZT ou

seja, a média dos X;, tem as seguintes propriedades:

:Ziui.
N )

Ziazz,
N2’

i) O valor esperado é (Z)

ii) A varidncia é o*|Z] =

iii) E quando N — oo a funcdo de densidade de probabilidade de 7 tende a uma

distribui¢do normal com a mesma média e varidncia, ou seja

: 1Z —(Z)] >_L Sy
ngnoop<—g[z]/\/ﬁgﬁ _\/%/_ﬁe dt. (3.12)
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A demonstracdo do Teorema 3.2.2 pode ser encontrada em [24].

Analisando a equacdo (3.12) para um valor de N grande, temos
1 [f e
P (Z —Bo[Z))VN < (2Z) < Z + BU[Z]/\/N) ~ —/ P24t (3.13)
V2m J_p

O lado direito da equagdo acima pode ser calculado numericamente e podemos definir
como sendo o Coeficiente de Confianca. Esses coeficientes, expressos por porcentagens
e arredondados ou truncados, sdo chamados de limites de confianga. Os resultados para

varios valores de 3 sdo mostrados na Tabela 1 de acordo com [24].

B | Coeficiente de Confianca | Intervalo de Confianca
0.25 0,1974 20%
0.50 0,3829 38%
1.00 0,6827 68%
1.50 0,8664 87%
2.00 0,9545 95%
3.00 0,9973 99.7%
4.00 0,9999 99.99%

Tabela 1: Limites de confianca para varios valores de acordo com [24]

Se consideramos 3 = 2 (dois erros padrao) na equagdo (3.13), temos que no intervalo
Ly = [Z —20[Z]/V'N, Z + 20[Z]/v/N] tem 95.4% de chance de conter o valor verda-
deiro da média. Considerando I5 y = [Z — f0[Z]/V/'N, Z + 30][Z]/v/N] se N aumenta,
o comprimento do Intervalo de Confianga (comp(Is y)) é proporcional  1/+/N, logo
comp(Ign) — 0,se N — o0.

3.3 O desenvolvimento do Método de Monte Carlo

Na sua autobiografia [78], Adventures of a Mathematician, o matematico polonés
Stanislaw Marcin Ulam menciona como ele teve a brilhante ideia de aplicar nimeros
aleatorios para resolver varios problemas em que ele trabalhava. Ulam usou os computa-
dores rapidos de Los Alamos para resolver uma ampla variedade de problemas de maneira
estatistica (jogo de cartas), usando nimeros aleatorios.

A vantagem do método € que o computador pode ser eficientemente programado para
executar cada passo em um jogo particular de acordo com probabilidades conhecidas, e o
resultado pode ser determinado com qualquer precisao desejada, dependendo do nimero
de jogos de amostra computados. O jogo de paciéncia é um exemplo de como o método
pode ser usado para resolver problemas de outra forma intratdveis com computacao bruta.

O método recebeu 0o nome de MMC em 1944 durante o projeto Manhattan na Segunda
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Guerra Mundial, devido a similaridade das simulacdes estatisticas com os jogos de azar,
ja que Monte Carlo (capital do Principado de M6naco) era um centro de cassinos, apostas
e jogos, e também como forma de codinome, visto que eles estavam trabalhando em
um projeto secreto. No projeto de construcdo da bomba atomica, Ulam, von Neumann
e Fermi simularam o comportamento de néutrons em um ambiente nuclear, onde cada
interacdo do néutron com outros nucleos é determinada aleatoriamente, considerando as
probabilidades de espalhamento e fissdo nuclear, assim, obtiveram informacodes sobre o
comportamento dos néutrons no sistema, tais como a quantidade de sua energia e a sua
posi¢do. A publicagcdo do artigo de Metropolis e Ulam em 1949 [56] impulsionou a
pesquisa e os desenvolvimentos da teoria e dos algoritmos do MMC.

O MMC ¢, em sua esséncia, uma técnica que usa nimeros aleatérios na resolucao
de diversos problemas, especialmente em fisica, biologia, engenharias e financas [71].
Formalmente, o MMC € baseado em dois resultados estatisticos fundamentais: a Lei dos
Grandes Numeros (3.2.1) e o Teorema do Limite Central (3.2.2).

3.3.1 Calculo de integrais definidas

Nessa subsecao vamos analisar uma das principais aplicacdes do MMC, que consiste
no célculo de integrais definidas. Vamos apresentar como o MMC pode ser utilizado de

forma simples para calcular integrais usando o Teorema do Valor Médio para integrais.

Teorema 3.3.1 (Método de Monte Carlo para Integrais). Seja f € C([a,b]), [a,b] C R,
tal que a < b e um conjunto de N niimeros (1, xs, ..., xy) aleatorios uniformemente
distribuidos em [a,b], entdo podemos ter uma aproximacdo para a integral da funcdo

f(z) no dominio [a, b] dada por

b b—a
/a f(x)de ~ v Zf(xi). (3.14)

Prova: Como a fungdo f(x) é continua no intervalo, [a, b] entdo ela é integrdavel no

sentido de Riemann. Assim, pelo Teorema do Valor Médio para integrais, temos que

b
/ f(@)dz = (b— a)(f), (3.15)

onde (f) é o valor médio da fungdo em [a,b]. Neste ponto, uma amostra de niimeros
aleatdrios pode ser utilizada para calcular aproximadamente ( f). Dado um conjunto de N
nimeros (x1, Ta, ..., ry) aleatérios uniformemente distribuidos em [a, b], um valor apro-
ximado (f) y para (f) é obtido simplesmente calculando f(z) para cada nimero aleatdrio

selecionado. Obtemos:

(fin = %Zf(wi)- (3.16)
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Pela Lei dos Grandes Nimeros (Teorema 3.2.1) temos que

P(lim (f)y = (f)) =1, (3.17)

N—o0

assim (f)y converge estatisticamente para (f) no limite N — oo, ou seja, (f) =
limy o0 (f)n [24, 39]. Portanto, (3.16) nos fornece uma aproximacio para a integral

(3.15), e também converge estatisticamente para o valor exato da integral quando N —

00, Ou seja,
b b—a N
i f(x)dz = lim ¥ Zlf(xi). O (3.18)

Teorema 3.3.2 (Convergéncia). Supondo que o*[f] < oo temos as seguintes proprieda-
des:

i) O Erro padrdo ao realizar a aproximagdo (3.16) é dado por

Err = @. (3.19)

VN

ii) A aproximagdo (3.16) converge para distribuicdo normal quando N — oo, ou seja,

N

1 I
¥ 2 @) = = [ rlayas

; b—
1- ]P) =1
Nl—I};o Err

1 B,
< —— [ e "2qt. 320
<f|-—= / 5 (3.20)

Prova (i): Na equacdo (3.16) faga Y; = f(x;), assim temos

1
(v =5 2% (3.21)
Calculando a varidncia de Y;

ﬂm:m%rw#:l?%wm—([ﬂmmﬁé 622

Como ¢?[Y;] € finito, por hipdtese e observando que o2[(f)y] diminui linearmente

com N, temos

N
- =Y ) = %02[5/] (3.23)
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onde consideramos que o%[kY] = k?c?[Y] e que os Y; sdo amostras independentes. As-
sim, o Erro Padrdo € dado conforme mostra a equacao (3.19). U

Prova (ii): Basta aplicar o Teorema do Limite Central (3.2.2) na distribuicao (3.16).
O

Observacao 3.3.1. A integracdo usando o MMC, como vimos, converge a uma taxa de
O(N~Y2) em qualquer dimensdo espacial, independente da suavidade da fungdo a ser
integrada. Portanto, o método ndo sofre o efeito dimensional, o que afetaria o seu desem-

penho a medida que a dimensdo aumenta.

Observacao 3.3.2. O MMC convergird mesmo que a varidncia seja infinita, desde que o
valor esperado exista; nesse caso, a convergéncia serd mais lenta. Esse fato é devido a

lei dos grandes niimeros (3.17).

Observacao 3.3.3. O Teorema do Limite Central dd suporte ao MMC, pois fornece uma
estimativa da incerteza no valor esperado estimado. Além disso, ele mostra que a incer-

teza no valor esperado é proporcional a Wi onde N ¢é o niimero de amostras de f(z).

Se o niimero de amostras for quadruplicado, a incerteza na estimativa da média amostral

é reduzida a metade.

Observacao 3.3.4. A aproximacgdo (3.14) dd um resultado para a integral que difere por
até um erro padrdo do valor exato com probabilidade de 68.3% (e difere por até dois
erros padroes do valor exato com probabilidade de 95.4%, veja tabela 1). Como o erro
estimado é proporcional a varidncia e inversamente proporcional a raiz quadrada de N
(erro diminui a taxa O(N—/2)), existem dois métodos de reduzir o erro. O primeiro é au-
mentar N, e o segundo é reduzir a varidancia usando N niimeros aleatérios (1, X2, ..., TN)

ndo uniformemente distribuidos em [a, b] [24, 39].

Observacao 3.3.5. Existem técnicas de redugdo da varidncia do cdlculo da integral de-
finida [24] entre quais podemos destacar: Amostragem por importincia, Amostragem

estratificada, Amostragem correlacionada e Varidveis antiéticas.

3.3.2 Algoritmo de Metropolis

Como vimos, o MMC utiliza nlimeros aleatérios e uma das técnicas para geracao
destes nimeros aleatdrios foi analisada em 1953 no artigo [55] e ficou conhecida como
algoritmo de Metropolis. Sua construc¢ao foi motivada por uma analogia com sistemas da
mecanica estatistica que alcancam estados de equilibrio; nesses estados, as propriedades
estatisticas do sistema sdo determinadas exclusivamente por fatores termodindmicos, in-
dependentes dos processos cinéticos especificos que levam ao equilibrio [39]. A vantagem
deste algoritmo estd no fato de que, por meio do uso de nimeros aleatérios, ele fornece
uma maneira elegante e eficiente de obter respostas para problemas que sao complicados

de resolver analiticamente. Vamos descrever de forma simples a sua implementagao.
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Suponha que queremos gerar uma cole¢dao de pontos x; com ¢ = 1,--- ,n, que se-
guem uma determinada fun¢do de densidade de probabilidade (3.5) f(x). O algoritmo de
Metropolis faz uma simulagao aleatdéria que propde iterativamente novos pontos e aceita
ou rejeita-os com base em um critério probabilistico que garante a convergéncia para a

distribui¢d@o alvo f(z). Como exemplo, vamos gerar uma sequéncia aleatdria:
1. Escolha um ponto inicial z.
2. Escolha um tamanho méximo de passo fixo h.
3. Gere o préximo ponto ;.
4. Suponha que o caminhante esteja no ponto ;.

5. Escolha uma nova configuragdo x,,,, aleatoriamente e uniformemente no intervalo

6. Calcule a razao

f(Znovo)
flai)

7. Ser > 1, o passo tentativa € aceito, ou s€ja, ;11 = Tpovo-

8. Se r < 1, o passo tentativa € aceito com uma probabilidade r. Escolha um numero

aleatério 1) € [0, 1] e a préxima configuragio é gerada de acordo com

Tit1 = Tpoves S€ N < T,

=x; S€ N =>T.

O algoritmo de Metropolis é uma ferramenta extremamente ttil, mas sua implementa-
cdo eficaz requer a escolha cuidadosa do ponto de partida zy e do tamanho do passo
h. Ao considerar esses fatores, € possivel obter amostras precisas de distribuicdes de
probabilidade complexas. Podemos adaptar a ideia desse algoritmo para trabalhar com
otimizacao de funcionais, ou seja, empregar as fungdes como pontos em um espacgo de
fungdes e usar o Metropolis para explorar esse espaco, buscando o ponto de menor valor

do funcional.

3.3.3 Monte Carlo Variacional

O Método de Monte Carlo Variacional (MCV) é uma técnica que faz uma combinacao
com a teoria variacional [82] e com a técnica de Monte Carlo para analisar os valores es-
perados em sistemas quanticos. Foi aplicada com sucesso pela primeira vez por McMillan
[53] para estudar o estado fundamental do hélio-4.

O MCV emprega um conjunto de parametros ajustdveis para produzir uma funcao de

onda de teste W, cuja forma € escolhida apds uma andlise prévia do sistema fisico em
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investigacdo. A funcio de onda de teste U, quando melhor otimizada, aproxima a fungdo
de onda exata. Se a funcdo de onda de teste W for idéntica a fung¢do de onda exata do
estado fundamental, entdo o método MCYV fornece a estimativa exata da energia do estado

fundamental. O MCYV também é chamado de método Monte Carlo Quéntico [48].



4 O METODO DE MONTE CARLO PARA INTEGRAIS E
DERIVADAS FRACIONARIAS

Neste capitulo, mostraremos como se pode calcular integrais e derivadas fraciondrias

pelo MMC, tanto usando a definicdo de Riemann-Liouville quanto a defini¢ao de Caputo.

4.1 O MMUC para integrais de Riemann-Liouville

Na presente secdo, mostramos como podemos calcular integrais fraciondrias pelo
MMC para as integrais definidas apresentando na se¢@o 3.3.1. Vamos considerar as in-
tegrais fraciondrias de Riemann-Liouville (2.6) e (2.7). Podemos calcular essas integrais

por um MMC usando a aproximacao (3.14). Temos:

1 r—a

W2 )~

4.1)

Mz

QT—ZE
=1 v

onde selecionamos aleatoriamente /N nimeros (21, Zo, ..., ) uniformemente distribuidos
em [a, ], e
1 b—=x

(4.2)

WE
]
—

vy f(x) = T

i=1
para N ndmeros aleatdrios (x1, Za, ..., z)y) uniformemente distribuidos em [z, b]. Como
(2.6) e (2.7) sdo definidas para fungdes L'[a,b], o MMC (4.2) converge. A convergéncia
seguird o erro padrdo Err (3.19) quando o integrando em (2.6) e (2.7) for L*[a,b], € a

convergéncia serd mais lenta que Err quando o integrando for L![a, b].
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Figura 8: O MMC converge para as integrais fraciondrias a esquerda de Riemann-
Liouville de ordem o = 0.3, 0.8 para f(x) = x. Em (a), (b) e (¢) temos o = 0.8, 7 = 1, 10,
e 100, respectivamente. Os insertos nos painéis (a), (b) e (c) apresentam a convergéncia
para as integrais fraciondrias a direita de Riemann-Liouville para f(x) = 10 — 2. Em (d),
(e), e (f) temos a = 0.3, 7 = 1,10, e 100, respectivamente. Os insertos nos painéis (d),
(e), e (f) apresentam a convergéncia para as derivadas fraciondrias a direita de Riemann-

Liouville para f(z) = 10 — z.

Para ilustrar o uso do MMC para calcular integrais fracionérias de Riemann-Liouville,
na Figura 8 apresentamos o resultado de integrais fraciondrias a esquerda (direita) com
ordens « = 0.3,0.8 da fun¢do f(z) = x (f(z) = 10 — x). Para obter as solugdes pelo
MMC apresentadas nos graficos (a), (b), (¢), (d), (e), e (f), o dominio [a,b] (a = 0 e
b = 10) foi dividido em L = 200 partes iguais, e foi realizada uma amostragem de ¢
nimeros aleatérios em cada uma dessas partes do dominio, ou seja, para a n-ésima parte

do dominio temos uma amostra de 7 numeros aleatorios distribuidos uniformemente no
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intervalo [a + (n — 1)Az,a + nAz], onde Az = ”‘Ta Portanto, a amostragem total no
intervalo [a,z] é N, = in paraa + (n — 1)Az < 2 < a + nAz. A regido destacada
em cinza contém os pontos do plano que diferem do valor exato da integral fraciondria
por até trés erros padrao. Desses graficos, podemos observar que o MMC converge esta-
tisticamente para o valor exato da integral. E importante notar nos gréficos (a), (b), e (c)
da Figura 8 que o MMC converge em concordancia com o erro padrao Err (3.19) para
a = 0.8, como esperado, pois neste caso os integrandos em (2.6) e (2.7) sdo L. Por outro
lado, a convergéncia € mais lenta do que Err para o = 0.3, como pode ser visto nos
graficos (d), (e), e (f), pois neste caso, os integrandos sdo L'. Finalmente, é importante
reforcar que, por razdes didaticas, consideramos valores pequenos para N = 200: para
todos os exemplos para enfatizar o cardter estatistico da solu¢do obtida pelo MMC. Um
valor maior do que os utilizados para /V resultaria em grificos visualmente indistinguiveis

da solucdo exata.

4.2 O MMUC para derivadas de Riemann-Liouville

O MMC também pode ser usado para calcular derivadas fracionarias de Riemann-

(@) ., flath)—f()
dx h

pequeno h € R. Por simplicidade, vamos considerar 0 < o < 1. Seja agora f uma

Liouville usando as expressoes (4.1), (4.2) e a aproximacgao para um
fungdo L'|a, ], isto &, a integral fraciondria de f existe para todo = € [a,b]. Assim, pela
Defini¢ao 2.2.1 e das equagdes (4.1) e (4.2), um MMC para calcular derivada fracionéria

de Riemann-Liouville de ordem 0 < v < 1 € dada por:

d

DLF(@) = T ()

1
F ) — W)

1 :c—i—h—aN f(z) r—a f(z;)
I'l—a) hN Z($+h—:i‘i)°‘_ hN = (z — x;)* ’

i=1

4.3)

onde selecionamos aleatoriamente N nimeros (1, xs, ..., ) uniformemente distribuidos

em [a, z], e N numeros (&1, Zo, ..., ) uniformemente distribuidos em [a, x + h], e

d
WDEF() = T () & 5 (S (@) = 3 @)
~ 1 b—a o~ flw) bez— & F(35) (4.4)
F(l—a) hN Zl(xi—x)a_ LN Z(@i_x_hw )

=1

(]

para N nimeros aleatérios (xy, s, ..., xy) uniformemente distribuidos em [z,b], e N

nimeros (%1, &9, ..., Z ) uniformemente distribuidos em [z + h, b].
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Figura 9: Convergéncia do MMC para a derivada a esquerda de Riemann-Liouville de
ordem o = 0.3 para a fungdo f(z) = x. No gréfico (a) temos ¢ = 10000, e no gréfico (b)
temos ¢+ = 100000. Nas insercdes dos gréaficos (a) e (b) apresentamos a convergéncia para

a derivada a direita de Riemann-Liouville da funco f(z) = 10 — z.

Na Figura 9 comparamos a solucdo exata da derivada a esquerda de Riemann-Liouville

de ordem o = 0.3 da fungdo f(x) = x com a solugéo obtida pelo MMC. O dominio
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foi novamente dividido em L = 200 partes e foi feita uma amostragem de « = 10000 e
i = 100000 pontos aleatérios em cada uma dessas partes (IV, = in, paraa+ (n—1)Azx <
x < a + nAx onde n é a n-ésima parte do dominio e Ax = b’Ta). Além disso, esco-
lhemos h = Ax. Vemos que o MMC proposto (4.3) converge estatisticamente para a
solugdo exata. No entanto, é importante observar que a convergéncia da solugdo é muito
mais lenta para derivadas do que para integrais de Riemann-Liouville. Isto ocorre porque
no célculo das derivadas de Riemann-Liouville os erros estatisticos do calculo das duas
integrais fraciondrias em (4.3) e (4.4) se somam e sdo amplificados pela divisao pelo fator
h. No entanto, se a funcdo f(z) é diferencidvel, uma forma mais conveniente de calcular
as derivadas de Riemann-Liouville de f(x), através de um MMC, ¢ calcular derivadas
de Caputo (como veremos a seguir) e usar as relacoes (2.42) e (2.43). Finalmente, como
veremos no proximo capitulo, para a resolucdo de problemas de valor inicial de EDOs fra-
ciondrias sO precisaremos calcular integrais fraciondrias pelo MMC. Consequentemente,

no problema de resoluciao de EDOs, a convergéncia do MMC serd rapida.

4.3 O MMUC para derivadas de Caputo

Assim como no caso das derivadas de Riemann-Liouville, as derivadas fracionarias

de Caputo podem ser calculadas usando (4.1), (4.2) e aproximando a derivada de ordem

@) o, fath)-f@)
dx h

novamente 0 < o < 1. Seja agora f uma funcao diferenciavel fracionaria em [a, b], isto

inteira para um pequeno h € R. Para simplificar, consideremos
¢, a derivada fraciondria de Caputo de f existe para todo x € [a, b]. Assim, pela Defini¢do
2.3.1, (4.1) e (4.2), um MMC para calcular derivadas fracionérias de Caputo de ordem
0 < a <1 ¢ dada por:

O f(r) = aJ;-a%fm ~ %aJ;-a (F(e+ 1)~ F(@))

(4.5)

Y

N T—a f:cl—l—h f( i)
NFl—a Z

.Z'—Qf

onde selecionamos aleatoriamente /N nimeros (21, T2, ..., ) uniformemente distribuidos

em [a,z], e
C N« -« d 1 -«
2 Dy f(2) = =070 f(2) = =00 7% (f(@ + ) = f(2))
N 1 bz f( :cl—i-h f(:vl) (4.6)
T I(1—a) hN Z ’

para N nimeros aleatorios (z1, z3, ..., ) uniformemente distribuidos em [z, b].

Na Figura 10 comparamos a solucdo obtida pelo MMC com a solucdo exata para de-

rivadas de Caputo, a esquerda e a direita, com ordens o = 0.3,0.5 e 0.8 para a fun¢do
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f(z) = z. Para obter a solu¢io pelo MMC apresentada nos graficos (a) e (b), o dominio
foi novamente dividido em L = 200 partes iguais, e foi feita uma amostragem de ¢
nimeros aleatérios em cada uma dessas partes (N, = in, paraa + (n — 1)Azx < x <
a + nAx onde n € a n-ésima parte do dominio e h = Az = ”‘Ta). Vemos que o MMC
proposto em (4.5) e (4.6) funciona, e a solugdo obtida converge estatisticamente para a
solucdo exata muito mais rapidamente para derivadas de Caputo do que para derivadas de
Riemann-Liouville. Em particular, vemos que a solucao para a derivada de Caputo de or-
dem o = 0.3, com ¢ = 100, difere da solu¢do exata muito menos do que a solu¢do obtida
para a derivada de Riemann-Liouville com ¢ = 100000 (veja a Figura 9). Este fato era
esperado, pois as derivadas de Caputo se reduzem ao célculo de uma integral fraciondria
de ordem 1 — « da derivada de ordem inteira da fungdo e, como discutido na se¢do 4.1, o

MMC converge bem para integrais fracionarias de ordem 1 — o > 0.5.

Outro aspecto importante que podemos observar na Figura 10 € que, conforme a or-
dem da derivada se aproxima de 1, a convergéncia vai ficando mais lenta. Para a ordem
a = 0.3, a solucdo obtida, com ambos ¢ = 100 e : = 1000, estd muito mais proxima
da solucdo exata do que as solugdes para « = 0.5 e o = 0.8 (de fato, o pior resul-
tado ocorre para @ = 0.8). O resultado ser pior para & = 0.8 era esperado, pois 0s
integrandos em (2.40) e (2.41) sdo L? somente para o < 0.5. Para o = 0.8, além das
flutuacdes estatisticas serem muito maiores, o proprio comportamento da solugcdo obtida
pelo MMC parece estar deslocado para valores menores do que a solugdo exata. Este
ultimo fato esté relacionado a importancia do polo no integrando (da definicdao da deri-
vada de Caputo (2.40) e (2.41)) para o valor final da derivada. Quanto mais « estd préximo
de 1, maior serd a contribui¢do do polo para a integral definindo a derivada de Caputo.
Como o célculo dessa integral € feito por uma amostragem aleatdria uniformemente dis-
tribuida, para ¢ pequeno, a maioria dos nimeros aleatérios (1, xs, ..., x,) usados no
calculo dessa integral estardo distantes do polo, contribuindo pouco para o cdlculo da
integral e, consequentemente, subestimando o valor da derivada. Além disso, as maio-
res flutuacdes estatisticas, em geral, superestimam a solucdo (em todos os casos). Isto
também € uma consequeéncia direta do polo no integrando da derivada de Caputo. Para
a funcdo f(x) = x, o integrando é uma funcdo positiva, e, consequentemente, quando
algum dos numeros aleatorios (x1, Z9, ..., Ty,) usados no calculo dessa integral estiver
muito préximo do polo, teremos um valor positivo muito grande para a soma definindo o
MMC (4.5) frente ao valor de V.

Para observarmos melhor o comportamento da solu¢@o obtida pelo MMC para a de-
rivada de Caputo quando « > 0.5, na Figura 11 observamos a convergéncia do MMC
para a derivada de Caputo de f(x) = 2 com o = 0.8 a0 aumentar o niimero de iteragdes,
para ¢+ = 1000, 10000 e 100000, respectivamente. Novamente, utilizamos L = 200 e
h=Az = (’_T“ Nos gréficos desta figura, com o aumento do tamanho ¢ da amostragem

utilizada no célculo da derivada de Caputo pelo MMC, além da reducao do erro estatistico
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Figura 10: A convergéncia do MMC para derivadas de Caputo a esquerda com a =
0.3,0.5,0.8 para f(x) = x. Em (a) temos ¢ = 100, e em (b) temos 7 = 1000. Nos insertos
dos gréficos (a) e (b) apresentamos a convergéncia para derivadas de Caputo a direita da
funcédo f(z) = 10 — x.

inerente a0 MMC, observamos a reducao da amplitude da subestimativa do valor da de-
rivada devido aos polos nos integrandos em (2.40) e (2.41). Com o aumento de ¢, uma
maior quantidade dos niimeros aleatorios (21, 2, ..., Ty, ) usados no calculo dessas inte-

grais estard proxima do polo, contribuindo para o cdlculo da integral e, consequentemente,



65

estimando melhor o valor da derivada.

Finalmente, na Figura 12 podemos ver que o MMC (4.5) e (4.6) também converge
para funcgdes nao lineares. Nesta figura, apresentamos a derivada de Caputo a esquerda
com ordem o = 0.4 da fungdo f(z) = sen(z) (e a derivada de Caputo a direita da
funcdo f(x) = sen(10 — z)). A soluc@o obtida pelo MMC é comparada com a solugio
obtida numericamente por quadratura. Nesta figura, usamos L = 200, h = Ax = b_T“ e
¢ = 100. Podemos verificar a partir do grafico a concordancia entre a solug@o obtida pelos

dois métodos.



66

—— exto,a=08
A — mMC

(a) i=1000 --- exato, a=0.8
— MMC

0 2 4 6 8 10

—- exato,a=08
4 —_— MMC

(b) i=10000 —-— exato, a=0.8
— MMC

0 2 4 6 8 10

-+ exato,a=08
4 — MMC

(c) i=100000 @ ... exato, a=0.8
— MMC

0 2 4 6 8 10

Figura 11: Convergéncia do MMC para a derivada de Caputo ordem o« = 0.4 para a
func¢do f(x) = x. Em (a), (b) e (c) temos i = 1000, 10000 e 100000, respectivamente.
Nos insertos dos gréaficos (a), (b) e (c) apresentamos a convergéncia para derivadas de
Caputo a direita da fungdo f(x) = 10 — x.
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Figura 12: Convergéncia do MMC para derivadas de Caputo a esquerda com ordem o =
0.4 para a fungdo f(x) = sin(x). No inserto do grifico, apresentamos a convergéncia
para a derivada de Caputo a direita da fungéo f(z) = sin(10 — x).



5 O METODO DE MONTE CARLO PARA EQUACOES DI-
FERENCIAIS ORDINARIAS FRACIONARIAS

Neste capitulo, iremos propor um MMC para resolver Problemas de Valor Inicial
(PVI) para equacdes diferenciais ordindrias com derivadas fraciondrias de Caputo e Rie-
mann-Liouville. Daremos maior €nfase a problemas envolvendo derivadas de Caputo,
por serem estas mais populares quanto as aplicagdes em ciéncia e engenharia. O método
proposto pode ser facilmente estendido para outras formulacdes de derivadas fraciondrias.
Finalmente, alguns resultados parciais deste capitulo foram formalmente publicados no

artigo [27].

5.1 Problema de valor inicial com Caputo

Para formular um MMC para equacdes diferenciais fraciondrias ordindrias, vamos
primeiro considerar problemas de valor inicial para derivadas fraciondrias de Caputo. As
equacoes diferenciais fraciondrias de Caputo sao mais populares na ciéncia aplicada por

utilizarem condig¢des iniciais usuais:

Problema 2 (Problema de valor inicial com Caputo). O Problema de valor inicial com

Caputo de ordem 0 < « é dado pela equagado diferencial fraciondria
Cna,, __
a,ny_f<‘T?y)7 (51)

com as seguintes condicdes iniciais

y*¥(a) =y (k=0,1,...,n—1), (5.2)
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onden = [a] + 1, yO(z) = y(z), e = y((]k) sdo constantes.

O primeiro passo para resolver o Problema 2 € integrar os dois lados de (5.1) com a
integral fraciondria de ordem a.. Do Teorema Fundamental do Célculo de Caputo, 2.3.2,

temos:
n—1

JO‘CD LYz (x — a (5.3)

!

k=0
onde usamos as condigdes iniciais (5.2). Entdo, se y(z) € C™ no dominio, integrando

ambos os lados de (5.1) com a integral fracionaria RL (2.6) obtemos:

n—1 (k) 1

— y ’ a—1
2; -z —a) +m/a(x—u) Fu,y(u))du. (5.4)

O segundo e dltimo passo para resolver o Problema 2 consiste no uso do MMC para
obter a integral do lado direito de (5.4). No entanto, desde que y(z) ndo é conhecida,
ndo podemos aplicar o MMC direto na integral. Primeiramente, definimos uma fungao
discretizada de y(x). Para um inteiro positivo L, seja x,, = vog+nh (n = 0,1, ..., L), onde

h = 750 e 1y = a. Entdo, seja y, = y(z,). A fungio discretizada é definida por:
Yy (x) = yp se 1, < T < Tpyy. (5.5)

Desde que y(z) é uma funcéo diferencidvel, temos Llim y(x) = y(z). Assim, a fungio
— 00
discretizada y*(x) é uma aproximagio para y(r) quando L é grande. Podemos encontrar

os valores y,, da seguinte relacdo de recorréncia:

n—1 y((lk) ) 1 Tn o1
yn:; P +m/@ (20 — 0 f g (W)du, (n=1,...L). (5.6)

Finalmente, calculando a integral em (5.6), usando um MCM (como em (3.14)), obtemos

uma solu¢do aproximada para o Problema 2:

(20 — ) + 1 S Z ) T g (), (5)

=1

B
Il
o

onde N € um inteiro positivo, e (uy, ..., ux) sdo nimeros aleatdrios uniformemente dis-
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tribuidos em |a, x,,].

Observacio 5.1.1. E importante destacar que o0 MMC que propomos também pode ser
usado para obter a solucdo de equagoes diferenciais ordindrias com derivadas de or-
dem inteira, pois a derivada fraciondria de Caputo se reduz a derivada de ordem inteira

quando o é um inteiro positivo.

5.2 Problema de valor inicial com Riemann-Liouville

Consideremos agora os seguintes problemas de valor inicial com derivadas fraciondrias

de Riemann-Liouville:

Problema 3 (Problema de valor inicial com Riemann-Liouville). O Problema de valor
inicial com Riemann-Liouville de ordem 0 < « é dado pela equagdo diferencial fra-
ciondria:

oDyy = f(z,y), (5.8)

com as seguintes condicoes iniciais:

n—k—1

lim ————J" f(u) =b" (k=0,1,...,n—1), (5.9)

u—at du”*kfla
k) .
onde b((z ) sdo constantes.

Integrando ambos os lados de (5.8) com uma integral fraciondria de Riemann-Liouville
de ordem «, e pelo Teorema Fundamental do Calculo de Riemann-Liouville (2.36) e a

funcao discretizada (5.5), obtemos a solug¢ao aproximada por MMC para o Problema 3:

n—1 bgk) - 1 z,—a - .
Yn &~ kz:% m(x —a) + Ta) N ;(% — ) f(ug, y (wi)). (5.10)

Observacao 5.2.1. Diferente do Problema 2 com a derivada fraciondria de Caputo, o
Problema de valor inicial com Riemann-Liouville requer condigdes iniciais ndo usuais
(5.9). Apesar disso, quando « é um inteiro, a condi¢do (5.9) reduz-se a usual e o Pro-

blema (3) reduz-se a um valor inicial de ordem inteira cldssica.
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Observaciio 5.2.2. E importante observar que a diferenca no MMC para obtengdo de
solucdo de PVI para EDOs de Riemann-Liouville e Caputo é apenas a fun¢do poténcia
em (5.10) e (5.7). O MMC na sua esséncia é utilizado para o cdlculo dos somatorios que
nessas expressoes sdo idénticos. Portanto, do ponto de vista do MMC, ndo hd diferenca
significativa se o PVI é de Riemann-Liouville ou de Caputo. Portanto, como os problemas
de PVI com Caputo sdo os mais utilizados em aplicagoes, consideramos a seguir, sem
perda de generalidade (para os propdsitos do funcionamento do MMC), um niimero maior

de exemplos para PVIs de Caputo.

5.3 Resultados numéricos

Para ilustrar a utilizacdio do MMC proposto neste capitulo para a resolucao de PVIs
fraciondrios, nesta secao comparamos a solugdo obtida pelo MMC com solucdes exatas e
com solucdes obtidas pelo método de diferencas finitas (MDF) proposto em [73] para de-
rivadas fraciondrias. Por questdes didaticas, para destacar o carater estatistico do MMC,
optou-se por um valor de N pequeno para que as divergéncias estatisticas entre a solu¢ao
numérica e a solucdo analitica/MDF fiquem graficamente visiveis nas figuras. Conside-
ramos 4 exemplos simples com derivadas fracionarias de Caputo € um com derivadas de

Riemann-Liouville.

5.3.1 Exemplo 1: PVI de Caputo com f(z,y) = z°

O primeiro exemplo € o Problema de Valor Inicial (PVI) mais simples possivel:
eDYy =", y(0) =0, (5.11)

com 0 < a < 1,eonde f > —a é uma constante. A solu¢@o analitica do problema, que

pode ser obtida por integracdo direta (usando a propriedade (2.51)), € dada por:

F(ﬁ + 1) xaﬁﬁ.

V@) = pa A+

(5.12)

Apesar de trivial, este problema € excelente para ilustrar a convergéncia estatistica do
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MMC proposto para a solug@o exata do problema. Na Figura 13, compara-se a solucao
exata (5.12) com a solugdo obtida pelo MMC proposto para diferentes valores de o e de
$ = 0. Nesta figura utilizou-se L = 200 e ¢ = 10 (N, = in, para (n — 1)Az < z < nAz
onde 1 < n < 200 é a n-ésima parte do dominio e Az = 0.01) na equagdo (5.7) para
o calculo do valor aproximado de y,. Na Figura 13 vemos uma boa concordancia entre
a solugdo exata e a solucdo pelo MMC para o caso usual de derivada inteira (o« = 1) e
B = 0, mesmo para uma amostragem pequena (¢ = 10). Como discutido na se¢@o ante-
rior, o MMC proposto pode também ser aplicado para a resolu¢ao de equagdes diferenci-
ais ordindrias de ordem inteira. As pequenas discrepancias estatisticas (quase invisiveis
visualmente nesta figura) entre a solucdo exata e a solucdo pelo MMC podem ser redu-
zidas aumentando-se o valor de i e/ou refinando a discretizacdo da fun¢cdo (aumentando
o valor de L). As solucdes para os casos de derivadas fraciondrias de ordem o = 0.75 e
a = 0.5, com § = 0, também s3o apresentadas nesta figura. Nestes casos de derivadas
fraciondrias, existe também uma boa concordancia entre a solugdo exata e a solugdo obtida
pelo MMC, apesar de uma maior discrepancia de natureza estatistica entre a solucdo exata
e a solugdio pelo MMC. Essa discrepancia maior é devida ao polo da fungo (x, — u;)* ™
em (5.7). Quanto menor, o maior serd a contribui¢cao do polo. Portanto, o resultado para
a = 0.5 apresenta convergéncia pior que para o = (0.75. As alternativas para se reduzir o
erro estatistico sdo: 1) aumentar o valor de ¢ (e também de L) ou 2) utilizar distribuicdes
de probabilidades ndo uniformes [39, 24]. Optamos neste trabalho por utilizar um valor
pequeno para ¢ e L para facilitar a visualizacdo das flutuacdes estatisticas na obtencdo da
solugcdo. Utilizando valores grandes, visualmente ndo observariamos a diferenca entre a

solugdo exata e a solucao por MMC.

A convergéncia estatistica da solugdo obtida pelo MMC quando aumentamos a amos-
tragem ¢ pode ser vista na Figura 14, onde consideramos 7 = 100 e 7 = 1000 para as
derivadas de ordem o = 0.75 e a = 0.5. Novamente, utilizou-se L = 200 (/V, = in, para
(n—1)Az <z <nAzonde 1 < n < 200 é a n-ésima parte do dominio e Az = 0.01).
Vemos, como esperado, que a convergéncia para o = 0.75 € maior do que para o = 0.5,

como discutido no pardgrafo anterior. A diferencga entre a solucdo obtida pelo MMC para
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Figura 13: Comparacdo da solugdo obtida pelo MMC com a solugdo exata para o =
1,0.75,0.5e 8 = 0.

a = 0.75, que é bem visivel na Figura 13 para ¢ = 10, praticamente desaparece visual-
mente para ¢ = 100 (grafico (a) da Figura 14). Para : = 1000 (gréfico (b)), o resultado é
ainda melhor. Para o problema 5.11, quando o = 0.5 o integrando em (5.7) deixa de ser
L? no dominio, o que resulta em uma convergéncia muito mais lenta do que para v = 1 e
a = 0.75. Comparando os resultados apresentados nas Figuras 13 e 14 (graficos (a) e (b))
vemos que a discrepancia entre a solucdo obtida pelo MMC em comparagdo a solugao
exata € bem maior para o = 0.5 do que nos outros casos. Mesmo assim, com 0 aumento
da amostragem 7, observamos que o MMC converge estatisticamente para a solu¢do exata

mesmo que mais lentamente.

Na Figura 15, apresentam-se os resultados do PVI fraciondrio 5.11 para 8 = —0.25,0.5, 2
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Figura 14: Convergéncia da solucdo obtida pelo MMC paraav = 0.75ea =0.5e 5 = 0.
Na Figura (a) temos ¢ = 100 e em (b) temos ¢+ = 1000.
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Figura 15: Comparacao da solu¢do obtida pelo MMC com a solugdo exata para o = 0.75
e 5 =—0.25,0.5,2. Em (a) temos : = 10 e em (b) temos 7 = 100.

com derivada fraciondria o = 0.75. Observamos novamente, para todas as poténcias

B, uma boa concordancia entre a solugdo exata e a solu¢do obtida pelo MMC. A con-

vergeéncia estatistica do MMC proposto € evidente quando aumentamos a amostragem de

1 = 10 (grafico (a)) para « = 100 (grafico (b)).
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5.3.2 Exemplo 2: PVI de Caputo com f(z,y) =y

O segundo exemplo € um caso particular da generalizacao fraciondria do problema de

crescimento exponencial. O PVI fracionério que consideramos é:
CDgy =y, y(0) =1, (5.13)

com 0 < a < 1. A solucdo analitica do problema, que pode ser obtida usando a transfor-

mada de Laplace, € dada por [69]:

ak

— B, (z%), 5.14
ZOFozk—l—l (%) ( )

onde F,(x) é chamada de Funcao de Mittag-Leffler de um pardmetro [59].

Na Figura 16 apresentamos a solucdo do PVI de Caputo (5.13) com o = 1 (deri-
vada de ordem inteira), « = 0.75, @ = 0.5 e condicdo inicial y, = 1. Nos graficos da
figura, a solugdo exata e a solucdo obtida pelo MMC sdo comparadas. Em todas essas
figuras, observa-se uma boa concordancia entre a solucdo exata e a solu¢do pelo MMC.
Novamente, observa-se ainda que, quanto menor a ordem da derivada (menor o valor de
«), pior a convergéncia estatistica do método. Para obter as solucdes apresentadas nesses
gréaficos, o dominio foi dividido em L = 500 partes iguais, e foi feita uma amostragem de
v = 10 (graficos a esquerda) e ¢ = 100 (graficos a direita) pontos aleatorios em cada uma
dessas partes. Esses valores foram escolhidos apenas para ilustrar o funcionamento do
método. Como discutido antes, a convergéncia estatistica da solucdo de Monte Carlo para
a solucdo exata pode ser melhorada, reduzindo o erro estatistico em relacdo a solugdo
exata, aumentando-se o nimero de amostragem (ou de forma alternativa, utilizando-se
distribui¢des ndo uniformes), como pode ser visto nos gréficos (b), (d) e (f) da Figura
16, onde aumentamos o tamanho da amostragem de ¢+ = 10 (graficos (a), (c) e (e)) para
1 = 100.

Finalmente, podemos ainda observar na Figura 16, com um pouco de aten¢do, que a
solucdo obtida pelo MMC proposto em (5.7) subestima ligeiramente a solucdo do PVI

de Caputo (5.13) em relacdo a solucdo exata. Este fato ndo estd relacionado a con-
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Figura 16: A convergéncia da solucdo do MMC para o PVI (5.13), e com derivadas de
ordens o = 1, 0.75 e 0.5, respectivamente. Em (a), (¢), e (e), temos ¢« = 10. Em (b), (d),

e (f), temos 7z = 100.

vergencia estatistica do MMC, mas ao erro numérico devido a discretizacao da funcdo y.

Aumentando-se o valor de L, essa diferenca (subestimagao) é reduzida. Observamos me-

lhor esta subestimacdo na Figura 17, onde consideramos L = 50, 100, 250. Nos graficos

desta figura, para manter um mesmo tamanho de amostragem de nimeros aleatérios em

todo o dominio (temos L nimeros aleatérios em cada amostragem no dominio [0, 2)), fi-

zemos respectivamente ¢ = 1000, 500, 200. O caso L = 500 com 7 = 100 pode ainda ser

visto no gréfico (d) da Figura 16. Vemos que a subestimagdao do MMC proposto em (5.7)

em relacdo a solugdo exata reduz-se monotonamente com o aumento de L. Para L = 50,

a subestimacdo € bem visivel no gréfico (a) da Figura 17, reduzindo-se para L = 100 no

gréfico (b). Para L = 250, a subestimacdo comecga a ser dificil de observar visualmente
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na escala apresentada do grafico (c).

--- exato v ---- exato

(a) a=0.75,L=50,i=1000 (b) @=0.75,L.=100,i=500

0.00 025 050 075 1.00 125 150 175 2.00 0.00 025 050 075 1.00 125 150 175 2.00
x x

(c) @ =0.75,L=250,i=200

Figura 17: A convergéncia da solu¢do do MMC para o PVI (5.13) com derivadas de
ordens o = (.75, para L = 50, 100, 250 e com 7 = 1000, 500, 200, respectivamente.

5.3.3 Exemplo 3: PVI de Caputo com f(z,y) = —y

Neste terceiro exemplo verificamos que o MMC (5.7) também pode ser utilizado para

PVIs de ordem maior. Primeiro consideraremos o PVI:

Doy =—y, y(0)=1, y(0)=0, (5.15)

com 1 < a < 2. A solucdo analitica do problema, que também pode ser obtida usando a

transformada de Laplace, é dada por [69]:

Oé

Fak+1

[ng

= E,(—2%), (5.16)
k=0

onde F,(x) é a Fungdo de Mittag-Leffler de um pardmetro [59].
Na Figura 18 apresentamos a solucao obtida pelo MMC (5.7) para o = 2, o = 1.75,
a = 1.5 e a = 1.25, respectivamente. Nestes graficos, o dominio foi dividido em L = 500

partes iguais, e foi feita uma amostragem de ¢ = 100 pontos aleatorios em cada uma
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(d)a=1.25

Figura 18: Convergéncia da solucdo do MMC para o PVI (5.15) com derivadas de ordens
a =2, 1.75, 1.5 e 1.25, respectivamente. Em (a), (b), (c), e (d), temos L = 500 e 7 = 100.

dessas partes. Esses valores foram escolhidos apenas para ilustrar o funcionamento do

método, o valor baixo de 7 foi escolhido para manter evidente o carater estatistico do

MMC. Novamente, observamos uma boa concordancia entre a solu¢do pelo MMC e a

solucdo exata para todas as ordens observadas, incluindo o caso de derivada de ordem

inteira o = 2 no grafico (a).

Finalmente, para evidenciar a convergéncia do MMC para a solucdo exata, apresen-

tamos na Figura 19 a solucdo do MMC para o = 1.75, e com 7 = 1000 e ¢ = 10000.

-0.6 (a) a=1.75,i=1000

0 2 4 6
X

8

(b) =175, i=10000

2 4 6 8 10
x

Figura 19: Convergéncia da solu¢cdo do MMC para o PVI (5.15) com derivada de ordem
a=1.75e L = 500. Em (a) temos ¢ = 1000, e em (b) temos ¢ = 10000.
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5.3.4 Exemplo 4: PVI de Caputo com ordem grande e f(z,y) =y

Finalmente, vamos verificar agora que o MMC proposto pode ser ttil ndo apenas para
EDOs fraciondrias, mas também para EDOs de ordem inteira quando a ordem da derivada
¢ muito grande (neste caso, 0 método de Runge-Kutta € trabalhoso de ser implementado).

Consideramos o seguinte PVI:
“Diy =y, y(0)=1, y9(0)=0, (j=1,2,..,20), (5.17)

com 20 < o < 21. A solug@o analitica do problema, que também pode ser obtida usando

a transformada de Laplace, ¢ dada por:

y(z) = kz_o % = B, (). (5.18)

onde E, () é novamente a Funcdo de Mittag-Leffler de um parimetro [59].

Nas Figuras 20, 21 e 22 apresentamos a solucdo obtida pelo MMC (5.7) para o = 21,
a = 20.75 e a = 20.5, respectivamente. Nestes graficos utilizamos novamente L = 500
e ¢ = 100. Novamente observamos uma boa concordancia entre a solu¢do pelo MMC e
a solucao exata, mostrando a utilidade do MMC (5.7) que propomos para obter a solucao

de PVIs, fraciondrias ou ndo, de ordem superior.

5.3.5 Exemplo 5: PVI de Riemann-Liouville com f(z,y) =y

Como exemplo final, vamos mostrar que o MMC proposto em (5.10) pode ser utili-

zado para resolver PVI de Riemann-Liouville. Consideramos o seguinte PVI:
oDoy =y, lim oJ, "y(u) =1, (5.19)
u—0t

com0<a<l.

A solucdo exata do PVI (5.19) pode ser obtida, por exemplo, por transformada de
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--- exato
— MMC

20.0

17.5

125

10.0

7.5

5.0

2.5

Figura 20: Comparacao da solugdo exata com a obtida pelo MMC para o = 21 da equagao
5.17.

251 ——— exato

— MMC

20

15

10

Figura 21: Comparacdo da solug¢do exata com a obtida pelo MMC para v = 20.75 da
equagdo 5.17.

Laplace ou por Frobenius. A solugdo € [69]:

o0 ak
y(x) = 2> Z % =2 B, o(7%), (5.20)
k=0

onde E, ,(-) é a fungdo de Mittag-Leffler de dois pardmetros [69].
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301 - exato

— MMC

25

20

10

Figura 22: Comparacdo da solucdo exata com a obtida pelo MMC para o = 20.5 da
equacao 5.17.

Na Figura 23 apresentamos a solucao obtida pelo MMC (5.10) para o PVI (5.19) com
a = 0.75. Nestes graficos, usamos L = 1000, : = 10, e 2 = 100. A solu¢@o pelo MMC
¢ comparada com a solucdo exata (5.20), mostrando visualmente uma boa concordancia.
Pode ser observado que a solu¢do numérica subestima a solu¢do quando comparamos
com o resultado exato. Este fato ndo € devido a convergéncia estatistica do MMC, mas

sim a discretizacdo da funcdo y. Aumentando o valor de L, essa diferenca € reduzida.

--- exato ---- exato
551 — MMC 551 — MMC

(a) @=0.75,i=10 2.0 (b) @=0.75,i=100

02 04 06 038 10 02 04 056 08 10

Figura 23: Convergéncia da solu¢do do MMC para o PVI (5.19) com derivada de ordem
a = 0.75. Em (a) temos 7 = 10, e em (b) temos ¢ = 100.



6 O METODO DE MONTE CARLO PARA SISTEMAS
DINAMICOS FRACIONARIOS

Neste capitulo, mostraremos que o0 MMC pode ser utilizado para resolver sistemas
de equacdes diferenciais fraciondrias. O algoritmo proposto aqui resultou na publicagcdo
do artigo [28]. Como exemplos de aplicacdo, resolvemos o modelo epidemiolégico SIR
fraciondrio e o sistema Lotka-Volterra fracionério. Para analisar a convergéncia estatistica
do MMC proposto, € feita uma comparagao dos resultados encontrados com a solucdo

obtida pela variante do Método de Diferencgas Finitas (MDF) utilizada em [73].

6.1 Modelo SIR fracionario

O modelo SIR e suas diversas generalizacOes sao muito utilizados na modelagem
de sistemas que visam entender a dinAmica de uma doenga em uma populacdo. Como
exemplo recente de aplica¢do, podemos citar a modelagem da pandemia da COVID-19
para explicar a disseminacao e definir estratégias de vacinacio conforme temos em [11] e
em [73].

O modelo SIR foi proposto no trabalho seminal de Kermack e McKendrick publicado
em 1927 [40]. O modelo introduzido por eles descreve a disseminagdo de doengas infec-
ciosas em uma populacdo dividida em subgrupos de individuos, chamados de suscetiveis
(com fracdo 0 < S < 1), infectados (com fracdo 0 < I < 1) e recuperados (com fracdo
0 < R < 1). Cada um desses subgrupos tem sua dinamica descrita por uma EDO. No
trabalho [73], de onde utilizamos o MDF para comparacao com o MMC, analisou-se o

modelo fracionario SIR tendo duas populagdes interagindo. Neste capitulo vamos analisar
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o caso de apenas uma populacdo. O modelo que analisaremos é dado por:

§D"S(t) = —BST — p(S — 1)
SDYI(t) = BST — (u+v)I ; (6.1)

SDR(t) = ~vI — uR

\

onde 0 < a < 1 € a ordem da derivada, [ é a taxa de transmissdo fracionaria da doenca
(relacionada a taxa média de contato dentro da populacdo), v € o inverso fracionério
de periodo infeccioso médio. Além disso, as taxas de mortalidade fraciondrias p sao
consideradas iguais as taxas de natalidade, de modo que o total de N da populagdo é
constante durante a doenga. Portanto, tem-se S(t) + I(t) + R(¢) = 1. Além disso, em
relagdo a dimensdo dos pardmetros no modelo, é importante notar que, como S, [ ¢ R
sdo adimensionais, e o operador de derivada fracionaria tha tem dimensao de tempo ~¢
(como a derivada de ordem inteira % tem dimensdo de tempo —1), as taxas fraciondrias 3,
v e i devem ter dimensdo de tempo ~* . Para uma discussdo sobre a questdo dimensional
da modelagem fraciondria, recomendam-se os artigos [31, 45] e o livro [30].

Os pontos de equilibrio P(S*, I*, R*) do sistema (6.1), podem ser obtidos fazendo
§D*S(t) = 0, {D"I(t) = 0, e considerando R = 1 — S — I. Eles sido dados por (veja

[73]):

i) Py(1,0,0) que é o ponto de equilibrio livre da infeccdo;

i Pl(wrv wlp+y—B) 26p+ By —ypu —+2
B 7 Blpty) Blp+7)

mico.

) que é o ponto de equilibrio endé-

Observacao 6.1.1. Os pontos de equilibrio do modelo SIR fraciondrio sdo idénticos aos
pontos de equilibrio do modelo SIR usual, pois a derivada de Caputo de uma constante é

identicamente zero.

6.1.1 O MMC para o modelo SIR fracionario

Nesta secao, um MMC é proposto para obter a solugdo numérica do sistema (6.1) con-

siderando as derivadas de Caputo. O primeiro passo consiste no uso do Teorema Funda-
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mental do Cdlculo de Caputo (2.3.2). Assumindo que S(t), R(t) e I(t) sdo diferencidveis
no dominio, e integrando os dois lados do sistema (6.1) com uma integral fracionaria de

Riemann-Liouville (2.6) de ordem 0 < o < 1, temos:

S(t) = 5(0) = BoJi*ST — poJi*(S = 1)

I(t) = I(0) + BoJoST — (4 7)o ST (6.2)

R(t) = R(0) + ~0JoT — o JER.

\

O segundo passo consiste no uso do MMC para obter a solu¢@o das integrais em (6.2).
No entanto, como S(t), R(t) e I(t) ndo sdo conhecidas, ndo se pode aplicar o MMC
diretamente para o cdlculo dessas integrais. Entdo, define-se primeiro uma discretizacao
destas fun¢des, como fizemos no capitulo anterior para o PVI. Para um inteiro positivo L,
temos ¢, = to +nh (n =0,1,..., L), onde h = % ety = 0. Seja entdo X = X(t,)
(onde X representa cada uma das funcdes S,/ e R), a discretizacdo das fungdes é definida
por:

XEt) =X se t, <t <tpi. (6.3)

Como foi assumido que X (t) é diferencidvel, temos Llim X%(t) = X(t). Portanto, a
— 00

fungdo discretizada X% (t) é uma boa aproximagio da fungdo X () para L suficiente-

mente grande. Pode-se entdo encontrar os valores X (,,) a partir da seguinte relagdo de

recorréncia:

1 tm SLIL 1 e St —1
™) — 5(0) — -

1 StIE I A
) — — 4
1" =1(0) + @F(&) /0 EDED dt — (pu+ V)F(a) /0 TR e (6.4)

1 tn [L 1 tm RL
R™ — R(0) + / dt — / dt.
\ O ), o= " )y G

Finalmente, calculando as integrais em (6.4) usando o MMC (como feito na (3.14)),
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obtém-se a solucao aproximada do sistema SIR fracionério (6.1):

Sn) —

2
ﬂ.
|
ﬂ.
Q
cE
,3
’;C
|
=
OF
=
1=
~
|
~
-y
©n
Py

et e st
R™ — R N;t — )Tt - F(“Of;N ;(tn—t}*)a_lm(t}k—)’

(6.5)
onde N é um inteiro positivo e (¢, ...,¢%) sdo nimeros aleatérios uniformemente dis-
tribuidos em [0, ¢,|. Finalmente, é importante ressaltar que 0 MMC proposto pode ser
utilizado também para obter a solugdo do sistema SIR com derivada inteira fazendo-se

a = 1em (6.5).

6.1.2 Resultados numéricos

Neste subcapitulo, apresentamos a solucao obtida pelo MMC (6.5) para o modelo SIR
fraciondrio com derivadas de Caputo de ordem v = 0.75. Para os parametros definindo
o modelo, foram considerados os seguintes valores: § = 0.7,y = 0.1 e 4 = 0. Além
disso, escolhemos uma populagdo total e constante de N, = 100000 individuos. Para
obter a solu¢do do problema, consideramos ainda a seguinte condi¢do inicial: S(0) =
1- Nip, 1(0) = NL,, e R(0) = 0, ou seja, inicialmente havia apenas um individuo doente.
Finalmente, como forma de comparar a solucdo encontrada usando o MMC, foi também

obtida a solucao do sistema (6.5) pelo MDF proposto em [73].

Na Figura 24 apresentamos a solu¢do do sistema (6.1) obtida pelo MMC e pelo MDF.
Nestas solugdes, foi utilizado um passo de tempo de h = ¢,, — t,,_; = 0.5 dias. Para a
solucdo pelo MMC, escolhemos um tamanho de amostragem N = in = 5n pequeno (ou
seja ¢ = 5 nimeros aleatérios em cada subintervalo de tempo) como forma de mostrar as

flutuacdes estatisticas que 0o MMC gera.

—1)
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1.0
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Fragdo da populagao
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Figura 24: Comparacdo da soluc¢do do sistema SIR-fraciondrio por MDF e por MMC com

1= 9.

Para verificar como ocorre a convergéncia estatistica da solug@o, na Figura 25 dobrou-
se o valor de N. Percebe-se neste caso uma melhor convergéncia, apesar de uma pequena

mudanga em /N, quando comparamos com a solu¢do obtida anteriormente.

1.0

e o e
S o o

Fragao da populagao

e
[¥]

0.0

0 20 40 60 80 100 120 140

Figura 25: Comparagdo da solu¢do do sistema SIR-fraciondrio por MDF e por MMC com

1 = 10.

Utilizando N = 100n e N = 1000n, nas Figuras 26 e 27 obtemos solu¢des por

MMC bem mais proximas das obtidas por MDEF. Estes resultados ilustram como ocorre a
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convergencia estatistica da solucao do sistema pelo aumento do valor do V. Isto se deve,

conforme vimos em (3.19), a reducdo do erro padrao.

1.0

4 e e
s o )

Fracdo da populagao

e
]

0.0

4] 20 40 60 80 100 120 140
tempo

Figura 26: Comparag¢do da solu¢do do sistema SIR-fraciondrio por MDF e por MMC com

1 = 100.

1.0

e e e
S o o

Fragao da populagao

e
]

0.0

0 20 40 60 80 100 120 140
tempo

Figura 27: Comparacao da solugao do sistema SIR-fracionario por MDF e por MMC com

¢ = 1000.
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6.2 Sistema Lotka-Volterra

O sistema Lotka-Volterra, também conhecido como sistema predador-presa, foi pro-
posto em 1925 de forma independente pelo matematico Volterra e pelo biofisico Lotka [4].
Este modelo descreve como evolui temporalmente a populacdo de predadores e presas em
um dado ecossistema. A versdao com derivadas fraciondrias do sistema Lotka-Volterra é
dada por:

§D{x = ax — bxy 66

och?J = —cy + dxy

onde x = x(t) representa o nimero de presas, y = y(t) representa o nimero de predado-
res, a € a taxa de crescimento de presas sem predadores, b € a taxa de decrescimento de
presas devido a predacao, c é taxa de mortalidade da populag¢do de predadores sem presas
e d € a taxa de crescimento de predadores devido a predacdo, como pode ser vista em
[18, 19]. Além disso, consideramos derivadas de Caputo de ordens 0 < o, 8 < 1.

A solucgdo para o problema (6.6) pelo MMC pode ser obtida de forma analoga ao do
modelo SIR. Seguindo os mesmos passos utilizados para obter-se a equacdo (6.5), temos

para 0 MMC para o sistema Lotka-Volterra (6.6):

o = 2(0) + tn D (= £ (axL<t;) - be<t;)yL(t;)>

j=1
, (6.7)
" N
\y(n) = y(0) + F(an)N ;(tn _ t;)a—1< — ch(t;) + d;pL(t;)yL(t;)>

onde usamos a discretiza¢do (6.3) das fungdes x(t) e y(t), N é um inteiro positivo e
(t3, ..., t%) sdo nimeros aleatérios uniformemente distribuidos em [0, t,,).

Na Figura 28 apresentamos a solu¢do do sistema (6.6) com os seguintes parametros:
a,b,c,d =1ea,B = 0.8, L = 200. Nos graficos (a), (b), (c) e (d), temos as solucdes
para 7 = 10,100, 1000 e 10000, respectivamente. Nesta Figura também apresentamos a
solucdo do sistema Lotka-Volterra fracionario pelo MDF, para efeito de comparacdo. Se

tivermos «, 5 = 1, teremos a solucgao classica do sistema Lotka-Volterra em cada caso.
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Figura 28: Solucdo do sistema (6.6) com os parametros, a,b,c,d = 1, o, § = 0.8 e as
condicoes iniciais dadas por zp = 1 e yp = 0.75. Em (a), (b), (c) e (d), temos ¢ = 10,
1 = 100, 2 = 1000 e = = 10000, respectivamente.



7 METODO DE MONTE CARLO VARIACIONAL: PROBLE-
MAS DE FRONTEIRA PARA EQUACOES DIFERENCIAIS
FRACIONARIAS E EXTREMANTES DO CALCULO VARI-
ACIONAL FRACIONARIO

Neste ultimo capitulo, formulamos algoritmos estatisticos para resolver problemas de
fronteira para equagdes diferenciais fraciondrias, e também para obter as solugdes diretas
de problemas do célculo variacional fracionério. Os algoritmos estatisticos que propo-
mos sdo baseados no método de Monte Carlo Variacional (MMCYV) [53, 48]. O MMCYV,
também conhecido como método de Monte Carlo Quantico, € historicamente utilizado na
Fisica para obter-se o estado fundamental de sistemas quanticos através da minimizacao
de um funcional. Enquanto o MMC baseia-se na constru¢dao de uma sequéncia de nimeros
cuja média converge estatisticamente para o resultado exato de um dado problema ma-
tematico, o MMCYV baseia-se na constru¢ao de uma sequéncia de funcdes que converge
estatisticamente (através do uso do chamado algoritmo de Metropolis) para a solugcdo

exata de um problema.

7.1 Problemas de fronteira para equacoes diferenciais fracionarias

Nesta sec¢do, propomos um algoritmo baseado no MMCYV para obter a solucido apro-
ximada de problemas de fronteira para equagdes diferenciais fracionarias. Por simplici-
dade, consideraremos apenas equacoes diferenciais envolvendo derivadas de Caputo. No
entanto, é importante salientar que o algoritmo proposto pode ser facilmente adaptado
para outras formulagdes de derivadas fraciondrias. Consideramos problemas de fronteira

do tipo:

Problema 4. Sejam 1 < a < 2 ey € C?a,b]. O problema de fronteira do Cdlculo

Fraciondrio de Caputo que consideramos consiste em obter a solucdo do problema:

“Doy(x) = f(z,y(x)) com 1<a<2ea<z<b a0

e a condigcdo de fronteira y(a) = y,, y(b) = yp.



91

Nesta secao propomos dois algoritmos do MMCYV para resolver problemas de fron-
teira do tipo (7.1).

7.1.1 Primeiro algoritmo

Antes de formular um algoritmo estatistico baseado no MMCY, observe que podemos

reescrever a equacdo diferencial em (7.1) como um funcional:

b
CDy(x) — flary(x) = 0 = Jly] = / (CD2y(w) — flay(x)) de =0, (1.2)

sujeito as condigdes de fronteira y(a) = y, € y(b) = y,. Note que o funcional J[y| tem
valor minimo igual a zero quando y(z) € a solugdo do problema de fronteira (7.1).

O algoritmo estatistico do MMCV que propomos € entdo construido a partir da fun¢ao
discretizada y”(z) = y;, para 7; < x < ;1 definida na equagio (5.5) do Capitulo 5.
Nesta fungdo L é um inteiro positivo e y; = y(x;), onde z; = a +(h (I = 0,1,....L) e
h = b_Ta Como a funcio discretizada deve satisfazer a condicao de fronteira, temos que

Yo = Ya € Y, = Yp. Os passos subsequentes do algoritmo do MMCYV sao:

1. Inicializacdo: escolhe-se uma funcdo inicial y” e calcula-se o valor do funcional

J[y*], definido em (7.2), para esta fungdo.
2. Iterando:

(a) Gerando uma nova funcdo z” candidata a solucio do problema (7.1): sorteia-
se aleatoriamente um valor inteiro ¢ (¢ = 1, ..., L—1) seguindo-se uma distribui¢ao
uniforme. Dado um nimero real positivo d, sorteia-se entdo um nimero real
Ay € [0, 0], seguindo uma distribui¢do uniforme, e define-se o novo valor
de y; — y; + Ay. Com o novo valor de y;, temos uma nova funcéo discre-
tizada zL(x) =y, para r; < x < 741, que difere da anterior apenas para

Ty < < Tiyq.

(b) Verificando se a nova fun¢do serd aceita (algoritmo de Metrépoles): com a
nova func¢io z” construida no passo (a), calcula-se o novo valor do funcional
J[2F]. Se J[zF] < J[y!], aceita-se a mudanga atualizando o valor de y*

fazendo y* = 2%

Atualiza-se também o valor de J[y*| fazendo J[y*] =
J[2*]. Por outro lado, se J[2%] > J[y*], rejeita-se a nova fungdo z” e mantém-

se os valores anteriores de y* e J[y"].

(c) Retornando: com os valores finais de y” e J[y*| obtidos apés o passo (b),

retorna-se ao passo (a) um nimero n (nimero de iteragdes) de vezes.

Esse algoritmo iterativo tem como objetivo ir transformando/deformando uma funcao
inicial aleatoriamente ao modificar aleatoriamente o valor da funcdo discretizada em ape-

nas um ponto y;. Se a transformacdo resulta em uma nova fun¢do que reduz o valor do
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funcional, entdo esta nova funcdo € aceita. Caso contrdrio, a nova func¢do € rejeitada. Ao
repetir o procedimento n vezes, teremos uma sequéncia de novas fun¢des aceitas. Como
o integrando que define o funcional é convexo, essa sequéncia converge estatisticamente

para a solucdo do problema de valor de fronteira (7.1).

Finalmente, para implementar numericamente o algoritmo proposto, precisamos es-
colher um método numérico para calcular a derivada fraciondria e para calcular a integral
definindo o funcional J[y”] definido em (7.2). Para o calculo da integral definindo o fun-
cional J[y"] usamos o método do trapézio dividindo o intervalo [a, b] em L partes iguais
de comprimento h. Por outro lado, da Defini¢do 2.3.1 das derivadas de Caputo temos,

paral < a < 2,
1 T y/l(u)
“pe = / d 7.3
o Dzy(2) re—a)/, (x—u)>t “ (7-3)

onde y” representa a derivada de segunda ordem da fungdo y. Aproximando a fungéo y

pela fun¢io discretizada y*, e aproximando a derivada de segunda ordem 7" por diferencas

finitas, ou seja, y”L =y, paraz; < x < x4, onde

( W se [ =0,
gl = 4 thf T <1<, (7.4)
\ Yr—2 — 2}?-1 + YL e l=1.
temos:
1 -1 a+(j+1)h 1
T TR-a) ]go v /a+jh (a+h —u)*t du (7.5)

h?—a -1
“TG3-a) Z?/}l (=)= (=7 —1)*°],
i=0
onde usamos x = a + [h.

7.1.2 Segundo algoritmo

O segundo algoritmo difere do primeiro apenas pelo funcional. Aplicando a integral
de Riemann-Liouville na equagdo diferencial em (7.1), e usando o Teorema Fundamental
do Calculo de Caputo 2.3.2 obtemos para 1 < o < 2:

o (CDay(x) = flz,y(x)) = y(x) —y(a) — y'(a)(z — a) — oI5 f(z, y(z) = 0. (7.6)
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Portanto, podemos definir o funcional convexo:

7= [ ()~ 0la) ~y @ =)~ S @) e, 0D

sujeito as condigdes de fronteira y(a) = y, € y(b) = u, € que tem valor minimo igual a

zero quando y(x) é a solucdo do problema de fronteira (7.1).

Dado o funcional (7.7), o algoritmo do MMCV que propomos segue 0s mesmos pas-
sos 1 e 2 do primeiro algoritmo. Para o cdlculo do funcional (7.7), utilizamos novamente
o método do trapézio dividindo o intervalo [a, b] em L partes iguais de comprimento h.
Também usamos novamente a fungdo discretizada y~(x) = y;, para 7; < x < 341, de-
finida na equagdo (5.5) do Capitulo 5. Com a fungdo discretizada, temos y(a) = y, e
y'(a) = ¥y, onde aproximamos y, = #7#. Para a integral Riemann-Liouville no inte-

grando do funcional (7.7) temos a aproximagdo, usando a fung¢do discretizada,

1 a+lh L u)
o lh) = — —d
seny” (0 F F(a /a (a+ lh —u)l- "
1 - a+(j+1)h .
= m > y] in (CL + lh — U) du (78)

B -1
et yi [(1 =) = (=75 —1)7],

onde usamos z = a + lh.

Finalmente, o segundo algoritmo tem a vantagem de convergir estatisticamente mais
rapido que o primeiro algoritmo, e com um erro numérico menor devido a presenca da
aproximagao da derivada segunda no primeiro algoritmo. No entanto, como nao temos
derivadas da func¢do y no integrando definindo o funcional (7.7) (com excecao da derivada
primeira em x = a), ndo é possivel garantir que o segundo algoritmo ird convergir para
solucdes continuas e diferencidveis do problema de fronteira (7.1). O algoritmo pode

acabar convergindo para um extremante descontinuo do funcional (7.7).

7.1.3 Exemplo 1

Para ilustrar o funcionamento dos algoritmos 1 e 2, vamos considerar neste exemplo

o problema de fronteira dado por:

Doy(x) =y(x)+1 com I<a<2el0<z<?2
e a condi¢do de fronteira y(0) =0, y(2) = E,(2%) — 1.

(7.9)
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A solucdo analitica do problema pode ser obtida usando a transformada de Laplace ou

também pelo método de Frobenius, e é dada por:

a

00 k
y(z) :;%—1 = B (x%) — 1, (7.10)

onde F,(x) é a Fungdo de Mittag-Leffler de um pardmetro [59].

Na Figura 29 vemos a convergéncia da solucio obtida pelo primeiro algoritmo para
o problema de fronteira (7.9) com derivada de Caputo de ordem o = 1.5. Comparamos
nesta figura as solucdes obtidas com o primeiro algoritmo, para n = 200000, 1000000 e
5000000 passos de iteracdo, com a solugdo exata. Para os resultados desta figura utiliza-
mos L. = 50 (o dominio [0,2] foi dividido em 50 partes iguais, e a funcdo discretizada
tem 51 pontos). O valor utilizado para Ay; em cada iteracao foi um nimero aleatério no
intervalo [—0.02,0.02], ou seja, usamos 6 = 0.02. Nesta figura vemos que para § = 0.02
sdo necessarios n = 5000000 passos de iteracao para o primeiro algoritmo convergir para
a solucdo exata. Aumentar ainda mais o nimero de passos n nao resulta em uma solugao
mais proxima da exata, pois o erro da solu¢do obtida pelo primeiro algoritmo (grafica-
mente quase imperceptiveis na Figura 29) resulta majoritariamente da discretizagdo da
fun¢do y(z), que acarreta no erro numérico do célculo da derivada de segunda ordem e da
derivada de Caputo, além do erro no célculo da integral definindo o funcional (7.6). Para
obter uma solug@o mais proxima da exata € necessdrio aumentar o nimero L de intervalos
na discretizagdo da fungdo y(x). Optamos por usar um nimero L = 50 (pequeno) para
facilitar a visualizacdo da solu¢do numérica no grifico da Figura 29.

O efeito da ordem da derivada no erro numérico do célculo da derivada de segunda
ordem e da derivada de Caputo, além do erro no calculo da integral definindo o funcional
(7.6) diminui quando « se aproxima de 1 e aumenta quando « se aproxima de 2, como
pode ser observado na Figura 30. Para o = 1.25 (grafico (a)), a solug¢do obtida pelo
primeiro algoritmo apresenta melhor concordancia com a solucao exata do que a solucao
para o = 1.5 apresentada na Figura 29. J4 para o = 1.75, o erro numérico devido
a discretizag@o da solugdo torna-se inaceitavel, como pode ser visto no grafico (b). O
aumento do erro numérico com o aumento da ordem da derivada fracionaria, devido a
discretizacdo da funcdo, é esperado, pois quanto mais « estd préoximo de 2, maior serad
o efeito do polo no integrando da definicdo da derivada de Caputo (7.3), amplificando o
erro numérico na aproximacgdo da derivada de segunda ordem da funcao discretizada e
aumentando também o erro numérico na integral definindo o funcional J[y]. Nesta figura
utilizamos novamente L = 50 e 6 = 0.02.

O segundo algoritmo converge muito mais rapido para a solucdo exata, € com um erro
numérico muito menor devido a discretizacdo, do que o primeiro algoritmo. Como pode
ser visto na Figura 31 para o = 1.75 (no grafico (a)) e « = 1.95 (no grafico (b)). Para L =

50 foram necessdrias apenas n = 200000 iteragdes (25 vezes menos iteracoes) para obter
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Figura 30: Convergéncia do MMCYV para o primeiro algoritmo. Em (a) temos o = 1.25 e
5000000 passos, e em (b) temos o = 1.75 e 5000000 passos.

uma boa concordancia com a soluc¢ao analitica. A redu¢@o no erro numérico da solucao

se deve a auséncia da necessidade de calcular a derivada numérica (7.4), eliminando,

portanto, esta fonte de erro, e pela auséncia de polos no integrando definindo a integral

de Riemann-Liouville (7.8). Esta auséncia de polos tem como consequéncia a redugdo

do erro no calculo numérico da integral definindo o funcional J[y] (7.7). No entanto,

veremos no proximo exemplo que o segundo algoritmo pode convergir para extremantes

nao continuos do funcional (7.7), portanto, pode convergir para uma funcio que nédo € a

solucdo desejada do problema de fronteira.
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Figura 31: Convergéncia do MMCYV para o segundo algoritmo. Em (a) temos o = 1.75 ¢
n = 200000 passos, € em (b) temos o = 1.95 e n = 200000 passos.

7.1.4 Exemplo 2

Neste segundo exemplo, vamos considerar um problema de fronteira ndo linear:

“Diy(z) = —ry(z)? +3 com 1<a<2e0<x<?2

2
(7.11)
e a condicao de fronteira y(0) = 0, y(2) = 0.6938494002146437.

Como este problema nao tem solugdo exata, compararemos as solucoes obtidas pelos
primeiros e segundo algoritmos com a solu¢dao obtida numericamente pelo método das
diferencas finitas (DF) apresentado em [73].

Na Figura 32 vemos a comparagdo da solucdo obtida pelo primeiro algoritmo com a
solucdo obtida pelo método de DF. Consideramos neste exemplo derivadas de Caputo de
ordem v = 1.5. Para a solucdo pelo primeiro algoritmo utilizamos L = 80 (o dominio
[0, 2] foi dividido em 80 partes iguais, e a fung¢do discretizada tem 81 pontos). O valor
utilizado para Ay; em cada itera¢do foi um nimero aleatério no intervalo [—0.001, 0.001],
ou seja, usamos 0 = 0.001. Para a solu¢do pelo método de DF [73], utilizamos um passo
Ax = h/10 = 1/400. A convergéncia neste problema de fronteira ndo linear foi mais
lenta, em comparacdo ao exemplo anterior, pois foi necessdrio aumentar o valor de L (re-
duzindo o erro da discretizagcdo da fungao) e reduzir o valor de ¢ para diminuir a rejei¢ao
a nova funcdo 2% definida no passo (b) do primeiro algoritmo. Como consequéncia do
menor valor de 4, foi necessario aumentar o nimero de iteragdes n para 25000000.

Apesar da convergéncia mais lenta, vemos na Figura 32 que a solug@o obtida pelo
primeiro algoritmo converge bem para a solu¢do obtida pelo método da DF. O mesmo
nao é verdade quando utilizamos o segundo algoritmo, como pode ser visto na Figura
33. O segundo algoritmo pode convergir para um extremante do funcional (7.7) que
¢ descontinuo. No caso deste exemplo, o algoritmo convergiu para uma funcdo des-
continua em =z = 2. O valor obtido para o funcional para esta fun¢do descontinua foi
de J[y*] = 7.839002350429781 x 1075. O que significa que o valor do funcional € tdo
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Figura 32: Convergéncia do MMCYV para o primeiro algoritmo com o« = 1.5 e n =
25000000 passos.

proximo de zero quanto possivel, dado o erro da discretizacdo da funcdo. O segundo
algoritmo convergiu para uma funcdo descontinua, pois o funcional (7.7) admite extre-
mantes descontinuos por ser definido por um integrando sem a presenga de derivadas para
0 < x < 2. Como o integrando nao contém derivadas, descontinuidades por salto da
fun¢do ndo afetam o valor final do funcional, resultando na existéncia de extremantes

descontinuos.

7.2 O Calculo variacional fracionario

O calculo variacional tem o seu inicio no estudo do problema da braquistécrona [42],
surgindo em paralelo ao desenvolvimento do célculo diferencial e integral. O problema
da braquistdcrona, proposto por Johann Bernoulli, consistia em determinar a curva em
que um objeto deslizaria sob a acdo da gravidade, entre dois pontos fixos, no menor
tempo possivel. Outros problemas cldssicos como o isoperimétrico, da geodésia e da
catendria foram estudados [68]. A andlise desses problemas culminou com o desenvolvi-
mento de uma nova area da matematica, o calculo variacional, cujo objetivo € encontrar
os maximos ou minimos valores de um funcional, ou seja, encontrar os extremos de um
funcional. Atualmente, o cdlculo variacional continua a ser uma 4rea de pesquisa ativa,
com aplicagdes em mecanica cldssica, teoria do controle, otimizacao de processos, fisica
de particulas, entre outras [26, 44, 81].

O calculo variacional e o calculo fracionério estdo conectados desde o século XIX.

De fato, em 1823, Niels Henrik Abel aplicou o calculo fracionario para obter a solucio
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Figura 33: Convergéncia do MMCYV para o segundo algoritmo com o = 1.5 e n = 200000
passos.

de uma equacdo integral que surge na formulacio do problema da tautocrona [19]. Desde
entdo, o cdlculo de variacdes tem sido uma ferramenta fundamental na analise de equacdes
de movimento em fisica. No entanto, sistemas dissipativos, como aqueles com amorteci-
mento, representam um desafio para essa abordagem tradicional [64]. Em 1996, Riewe
[63] propds uma nova abordagem ao introduzir derivadas fraciondrias em funcionais. Essa
inovacao permite modelar de forma mais precisa e abrangente uma grande variedade de
sistemas fisicos. Essa abordagem de Riewe marca o nascimento do estudo do célculo
variacional fraciondrio. Surgiram vdrias pesquisas sobre as equacOes de Euler-Lagrange
fracionarias [2, 1, 8], e sobre a teoria do calculo variacional fracionario [5, 6, 77]

Para reforcar a importancia do MMCV que propomos nesta tese, para obter o ex-
tremante de funcionais, vamos antes revisar alguns resultados basicos sobre o problema
fundamental do calculo variacional fraciondrio de Caputo. O problema fundamental con-

siste em determinar os mdximos ou minimos valores de funcionais dados por:

Problema 5 (Problema Fundamental). Sejay € C*([a,b],R), e considere o problema

Slyl = [ F z,y,YDyy)dx — minimo,
Yl = [, F(z,y,¢ Dzy) .12)

y(a) = ya, y() =us

Tendo as seguintes condicoes:

« Fe ' ([a,b] x R%,R),
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OF
9Dy

* Para qualquer vy, a funcdo v — ,D* < ) é continua.

Para encontrar a func¢io y* que minimiza o funcional S em (7.12), definimos a familia

de funcdes (variacOes fracas)

y(a) = y*(z) + en(z), (7.13)

onde ¢ é uma constante (|¢] < 1) e n € C'([a,b],R) é uma fungdo arbitrdria continua-
mente diferencidvel que satisfaz as condi¢des de fronteira 7(a) = n(b) = 0. Da equagido
(7.13) e pelas condigdes de fronteira de 7, temos que y*(a) = y,, e y*(b) = ys, portanto, a
fungdo y € C'([a,b]) com y(a) = y, € y(b) = y; é admissivel. Como y* é um extremante
para o funcional S, a derivada de Gateaux 6S[y*] se torna identicamente nula [2, 1, 8].

Assim, para o funcional em (7.12),

b b
0S[y*] = lim </ F(x,y,ngy)dx — / F(x,y*,fD?y*)dx)

e—0

/b (31’(%,@/*,3133?1*) (@) OF (x,y*, Dyy*)

cp* dr = 0.
oy JCDy) x”“ﬂ) r=0

(7.14)

Usando o Teorema 2.3.3 sobre integracdo por partes no segundo termo da equacgao (7.14)

temos
b * C %, * b x C 1%, %
OF (x,y*,{Dey") ¢ o / OF (z,y*,$ D, y*)
a D, dr = <Dy it d
[ (FGitps eninte ) o= [ o2 e ey
(7.15)
L OF(z,y*,9Dyy*) v=b
;le «@ ) ’a )
+ [n(x) b G(ng‘y*) .
Substituindo a equacao (7.15) em (7.14) obtemos
b * C N, * x* C 1y, «
OF (xz,y*," Dy y*) OF (z,y*,% D, y*)
a . Da Z d
[ e e e S e
(7.16)

% a 4\ T=b
OF (z,y*,“Dyy )1 0

+ {n(x)mDia 9 (CDy")

Considerando que y(a) = vy, e y(b) = y,, devemos ter que n(a) = n(b) = 0, assim da
equagdo (7.16) temos:

8F($,y*,acD$y*)
2(¢Dzy)

b x* C 1 x
OF (z,y*,; D, N
/ [ (z,y y)+xDb

3y 1 n(x)dx = 0. (7.17)
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Considerando que a fungdo n(x) é arbitrdria, e usando o Lema fundamental do cdlculo

variacional [29], obtemos a equagdo diferencial fracionaria

OF (z,y", ngy*)
oy*

N DaaF(x,y*,aCDﬁy*)
CTha(¢DRy)

=0, (7.18)

conhecida como equacao fraciondria de Euler-Lagrange [2, 1, 8].
Finalmente, podemos formular uma condi¢do necessdria para uma fun¢do y ser o ex-

tremante associado ao problema fundamental (5) [2, 1, 8]:

Teorema 7.2.1. Se y é um minimizante para o funcional S em (7.12) comy € C'([a,b], R),
y(a) =y, e y(b) = yp para yq, y» € R fixos. Entdo y é a solucdo da equagdo fraciondria
de Euler-Lagrange

OF (z,y,¢Dyy)

a

y

N DaaF(x,y,fD:?y)
T 9(¢Dgy)

=0. (7.19)

Da equacdo de Euler-Lagrange fraciondria (7.19), podemos observar a importancia
de desenvolver métodos diretos para obter o extremante de funcionais fraciondrios, como
o MMCYV que propomos. Em raros casos (muitas vezes para problemas sem interesse
pratico) a equagdo de Euler-Lagrange fracionéria (7.19) terd solug@o analitica. Isto por-
que, para se obter o extremante do funcional, € necessario resolver um problema de fron-
teira (em geral ndo linear) envolvendo ao mesmo tempo, derivadas de Caputo a esquerda
e derivadas de Riemann-Liouville a direita. Mesmo solucdes numéricas para resolver o
problema de fronteira para a (7.19) sdo dificeis de serem implementadas. Por outro lado,
o MMCYV que propomos permite obter o extremante diretamente do funcional S sem pre-
cisarmos resolver a (7.19). Além disso, o MMCYV ¢ 1itil mesmo para problemas de funci-
onais envolvendo apenas derivadas inteiras, pois, muitas vezes, a fun¢do que extremiza o

funcional ndo € solugdo da equacao de Euler-Lagrange.

Observacio 7.2.1. A funcdo F(x,y,¢ Dy y) da equagdo (7.19) é chamada de Lagrangi-

ano fraciondrio.

Observacao 7.2.2. Ndo vamos discutir a condi¢do de existéncia para a equagdo fra-
ciondria de Euler-Lagrange neste texto. A existéncia de solucées fracas é discutida em
[14] no qual se prova um teorema apresentando 5 hipoteses sobre o lagrangiano F' que

garantem para que tenhamos uma solugdo fraca.

Finalmente, o cdlculo variacional fraciondrio também pode ser utilizado como fer-
ramenta para resolver alguns tipos de problemas de fronteira. Vamos definir a seguinte

classe de problemas de fronteira.
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Problema 6 (Problema de Fronteira Variacional). Seja y € C'([a,b],R), e considere o

problema de fronteira

DeCDy(z) = f(z,y(z)) com 0 <a<lea<xz<b
b3 o Day(x) = f(z,y(x)) < (720)

e a condigdo de fronteira y(a) = y,, y(b) = yp.

Para encontrar uma possivel solu¢do para este problema, vamos encontrar o Lagran-
giano fraciondrio L
L:=L(z,y,"Dyy), 0 <a <1, (7.21)

tal que

TR
gy " To(¢Dsy)

Supondo que o Lagrangiano fracionario associado a esse problema é dado por

= D3 {Day(x) — f(z,y(x)). (7.22)

(3 ]- (0]
L(z,y,{ Dy y) = 3 (©D5y)" + g(x, y(x)). (7.23)

Assim, aplicando (7.23) no lado esquerdo da equacido (7.22) obtemos

o Jdg(x,
WD (€2 )y(a)) + PN, (729
Usando (7.23) obtemos
0
W = —f(x.y(2)). (7.25)

Portanto, podemos encontrar o Lagrangiano fracionério (7.23) associado ao Problema
(7.20) calculando a fung@o g(x, y(x)) com a condigdo (7.25). Com esse Lagrangiano fra-
cionério, podemos o MMCYV que propomos para obter uma possivel solu¢dao do problema
de fronteira (7.20).

7.2.1 Um algoritmo para o extremante de funcionais

O algoritmo que propomos para obter o extremante de funcionais difere do primeiro
algoritmo para problemas de fronteira apenas pelo funcional. Ao invés de utilizar o fun-
cional J[y| definido em (7.2), para o problema de extremantes utilizamos diretamente o
funcional S[y| definindo o Problema Fundamental (7.12). Dado o funcional (7.12), o al-
goritmo do MMCV que propomos segue os mesmos passos 1 e 2 do primeiro algoritmo.
Para o célculo do funcional (7.12), utilizamos novamente o método do trapézio dividindo
o intervalo [a,b] em L partes iguais de comprimento h. Também usamos novamente a
fungdo discretizada y”(z) = y;, para ; < ¥ < 241, definida na (5.5) do Capitulo 5.
Com a fungdo discretizada, temos y(a) = yo e %' (a) = y; onde aproximamos y, = #522.

Para a derivada de Caputo no integrando do funcional (7.12) temos a aproximacao, usando
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a func¢do discretizada,

o a+lh /L
. DY lh — 2~ d
a+lhy <a+ 1_& / a+lh—u) u
a+(j+1)h 1
] el
— atjh (a+1h—u) (7.26)

lea -1

2_@ Z (= ===,

=0

onde 0 < o« < 1, eusamos x = a + lh.

7.2.2 Exemplo 1

Neste primeiro exemplo, consideramos o seguinte funcional:

2
Syl = / ((ffD?y)2 + yz)d:r, (7.27)
0
onde y satisfaz a condigdo de fronteira y(0) = 1 e y(2) = €%
Como o integrando definindo o funcional (7.27) € positivo, € evidente que deve existir
uma funcdo que minimiza o funcional. Essa funcdo que minimiza o funcional (extre-

mante) € a solucao da equacdo de Euler-Lagrange fracionéria
2 D35 Dyy(x) = —y(2), (7.28)

que satisfaz a condi¢do de fronteira y(0) = 1 e y(2) = e%. Portanto, para obter o extre-
mante do funcional (7.27) precisamos resolver um problema de fronteira bem complicado,
envolvendo ao mesmo tempo, derivadas de Riemann-Liouville e Caputo, tendo ainda de-
rivadas a direita e a esquerda.

Antes de obter o extremante do funcional (7.27) para derivadas fraciondrias, vamos
mostrar que o MMCV que propomos permite obter também o extremante de funcionais
com derivadas de ordem inteira (o« = 1). Note que neste caso, com derivada de ordem
inteira, a equacao de Euler-Lagrange se reduz ao problema de fronteira

d*y

com y(0) = 1 e y(2) = €%, e que tem como solugio exata o extremante y(r) = e”.
Na Figura 34 apresentamos a solucdo obtida pelo MMCYV para o problema variacional
(7.27) com derivada de ordem o« = 1. Mostramos também no grafico a solu¢io exata
= 1. Para obter a solu¢do pelo MMCYV, utilizamos L = 120 (o dominio [0, 2] foi
dividido em 120 partes iguais, e a funcdo discretizada tem 121 pontos). O valor utilizado

para Ay; em cada iteracdo foi um nimero aleatdrio no intervalo [—0.005, 0.005], ou seja,
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usamos 0 = 0.005. Utilizamos ainda um nimero de itera¢cdes n = 10000000. Finalmente,
a fun¢do usada como ponto de partida foi uma reta. Vemos neste grafico uma excelente

concordancia entre o resultado obtido pelo MMCV com o resultado exato.

e MMCV
exato
------ fungao inicial

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 125 1.50 175 2.00
X
Figura 34: Convergéncia do MMCV para o primeiro algoritmo com o = 1 e n =
10000000 iteragoes.

Para efeito de estimativa de erro para a solugdo obtida pelo MMCYV, quando nio tiver-
mos uma solucdo exata para comparagao, vamos definir uma fun¢io que chamaremos de

“funcao desvio™:

Definicao 7.2.1. A funcdo desvio para o funcional (7.27) é definida como:

OF (z,y*, ¢ Dy y")
oy*

aaF(x7 y*7gD§y*)

. D =, DDy . (7.30
+ b a(acDa?zy*> b Mz a y+y ( )

desvio(y) =

Da equacdo (7.30), vemos que se y for a solucdo da equacao de Euler-Lagrange a
func¢do desvio serd nula. Por outro lado, se y diferir pouco, e suavemente, da solucao da
equacdo de Euler-Lagrange, entio a fun¢do desvio serd uma funcdo com valores proximos
de zero. Desta forma, a fun¢do desvio serve como uma medida para o quanto a fungdo y
difere (desvio) do extremante. No entanto, € importante reforcar que, apesar de servir para
estimar qualitativamente se a funcdo y esta proxima do extremante exato do funcional, a
funcdo desvio nao fornece o erro ao utilizar a fun¢do y como uma aproximacgao para o
extremante. De fato, o valor da funcdo desvio serd, em geral, muito maior que o erro.
Isto, pois a derivada contida na definicao da fun¢do desvio tem o efeito de amplificar o

erro da funcgao.
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Para o problema com derivada de ordem inteira (o« = 1), a fun¢do desvio reduz-se a

d?y

T2 + . (7.31)

desvio(y) =

Vemos na Figura 35 a funcdo desvio, assim como o erro absoluto y — e€* e o erro
y—e”
633

podemos observar que o erro absoluto e o erro relativo sdo muito menores do que o valor

relativo

para a solug@o obtida pelo MMC para o problema (7.27). No grafico (a)

da fun¢do desvio. Além disso, a funcao desvio apresenta um cardter oscilatério devido as
irregularidades da funcao discretizada. Essas irregularidades sdo ampliadas pela derivada
de segunda ordem definindo a funcdo desvio. No entanto, eliminando-se essas irregulari-
dades, pode-se observar que, em média, a funcao desvio estd préxima de zero. No gréfico
(b) mudamos a escala para facilitar a visualizacdo dos erros absoluto e relativo. Final-

mente, uma forma de reduzir o erro € aumentar o valor de L, refinando a discretizagao.

1.00 0.100 T
— funcéo desvio — funco desvio
075 —— erro absoluto 0,075, — erro absoluto

@ emorelativo | | e erro relativo

0.50 0.050

0.25 0.025

> 0.00 > 0.000
-0.25 W/\/\/U VW -0.025

~0.050

-0.75 -0.075

-1.00 ~0.100

- L,
125 2.00

0.75 1.00 175
X

(a) (b)

Figura 35: Funcao desvio, erro absoluto e erro relativo.

Vamos considerar agora o problema (7.27) com derivada fraciondria. Na Figura 36
apresentamos a solucdo obtida pelo MMCYV para o caso onde o = 0.75. Utilizamos
novamente L = 120 (o dominio [0, 2| foi dividido em 120 partes iguais, e a funggo dis-
cretizada tem 121 pontos). Agora, o valor utilizado para Ay; em cada iteracdo foi um
nimero aleatério no intervalo [—0.002,0.002], ou seja, usamos § = 0.002. Utilizamos
ainda um numero de iteracoes n = 10000000, a funcdo inicial utilizada foi novamente
uma reta. Como neste caso ndo temos uma solucdo exata simples para a equacdo de
Euler-Lagrange, neste grafico optamos por incluir a solu¢cdo do problema com derivada
de ordem inteira (o« = 1) a titulo de comparacdo. Vemos neste grafico que o extremante
obtido pelo MMCYV ¢ uma fung¢do que comeca com uma taxa de crescimento menor do
que a da funcdo exponencial, mas termina com uma taxa de crescimento maior.

Na Figura 37, vemos a fun¢do desvio (7.2.1) para o caso a = 0.75. No gréfico (a)
vemos que a funcio desvio esta proxima de zero na maior parte do dominio, indicando que

a solugdo obtida pelo MMCV € uma boa aproximagdo para o extremante do funcional.
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e MMCV para a=0.75
exato paraa=1
...... funcao inicial

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 175 2.00

Figura 36: Convergéncia do MMCYV para o primeiro algoritmo com o = 0.75 e n =
10000000 passos.

No entanto, préximo a fronteira a direita do dominio, a funcdo erro afasta-se de zero.
Isto ocorre devido ao polo no integrando definindo a derivada de Riemann-Liouville em
(7.2.1), que amplifica o erro numérico na aproximacao da derivada fraciondria. No grafico

(b) mudamos a escala para facilitar a visualizacdo do desvio.

0100
—— Funcéo desvio —— Funcéo desvio

0.075

0.050

0.025

> 0 > 0.000
~0.025
~0.050 (b)

-0.075

-0.100
0.00 0.25 050 0.75 1.00 125 1.50 175 2.00 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 125 150 175 2.00
X X

(a) (b)

Figura 37: Func¢do desvio.

7.2.3 Exemplo 2

Neste exemplo, vamos considerar um problema que ilustra a importancia do MMCV

proposto mesmo para o caso onde a derivada € de ordem inteira. Vamos considerar o
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seguinte problema:

2
Sly] = / ((1 +9Doy)?(1 — aCDgy)2>dg; — minimo, (7.32)
1

1
3

onde y satisfaz a condi¢do de fronteira y(1) = 1 e y(2) =

Como o integrando definindo o funcional (7.32) é positivo, € evidente que deve existir
uma fun¢do que minimiza o funcional. No entanto, mesmo para derivada de ordem inteira
(o = 1), a solucao da equacgdo de Euler-Lagrange para o problema (7.32) ndo € a funcao
que minimiza o funcional (7.32). De fato, a solucdo da equacao de Euler-Lagrange ¢é a
fungdo de classe C?[1,2] que maximiza o funcional [54]. Isso ocorre, pois as fun¢des
que minimizam o funcional (7.32), para derivadas de ordem inteira (o« = 1), sdo ndo
diferenciaveis. Portanto, ndo sao solucao da equagdo de Euler-Lagrange. Neste caso, para
obter os extremantes, precisamos utilizar métodos diretos, como o MMCYV que propomos
nesta tese. De fato, essas funcdes (e existem infinitas delas) que minimizam o funcional
(7.32) sao funcdes definidas por partes, aonde cada parte é constituida de um segmento
de reta com inclinagdo +1 [54]. Vemos na Figura 38 que o MMCYV proposto convergiu
corretamente para uma dessas fun¢des que minimizam o funcional. Nao apresentamos a
fun¢do desvio para este problema, pois, como o extremante é ndo diferencidvel, ele nao
satisfaz a equacao de Euler-Lagrange usada para definir a func¢do desvio. Para a Figura
38, utilizamos L = 120, 6 = 0.005, e um nimero de iteracdes n. = 5000000.

1.0 0,..‘.’ e MMCV
e e funcao inicial
Y
‘.'.'.%
0.9 "‘.0,9,.
...o..’
0.81 ......’.".'.‘.
' %%
0%
> "90.0.
%
0.71 &'.;...
(X X
s,
0.6 a=1 ooy,
",
Y
o,
0.51 O...\
1.0 12 1.4 1.6 1.8 2.0

Figura 38: Convergéncia do MMCYV para o primeiro algoritmo com o« = 1 e n = 5000000
passos.

Para o problema com derivada fracionaria de ordem o = (.75, vemos novamente na
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Figura 39 que o extremante € ndo diferencidvel (funcdo definida por partes). Portanto, o
extremante ndo € solucdo da equacdo de Euler-Lagrange fraciondria. Para a Figura 38,
utilizamos também L = 120, = 0.005, e um nimero de iteragdes n = 5000000. Devido
a baixa resolugdo (valor pequeno de L) ndo € possivel determinar se as partes dessa fungao
sdo segmentos de reta ou se sdo outra curva. No entanto, podemos ver que a inclinagcdo

média dessas partes €, em modulo, maior que 1.

1.0 eo°°° e MMCV paraa=0.75
0“’.."0 o e exato paraa=1
o ‘g0
""o:.
0.9 ®ee,
® o ...
g% . 0®
[ ] ... ..,.
"’ ° ‘oo
0.8 1 .... ;.,.....'
- e .O.'-Q‘....o
® 0 '."..‘ °
[ ] o 'a ®
0.71 .'.o"'...... .
o %"
..0 ..o
L%
DO
0.6 1 ‘o 0 i g0 o
0o ‘0
e ,°
e,
[y b.‘
[ ] ‘.....
0.51 0. .o
1.0 1.2 14 16 18 2.0

Figura 39: Convergéncia do MMCV para o primeiro algoritmo com o« = 0.75 e n =
5000000 passos.

7.2.4 Exemplo 3

No dltimo exemplo deste subcapitulo, vamos obter o extremante do funcional as-
sociado ao problema da braquistdcrona na sua versao fracionaria. O problema da bra-
quistocrona é um dos mais famosos do cdlculo variacional. Foi proposto em 1696 por
Johann Bernoulli, e consiste em encontrar a curva que uma particula P deve seguir ao
se deslocar de um ponto A até o ponto B, situados no mesmo plano vertical, no menor
tempo possivel, apenas sob a acdo da gravidade.

Supondo que o ponto A estd na posi¢do A(0, 1) sobre o eixo y, e que o ponto B estd na
posi¢do B(1,0) sobre o eixo x (veja a Figura 40), e seja y = y(x) a fungdo que descreve
a trajetdria da particula em fun¢do da posi¢do na horizontal. Entdo, a funcdo y deve
satisfazer a condi¢@o de fronteira y(0) = 1 e y(1) = 0. Além disso, vamos considerar
que a particula comega o percurso com velocidade inicial nula, na posi¢ao A(0, 1), no
instante de tempo ¢; = 0, e chega no ponto final B(1,0) no instante t; > ¢;. Se sy é o

comprimento da curva y, o tempo At = ¢y —t; que a particula leva para percorrer o trajeto
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X

Figura 40: Particula P deslizando numa curva y(x) sem atrito do ponto A até o ponto B.

¢ dado por:

tf Sf d 1 1 1\ 2
mz/dhwii:/iiﬂi, (7.33)
t; o U 0 v

ds
dt

ey = g—g. Supondo que ndo ha atrito, entdo a soma da energia cinética com a energia

onde s denota o comprimento do arco da curva, v = = € a velocidade escalar da particula,
potencial (energia total) deve ser uma constante, ou seja %va + mgy = mg, onde m é a
massa da particula P e g é a constante da gravidade. Logo, v = 1/2¢(1 — y) e podemos

reescrever a equacao (7.33) como um funcional

— T 7.34
29(1 —y) (7:39

onde y satisfaz a condi¢@o de fronteira y(0) = 1 e y(1) =

O problema da braquistécrona é entdo equivalente a encontrar a funcdo y que mini-
mize o funcional S[y|. A solugdo para esse funcional é bem conhecida e é dada por um

arco de cicloide invertido [54].

Vamos agora considerar a generaliza¢ao do problema da braquistocrona para um fun-
cional fraciondrio utilizando a derivada de Caputo. Temos o problema de encontrar a

fun¢do y que minimiza o funcional:

CD y 1+ (ED%)
/ 1 — y T — m1n1m0 (735)

com a condlgao de fronteira y(0 y1)=0e 0<a<1.

Como veremos nos resultados obtidos pelo MMCYV, a introducdo da derivada fra-
ciondria no problema da braquistécrona introduz efeitos que qualitativamente podem ser
interpretados como efeitos de uma forga de atrito viscoso nao trivial. Isto estd de acordo
com o esperado para problemas de mecénica, onde a derivada fraciondria pode ser utili-

zada para modelar problemas envolvendo forcas de atrito viscoso [34].

A solugdo analitica para o problema (7.35) ndo é conhecida. A equagdo de Euler-
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Lagrange fraciondria associada a esse funcional € bem complexa. Antes de aplicar o
MMCYV para o problema fracionario, vamos utilizar o algoritmo desenvolvido nesse sub-
capitulo para recuperar a solu¢ao analitica quando v = 1. Na Figura 41 apresentamos
a solugao obtida pelo MMCYV para o caso onde v = 1. Utilizamos L = 80 (o dominio
[0, 1] foi dividido em 80 partes iguais, e a fung¢@o discretizada tem 81 pontos). O valor
utilizado para Ay; em cada itera¢do foi um nimero aleatério no intervalo [—0.005, 0.005],
ou seja, usamos 0 = 0.005. Utilizamos ainda um nimero de iteracdes n = 10000000, e
a funcdo inicial utilizada foi novamente uma reta. Para fins de comparacao, nesta Figura
também temos a solucdo exata do problema. Podemos observar graficamente uma boa

concordancia entre a solucao obtida pelo MMC com a solucao analitica.

101 .. e MMCV
funcédo inicial

0.8

0.6 1

0.4

0.2

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0

Figura 41: Convergéncia do MMCYV para a braquistocrona com o = 1 e n = 10000000
passos.

Na Figura 42 podemos ver a solucdo obtida pelo MMCYV para o problema da bra-
quistocrona fracionaria com derivada de Caputo de ordem o = 0.5. Também utilizamos
L = 80, 6 = 0.005, e um nimero de iteragdes n = 10000000. A funcdo inicial uti-
lizada foi novamente uma reta. Vemos neste grafico que a solucdo obtida pelo MMCV
para o problema fracionario é muito diferente do caso com derivada de ordem inteira.
O movimento da particula P inicia-se quase em queda livre, mudando apds para uma
trajetéria quase horizontal antes de atingir o ponto final. Esse inicio em queda livre é
esperado quando temos um problema de atrito viscoso, pois neste caso, para ganhar velo-
cidade rapidamente (contra a forca de atrito), € necessaria uma trajetdria que maximize o
efeito da gravidade. Portanto, a trajetdria encontrada estd de acordo com o esperado para
um problema com atrito viscoso ndo trivial introduzido pela derivada fraciondria, como

comentamos anteriormente.
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1.04 e e MMCV paraa=0.5
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Figura 42: Convergéncia do MMCYV para a braquistécrona com o = 0.5 e n = 10000000
passos.

Para estimar a validade do resultado obtido pelo MMC para o problema da bra-
quistocrona fraciondria, ja que ndo temos solug¢do exata para comparagdo, € tampouco
temos solucdes numéricas por outros métodos, apresentamos na Figura 43 a funcdo des-
vio para o problema fracionario. Vemos dos grificos desta Figura que a fun¢do desvio
€ muito proxima de zero para a maior parte do dominio, sendo necessario ampliar a es-
cala em cerca de 1000 vezes (gréfico (c)) para visualizar a flutuacdo da fung¢ao desvio em
torno de zero. Como consequéncia, a soluciao obtida pelo MMCYV estd muito proxima
da solucdo exata do problema na maior parte do dominio. A funcdo desvio s6 difere
significativamente de zero para valores de x préximos de zero, onde a funcdo lagran-
giana e a derivada fraciondria t€ém polo, e para z proximo de 1. Neste dltimo caso, o
grifico da solugdo apresentado na Figura 42 sugere que a solu¢@o obtida apresenta uma
pequena descontinuidade em x = 1. Acreditamos que isto seja efeito do erro numérico
da discretizacdo da fungdo préximo ao polo do integrando (em x = 0), que afeta o valor

da integral definindo o funcional, deslocando a solucao ligeiramente para cima.

7.3 Um algoritmo de MMCYV usando aproximacao por

funcées poténcia

Neste ultimo subcapitulo da tese, propomos um algoritmo alternativo de MMCV que
¢ construido a partir da aproximacdo da fungdo y (solucdo de um problema de fron-
teira ou solu¢do de um problema de extremante) por uma fungdo poténcia. Chamare-

mos esta fungdo poténcia de fungdo teste y” (x) = y(z). Esta funcdo teste deve satis-
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Figura 43: Func¢do desvio para a braquistocrona com o = 0.5 e n = 10000000 passos.

fazer a condi¢do de fronteira do problema em questdo. Um exemplo de funcdo teste

seria a fungdo poténcia y7 = y?(u, 3,2) = pz® com o coeficiente 1 € R e o expo-

ente § € R. O MMCYV que propomos é obtido seguindo os passos (usaremos a fungao

poténcia y? = px” para ilustrar o método):

1. Inicializagdo: escolhe-se uma fungdo inicial y! = per™ que satisfaz a condigio

de fronteira e calcula-se o valor do funcional S [yg | (definido em (7.2) para um

problema de fronteira, e definido em (7.12) para um problema de extremante de

funcionais).

2. Iterando:

(a) Gerando uma nova fungdo 37 = p;2% candidata a solu¢do do problema:

dados nimeros reais positivos J e €, sorteia-se seguindo-se uma distribuig¢do

uniforme, um nimero real Ay € [—§,d] e B1 € [—¢, €] e define-se o0 novo

valor do coeficiente ;1 —> o + Ap e do expoente 3y — .

(b) Verificando se a nova fungdo serd aceita: com a nova funcdo y! construida

no passo (a), calcula-se o novo valor do funcional S[yi]. Se S[y!] < S[yl],

aceita-se a mudanga atualizando o valor de yJ fazendo y! = yi. Atualiza-se

também o valor de Syl fazendo S[yl] = S[y!]. Por outro lado, se S[yi] >

S[yl], rejeita-se a nova fungdo y{ e mantém-se os valores anteriores de yJ e

Slyg 1.

(c) Retornando: com os valores finais de y” e S[y”] obtidos apés o passo (b),
p P

retorna-se ao passo (a) um numero n (nimero de iteragdes) de vezes.
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Esse algoritmo iterativo tem como objetivo construir uma sequéncia de funcdes a partir da
funcdo inicial ao modificar aleatoriamente os valores das novas fun¢des no seu coeficiente
[t € no expoente 5. Se essa nova escolha resulta em uma nova fung¢io que reduz o valor
do funcional, entdo essa nova funcdo € aceita. Caso contrério, a nova fungio é rejeitada.
Ao repetir o procedimento n vezes, teremos uma sequéncia de novas fungdes aceitas
que satisfazem as condi¢Oes de fronteira e convergem estatisticamente para a solu¢do do
problema (7.12).

Observacao 7.3.1. Os passos apresentados acima podem ser facilmente estendidos para
fungoes testes contendo mais termos, como, por exemplo, para y* (x) = co + c2° +
c21?P + 32 + 2% + cx2®P. Neste caso, no passo (a) sorteia-se aleatoriamente um

dos coeficientes c; para ser modificado.

Observacao 7.3.2. O algoritmo proposto pode ser facilmente modificado para se utilizar
como funcdo teste qualquer combinagdo linear de funcoes linearmente independentes.
Neste caso poderiamos, por exemplo, aproximar a fungdo y por uma fungdo teste que

seja os primeiros termos de uma série de Fourier.

Observacao 7.3.3. Finalmente, 0o MMCYV proposto aqui converge geralmente mais rdpido
que os algoritmos propostos nos subcapitulos anteriores. No entanto, os algoritmos an-
teriores apresentam a vantagem de convergirem mesmo quando a solugdo do problema é

uma fun¢do ndo diferencidvel.

7.3.1 Exemplo 1

Para ilustrar o funcionamento desse algoritmo, vamos considerar o mesmo problema

analisando em 7.1.3 de fronteira dada por:

CDoy(z) =y(x)+1com l<a<2el<x<?2
CD2y(x) = ola) < 36
e a condigdo de fronteira y(0) =0, y(2) = E,(2%) — 1.

A solucdo analitica do problema € a equacdo (7.10).

Como feito em 7.1.3, para construir o algoritmo do MMCV proposto, reescreve-se a

equacao diferencial em (7.36) como um funcional:
et b « 2
e Dry(r) —y(z) —1=0= S[y] = / (¢ Dry(x) —y(x) = 1) dw =0, (7.37)
sujeito as condicoes de fronteira y(0) = 0 e y(2) = E,(2%) — 1. Note que o funcional

S[y] tem valor minimo igual a zero quando y(x) é a solugdo do problema de fronteira
(7.36).
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Vamos ainda considerar a seguinte funcao teste:

{yT(x) = o+ c12° + c22? + 3238 + 2P + c52%P. (7.38)

Como y(0) = 0 temos que ¢y = 0, e sabendo que y(2) = E,(2%) — 1, obtemos a funcdo

poténcia simplificada candidata a funcao teste do problema (7.36)

yT(z) = a12° + apx® + a32®® + agx® + aza?
com az = (Ea(2%) — 1 — a12° — ay2%? — a32% — q,2%) /(2%9) (7.39)

que satifaz a condigdo de fronteira y(0) =0, y(1) = E,(2%) — 1.

A fungio teste tem 5 coeficientes (a, as, as, ay, as), porém o dltimo coeficiente a;s de-
pende dos outros coeficientes, assim observa-se que a funcao teste pode ser representada
por y*(ay,as,as, a4, 3, ). Iniciamos com a; = ay = a3 = a4 = 0.1 e 8 = 0.5, as-
sim, com a fungdo teste inicial y! = 37(0.1,0.1,0.1,0.1,0.5, x), calculamos o valor do
funcional (7.37) S[yd].

Para gerar uma nova func¢do teste, ndo alteramos todos os coeficientes de uma vez,
sendo assim escolhemos um dos coeficientes (aq, as, as, as) de forma aleatéria e o altera-
mos para a; = a; +ech com h = (.02 e e um nimero aleatério no intervalo uniformemente
distribuido [—1, 1]. Além disso, escolhemos aleatoriamente o novo valor para o expoente
£ no intervalo [0.3,0.6]. Calculamos entdo o valor do funcional desta nova funcéo teste
gerada S[y!]. Faz-se o processo conforme descrito no algoritmo em n passos e obtém-se

uma sequéncia de polindmios que converge para a aproximacao da solucao do problema.

Na Figura 44 temos a solu¢do do problema de fronteira (7.36) em 10000 passos. A
funcao poténcia solucdo encontrada foi:

y"(x) = 0.00000341654989786409zTH136524T6555 () 1 1-89254260990615
+0.11031819965133* 1027104993067 4. (.0921240475589665 1411909574290
+0.614358758331967 12 36567826238267

Vemos ainda na Figura 44(a) que a solu¢@o encontrada tem uma boa concordancia com a
soluc¢do analitica do problema, visto que utilizamos apenas 10000 passos € usamos uma
fungado teste com apenas 5 coeficientes. Para analisar a convergéncia da sequéncia de
fungdes teste geradas pelo processo definindo o MMCYV, na Figura 44(b) temos o grifico
de todas as fungdes teste que foram aceitas e depois descartadas no algoritmo. Essas
solucdes criaram uma sequéncia de funcdes teste que evoluem para a solucao que melhor
aproxima a solucdo exata deste problema. Observando que o resultado foi obtido com
apenas 10000 passos, apresentando uma vantagem de custo computacional em relagao

aos algoritmos propostos nos subcapitulos anteriores.
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Figura 44: Monte Carlo Variacional para o PVF 7.36 com 10000 passos com o = 1.5.

7.3.2 Exemplo 2

Neste exemplo, vamos considerar o PFV que envolve as derivadas de Riemann-Liouville

a direita e de Caputo a esquerda.

=D*SDyy(z) =y(z) com 0<a<lelO<z<ZI
= D3 5D y(z) = y(x) < ; (7.40)
e a condigdo de fronteira y(0) =0, y(5) = 1.

Com « = 1 temos uma solucd@o exata, que é y(z) = sen(z), porém, para 0 < o < 1
as solugdes analiticas s3o bem complicadas de serem descritas e implementadas [9]. Em
[9] ha uma discussdo e andlise de casos gerais de sua solucdo. Este problema pertence a

classe dos osciladores fracionarios unidimensionais.

Para construir um algoritmo do MMCYV para obter uma solucdo, vamos associar o
problema (7.40) a um funcional através de uma funcao lagrangiana fraciondria. Para obter
a solu¢do do problema (7.40), basta entdo minimizar esse funcional usando os passos

definidos no MMCYV proposto neste subcapitulo.

Portanto, de acordo com (7.23), (7.24) e (7.25) o funcional a ser minimizado é dado
por
fo <% (§ D2y)? — %y2> dx — minimo,
y(O) =0, y(5) =1
Pelo teorema 7.2.1, se (=) € um minimizante do funcional (7.41) entdo y(z) sera solugdo
do exemplo (7.40).

(7.41)

Vamos utilizar a mesma classe de funcdes teste (7.38) do exemplo 7.3.1 adaptando

para os novos valores fixos da fronteira. Assim, temos a seguinte fun¢do teste do problema
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(7.41)

YT (z) = ag + a12° + a22% + az23® + ay2*® + as2°?,

com ag = 0e as = (%)56 — CL1<%)4B — ag(%)gﬁ — (13(%)2’8 — CL4<%)5, (742)

A fungio teste y” () é uma soma de fungdes poténcia com nimeros reais nos expoentes.
Poderiamos ter escolhido outra classe de funcado teste, porém escolhemos (7.42) para
facilitar o cédlculo da derivada de Caputo, visto que a derivada de Caputo para fungdes
poténcias é dada por:

F(/B + ]-) B—a

CpaB _
o Dia’ = —————1

NEE—) se a«— 3¢ N. (7.43)

Assim, a derivada de Caputo da funcao teste (7.42) considerando ag = 0 é

o ° T'(kB+1) .
6 Doy" () :;akr(kﬁ+1_a>$kﬁ se a— kB ¢ N. (7.44)

Observando ainda que o coeficiente a; depende dos coeficientes (a1, as, as, as) a fungao
teste pode ser representada por y” (ay, as, as, ay, 3, x). Iniciamos com a; = ay = a3 =
as = 0 e 3 = 1, assim, com a fungdo teste inicial y5 = y*(0,0,0,0,1,z) = (2)°2° e

com § Doyl = (%)5%3@5_0‘ calculamos o valor do funcional

1
Slys | = / (%(gDﬁyg)z - %(yon) dz. (7.45)
0
Para gerar uma nova funcgio teste, ndo alteramos todos os coeficientes de uma vez, sendo
assim escolhemos um dos coeficientes (a1, as, as, a4) de forma aleatéria e o alteramos
para a; = a; + eh com h = 0.3, onde ¢ € um nimero aleatério no intervalo uniforme-
mente distribuido [—1,1]. Além disso, escolhemos aleatoriamente o novo valor para o
expoente [ no intervalo [0.5, 3]. Calculamos o valor do funcional desta nova fung@o teste
gerada S[yT]. Faz-se o processo conforme descrito no algoritmo em n passos e obtém-se
a solucdo aproximada para o problema de fronteira. Para o« = 1 obtém-se as solucdes
para o caso inteiro, a Figura 45 apresenta a solucdo obtida pelo MMCYV, a solu¢do exata
y(x) = sin(z), e a fungdo inicial. A solugdo encontrada apresenta uma boa concordincia

com a solucdo analitica com 10000 passos. A solu¢do encontrada foi:

y" (z) = 0.74202776421453370811520231028307 1 () 383()199382878627 1 68901046205661
—0.2634415006531 445> 5330009303492 _ 0 0400428 705897247 3780809241323
+0.01536148153453 74222001 15014154
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L0 = MMCV
-=— exato
------ fungéao inicial
08

06

04

0z

00 a=1

0.0 02 04 06 08 10 12 14 16

Figura 45: Monte Carlo Variacional para o PVF 7.3.2 com 10000 passos considerando
a=1.

Para o caso de derivadas fraciondrias, usaremos a ideia da funcao desvio introduzida
anteriormente para verificar o quanto a soluc¢do 3’ (x) encontrada pelo MMCYV difere da

solucdo exata do problema. A solu¢do desvio neste exemplo é dada por:

Definicao 7.3.1.
desvio(y) = gD;‘ Dey —v. (7.46)

A construcao dessa fung¢do busca criar uma forma de analisar as solu¢cdes numéricas
encontradas, principalmente quando ndo temos a solu¢do analitica. Assim, quanto mais
a funcdo desvio se aproxima do zero, mais as solu¢des encontradas tendem a satisfazer a
equacgdo a qual se originou o problema.

A Figura 46 apresenta as solucdes obtidas pelo MMCYV para derivadas de ordem
a = 0.3,0.5 e 0.8, respectivamente. Como no caso de derivadas fraciondrias nao te-
mos a solugdo exata para comparar, incluimos nesta figura os graficos das respectivas
fungdes desvio. Percebe-se uma evolugdo da solug@o a medida que o o — 1 e as fungdes
desvio apresentam comportamentos préximos de zero na maior parte do dominio, com
exce¢do no extremo do intervalo, onde temos o problema do polo da derivada de Riemann-
Liouville. E importante relembrar que, como discutimos anteriormente, a func¢io desvio
difere de zero, em geral, muito mais do que o erro absoluto e do que o erro relativo. Isto
porque a derivada definindo a fun¢do erro amplifica qualquer erro presente na solucao
obtida. No entanto, essa funcdo erro nos permite avaliar para que regides do dominio a

func¢do obtida pelo MMCYV mais se aproxima da solugdo exata do problema.
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Figura 46: Convergéncia do MMCYV para o PVF 7.3.2 com 10000 passos considerando

a=0.3,

a=050ea=1.

7.3.3 Exemplo 3

Neste tltimo exemplo, vamos resolver novamente o problema da braquistdcrona fra-

ciondria, apresentado no subcapitulo anterior, utilizando o novo MMCV. Temos o pro-

blema:

1+ (§D%)*
29(1 —y)

dx — minimo,

com a condi¢do de fronteira y(0) =0, y(1)=0e 0 <a < 1.

(7.47)

Como discutido anteriormente, a solugao analitica para o problema (7.47) quando « #
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1 ndo € conhecida. A equacdo de Euler-Lagrange fracionaria associada a esse funcional
¢ bem complexa. Vamos primeiro aplicar o algoritmo desenvolvido nesse subcapitulo
para obter uma aproximacdo para a solu¢do analitica (quando @ = 1). Apds, vamos
também obter aproximagdes para a solucdo do problema quando o« = 0.3,0.5 e 0.8,
respectivamente.

Para implementar o MMCYV proposto, vamos utilizar a mesma classe de fungdes teste
(7.38) do exemplo 7.3.1, adaptando para os valores fixos da fronteira do problema da bra-
quistocrona. Assim, temos a seguinte fungdo teste para o problema variacional definido
em (7.47):

yT(z) = ag + a12° + a20% + az2®® + ay2*’ + asz?,
Comaoz()ea5:a5:—1—a1—a2—a3—a4, (748)
que satifaz a condic@o de fronteira y(0) = 1, y(1) =0.

Iniciamos com a; = as = a3 = a4 = 0 e [ = 1, assim a fungao teste inicial é

y&(r) = 1 — 2°, e tem derivada de Caputo § Dyl = —%ﬁﬂ. Calculamos entdo o

1+ (§D% )
y / dx. (7.49)
0 \/ 29 1 - yo

Para gerar uma nova funcdo teste, ndo alteramos todos os coeficientes de uma vez,

valor do funcional

sendo assim escolhemos um dos coeficientes (a;, as, as, as) de forma aleatéria e o altera-
mos para a; = a; + ¢h com h = 1, e onde ¢ um nimero aleatério escolhido no intervalo
uniformemente distribuido [—1, 1]. Também escolhemos aleatoriamente o novo valor para
o expoente (3 no intervalo [0.1,0.3]. Calculamos o valor do funcional desta nova fung¢ao
teste gerada S[y]]. Faz-se o processo conforme descrito no algoritmo em n passos e

obtém-se uma aproximacao para a solugdao do problema.

R — — MMCV B I T — MMcv
-- exato === exato

...... funcéo inicial \\ - funcao inicial
08 N\ descartadas

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 47: Convergéncia do MMCYV para a braquistocrona com 10000 passos e conside-
rando o = 1.

Para oo = 1 obtém-se uma aproximacao para a solu¢ao com derivada de ordem inteira.
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A Figura 47(a) apresenta a solug@o obtida pelo MMCYV, a solu¢do exata e a funcao teste
inicial. A solucdo encontrada apresenta uma boa concordancia com a solucao analitica

com 10000 passos. A solucao encontrada foi:

y" (z) = —0.01513960098864352 " 5201173523476 1 (0.298070500512996, 0271234704695
—1.73270945361161 5% 7093920570428L _ () 0288275427819384 " T42446940939041
10.4786060968692011,0-928058676173801 4 1

A Figura 47(b) apresenta o grafico de todas as funcdes testes que foram aceitas e depois
descartadas no algoritmo. Essas solucdes oscilam em torno da solucdo exata. Finalmente,
¢ importante ressaltar que podemos obter uma solu¢do aproximada ainda melhor aumen-
tando o nimero de termos na fungdo teste.

A Figura 48 apresenta as solu¢des aproximadas para o = 0.3,0.5 e 0.8, respectiva-
mente. Nao temos a solug@o exata para comparar, mas podemos analisar a evolucdo das
solucdes descartadas pelo algoritmo. Note que em todos os casos, as solugdes do pro-
blema fraciondrio iniciam com um movimento da particula de quase queda livre. Este
resultado € consistente com a interpretacdo do efeito de atrito viscoso introduzido pela
derivada fraciondria [34], conforme discutimos anteriormente. Note ainda o compor-
tamento diferente da solucdo para @ = 0.5 (similar ao que obtivemos no subcapitulo
anterior), apresentando um ponto de quase quina (sugerindo que a solucdo pode nao
ser diferencidvel neste ponto) seguido por uma inversio na concavidade da fungdo. E
importante ressaltar que estamos aproximando a solu¢do do problema por uma fungao
poténcia contendo apenas 6 termos. Utilizando mais termos, esperamos obter um re-
sultado mais proximo do obtido no subcapitulo anterior. No entanto, qualitativamente

obtemos 0 mesmo comportamento.
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Figura 48: Monte Carlo Variacional para a braquistocrona com 100000 passos e conside-
randoa =0.3,a=05ea =0.8



8 CONSIDERACOES FINAIS

O Cdlculo Fracionério é empregado com sucesso na modelagem de sistemas comple-
xos, descrevendo muitos problemas do mundo real, melhor do que modelos com deri-
vadas de ordem inteira [35, 51, 57, 65, 67, 50]. Baseado nesses resultados, observa-se
que equacgdes diferenciais fraciondrias podem ser usadas na modelagem matemaética de
diversos problemas. Neste sentido, faz-se necessdrio a construcao de métodos numéricos
eficientes para e determinar a solucdo de equagdes fracionarias. Nesta tese estudamos o
Método de Monte Carlo [3, 12, 36]. Este método é importante pelo seu cardter universal
(pode ser facilmente adaptado para definicdes diferentes de derivadas fraciondrias e para
ordens grandes de derivada), e pelo potencial de ser utilizado na resolu¢do de problemas
de fronteira, e para obter extremantes de funcionais. No entanto, nao foi encontrado na
literatura nenhum trabalho que utiliza o Método de Monte Carlo, como o utilizado neste
estudo, para resolver equacdes diferenciais ordindrias fraciondrias, tanto em problemas
de valor inicial (PVI), como em problemas de valor de fronteira (PVF). Além disso, a
aplicagdo do Método de Monte Carlo no Célculo Variacional fraciondrio também nado
foi explorada ainda na literatura. Mostramos que os algoritmos de Monte Carlo propos-
tos nesta tese permitem resolver todos esses tipos de problemas, fornecendo um método
numérico de facil implementagao para obter a solucdo de problemas ndo triviais.

Para estudos futuros, pretende-se implementar o Método de Monte Carlo para equacoes
diferenciais parciais fraciondrias, e para estudar o problema de fronteiras ndo retangula-
res. Melhorar a convergéncia dos métodos apresentados, por exemplo, introduzindo a
nocdo de analise de sinais com o Python [33]. Em [70] Savitzky e Golay propuseram um

método de suavizacdo de dados baseado na aproximacao polinomial de minimos quadra-
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dos local. A ideia € usar esse filtro para tratar as solu¢des encontradas pelo Método de

Monte Carlo.
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A FUNCOES ESPECIAIS

Neste anexo, apresentam-se as defini¢des de algumas funcdes especiais que sdo men-

cionadas neste texto, importantes na andlise e desenvolvimento do CF.

A.1 Funcao Gamma

A fun¢do Gamma comegou a ser desenvolvida em 1729 pelo matemaético Leonhard
Euler (1707-1783) de acordo com [20]. A defini¢do da funcédo I'(z) é dada por

[(z) = / ettt (A.1)
0
onde R(z) > 0 generaliza a fung¢do fatorial para nimeros nio inteiros (para z = m + 1

inteiros, temos I'(m + 1) = m!).

A.2 Funcao Beta

A funcao Beta € definida por:

1
B(z,w):/ =1 — )t at, (A.2)
0

onde R(z) > 0 e R(w) > 0. A fungdo Gamma e a fun¢do Beta podem ser relacionadas
por:
(A.3)

Para provar essa relacdo, basta fazer o produto de duas funcdes Gamma, fazer uma

mudanca de varidvel na integral dupla resultante e utilizar as coordenadas polares.
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A.3 Funcao de Gel’fand-Shilov

A funcdo de Gel’fand-Shilov tem sua importancia no CF por sua aplicagdo, junta-

mente com a convolugdo, na defini¢ao de integral fraciondria. A funcao é dada por:

xa—l

0
Do(z) = 4 T(@) "7 (A4)

0 se z <0.

Usando a convolucao de Laplace obtemos uma importante propriedade

O, (z) x Pg(z) = Poyp(z). (A.5)



B O TEOREMA DE CAUCHY PARA INTEGRAIS REPE-
TIDAS

Neste anexo, vamos analisar a demonstrac¢do do teorema de Cauchy para integrais re-
petidas que pode ser encontrada em diversos livros-texto de Calculo. Apesar disso, vamos
apresentar aqui uma demonstracao desse teorema, pois ele desempenha um papel funda-
mental em diversas formula¢des do Célculo Fraciondrio. Precisamos, antes, relembrar

outro importante teorema proposto por Leibniz:

Teorema B.0.1 (Teorema de Leibniz para a derivada de uma integral). Seja f(z,t) uma
funcdo de duas varidveis diferencidvel em x, e seja g(x) e h(z) fungdes diferencidveis.
Entdo temos:

dg(x)

d [h@) h) g dh(x)
%/g(x) f(x,t)dt:/g(m) a—xf(x,t)dt—i-f(x,h(x)) I —f(x,g(x))w (B.1)

Prova: Uma possivel demonstracao desse teorema segue de identificar a integral com
uma fungdo de 3 varidveis u(z, h,g) = fg}zg) f(z,t)dt. Tomando a derivada total da
fungdo u(zx, h, g) em relagdo a x, obtemos diretamente (B.1) (.

Para demonstrar o Teorema de Cauchy para integrais repetidas vamos utilizar um caso

particular da (B.1) quando h(x) = x e g(x) = a. Neste caso a (B.1) se reduz a:

d [* 0
@ /. g(a:,t)dt—/a %g(x,t)dt—i-g(:v,x). (B.2)

Vamos enunciar agora o Teorema de Cauchy para integrais repetidas:

Teorema B.0.2 (Teorema de Cauchy para integrais repetidas). Seja f uma funcdo in-

tegrdvel n € N* vezes no intervalo |a, x] € R. Entdo vale a relagdo:

/amf(t)(dt)”z/axdtn /atn.../atgf(tl)dtl _ ﬁ/j(x—t)”—lf@)dt, (B3)

onde I é a funcdo Gamma de Euler.

Prova: Para provar (B.3) vamos primeiro mostrar que a primeira integral da funcio f
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pode ser escrita na forma

T 1 dn—l T

Calculando sucessivamente as derivadas da integral do lado direito da (B.4) obtemos:

/ /) (n _1 1)1% /x(l’ — )" f(t)dt
— s [t i 0+ o= 2 ()

dn—? x
:(n12yag:?/(x—tf2f@Mt

dr 3
- niQ.dw [ oo o=t + (o =2y

— s [

(n— j)ldxn—i

(B.5)

onde 1 < j < néum inteiro qualquer. Escolhendo j = n e lembrando que 0! = 1 e

usando a definicdo padrio 4 4.0 = 1 obtemos a (B.4).

Para provar a (B.3) basta integrarmos repetidas vezes a (B.4). Integrando uma vez

obtemos:

T to T 1 dn_l to .
[ e [ st = [ ot e [ o s
1 dn—2 z e dn—2 a o
- (n —1)! <d$n2/a (x — )" f(t)dt — da”z/a (a—1) 1f(t)dt)

1 dn—Q T
— mm/ (z — )" f(t)dt,

(B.6)

integrando duas vezes obtemos:

x d t3 d to x 1 ln—Z t3 )
/a SL 2/& ( 1) ! /a‘ (n 1)‘ [itg_Q L ( ’ ) ( ) ’

:(nin!QZZZlﬂx_w“Vﬁﬂﬁ‘%%;l%“_0WV“MQ

1
- e JRCEr e

(B.7)

e finalmente, apds integrar n — 1 vezes a (B.4) e identificar I'(n) = (n — 1)! obtemos a
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(B.3) L.



C ALGORITMOS

Neste anexo, vamos disponibilizar alguns algoritmos resumidos que foram construidos

durante a elaboracdo desta tese. A linguagem e as ferramentas utilizadas podem ser en-

S}

w

24

contradas em [79, 37].

C.1 Integral Fracionaria

#!/usr/bin/env python3

# —x— coding: utf-8 —x-

nnn

Created on Tue Jan 14 11:44:56 2020

@author: luverci

import random as random_number

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

from scipy.special import gamma

FHFF 4444 MMC PARA INTEGRAIS DE RIEMANN-LIOUVILE
Direita)

alpha = 0.3 # ordem da derivada

a =0 # limite inferior do dominio

b = 10.0 # limite superior do dominio

m= 200 # numero de partigdes iguais do intervalo [a,Db]
n = 10 # numero médio de realizacgdes em cada particao

]
Il

float ((b—a)/m) # comprimento das particdes

(Esquerda e

iddaadsssad st adiadiassadsadaadiadiaa st A nd i

# Rotina para calcular integria no intervalo [a,b] usando MC, onde 0 <

c <mé a c-ésima particdo do intervalo [a,b_mdximo],

# D=float ( (b_médximo-a)/m) & comprimento da particdo, f é a funcéao,

é o numero médio de realizacdes em cada particédo.
def MCint (f, a, b, c, n): #integral a esquerda

s =0

ran=c*n # numero total de realizag¢des no intervalo de integracédo

/1 b]

for i in range (ran):

e n

[a
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44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60
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X = random_number.uniform(a, b)
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j=int ((x—a) /D) # mudanca da varidvel real x para a varidvel

inteira j

s += £(b,x,y[3])

I = (float(b-a)/(ran))*s # Valor da integracdo por MC

return I

def MCintD(f, a, b, ¢, n): #integral a direita

s =0

ran=c*n # numero total de realizag¢des no intervalo de integracgdo [a

/bl
for i in range (ran):

X = random_number.uniform(a, b)

j=int ((b-x) /D) # mudanca da varidvel real x para a varidvel

inteira j

s += f(a,x,y[3])

I = (float(b-a)/(ran))*s # Valor da integracdo por MC

return I

g dssssadassddssaadasdssssaadaadiiasaaaasdisasaaaanddi

# Definigcdo da fungdo a ser integrada junto com o kernel da integral

fracionaria
beta = 1.0
def f(xb,x,y): # Esquerda

return (1/gamma (alpha)) *xxxbeta* (xb—x) ** (alpha-1)

def fD(xb,x,y): #Direita

return (1/gamma (alpha)) * (b—x) *xbetax (x-xb) % (alpha-1)

FHESHFF AR
# Calculo da integral

y=np.zeros (m+l) # funcdo discretizada, com dominio no conjunto dos

inteiros, que receberd o resultado da integral

for k in range(l,m+l): # rotina que controi a fungdo y (integral)

auxsol = MCint (f, a,a+k=*D, k,n)
ylk]= auxsol
# Calculo da integral

yD=np.zeros (m+1l) # funcdo discretizada, com dominio no conjunto dos

inteiros, que receberd o resultado da integral

for k in range(l,m+l): # rotina que constrdi a fungdo y (integral)

auxsol = MCintD (fD,b-k+*D,b, k,n)
yD[k]= auxsol
FHEHH A H A

# Rotina que cria a funcdo discretizada h(x)

intervalo [a,b]) a partir da funcao y
def h(x):

aux=int ((x—-a) /D) #leva x do intervalo

intervalo de 0 até m

return ylaux]

[a,b]

com dominio nos reais (

ao numero inteiro aux no
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# Rotina que cria a funcgdo discretizada h(x) com dominio nos reais (
intervalo [a,b]) a partir da funcéo y

def hD(x):
aux=int ((x—-a) /D) #leva x do intervalo [a,b] ao numero inteiro aux no
intervalo de 0 até m
return yD[m-aux] #montamos a funcdo do fim para o inicio

g ss s A EEEEEEEEEEEEE

# Rotina que constrdi vetores para fazer o grdfico da fungdo integrada

xs = [a+Dx (i) for i in range(m+l)] #discretizando o intervalo [a,Db]
ys = [h(x) for x in xs] # vetor criado a partir da funcdo integrada
ysD = [hD(x) for x in xs] # vetor criado a partir da funcéo integrada
» xf = [gamma (beta+l) *xx** (alphatbeta) /gamma (alphatbeta+l) for x in xs]
xfD = [gamma (beta+1l) * (b—x) ** (alpha+beta) /gamma (alphatbeta+l) for x in
xs]

#### Rotina com os erros (desvios quadraticos)
erl = [gamma (beta+l) *x** (alpha+beta) /gamma (alpha+beta+l) -3« (abs (gamma
(2xalpha-1) rgamma (2+«beta+l) *x+* (2+xalpha+2+«beta-1)/ (gamma (alpha) **2*

gamma (2+alpha+2+beta)) - (gamma (beta+1) *x** (alpha+beta) /gamma (alpha+
beta+l))**2)/ (n*xint ((x—a) /D)) )xx(0.5) for x in xs]
er2 = [gamma (beta+l) *x** (alpha+beta) /gamma (alpha+beta+1l)+3* (abs (gamma

(2+xalpha-1) rgamma (2+«beta+1l) xx+* (2+xalpha+2+«beta—-1)/ (gamma (alpha) **2*

gamma (2+«alpha+2+beta)) - (gamma (beta+1l) *x+* (alpha+beta) /gamma (alpha+
beta+l))*%2)/ (nxint ((x—-a) /D)) )**(0.5) for x in xs]
erlD = [gamma (beta+l) * (b—x) *+ (alpha+beta) /gamma (alpha+beta+1l) -3* (abs (

gamma (2+alpha-1) *gamma (2+beta+1) x (b-x) x* (2xalpha+2+«beta-1) / (gamma (
alpha) xx2+xgamma (2+xalpha+2xbeta) ) - (gamma (beta+l) x (b—x) ** (alpha+beta)
/gamma (alpha+beta+l) ) **2)/ (nxint ((b—x) /D)) ) **x(0.5) for x in xs]

er2D = [gamma (beta+l) * (b—x) ** (alpha+beta) /gamma (alphatbeta+l) +3* (abs (
gamma (2+*alpha-1) *gamma (2+beta+1) x (b—-x) »* (2xalpha+2+beta-1) / (gamma (
alpha) **x2xgamma (2+xalpha+2+xbeta) ) - (gamma (beta+l) » (b-x) **x (alphatbeta)
/gamma (alpha+beta+1l) ) *%2)/ (nxint ((b—x) /D)) ) *%x(0.5) for x in xs]

FHEFFFFFF S EEE GraficosH#HHHHHdddd4444FFFHHHH

###Dimensdes das Figuras

fig, axl = plt.subplots(figsize=(12, 8))

left, bottom, width, height = [0.2, 0.5, 0.35, 0.35]

ax2 = fig.add_axes([left, bottom, width, height])

axl.plot (xs,xf,’k-——-", linewidth=3)

axl.plot(xs,ys,’k’, linewidth=3)

axl.legend([’exato’, "MMC’],loc=’'lower right’, fontsize=24)

axl.text (4.5,1,f"’$\\alpha=${alpha:.1f}, i={n:.0f}’, fontsize=24)

axl.tick_params (axis=’"both’, which="major’, labelsize=24)

axl.tick_params (axis="both’, which="minor’, labelsize=24)

axl.fill_between(xs, erl, er2, alpha=.4, color = (.5, .5, .5), label=’
MC uncertainty’)

axl.set_ylim ([0, 401])

ax2.plot (xs,xfD,’k-—-", linewidth=2)

ax2.plot(xs,ysD,’k’, linewidth=2)
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ax2.legend([’exato’, "MMC’],loc=’'upper right’, fontsize=24)

ax2.fill_between(xs, erlD, er2D, alpha=.4, color = (.5, .5, .5), label
="MC uncertainty’)

ax2.tick_params (axis=’"both’, which="major’, labelsize=24)

ax2.tick_params (axis=’"both’, which="minor’, labelsize=24)

ax2.set_ylim ([0, 401])

plt.show ()

Listing C.1: Integral fracionaria
C.2 Derivada de Riemann-Liouville

#!/usr/bin/env python3

# —-x— coding: utf-8 —x-

Created on Thu Jan 16 09:47:53 2020
@author: luverci

nmn

import random as random_number
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

from scipy.special import gamma

alpha = 0.3 # ordem da derivada

a =0 # limite inferior do dominio

b = 10.0 # limite superior do dominio

m = 200 # numero de partigdes iguais do intervalo [a,Db]
n = 100 # numero médio de realizacgdes em cada partigdo

D=float ((b-a)/m) # comprimento das particdes

# Rotina para calcular integria no intervalo [a,b] usando MC, onde 0 <
c <mé a c-ésima particdo do intervalo [a,b_mdximo],

# D=float ((b_médximo-a)/m) €& comprimento da particdo, f é a funcdo, e n

€ o numero médio de realizacdes em cada particédo.

def MCint (f, a, b, c, n): #integral a esquerda
s =0
ran=c*n # numero total de realizag¢des no intervalo de integracdo [a
el

for 1 in range(ran) :

X = random_number.uniform(a, b)

s += f (b, x)
I = (float(b-a)/(ran))=*s # Valor da integracdo por MC
return T

def MCintD(f, a, b, ¢, n): #integral a direita

s =0

ran=c+*n # numero total de realizacgdes no intervalo de integracédo [a
b]
14

for i in range(ran):
X = random_number.uniform(a, b)

s += f(a,x)
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I = (float(b-a)/(ran))=*s # Valor da integracdo por MC

return I

s # Definigdo da fungdo a ser integrada junto com o kernel da integral

fraciondria

beta = 1.0

def f (xb,x):
return (1/gamma (l-alpha)) * (x**beta) x (xb—x) ** (—alpha)

def fD(xa,x):

# return (1/gamma (l-alpha)) * (cos(x))* (x—xa) ** (—alpha)
return (1/gamma (l-alpha)) * ((b—x)** (beta)) = (x—xa) xx (—alpha)

# Definicdo da funcdo a ser integrada junto com o kernel da integral
fracionaria

betaz = 1.0

def £2D(xa,x) :

# return (1/gamma (l-alpha)) * (cos (x))* (x—xa) «* (—alpha)
return (1/gamma (l-alpha)) * ((b—x)*x (beta2)) * (x—xa) =+ (—alpha)

# Calculo da integral

y=np.zeros (m+l) # funcdo discretizada, com dominio no conjunto dos
inteiros, que receberd o resultado da derivada

for k in range(l,m+l): # rotina que controi a fungdo y (integral)
auxsol = MCint (f,a,a+k=*D, k,n)
ylk]= auxsol

# Calculo da integral

yD=np.zeros (m+1l) # funcdo discretizada, com dominio no conjunto dos
inteiros, que receberd o resultado da integral

for k in range(l,m+l): # rotina que controi a fungdo y (integral)
auxsol = MCintD (fD,b-k«*D,b, k,n)
yD[k]= auxsol

dy=np.zeros (m+1)

dyD=np.zeros (m+1)

for k in range(l,m) :
dy [k]=-(y[k]-y[k+1]) /(D)
dyD[k]=-(yD[k]-yD[k+1])/ (D)

dy [m]=dy [m—-1]

dyD [m]=dyD[m—1]

# Rotina que cria a funcdo discretizada h(x) com dominio nos reais (
intervalo [a,b]) a partir da funcao y

def h(x):
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aux=int ((x—-a)/ (D)) #leva x do intervalo [a,b] ao numero inteiro aux

no intervalo de 0 até m
return dyl[aux]

# Rotina que cria a funcdo discretizada h(x) com dominio nos reais (
intervalo [a,b]) a partir da funcao y

def hD(x):

aux=int ((x-a)/ (D)) #leva x do intervalo [a,b] ao numero inteiro aux

no intervalo de 0 até m

return dyD[m-aux] #montamos a fung¢do do fim para o inicio
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72 # Rotina que constrdi vetores para fazer o grdfico da funcgdo integrada

73 xs = [a+D* (1) for i1 in range(m+l)] #discretizando o intervalo [a,Db]
74 ys = [h(x) for x in xs] # vetor criado a partir da funcgdo integrada
75 ysD = [hD(x) for x in xs] # vetor criado a partir da funcdo integrada

76 # Rotina com as solucgdes exatas

77 xf = [gamma (beta+1l) *x*x (-alpha+beta) /gamma (-alpha+beta+l) for x in xs]

73 xfD = [gamma (beta+1) = (b—x) x* (—alpha+beta) /gamma (-alpha+tbeta+l) for x in
XS]

79 #HfHHHHHHFFFFFESE CGraficostt#H#HHFFFHHHHHHHHHH44

30 ###Dimensdes das Figuras

si fig, axl = plt.subplots(figsize=(12, 8))

2 left, bottom, width, height = [0.15, 0.55, 0.3, 0.3]

83 ax2 = fig.add_axes([left, bottom, width, height])

84 axl.plot (xs,xf, "k—=", linewidth=2)

85 axl.plot (xs,ys,’k’, linewidth=2)

s6 axl.legend([’exato’, 'MMC’],loc="lower right’, fontsize=16)

87 axl.set_ylim ([0, 6])

ss axl.text (4.5,0.5,f"$\\alpha=${alpha:.1f}, i={n:.0f}’, fontsize=20)

80 axl.tick_params (axis=’'both’, which="major’, labelsize=20)

90 axl.tick_params (axis='both’, which="minor’, labelsize=20)

91 ax2.plot (xs,xfD, k—-'", linewidth=2)

2 ax2.plot (xs,ysD,’k’, linewidth=2)

93 ax2.set_ylim ([0, 6])

9 ax2.legend([’exato’, 'MMC’],loc="upper right’, fontsize=10)

o5 #plt.savefig (’RL10000.png’, format='png’)

9 plt.show ()

Listing C.2: Derivada de Riemann-Liouville
C.3 Derivada de Caputo

I #!/usr/bin/env python3

S}

# —x— coding: utf-8 —x-

w

4 Created on Thu Jan 16 09:47:53 2020

6 @author: luverci

o

g import random as random_number

9 import matplotlib.pyplot as plt

10 import numpy as np

11 from scipy.special import gamma

2 alpha = 0.3 # ordem da derivada

3a =0.0 # limite inferior do dominio

4b = 10.0 # limite superior do dominio

15 m=200 # numero de partig¢des iguais do intervalo [a,Db]
16 n = 100 # numero médio de realizagdes em cada particgéo

17 D=float ((b—-a) /m) # comprimento das particgdes
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18 # Rotina para calcular integria no intervalo [a,b] usando MC, onde 0 <
c <mé a c-ésima particdo do intervalo [a,b_mdximo],
19 # D=float ( (b_médximo-a)/m) €& comprimento da particdo, f é a funcdo, e n

é o numero médio de realizacdes em cada particédo.

0 def MCint (f, a, b, ¢, n): #integral a esquerda

21 s =0

2 ran=c*n # numero total de realizag¢des no intervalo de integracdo [a
, o]

23 for i in range(ran):

24 X = random_number.uniform(a, b)

25 s += f(b,x)

26 I = (float(b-a)/(ran))=*s # Valor da integracdo por MC

27 return T

s def MCintD(f, a, b, ¢, n): #integral a direita

29 s =0

30 ran=c+*n # numero total de realizacgdes no intervalo de integracédo [a
, o]

31 for i in range(ran):

32 X = random_number.uniform(a, b)

3 s += f(a,x)

34 I = (float(b-a)/(ran))xs # Valor da integracdo por MC

35 return I

36 # Definicdo da fungdo a ser integrada junto com o kernel da integral
fracionédria

37 beta = 1.0

33 def f(xb,x):

39 # return (1/gamma (l-alpha)) * (cos (x))* (xb—-x) «* (—alpha)

40 return (1/gamma (1-alpha)) * (betaxx** (beta-1)) * (xb—-x) x* (—alpha)

41

4 def fD(xa,x):

43 # return (1/gamma (l-alpha)) * (cos(x))* (x—xa) ** (—alpha)

44 return (-1/gamma (l-alpha)) * (-betax (b—-x) ** (beta—-1)) x (x—xa) ** (—alpha)

45 # Calculo da integral

4 y=np.zeros (m+l) # funcdo discretizada, com dominio no conjunto dos
inteiros, que receberd o resultado da integral

47 for k in range(l,m+l): # rotina que controi a fungdo y (integral)

48 auxsol = MCint (f,a,a+k=*D,k,n)
49 ylk]= auxsol
50 # Cdlculo da integral

s1. yD=np.zeros (m+l) # funcdo discretizada, com dominio no conjunto dos
inteiros, que receberd o resultado da integral

52 for k in range(l,m+l): # rotina que controi a funcdo y (integral)

s3 auxsol = MCintD (fD,b-k=*D, b, k,n)

54 yD[k]= auxsol

ss # Rotina que cria a fungdo discretizada h(x) com dominio nos reais (
intervalo [a,b]) a partir da funcéo y

s6 def h(x):
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aux=int ((x—-a) /D) #leva x do intervalo [a,b] ao numero inteiro aux no

intervalo de 0 até m
return ylaux]

# Rotina que cria a funcdo discretizada h(x) com dominio nos reais
intervalo [a,b]) a partir da funcao y

def hD(x):

aux=int ((x-a) /D) #leva x do intervalo [a,b] ao numero inteiro aux no

intervalo de 0 até m

return yD[m-aux] #montamos a fungdo do fim para o inicio

3 # Rotina que controi vetores para fazer o grédfico da funcdo integrada

xs = [a+Dx (1) for i in range(m+l)] #discretizando o intervalo [a,Db]
ys = [h(x) for x in xs] # vetor criado a partir da funcdo integrada
ysD = [hD(x) for x in xs] # vetor criado a partir da funcdo integrada

# Rotina com as solugdes exatas

xf = [gamma (beta+l) xx** (-alphat+beta) /gamma (-alphat+beta+l) for x in xs]

xfD = [gamma (beta+1l) x (b—x) ** (—alpha+beta) /gamma (-alpha+beta+l) for x in

xS ]
FH#HfH A GraficosH##HfH#fHH#fHHHHHHHSHHS
###Dimensoes das Figuras
fig, axl = plt.subplots(figsize=(12, 8))
left, bottom, width, height = [0.15, 0.55, 0.3, 0.3]
ax2 = fig.add_axes([left, bottom, width, height])
axl.plot (xs,xf,’k-——", linewidth=2)
axl.plot(xs,ys,’k’, linewidth=2)
axl.legend([’exato’, "MMC’'],loc=’lower right’, fontsize=16)
axl.text(4.5,0.5,f"$\\alpha=${alpha:.1f}, i={n:.0f}’, fontsize=20)
axl.tick_params (axis=’"both’, which="major’, labelsize=20)
axl.tick_params (axis=’"both’, which="minor’, labelsize=20)
ax2.plot (xs,xfD,’k-—-", linewidth=2)
ax2.plot(xs,ysD,’k’, linewidth=2)
ax2.set_ylim ([0, 51)
ax2.legend([’exato’, "MMC’],loc=’'upper right’, fontsize=10)
#plt.savefig (/' IntCapOrdensl.png’, format=’'png’)
plt.show ()

Listing C.3: Derivada de Caputo
C.4 PVIde Caputo com f(z,y) = 2”

#!/usr/bin/env python3

# —%— coding: utf-8 —x-—

mmon

Created on Tue Nov 22 11:20:13 2022

@author: luverci

nmmnn

#Progrma para calcular o PVI Dyxxalpha=x**beta com y[0]=0.
import random as random_number

import matplotlib.pyplot as plt



43

44

45

46

47

48

49

50

51

53

import numpy as np
from scipy.special import gamma
it sdaddat AR EAEEEE AR R
a =0; b = 2; m=200; n = 100
FHHFHH A H AR H AR S
def MCintl(f, a, b, c, n):
s =0
ran=c+n
for 1 in range(ran) :
X = random_number.uniform(a, b)
j=int ((x—a) /D)
s += fl(b,x,vy103])
I = (float(b-a)/(ran))*s
return T
it iadsEaaa AR LA EEEEEE LR
alpha =0.3
beta=2
S i i i i i i i
def f1l(xb,x,y): ffkernel
return (1/gamma (alpha)) *xxxbetax (xb-x) «* (alpha-1)
yl=np.zeros (m+1)
D=float ((b-a)/m)
y1[0]=0 #condicdo inicial
for k in range(l,m+1):
auxsol = MCintl (fl,a,a+k«D,k,n)
y1[k]=y1l[0] + auxsol
FHAFHH AR H AR
def hl (x):

aux=int ((x—a) /D) #comentdrio leva o intervalo de a até b , numeros

inteiros 0 até m

return yl[aux] #deslocamento na horizontal

xs = [a+Dx (1) for i in range(m+l)] #discretizando o intervalo [a,Db]
ysl = [hl(x) for x in xs]
xfl = [x#** (alphat+beta)/gamma (alphat+beta+l) for x in xs] #Valor exato da

equacdo fraciondria.
HHefH A A H A Graficos##dHH##dHH4HH4H4HHHHH#HS
###Dimensdes das Figuras
fig = plt.figure(figsize=(12, 12))
plt.plot (xs,xfl,’k-", linewidth=2)
plt.plot (xs,ysl,’k’, linewidth=2)
plt.legend([f’exato, $\\alpha=${alpha:.1f}’,’MMC’],loc="upper left’,
fontsize=20)
plt.xlabel ('x’, fontsize=16)
plt.ylabel ('y’, fontsize=16)
plt.text (1.5,0.25, f’S$\\beta=${beta:.1f}, i={n:.0f}’, fontsize=20)
plt.tick_params (axis="both’, which='major’, labelsize=14)

plt.tick_params (axis='"both’, which='minor’, labelsize=14)
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plt.show ()
Listing C.4: PVI CAPUTO

C.5 PVIdeRL com f(z,y) =1y

#!/usr/bin/env python3
# —x— coding: utf-8 —x-
Created on Tue Nov 22 12:24:34 2022
@author: luverci
#Programa para calcular Dxxalpha=y e Dx+alpha=-y
import math
import random as random_number
import matplotlib.pyplot as plt
from numpy import =
from scipy.special import gamma, factorial
it s s E AR R L EEEEEEEEEEEEEE R
def mlrl(z,a) :################# Funcdo de Mittag-Leffler de um paré
metro
s =0
for i in range (50):
S += zx*1i/math.gamma (i+a+alpha)
return s
idgtdasdadsadaddataa AR AAAEAEEEE
def MCint (f, a, b, ¢, n):

s =0
s2 =0
ran=c+n

for 1 in range(ran):
X = random_number.uniform(a, b)
j=int ((x-a) /D)
s += f(b,x,y[3])
sz += f(b,x,y[j]) £ (b, x,y[3])
I = (float(b-a)/(ran))*s
Er = sqrt (abs ((float (b-a)/(ran))*«s2-I%%2)) /sqrt (ran)
return [I,Er]
FHH A AR
alpha = 0.75
FHHHfH S
def f(xb,x,y): #kernel, agora basta colocar a funcdo gamma.
return (1/gamma (alpha)) * (y)* (xb—x) *x (alpha-1) ######colocamos como n
icleo -y ou y
#a =0; b = 10; m=500; n = 100
a =0; b =1; m=1000; n =10
#caso m=L, o n=i, onde o dominio é dividido em L partes e em cada

#fuma dessas partes tiramos uma amostra de 1 pontos.
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41 y=zeros (m+1)

4 error=zeros (m+1)

1 D=float ((b—a) /m)

4 y[0]=1 #condigdo inicial
45 error [0]=0

4 for k in range(l,m+1):

47 auxsol = MCint (f,a,a+k«D,k,n)

48 yv[k]l=y[0]* (k+D) x* (alpha—-1) /gamma (alpha) + auxsol[0]

49 error[k]=auxsol[1l]

so HF#EFH

51 def h(x):

52 aux=int ( (x—a) /D) #comentdrio leva o intervalo de a até b , numeros

inteiros 0 até m
53 return y[aux] #deslocamento na horizontal
s+ def herror (X) :
55 aux=int ( (x—a) /D) #fcomentdrio leva o intervalo de a até b , numeros

inteiros 0 até m

56 return error[aux] #deslocamento na horizontal
57 xs = [a+D* (1) for i in range(m+l)] #discretizando o intervalo [a,Db]
ss ys = [h(x) for x in xs]

59 #solucdo exata

exf = [y[0]*(x+0.00000000000000000000000001) % (alpha-1) *mlrl (x+x*alpha,
alpha) for x in xs]

of HHEHHHFHFFFFFEANE GraficoshHhHfdAfdtfatdafdatdadss

«© ###Dimensdes das Figuras

6(

3 fig = plt.figure(figsize=(12, 8))

o plt.plot (xs,exf,’k--'", linewidth=2)

65 plt.plot (xs,ys,’k’, linewidth=2)

66 plt.legend([’exata’, 'MMC’],loc="upper left’, fontsize=20)
67 plt.xlabel ("x’, fontsize=106)

8 plt.ylabel ('y’, fontsize=16)

0 plt.x1lim([0.001, 11)

0 plt.ylim([1.5, 61)

71 plt.text (0.6,2.75,f"$\\alpha=${alpha:.1f}, i={n:.0f}’, fontsize=20)
7 plt.tick_params (axis='both’, which="major’, labelsize=14)
73 plt.tick_params (axis='both’, which="minor’, labelsize=14)

74 plt.show ()
Listing C.5: PVIRL

C.6 Sistemas Dinamicos Fracionarios

I #!/usr/bin/env python3

S}

# —x— coding: utf-8 —x-—

w

4 Created on Thu Jan 16 09:47:53 2020

6 @author: luverci
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#Programa para calcular o Sistema Lotka-Volterra fraciondrio.
import random as random_number

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

from scipy.special import gamma

#H##4#4# Daddos Iniciais########dHdHdHdtdtdtdHd44444

alpha = 0.8 # ordem da derivada

0 # limite inferior do dominio

a
b = 10.0 # limite superior do dominio

m = 200 # numero de particgdes iguais do intervalo [a,Db]

n = 100 # numero médio de realizacgdes em cada particéo
D=float ((b-a)/m) # comprimento das particdes

agamma=gamma (alpha)

# Rotina para calcular integria no intervalo [a,b] usando MC,

c <m é a c-ésima particao do intervalo [a,b_méximo],

145

onde 0 <

# D=float ((b_méximo-a)/m) é comprimento da particdo, f €& a funcdo, e n

é o numero médio de realizacdes em cada particdo.
def MCint (f, a, xb, c, n):
s =0

ran=c*n # numero total de realizag¢des no intervalo de integracgdo [a

)
for i in range(ran):
X = random_number.uniform(a, xb)
j=int ((x—a) /D)
s += f(xb,x,v[3],v2[31)
I = (float(xb-a)/(ran))*s # Valor da integracdo por MC
return T
def MCint2(f2, a, xb, c, n):

s =0

ran=c*n # numero total de realizag¢des no intervalo de integracgdo [a

/bl
for i in range (ran):
x = random_number.uniform(a, xb)
j=int ((x-a) /D)
s += f2(xb,x,y[31,v2[3])
I = (float (xb-a)/(ran))+s # Valor da integracdo por MC
return I

FHEFAFEESSSA

# Definicdo da fungdo a ser integrada junto com o kernel da integral

fracionédria
def f(xb,x,vy,y2):
return (1/gamma (alpha)) * (y—-y*y2) * (xb—-x) ** (alpha-1)

# Definicdo da funcdo a ser integrada junto com o kernel da integral

fracionédria
def f2(xb,x,y,v2):
return (1/gamma (alpha))* (yxy2-y2)* (xb—-x) *x (alpha-1)
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# Calculo da integral

y=np.zeros (m+l) # funcdo discretizada, com dominio no conjunto dos
inteiros, que receberd o resultado da derivada

y2=np. zeros (m+l)

y[0]=1 # Condicdes iniciais

y2[0]1=0.75

for k in range(l,m+1l): # rotina que controi a fungdo y (integral)
auxsol = MCint (f,a,a+k«D,k,n)
y[lk]l=y[0] + auxsol
auxsol?2 = MCint2(f2,a,a+k«*D,k,n)
y2[k]=y2[0] + auxsol2

Fhf S

# Rotina que cria a funcgdo discretizada h(x) com dominio nos reais (
intervalo [a,b]) a partir da funcéo y

def h(x):
aux=int ((x—-a) /D) #leva x do intervalo [a,b] ao numero inteiro aux no
intervalo de 0 até m
return ylaux]

# Rotina que cria a funcgdo discretizada h(x) com dominio nos reais (
intervalo [a,b]) a partir da funcao y

def h2(x):
aux=int ( (x—a) /D) #leva x do intervalo [a,b] ao numero inteiro aux no
intervalo de 0 até m
return y2[aux]

# Rotina que constrdi vetores para fazer o grdfico da fungdo integrada

xs = [a+Dx (i) for i in range(m+l)] #discretizando o intervalo [a,Db]

ys = [h(x) for x in xs] # vetor criado a partir da funcdo integrada

# Rotina que controi vetores para fazer o grdafico da funcdo integrada

ys2 = [h2(x) for x in xs] # vetor criado a partir da funcdo integrada
FHHHHHH

#Rotina para a solugdo com derivada inteira

m2=10000

z=np.zeros (m2)

wW=np.zeros (m2)

b2=7.0

D2=float ((b2-a) /m2)

z[0]=1 # Condicdes iniciais

w[0]=0.75

for 7 in range(m2-1):
z[J+1] = z[3j] + (z[jl-z[Jl*w[3j])=D2
wlj+1l] = w[j] + (z[jl*w[jl-w[J])*D2

#Rotina para a solugdo com derivada fraciondria e solugdo por difereng
as finitas (MDF)

m3=200

z2=np.zeros (m3)

w2=np.zeros (m3)

D3=float ((b-a) /m3)
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89 t = np.arange(a, b, D3)

90 z2[0]=1 # Condicdes iniciais

91 w2[0]=0.75

9 for j in range(m3-1):

93 z2[J+11=22[0]1+(z2[Jj]1-2z2[J]1*w2[]j]) *D3**alpha/ (alphaxagamma)

94 w2 [J+1]1=w2 [0]+ (z2[J]l*w2[J]-w2[]J]) *D3**alpha/ (alpharxagamma)

95 for 1 in range(j):

% aD3=((t[J+1]-t[i])»* (alpha) - (t[J+1]-t[i]-D3) ** (alpha))/ (alphax

agamma)
97 z2[3+1] += (z2[i]-z2[i]*w2([1i])~aD3
98 w2 [3+1] += (z2[i]l*w2[i]-w2([i])*aD3

9o HffHHHHAHFFFFFAS CraficoshttHHHHFFFHHHHHHHHHH44

00 ###Dimensdes das Figuras

01 fig = plt.figure(figsize=(12, 12))

102 plt.plot(y,vy2,’k’, linewidth=2)

03 plt.plot(z2,w2,’k--", linewidth=2)

04 plt.plot(z,w,’k:’, linewidth=2)

s plt.legend ([’MMC’, 'MDF’, ’S$\\alpha, \\beta = 1$’ ],loc='upper right’,
fontsize=20)

06 plt.xlabel ("x’, fontsize=16)

107 plt.ylabel ("y’, fontsize=16)

08 plt.text (1.15,0.75, f’ $\\alpha=${alpha:.1f}, i={n:.0f}’, fontsize=20)

19 plt.tick_params (axis=’"both’, which="major’, labelsize=14)

1o plt.tick_params (axis=’both’, which="minor’, labelsize=14)

1 plt.show()

Listing C.6: Sistemas Dinamicos Fraciondrios

C.7 PVF com o MMCY ponto a ponto

nmmnn

Created on Tue Jan 14 11:44:56 2023

S}

@author: luverci

IS

nmmnn

#Programa para calcular o PVF Dy~ {alpha}-y-1=0 de forma varicional

ponto a ponto
7 import random as random_number

g import matplotlib.pyplot as plt

N=3

import numpy as np

10 from scipy.special import gamma

OO ki ik il ik ki ik

2 alpha = 1.75

B #4444 HDefinicdo do dominio#########HfHtHHH4#44

4 a =0; b=2.0; m=100; n =1

15 D=float ( (b—-a) /m)

16 Xs = [a+D* (i) for i in range (m+1l) ]

#Hth#H#t#d######4#Definicdo da fungdo inicial e suas derivadas#####f#####

3
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def ml(z,a): #### Mittag-Leffler um parametro

s =0
if z !'= 0:
for 1 in range (50):
s += (z/abs(z))**i*xabs(z)** (axi)/gamma (i+a+1)
else:
s=1

return s
iidddddddddddatddad AR AREEAEEREEEEEEEE S
y=np.zeros (m+1)
y0=np.zeros (m+1)
y[0]=0 #condigcdo inicial (fronteira 1)

y[m]=ml (2, alpha)-1lf#condi¢cdo inicial (fronteira 2)

print (y[m])

y0[0]=y[0]

y0 [m]=y [m]

for 1 in range (m) :
y[1+1] = (y[m]l-y[0])=*(1+1)/m+y[0] f#reta que é a funcdo inicial
yO[1+1] = y[1+1]

dy0=(-3xy[01+4xy[1]1-1xy[2])/(2%x1.0%D)
######Rotina para o cdlculo do funcional associado ao problema
Jfy=np.zeros (m+1l)
agamma=gamma (alpha)
aDf=np.zeros ((m+l,m+1))
for 3 in range (m+1l) :
for i in range (j+1):
aDf[§,1]1=((Dx (j+1-1i)) x* (alpha) - (D* (j—1i)) x* (alpha)) / (agamma=*
alpha)
for j in range(mtl):
for i in range (j):
Jfy[J] += (y[i+1]+1)*aDf[],1]
4444 Implementacdo do Metropolis######44##Hd4H44H44#4H
aint=0.0
for 1 in range (m+1):
aint+=(dyOxi*xD+Jfy[i]-y[1]) **x2%D
aint=1000
auxc=0
NN=10000 #### numero de passos (NN deve ser muito grnde para a convergé
ncia)
for i in range (NN) :
ax = random_number.uniform(l, m) #escolhe um ponto para modificar
aax=int (ax)
x = random_number.uniform(-0.01, 0.01)
ay=ylaax]

ylaax]=ylaax]+x #ponto modificado
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ady0 = dyO0
dy0=(y[1]1-y[0])/D #Derivada primeira numérica
adfy=np.zeros (m+1)
for j in range (m+1) :
for 1 in range(3j):
aJfyl[j] += (y[1+1]1+1)*aDf[]j, 1]
aaint=0
for 1 in range (m+l):
aaint+=(dyOxixD+Jfy[1i]-y[i]) »*2*D
if aaint > aint:##### aceita ou ndo o ponto escolhido
y[aax]=ay
dy0=ady0
else:
auxc=auxc+l
aint=aaint
for j in range (m+1):
Jfy[j] = aJfyl[]]
print (aint)
print (auxc)
#HAFHFFH A AR A AR H A H A HSoLlucdo exata
ey=np.zeros (m+1)
for i in range (m+1l) :
tey[i]=exp (1*D)
ey[i]=ml (ixD,alpha)-1
FHeHH 4 A H A Graficos##dHH#fdHH4HH4H4HHHHH#HS
###Dimensdes das Figuras
width = 12
height = width / 1.618
fig = plt.figure(figsize=(width, height))
plt.plot (xs,y,’ ko’, linewidth=2)
plt.plot(xs,ey,’k’, linewidth=2)
plt.plot(xs,y0,’k:’, linewidth=2)
plt.legend(['MMCV’, ’'exato’, ’'funcdao inicial’], fontsize=16)
plt.xlabel ('x’, fontsize=16)
plt.ylabel ('y’, fontsize=16)
plt.text (1.5,0.39,f’$\\alpha=${alpha:.1f}, i={NN:.0f}’, fontsize=20)
plt.tick_params (axis=’both’, which='major’, labelsize=14)
plt.tick_params (axis="both’, which='minor’, labelsize=14)
plt.show ()

Listing C.7: Sistemas Dinamicos Fracionarios
C.8 PVF com MMCY usando a funcio poténcia

#!/usr/bin/env python3
# —x— coding: utf-8 —x-

nmmnn

Created on Sun Nov 17 09:07:53 2024

149
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6 @author: luverci

8 #Programa para calcular o PVF b_Dy {alpha}_aD"{alphal=y de forma
variacional

9 # usando fung¢des poténcia

10 import random

11 import sympy as sp

2 import sympy

13 import numpy as np

14 import math

I5 import matplotlib.pyplot as plt

16 from scipy.special import gamma

17 import time

18 tl = time.time ()

19 #
R i i

0 x = sp.symbols(’x’); e = math.exp(l); pi= math.pi
o REEEEEE R RS HH 44444 $#METODO DE STMPSON

» def simpson(f,a,b,n):

23 if n% 2 ==

24 raise ValueError ("N deve ser um inteiro par.")

25 h = (b-a)/n

2 x = np.linspace(a,b,n+1)

27 y = £(x)

28 S = (h/3)*np.sum(y[0:=1:2] + 4xy[1l::2] + y[2::2])

29 return S

0 #EFHEFFFFRFFEFAEAFFFFFFEFFEHFF Rotina para a DERIVADA CAPUTO do termo x
“{beta}

31 def Caputob (f,alpha,b,x):

32 s=0

33 nn=6

34 for k in range(nn):

35 c = bxk

36 s += ((f[k])*gamma (c+1)/ (gamma (c+l-alpha))) *xx* (c—alpha)

37 return s

38 HEHHHHFHFFHFAAFHHFH A A A AR H S H AR AR A

39 def polidbe(al, a2, a3, a4, b, x): #Definindo o Polindmio que iremos
utilizar

40 F####EH##polidbe (0)=0 e polidbe(l)=pi/2, satisfaz a condigdo de
fronteira

41 a0 = 0

42 a5 = 2%% (5+b) *pi*xx (=5%b) —alx2+* (4*b) xpi** (—4*b)—-al2+2+* (3xb) *pi

x4 (=3xb) —a3%2xx (2+b) xpixx (—=2%b) —ad*x2+* (b) xpi** (-b)
43 p = pi/2
44 ab = px*x (=5xb)-alx(p)*x* (—4xb)—-a2* (p) *x (=3*b) —a3x (p) ** (-2xb) —adx* (p)
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*% (—b)

45 a = np.array(l[a0,al,a2,a3,a4,ab])

46 y = al0]+(all]l)*xxx(1lxb) + ((al[2])*x*x*(2xb)) + ((al3])*xx*(3xb))
+((al[d4])rxx*x(4xb) )+ ((a[5]) rxx* (5xb))

47 bx = np.array([b,2xb,3*xb,4xb, 5xb])

48 Yp = [y, a,bx]

49 return Yp

FHEHH A 44 PolinOmio auxiliar
51 def polibSbe(cl,c2,c3,c4,c5,cc,x):

v

52 c0=0
s3 cr = np.array([cO0,cl,c2,c3,c4,c5])
54 y = cr[0]+(cr[1])*x+*(ccxl) + ((cr[2])+*x+*x(ccx2)) + ((cr[3])x*x

*x (cc*x3)) +((cr[4])*x*x(ccx4))+ ((cr[5])*x*xx(ccx*5))

55 Yp = [y, cr]
56 return Yp
57 #

FHEF A A A R A R A R R R

ss #Valores iniciais

59 Alpha=1; p=pi/2; b=1

60 al=0; az2=0; a3=0; ad4=0; ab= pxx*(-5xb)

of #EHFHHFHFFHAAHAHHHFHSFHSHHHHHEH#EH##H Rotinas para a funcgdo inicial
2 p_oldO=polibSbe(al, a2, a3, a4,a5,b,x)[0]

63 p_oldl=polibSbe(al, a2, a3, a4,a5,b,x)I[1]

64 p_caputol=Caputob (p_oldl,Alpha,b, x)

65 y1=(p_caputolx+2-p_o0ld0x*2)+1/2

66 def g(x):

67 y=yl

68 return y

o def gteste(al,a2,a3,a4,ad5,b,x):

70 p_oldO=polibbe(al, a2, a3, a4,ab5,b,x)[0]
71 p_oldl=polibbe(al, a2, a3, a4,ab5,b,x)[1]
72 p_caputol=Caputob (p_oldl, Alpha, b, x)

73 y1=(1/2)* (p_caputol*+2-p_old0x*2) #### MULTIPLIQUEI POR 1/2
74 y=yl

75 return y

76 def gt (x):

77 y= gteste(al, a2, a3, a4, ab, b, x)

78 return y

79 Ip_old = simpson (gt,le-20,pi/2,1000)

8(

print (Ip_old)

81 print (p_oldO0)

g #EFHHFFHFFHHAAHAAFH AR A A A S A HHFHHHH#EH Monta a equagdo para usar o
variacional

RN 8 i i i i i i

8¢ nsteps = 10000 #numero de passos

s h = 0.3 #tamanho dos passos
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#vetores para guardar dados

aal=[];aa2=[];aa3=[];aad=[];aadb=[];bbr=[];pp0 = [];ppl = []
Ipp = [];pp_descartados = [];semente=][]
naccept = 0

print ("p_old0:’, p_old0)
print (' Ip_old:’, Ip_old)
prob_old = Ip_old # Valor da integral para a fungdo inicial

#Implementacdo de Metropolis modificando os coeficientes MMCV funcgéo
poténcia
for i in range(nsteps): # Implementacdo de Metropolis modificando todos

os coeficientes
a=[al,a2,a3,a4l
j=random.choice (a) #escolhe um dos 4 coeficientes para modificar
k=a.index (j)
alk]=alk]l+random.uniform(-1,1)*h #modifica o coeficiente escolhido
FHAFHHHH AR H A A A A A H A H A AR AR AR
al_new=al[0]
az_new=al[l]
a3_new=al[2]
ad_new=a[3]
a_new = [al_new,a2_new,a3_new,ad4_new]
FHAHEHH A H AR A H A AR HH
b_new =np.random.uniform(0.5,3) #intervalo para escolha do beta
bb=b_new
bl=al_new
b2=a2_new
b3=a3_new
b4=ad_new

#

E 0 0 i i

p=pi/2

a5_new = p*#* (—=5*bb)-blx (p)*x (—4xbb) -b2x* (p) ** (-3xbb) -b3* (p) ** (—2*bb
) =b4dx (p) *+ (~bb)

b5=ab_new

#
FHE AR AR AR AR AR AR AR AR A R AR A AR AR A R AR AR AR A A AR AR 4

def polibbe (bl,b2,b3,b4,b5,bb,x):

b0=0
br = np.array([b0,bl,b2,b3,b4,b5])
y = br[0]+(br[1])*xx*(bb*x1l) + ((br[2])*x*x(bbx2)) + ((br[3])

*X*x (bbx3)) +((br[4])*«x+*x (bbx4))+ ((br[5])*x** (bb*x5))
Yp = [y, br]
return Yp
#
E 0 i i
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def gte(x):
p_new0 = polibbe (bl,b2,b3,b4,b5,bb,x) [0]
p_newl = polibbe (bl,b2,b3,b4,b5,bb,x)[1]
p_caputol=Caputob (p_newl, Alpha, bb, x)
y1=(1/2)* (p_caputolx+2-p_newOx*2) ##### MULTIPLIQUEI POR 1/2
y= vl
return y

FH#dH#dffdF#E####Método de Simpson calcula o valor da integral do

funcional

Ip_new = simpson(gte,le-20,pi/2,1000)

prob_new = Ip_new

print (' passo numero:’,1i) #acompanha a evolugdo das iteracgodes
print (Valor da Integral:’, Ip_new)

FHFF S HHEH444 Aceita ou rejeita a amostra

if prob_new < prob_old: #atualiza os novos valores

al = al_new
az = a2_new
a3 = a3_new
a4 = a4d4_new
bb = b_new

Ip_old = Ip_new
prob_old = prob_new
naccept +=1
else: ###### mantém os valores antigos
al_new = al
az_new = a2
a3_new = a3
ad4_new = a4
b_new = bb
Ip_new = Ip_old
prob_new = prob_old
pp_descartados.append (p_ol1d0)
naccept +=1
# Armazena as solucdes descartadas
pass
iddidddstdstdstda AR EAEEAEEEE
# Rotinas que guardam os dados obtidos nas iteracdes
aal.append(al)
aaz2.append(a2)
aa3.append(a3l)
aad.append(ad)
bbr.append (bb)
pp0.append (p_o01d0) #solugcdes descartadas
ppl.append (p_oldl)
Ipp.append (Ip_old)

168 print (’gquantidade de passo para precisao:’, len(pp0))
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FHESHEFEFHFEF #4444 Definicdo de fungdes que irdo construir os gra
ficos

def reta(x):
y=1-x

return y

3 def p00e (x):

y=polidbe (0,0,0,0,1,x) [0]
return y
def plle(al,a2,a3,ad4,bb,x):
y= polidbe(al,a2,a3,a4,bb,x) [0]
return y
def polsol (x):
y = np.sin(x)
return y
FH##fH AR AR H AR Construgdo da Fungdo
FHHFHH AR H AR A A A HF S H S HHEHF DDx _aD_x — y =0
#Dados para fazer os graficos
m=10000
xs = np.linspace (0,pi/2,m+1)
a =0; b = pi/2;

D=float ((b—-a) /m) # comprimento das particdes

xss = [atD% (1) for 1 in range(m+l)] #discretizando o intervalo [a,Db]
FHEHH A H A 44 Construcdo da funcéo
desvio.

# ####Discretizacdo da solugdo encontrada
def ysol(x):
y= polidbe (al_new,a2_new,a3_new,ad4_new,b_new,x) [0]
return y
ysol_discreta=[ysol (x) for x in xs]
#H##f##fHH### 44+ Cdlculo da Derivada Caputo da solugdo encontrada ysol
ysol=polidbe (al_new,a2_new,a3_new,a4_new,b_new,x) [1]
Caputo_ysol=Caputob (ysol,Alpha,b_new, x)
FH#HF#H##FH#F##HF Discretizacdo de Caputo_ysol
def Dcaputo (x):
y=Caputob (ysol,Alpha,b_new, x)
return y
ysol_d=[Dcaputo(x) for x in xs]
FHH AR H A A AR AR
#H#4#E#4#4#4# Cadlculo da Derivada de Riemann-Liouville de ysol_d
xJb=np.zeros (m+1)
for 1 in range (mt+l):
for j in range(l,m+1):
xJIb[1l]+=ysol_d[Jjlx((J+1-1) % (1-Alpha)-(Jj-1) x* (1-Alpha) ) *Dxx (1-
Alpha) /gamma (2—-Alpha)
dRL=np.zeros (m+1)
for 1 in range(m) :
dRL[1]=-(xJb[1+1]-xJb[1])/D
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R sisssaadsddsisssadaddsaaanaadRdddi

FHEHEHH A AR HH#4H Vetor da Funcdo Desvio.

215 desvio=np.zeros (m+1)

236
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for j in range(m):
desvio[Jj]=dRL[j]-ysol_discretalj]
FHEHH A A R 44 Funcdo Desvio na solugédo
exata para alpha=1l
yexata=[polsol (x) for x in xs] #solugcdo exata discretizada
iidtidsdadddda R A AR R AR EEEEEEEEEEEE
#Rotina para construcdo da funcdo desvio discretizando y.

xJbe=np.zeros (m+1)

3 for 1 in range (m+1) :

for 3 in range(l,m+1):
xJbe[l]+=yexata[Jj]l* ((J+1-1) ** (1-Alpha)—-(Jj-1) »* (1-Alpha) ) *Dxx (1-

Alpha) /gamma (2-Alpha)

dRLe=np.zeros (m+1)

for 1 in range (m) :
dRLe[1]=- (xJbe[1+1]-xJbe[1]) /D

FHtfHH A HHHHEF#F#Vetor da Fungdo Desvio.

desvioe=np.zeros (m+l)

for 3 in range (m) :

desvioe[j]l=dRLe[j]-yexatal]]

3ot

y_aproxl = p00e(xs) # Funcdo Inicial
5 y_aprox2 = [plle(al_new,a2_new,a3_new,a4_new,bb,x) for x in xs]#Solucédo
MMCV

y_exata=[polsol (x) for x in xs]#Solucdo exata apenas para o alpha=l.

FHeH A Construcdo dos Gréaficos

#HAH A Grdafico 1 Solucédo

width = 12

height = width / 1.61

fig = plt.figure(figsize=(width, height))

plt.plot (xs,y_aprox2,’k’, linewidth=3)

plt.plot (xs,y_exata,’k-——',linewidth=3)

plt.plot (xs,y_aproxl,’k:’, linewidth=2)

plt.legend(['MMCV’, ’exato, para $\\alpha=1$’, ’funcdo inicial’],loc=’
upper left’, fontsize=16)

plt.text (1.3,0.2,f’S\\alpha=${Alpha:.1f}’, fontsize=20)

plt.text (0.9,0.0, f’passos={nsteps:.0f}’, fontsize=20)

plt.xlabel ('x’, fontsize=16)

plt.ylabel('y’, fontsize=16)

plt.tick_params (axis='"both’, which='major’, labelsize=16)

plt.tick_params (axis="both’, which='minor’, labelsize=16)

plt.grid

plt.show ()

FHfHH 4 ###Gradfico 2 Fungdo Desvio

width = 12
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height = width / 1.61
fig = plt.figure(figsize=(width, height))

58 plt.plot (xs,desvio,’k——", linewidth=2)

plt.xlabel ('x’, fontsize=16)

plt.ylabel ('y’, fontsize=16)

plt.legend ([’ funcao desvio’,],loc="best’, fontsize=16)
plt.text (0.8,-0.5,f’$\\alpha=${Alpha:.1f}’, fontsize=20)
plt.text (0.5,-1, f’passos={nsteps:.0f}’, fontsize=20)
plt.tick_params (axis=’'both’, which='"major’, labelsize=16)

plt.tick_params (axis=’both’, which='minor’, labelsize=16)

plt.grid

plt.show ()
0
tempoExec = time.time() - tl

print ("Tempo de execucao: {} segundos".format (tempoExec))

Listing C.8: Sistemas Dinamicos Fracionarios
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