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RESUMO

Esta dissertacao tem como objetivo avaliar a eficiéncia de cinco métodos baseados na de-
formacao do contorno de Bromwich para a inversao numérica da Transformada de Laplace,
uma vez que a inversao analitica pode ser de dificil execucao em certos problemas. As-
sim, realizou-se uma comparacao entre as solugoes numéricas obtidas pelos algoritmos Talbot-
Fixo, Talbot-Dingfelder-Weideman, Talbot-Weideman, Talbot-Parabola e Talbot-Hipérbole e
a solucao analitica, quando aplicados a um conjunto de funcoes elementares com cardter expo-
nencial, oscilatério ou logaritmico. Nessa analise, parametros a e b foram incorporados com o
intuito de investigar a eficiéncia dos métodos em lidar com fungoes de mesma classe, porém exi-
bindo comportamentos distintos. Além disso, para avaliar quao boa é a aproximagao numérica
em relagao a inversao analitica, utilizou-se como critério o erro absoluto médio para estimar o
parametro M o6timo (M,), que melhor ajusta esses perfis. Por fim, essa andlise se estende a
trés modelos de circuitos elétricos, onde as solugoes sao obtidas pela Transformada de Laplace.
Vale ressaltar que, com base nos requisitos adotados neste trabalho, foi possivel determinar
qual método numérico apresentou o melhor desempenho nas funcoes teste e nos problemas

analisados.

Palavras-chaves: Transformada de Laplace; Contorno de Bromwich; Método Talbot; In-

versao numérica; Circuitos Elétricos.



AGRADECIMENTOS

Primeiramente, agradeco a Deus e aos meus orientadores, Professora Barbara e Professor
Joao, por toda a paciéncia, dedicacao, disponibilidade, ensinamentos e incentivo, que foram
essenciais ao longo de todo o curso.

Agradeco aos professores Jairo, Matheus e a professora Catia por suas colaboragoes, dispo-
nibilidade e valiosas contribuigoes.

A minha familia, pelo apoio incondicional, paciéncia e compreensao. Muito obrigado por
estarem comigo em todas as etapas da minha vida.

A Coordenacio de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES) pelo apoio fi-
nanceiro, ao Programa de Pés-Graduagao em Modelagem Computacional (PPGMC) e & Uni-
versidade Federal do Rio Grande (FURG).



ABSTRACT

This dissertation aims to evaluate the efficiency of five methods based on Bromwich contour
deformation for the numerical inversion of the Laplace Transform, as analytical inversion can
be challenging to execute in certain problems. A comparison was made between the numeri-
cal solutions obtained by the Talbot-Fixed, Talbot-Dingfelder-Weideman, Talbot-Weideman,
Talbot-Parabola, and Talbot-Hyperbola algorithms and the analytical solution when applied
to a set of elementary functions with exponential, oscillatory, or logarithmic characteristics. In
this analysis, parameters a and b were incorporated to investigate the efficiency of the methods
in handling functions of the same class but displaying distinct behaviors. Additionally, to assess
how well the numerical approximation aligns with the analytical inversion, the mean absolute
error criterion was used to estimate the optimal parameter M (M,), which best adjusts these
profiles. Finally, this analysis extends to three electrical circuit models, where solutions are
obtained using the Laplace Transform. It is worth noting that, based on the requirements
adopted in this study, it was possible to determine which numerical method presented the best

performance for the test functions and analyzed problems.

Keywords: Laplace Transform; Bromwich Contour; Talbot Method; Numerical Inversion;

Electrical Circuits.
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1 INTRODUCAO

A modelagem matematica consiste em representar um problema propriamente dito através
de uma formulacao matematica, cuja solucao possa ser utilizada para realizar predicoes do seu
comportamento a curto, médio ou longo prazo ou auxiliar na tomada de decisoes. Compostos
por uma ou mais equacoes, os modelos matematicos, usualmente, representam fenéomenos de
maneira simplificada, facilitando assim a andlise das caracteristicas consideradas fundamentais
em um determinado estudo. Quando empregados em campos da ciéncia e tecnologia, tais como a
matematica, fisica, quimica, biologia, economia e engenharias, esses modelos sao frequentemente
descritos por Equacoes Diferenciais.

Segundo Zill e Cullen (2001), fendmenos que representam variagoes de suas grandezas ao
longo do tempo ou espago sd@o usualmente descritos a partir de Equagoes Diferencias (ED),
que nada mais sao do que equagoes matemadaticas escritas em termos de fungoes incognitas
(varidveis dependentes) e suas derivadas, e varidveis ditas independentes. Os tipos de ED exis-
tentes podem ser classificados em dois grandes grupos: Equagoes Diferencias Ordinarias (EDO),
cuja variavel incognita e suas derivadas dependem de apenas uma variavel independente; e as
Equacoes Diferencias Parciais (EDP), que envolvem duas ou mais varidveis independentes.
Existe uma infinidade de métodos dedicados a resolucao de ED, cada qual aplicavel a grupos
especificos de equagoes que satisfacam determinadas caracteristicas. Nesse contexto, destaca-se
aqui o método da Transformada de Laplace (TL) por conta de sua eficdcia no tratamento de
diferentes classes de ED.

A Transformada de Laplace é uma ferramenta matematica bastante versatil e amplamente
utilizada para resolver problemas em diversas areas da ciéncia. Encontram-se na literatura
inimeros trabalhos sobre anélise de circuitos elétricos (Zahra, Hikal e Bahnasy, 2017), sistemas
de controle (Li et al., 2019), mecanica dos fluidos (Kulish e Lage, 2002 e Reyaz et al., 2021),
processamento de sinais (Laverty e Gazonas, 2006), entre outros, nos quais a TL é utilizada
como método de resolucao. Entre suas vantagens destaca-se a reducao do grau de complexi-
dade das ED envolvidas por meio da aplicagdo de um operador integral (Pilatti, 2019). No
entanto, como principal limitacao, tem-se a dificuldade em se obter expressoes analiticas para
as transformadas inversas (Pilatti, 2019). Nesse sentido, o uso de abordagens numéricas torna-
se uma alternativa bastante viavel e a literatura dispoe de uma variedade de métodos para sua
realizacao, que costumam ser distribuidos em cinco grandes categorias: as fundamentadas na
aproximacao da integral complexa de inversao: Dubner e Abate (1968), Piessens (1971), Durbin
(1974), De Hoog, Knigth e Stokes (1982); na utilizagao de aproximagoes por Série de Fourier:
Dubner e Abate (1968); na férmula de Post-Widder: Gaver (1966), Zakian (1969), Stehfest
(1970), Abate e Valké (2004); na expansado da fungao original em fungoes ortogonais: Weeks
(1966), Chung e Sun (1986), ou ainda, na deformagao do contorno de Bromwich: Talbot (1979),
Abate e Valk6 (2004), Weideman (2006), Trefethen, Weideman e Schmelzer (2006), Dingfelder
e Weideman (2014).
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De acordo com Pilatti (2019), a demanda por métodos para o célculo numérico da Trans-
formada inversa de Laplace, juntamente com a auséncia de um método universal capaz de lidar
eficientemente com todos os tipos de funcgoes, tem motivado a realizacao de diversos estudos.
Nesse contexto, a literatura apresenta intiimeros trabalhos que testam e validam esses métodos
aplicando-os a um conjunto de fungoes transformadas, cujas inversoes sao conhecidas. Essa
questao é abordada, por exemplo, no estudo realizado por Davies e Martin (1979), que propu-
seram a avaliacao de quatorze técnicas para a inversao numeérica da Transformada de Laplace,
aplicadas a um conjunto de dezesseis funcoes elementares, cujos comportamentos sao ampla-
mente conhecidos e possuem solucoes analiticas simples. Além deste trabalho, destacam-se:
Duffy (1993), Galdino (1995), Cohen (2007), Kuhlman (2012), Amaral (2016), Smith e Brancik
(2016), Defreitas e Kane (2017), Brzezinski (2018), Ferreira et al. (2021), Lemos et al. (2021),
Calixto et al. (2022).

No estudo conduzido por Duffy (1993), os métodos Crump (1976), Weeks (1966) e Talbot
(1979) foram empregados na inversdo numérica da Transformada de Laplace de cinco fungoes
teste. Tais fungoes representam solugoes de problemas que podem ser encontrados em, por
exemplo, teoria dos circuitos, andlise do impacto longitudinal de um corpo rigido em uma
barra, estudo de fluidos viscoeldsticos e teoria das vigas.

Galdino (1995) estuda métodos de inversao numérica para a Transformada de Laplace,
incluindo as aproximagoes por Série de Fourier (Dubner e Abate, 1968), Método Talbot (Talbot,
1979), Método Talbot modificado (Piessens, 1971) e Método Weeks (Weeks, 1966). O trabalho
avalia e testa essas técnicas com funcoes elementares e discute os desafios encontrados na
implementagao das rotinas de inversao numeérica.

No livro de Cohen (2007) é apresentada uma fundamentacao tedrica e as concluses sobre
a eficiéncia de varios métodos ja desenvolvidos para a inversao numérica da TL.

Kuhlman (2012) apresenta um método de simulagao de elemento de fronteira (BEM) para
comparar a eficicia das estratégias numéricas na Transformada Inversa de Laplace, conside-
rando os requisitos gerais dos métodos no espaco de Laplace. O autor compara cinco algoritmos
para a inversao da TL: os métodos Scharpery (Scharpery, 1962), Weeks (Weeks, 1966), Stehfest
(Stehfest, 1970), Talbot (Talbot, 1979), e o método Hoog (De Hoog, Knigth, Stokes, 1982).

No trabalho de Amaral (2016), foram implementados os métodos de Expansao em Série de
Poténcias (Chung e Sun, 1986), Talbot-Fixo (Abate e Valkd, 2004) e Quadratura Gaussiana
(Burden e Faires, 2011) para avaliar seus desempenhos na inversao da Transformada de La-
place. A andlise foi aplicada ao problema de transporte de néutrons em geometria cartesiana
unidimensional, considerando a versao em ordenadas discretas.

Smith e Brané¢ik (2016) conduziram uma revisao detalhada de trés métodos numéricos am-
plamente utilizados: Talbot (1979), Zakian (1969) e Stehfest (1970), analisando-os em relagao a
funcoes comumente aplicadas em engenharia e telecomunicacoes. O estudo tem como objetivo
avaliar esses métodos com base em critérios de desempenho, precisao, estabilidade e velocidade
computacional, buscando identificar um método de Transformada Inversa de Laplace Numérica

unidimensional que seja relativamente adequado e universal.
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Defreitas e Kane (2017) investigaram as propriedades e o tratamento de erros na inversao
numérica da Transformada de Laplace, utilizando funcoes elementares com ruido adicionado a
transformagao inversa. Os autores examinaram trés algoritmos amplamente utilizados para a
inversao da Transformada de Laplace: o algoritmo Stehfest (1970), o algoritmo Talbot (1979)
e o algoritmo baseado na aproximagao por Série de Fourier (Dubner e Abate, 1968). Desse
modo, o objetivo do estudo foi avaliar o desempenho, precisao e confiabilidade desses métodos
de inversao numérica.

Brzeziniski (2018) avalia a precis@o de diversos algoritmos para a aproximagcao da Transfor-
mada Inversa de Laplace, incluindo os métodos Stehfest (1970), Abate e Whitt (1992), Vlach e
Singhai (1983), De Hoog, Knight e Stokes (1982), Talbot (1979), Zakian (1969) e um método
que utiliza a Transformada Rapida de Fourier (FFT) para acelerar a convergéncia das séries de
Fourier. O autor utilizou linguagens C++ e Python com bibliotecas mateméaticas de precisao
arbitraria para resolver questoes de implementacao. Os resultados indicam que os métodos
estudados sao de alta precisao e adequados para uma ampla gama de problemas de inversao.

No estudo conduzido por Ferreira et al. (2021), foram exploradas técnicas baseadas na
aproximagcao por Série de Fourier (Dubner e Abate, 1968), além dos métodos Zakian (1969),
Stehfest (1970) e Talbot-Fixo (Abate e Valkd, 2004). Os autores testaram e avaliaram os aspec-
tos computacionais desses métodos aplicados a um conjunto de funcoes elementares, analisando
o desempenho na inversao de diferentes classes de fungoes e a eficacia dos algoritmos. Além
disso, esses métodos foram aplicados a resolucao do problema de conducao de calor em uma
placa unidimensional, permitindo uma comparacao dos resultados para avaliar o desempenho
das técnicas em condigoes especificas.

Lemos et al. (2021) realizaram uma avaliagdo detalhada da precisao e do desempenho com-
putacional de varios métodos numéricos: Talbot-Fixo (Abate e Valkd, 2004), Dubner-Abate
(Dubner e Abate, 1968), Durbin (1974), Gaver-Stehfest (Kuznetsov, 2013) e Euler (Abate e
Whitt, 1995). Utilizando um conjunto de fungdes teste com caracteristicas constantes, lineares,
trigonométricas, hiperbdlicas e exponenciais. Os autores variaram os parametros dos métodos,
correspondentes ao nimero de termos no somatorio, para identificar a técnica mais adequada
para aplicacoes futuras, como na distribuicao de temperatura em uma barra e na equacao de
onda homogeneizada.

A pesquisa desenvolvida por Calixto et al. (2022) avaliou os aspectos computacionais do
método Talbot-Fixo (Abate e Valkd, 2004) e sua eficdcia no tratamento de fungées exponen-
ciais, oscilatérias e logaritmicas, considerando a influéncia do parametro livre M. Os autores
compararam solugoes numéricas e analiticas para cada funcao testada e calcularam o erro ab-
soluto médio. A andlise revelou que o valor ideal para M varia conforme a natureza da funcao,
e aumentar o parametro além do valor ideal nao melhora os resultados.

Na dissertagao de Freitas (2022), a eficiéncia de métodos de inversdo numérica para a Trans-
formada de Laplace foi avaliada, incluindo as técnicas Zakian (1969), Stehfest (1970), Talbot-
Fixo (Abate e Valkd, 2004) e uma modificagao do contorno de Talbot proposta por Dingfelder

e Weideman (2014). O estudo comparou os resultados obtidos com essas técnicas em relagao
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as solugoes analiticas para fungoes elementares e outras cuja inversao analitica é complexa. Os
métodos foram aplicados a um problema de difusao de mercirio na dgua, e os resultados mos-
traram um desempenho geral satisfatério. No entanto, os métodos Talbot-Fixo e a modificacao
proposta por Dingfelder e Weideman (2014) apresentaram dificuldades em lidar com a fungao
de Heaviside.

Dentro desse contexto, nao identificou-se um método que possa ser usado de forma eficiente
para inversao numérica de todas as classes de func¢oes. Mas, dependendo das caracteristicas do
modelo a ser resolvido, um método pode ser melhor indicado de que outro. Com isso, a proposta
desta dissertagao é avaliar os aspectos computacionais de cinco métodos de inversao numérica
da Transformada de Laplace, j4 mencionados no resumo, quando aplicados em um conjunto de
funcgoes elementares e a trés modelos de circuitos elétricos. Desse modo, optou-se trabalhar com
os métodos da categoria que utilizam a deformacgao do contorno de integracao de Bromwich.
Os selecionados foram: Talbot-Fixo, proposto por Abate e Valké (2004); Talbot-Weideman,
proposto por Weideman (2006); Talbot-Pardbola e Talbot-Hipérbole, ambos propostos por
Trefethen et al. (2006); e uma variagdo do Talbot-Fixo, proposta por Dingfelder e Weideman
(2014) que, por simplicidade, serd referenciado aqui como Talbot-DW. No processo, realizou-se
uma analise comparativa e uma investigagao acerca da eficiéncia dos algoritmos de aproximacao.

Vale destacar como contribuicoes desta dissertacao de mestrado que, até entao, existem
lacunas na literatura sobre a eficiéncia da utilizagao desses métodos para a inversao numérica
da TL quando aplicados a fun¢oes com caracteristicas exponenciais, logaritmicas e oscilatérias,
influenciadas nao sé pela ordem de aproximacao dos métodos numéricos, mas também por
parametros que gerem grandes variacoes de amplitude ou frequéncia de oscilagao das funcoes.
Destaca-se, ainda, a utilizacao do erro absoluto médio, proposto primeiramente por Calixto
et al. (2022), como critério de avaliacao dos resultados obtidos. Além disso, nao identificou-
se na revisao da literatura realizada nesse trabalho, estudos sobre a aplicacao de métodos
numéricos para a inversao da Transformada de Laplace em problemas de circuitos elétricos
utilizando o critério mencionado anteriormente.

Dessa forma, para atingir os objetivos propostos, o presente trabalho estd estruturado da se-
guinte maneira: no Capitulo dois, sdo descritos os objetivos gerais e especificos; no Capitulo trés,
sao definidas as técnicas de inversao numérica: Talbot-Fixo, Talbot-DW, Talbot-Weideman,
Talbot-Parabola e Talbot-Hipérbole; o Capitulo quatro apresenta os resultados obtidos, jun-
tamente com uma analise da aplicagao dos cinco algoritmos em um conjunto de funcoes ele-
mentares, considerando a variacao dos parametros a e b; no Capitulo cinco, sao descritos trés
problemas de aplicagao envolvendo circuitos elétricos, além da aplicacao dos algoritmos de in-
versao numérica e a analise dos resultados obtidos; no Capitulo seis, as consideragoes finais.
Nos apéndices, apresenta-se uma fundamentagao matematica sobre a TL e trés métodos de in-
tegracao numeérica, a explicacao sobre a obtencao da integral complexa de inversao em termos
de 0, a demonstracao da propriedade da simetria do conjugado, além da transicao entre duas

equagoes e a aplicagao da Regra dos Trapézios Composta.
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2 OBJETIVOS

O objetivo geral desta dissertagao consiste em realizar um estudo tedrico e implementar com-
putacionalmente cinco métodos de inversao da Transformada de Laplace, avaliando a eficiéncia
de cada um deles em um conjunto de fungoes elementares. Por meio desta analise, busca-se
indicar a técnica mais adequada para resolver trés modelos de circuitos elétricos.

Desse modo, propoem-se os seguintes objetivos especificos:

e Apresentar uma revisao bibliografica sobre os métodos de inversao numérica da Transfor-

mada de Laplace;

e Apresentar uma fundamentacao tedrica das técnicas numéricas de inversao: Talbot-Fixo
(TF), Talbot-DW (TDW), Talbot-Weideman (TW), Talbot-Pardbola (TP) e Talbot-
Hipérbole (TH);

e Implementar computacionalmente os métodos mencionados no item anterior;

e Analisar os resultados obtidos por meio dos métodos TF, TDW, TW, TP e TH na inversao
de um conjunto de fungoes elementares com caracteristicas exponenciais, logaritmicas e

oscilatorias;

e Incorporar os parametros a e b, responsaveis por modificar as amplitudes ou frequéncias de
oscilacao das fungoes elementares, e analisar sua influéncia na convergéencia dos métodos

de inversao numérica em comparacao a solucao analitica;

e Utilizar o erro absoluto médio como critério de escolha do melhor valor para o parametro
M (indicado aqui como M, ou M 6timo), utilizado na expansao dos somatoérios dos

métodos de inversao numérica da TL;
e Avaliar o desempenho dos métodos numéricos em trés circuitos elétricos;
e Validar os algoritmos implementados;

e Recomendar a utilizacao dos métodos.
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3 METODOS NUMERICOS DE INVERSAO

Nesta dissertacao serao examinados cinco métodos de inversao numérica da Transformada
de Laplace: Talbot-Fixo, Talbot-Dingfelder-Weideman, Talbot-Weideman, Talbot-Parabola e
Talbot-Hipérbole. O objetivo é explorar para quais categorias de fungoes elementares as abor-

dagens selecionadas demonstram melhores resultados em termos da capacidade de inversao.

3.1 Algoritmo Talbot-Fixo

Segundo Cohen (2007), a metodologia introduzida por Talbot (1979) desempenhou um papel
pioneiro quando se trata de explorar a deformacao do contorno de Bromwich. Dentro dessa

abordagem, para realizar o calculo numérico da TL avalia-se a integral dada por

£t = = / T Pls)etds = - § F(s)etds, (3.1)

2w Cico i S

onde o contorno S é uma linha vertical definida por s = ¢ + iw, com w € (—o0, +00), ¢ possui
um valor fixo tal que todas as singularidades da transformacao estejam a esquerda da reta s = ¢
paralela ao eixo imaginario.

Segundo Abate e Valké (2004), a convergéncia da integral da Eq. (3.1) seria muito maior se
s pudesse assumir valores com uma componente real suficientemente grande, porém negativa.
Dessa forma, o método proposto por Talbot considera ser possivel deformar o contorno 3 em
algum caminho aberto em torno do eixo real negativo, desde que nenhuma singularidade de F'(s)
seja atravessada durante essa deformacao. A intengao dessa mudanca é reduzir a magnitude
do fator exponencial e** no integrando.

Em geral, a trajetéria da linha  em w € (—00,400) é substituida por uma equivalente /3,
que tem inicio e fim no semiplano esquerdo do plano complexo, onde R{s} — —oo. De acordo
com Murli e Rizzard (1990), essa substitui¢ao é vidvel se a fungao transformada F(s) satisfizer
as seguintes condicoes:

(i) Todas as singularidades s; devem ser conhecidas tais que {s} < , onde v é um niimero
conhecido.

(ii) |F(s)] — 0 uniformemente em R{s} < v quando |s| — oo.

No entanto, a dificuldade encontra-se na validagao da condigao (i) para uma fungao F'(s) ao
longo de um novo contorno 5. Conforme apontado por Cohen (2007), essa dificuldade pode ser
contornada, tomando-se a fungao modificada F'(As + o), através de uma escolha adequada dos
parametros A e de deslocamento o, de forma que se F'(s) tem singularidades em sq, F'(As + o)
tem uma singularidade s, correspondente, tal que

* (S _0)
5= =),

Assim, se s = A\s + 0, entdo F(s) = F(As + 0), et = ¢!+ = s . €17 ¢ ds = \ds.

(3.2)
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Com isso, a Eq. (3.1) pode ser substituida por

1 A\ ot
f)==— [ F(As+0)e™ e Ads = i/ e F(As + o)ds, t > 0, (3.3)

27 g i
onde os parametros A e o podem ser visualizados na Figura 3.1.

Figura 3.1: Contorno de Talbot

o ?_,f
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Fonte: Murli e Rizzard (1990)

Para garantir que as singularidades de F(s) nao sejam atravessadas pela deformagao do
contorno de Bromwich ao mapear as singularidades s;, o método Talbot estabelece uma funcao
de varredura para a regiao do novo contorno, definido por

z v—1

s(z) = T + z 5 , 2 € (—2mi, 27i) (3.4)

e v é um parametro positivo arbitrario.

Baseados na técnica de inversao da Transformada de Laplace proposta por Talbot (1979),
Abate e Valké (2004) apresentaram uma nova, utilizando uma modifica¢ao particular do con-
torno de Bromwich, e a chamaram de Talbot-Fixo. Assim a Eq. (3.4) é expressa como uma

parametrizacao dada por

s(0) = rf(cot(f) +1i), —m < 8 <, (3.5)

onde r é um parametro fixo apropriado.

Apo6s diferenciar a Eq. (3.5), obtém-se

$'(0) = ir(1 + io(6)), (3.6)

para
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o(0) =6+ (6 cot(h) — 1) cot(h). (3.7)

Utilizando a Eq. (3.5), a integral complexa de inversdao da Eq. (3.1) pode ser escrita, em

termos de 6 (o passo a passo encontra-se no Apéndice I11):

F(t) = / " O p(5(6))s(0)db. (3.9)

2w )
Aplicando a propriedade da simetria do conjugado da Transformada de Laplace, a qual

estipula que F'(s) = F(3), e realizando manipulagdes algébricas e adequagao dos limites de

integragao, obtém-se (a demonstragao completa encontra-se no Apéndice IV)

f(t) = %/Oﬂ Re* @ F(s(0))(1 +io(0))]db, (3.9)

onde s é o parametro da Transformada de Laplace e t é uma variavel dimensional. Aplicando a
Regra dos Trapézios Composta (Eq. (8.3)) na Eq. (3.9), tém-se (o passo a passo e encontra-se
no Apéndice V)

fre(t, M) = % (%F(r)e” + Z_: R F(s(6)))(1 + w(ekm) : (3.10)

Como Abate e Valké (2004) sugerem que r = 2M /5t, e o parametro M representa o nimero
de termos do somatério da Eq. (3.10), segue que a aproximacao de frp torna-se dependente

de apenas um parametro.

3.2 Algoritmo Talbot-Weideman

Conforme mencionado anteriormente, a deformacao do contorno de Bromwich tem sido uma
contribuicao fundamental no desenvolvimento de novos métodos numéricos para a inversao da
Transformada de Laplace. Nessa perspectiva, esta secao apresentara a aproximacao da integral
da Eq. (3.1), conforme proposta por Weideman (2006), onde o contorno sera parametrizado

por

s(0) = —o + pb cot(0) + pvif, —m <6 <m, (3.11)

para o, p e v parametros reais que determinam a geometria da curva.
Usando o contorno, Eq. (3.11), a integral dada pela Eq. (3.1) pode ser expressa, em termos

de 8 como:

ft) = / ' O F(s())s'(0)d6, (3.12)

—Tr

com
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s'(0) = p(cot(6) — 0 csc?(0) + vi). (3.13)

Contudo, Weideman (2006) utiliza a Regra do Ponto Médio com 2M intervalos igualmente
espagados, argumentando que essa escolha evita a amostragem do integrando nas singularidades

removiveis em 6 = 0 e nas singularidades fundamentais em 6 = +7. Com isso, a aproximacao

é dada por
M-1
frw(t, M) {Z e E (5(0,))s ’(ek)} (3.14)
k=0
e
T
br = (2k +1)5 - com k=0 M —1 (3.15)

se a simetria for utilizada.

3.3 Algoritmo Talbot para os contornos Parabola e Hipérbole

Nesta secao, sao apresentados matematicamente dois contornos, classificados como da parabola
e da hipérbole. Segundo Trefethen et al. (2006) os contornos da parabola (Eq. (3.16)) e da
hipérbole (Eq. (3.17)) sao respectivamente definidos por:

s(0) = M[0,1309 — 0, 119462 + 0, 250040] (3.16)

s(0) = 2,246 M[1 — sen(1, 1721 — 0, 3443i6)]. (3.17)

Em qualquer um dos contornos mencionados, (3.16) e (3.17), a integral de Bromwich Eq.

(3.1) pode ser escrita como

£ = - / ¢t50) P(5(6))s'(6)do. (3.18)

271

Devido ao termo ef*) o integrando diminui exponencialmente & medida que |§| — co. Neste
contexto, truncar o dominio R para um intervalo finito resulta em um erro exponencialmente
pequeno. Com isso, Trefethen et al. (2006) fixaram arbitrariamente este intervalo como [—, 7],
considerando M pontos 0 igualmente espacados, a uma distancia de 27/M. Além disso, os
autores aproximaram a integral da Eq. (3.18) utilizando a Regra dos Trapézios Composta e

chegaram na seguinte expressao:

Ft, M)~ —iM ™ " O P (5(0,))s' (04), (3.19)
k=1

dependendo apenas da equagao s(6) utilizada.
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3.4 Algoritmo Talbot-Dingfelder-Weideman (TDW)

O método proposto por Dingfelder e Weideman (2014) baseia-se no uso de outra alternativa
de contorno, mas ainda inspirado no trabalho de Talbot (1979). Pelo Teorema de Cauchy
(Brown e Churchill, 1960), a deformacao do contorno de Bromwich pode ser feita, desde que
esse contorno permanega no dominio de analiticidade de F'(s). Assim, suponha que o contorno

possa ser parametrizado por

C:s=s(0)=—0c+ pbcot(d) +vih, —w < 0 <, (3.20)

onde o, i1 e v sao constantes. Nessa parametrizacao, o parametro o simboliza um descolamento
para a esquerda, v define a largura do contorno quando ele aproxima-se de duas assintotas
a uma distancia proporcional para pv do eixo real R(£7m) = —oo. Além disso, ur também
determina o espacamento dos nds préximos ao eixo real. Por fim, o parametro u controla o
espaco que os dois nos extremos se expandem no semiplano esquerdo.

Usando a Eq. (3.20), a integral de Bromwich da Eq. (3.1) pode ser expressa como

1 1 T
t)=-— [ e'F(s)ds=— [ e D"F(s(0))s'(0)do 3.21
1) = 5 [ F@as = o [ O FG0)5 0, (321)
onde
s'(0) = p(cot(0) — O csc*(0)) + vi. (3.22)
A integral na Eq. (3.21) é, geralmente, aproximada pela Regra dos Trapézios em uma
particao uniforme de [—m, 7|. Entretanto, Dingfelfer e Weideman (2014) aproximam a integral
da Eq. (3.21) utilizando a Regra do Ponto Médio, com um intervalo uniforme de h = =%, o qual
produz
1M
frow(t, M) & o> e F (s(60,))s' (6), (3.23)
Mi
k=1
onde
1

Se o contorno dado pela Eq. (3.20) for simétrico em relagao ao eixo real, é possivel reduzir
pela metade o nimero de avaliagoes da transformacao. Assim, basta considerar apenas os nos
de quadratura na regiao superior (ou inferior) do plano complexo. Para a comparacao dos
resultados numéricos, consideram-se as regras de quadratura com total de 2M nés (Dingfelder
e Weideman, 2014). Com isso,

s(0) = %g(e), C(6) = — + pfcot(af) + vif, —r < 6 <, (3.25)
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s'(0) [1cot(ad) — pab csc®(ab) + vil . (3.26)

Tt
No contorno de Talbot (1979) néo consta o parametro «, ou seja, &« = 1. Desse modo, os

autores Dingfelder e Weideman (2014) propuseram uma modifica¢cdo no método Talbot, onde

é considerado 0 < o < 1. O fator de escala + adota um valor fixo de t e deve ser adequada
para maximizar a taxa de convergéncia na aproximagao do método conforme M — oo.

A Eq. (3.25) é uma questao pratica abordada pelos escritores Dingfelder e Weideman (2014),
os quais sugerem a fixagdo dos parametros o, i, v e o. Destaca-se que o presente estudo segue

tal abordagem.



24

4 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo, sao apresentados os resultados obtidos para a inversao da Transformada de
Laplace por meio dos algoritmos Talbot-Fixo, Talbot-DW, Talbot-Weideman, Talbot-Parabola
e Talbot-Hipérbole. Inicialmente, os métodos foram implementados para a inversao numérica de
um conjunto de fungoes elementares com comportamento exponencial, logaritmico e oscilatorio,

conforme apresentado na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Transformada de Laplace para fungoes elementares

F(s) 70

Fils) = — flt) =

Fos) = 5 fo(t) = sen(at)
R - o a(t) = teos(at)
Fa(s) = (s+11)2 Fult) = tet

Fy(s) = e Folt) = S
Fy(s) = — ) folt) = n(0) + 1y
Fi(s) =In (1 + %) F(t) = - _te_t

O intuito ¢ validar e verificar a aplicabilidade dos algoritmos mencionados, além de iden-
tificar a influéncia do parametro a, que modifica a amplitude, e do parametro b, que altera a
frequéncia de oscilacao das fungoes elementares, na eficiéncia desses algoritmos em determinadas
situagoes, bem como, aprimorar a compreensao de suas capacidades e limitagoes em contextos
diversos. Para alcancar tais objetivos, utilizou-se o software de cédigo aberto Octave, versao
7.3.0, em um notebook Core i5-11% Geracao, com Windows 11, equipado com armazenamento
SSD de 256GB e 8GB de memoéria RAM. Nesse ambiente, foram implementados computa-
cionalmente os métodos numéricos descritos neste trabalho. A estrutura do algoritmo esta

representada na Figura 4.1, onde a sigla INTL significa (Inversa Numérica da Transformada de

1y constante de Euler-Mascheroni = 0, 57721566
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Laplace).

Figura 4.1: Fluxograma dos algoritmos

o~ R
aproximada

Fonte: Autor

4.1 Funcoes Testes

Nesta secao, as tabelas exibidas apresentam os resultados para a Transformada Inversa
Analitica, f,(t), e a Transformada Inversa Numérica, f,(t), de cada método analisado para
auxiliar na avaliacao qualitativa de eficiéncia dos métodos. Tais solugoes também sao represen-
tadas graficamente, a fim de uma melhor visualizacao dos resultados.

No processo, para cada valor dos parametros a e b empregados e analisados nas fungoes
elementares, o erro absoluto médio E foi usado como critério para escolha do M (corresponde
ao nimero de termos do somatdério para uma aproximagao de f(¢) que melhor ajusta o perfil
numérico f,(t) ao analitico f,(t)). Este valor serd referido como M, ou M 6timo e é definido

pela féormula

_ JR
Eabs = M Z Eabs(f(ti>)7 (41)

onde M,; é o numero de componentes do vetor t utilizados para gerar os perfis das funcoes
elementares e Eu(f(t;)) é o erro absoluto calculado entre as inversdes numérica e analitica
para cada fungao f em cada ponto t; (Calixto et al., 2022). A estrutura do algoritmo para erro

absoluto médio estd representada na Figura 4.2.
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Figura 4.2: Fluxograma do Erro Absoluto Médio.

Fonte: Autor

A fungao Fi(s) foi analisada considerando-se trés valores diferentes para o parametro b,
(0,5; 2; 30). J& em Fjx(s), utilizou-se os valores (0,5; 2; 5). Além disso, as fungoes Fi(s) e Fj(s)
foram estudadas, levando em consideragao trés valores distintos para o parametro a, (0,5; 2;
30). Durante as andlises, as fungdes elementares foram inicialmente estudadas com o vetor ¢,
variando no intervalo (0 <t < 10). No entanto, para as fungdes Fi(s), Fy(s) e F3(s), quando
os parametros fixos foram definidos como a = 30 ou b = 30, modifica¢bes nesse intervalo de
t foram necessarias a fim de permitir uma visualizagao grafica mais clara do comportamento.

Assim, ajustou-se o intervalo para (0 <t < 1).

4.2 Inversao de Fj(s)

Os valores de M,, que oferecem o melhor ajuste nas inversdes numéricas em relacao a f,(t),
sao apresentados nas Tabelas 4.2-4.4. Esses valores foram determinados usando o critério do
1
erro absoluto médio para cada valor do parametro b da funcao Fi(s) = Py cuja transformada
s

inversa ¢ L7HFy(s)} = fi(t) = e . As Figuras 4.3-4.5 exibem a evolucio do erro absoluto

médio a medida que o valor aumenta, para cada valor do parametros b.

Tabela 4.2: M, obtidos para funcao Fi(s) com b= 0, 5.

Métodos M, Erro Absoluto Médio
Talbot-Fixo 20 4,124320834348277 x 10~
Talbot-DW 24 6,607303524511776 x 10~1°

Talbot-Weideman 20 1,963549272671566 x 10~ 1°
Talbot-Parabola 36 1,432645037955573 x 10~ 1°
Talbot-Hipérbole 32 7,413577327788155 x 10~1°




Figura 4.3: Fg através dos Método de Inversio Numérica Fi(s) com b= 0,5.

20

N A
e AN . .
50 100 150 200
M

Fonte: Autor

— Fixo
* Eqps = 4.1243e-14; M=20
Dingfelder
* Egaps = 6.6073e-15; M=24

| |— Weideman

Eaps = 1.9635e-15; M=20
Parabola
Eabs = 1.4326e-15; M=36
Hipérbole

* Eaps = 7.4136€-15; M=32

Tabela 4.3: M, obtidos para fungao Fi(s) com b = 2.

Métodos M, Erro Absoluto Médio
Talbot-Fixo 21  7,842532943539093 x 1014
Talbot-DW 24 3,408670076528439 x 1015

Talbot-Weideman 22 1,205137611647269 x 10~!°
Talbot-Pardbola 36  7,524523821553874 x 1016
Talbot-Hipérbole 32  2,976614310426583 x 10715

Figura 4.4: B, através dos Método de Inversio Numérica F(s) com b = 2.
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Fonte: Autor

— Fixo
* Egps = 7.8425e-14; M=21
—— Dingfelder
* Egaps = 3.4087e-15; M=24
— Weideman
Eabs = 1.2051e-15; M=22
Parabola
Eaps = 7.5245e-16; M=36
Hipérbole

* Eaps = 2.9766€-15; M=32




Tabela 4.4: M, obtidos para fun¢ao Fj(s) com b = 30.

Métodos M, Erro Absoluto Médio
Talbot-Fixo 20 7,806167575960977 x 1014
Talbot-DW 24 2,192191195433402 x 1015

Talbot-Weideman 20
Talbot-Parabola 36
Talbot-Hipérbole 32

9,799419770381197 x 10~1¢
6,597317388238557 x 1016
2,823381383930818 x 10~15

Figura 4.5: E através dos Método de Inversio Numérica Fi(s) com b = 30.
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Nas Tabelas 4.5 a 4.7, sao apresentados os resultados correspondentes a Transformada In-

versa Analitica (f,(t)) e as Transformadas Inversas Numéricas para todos os métodos analisa-

AR

20 30 40

K

— Fixo
* Egps = 7.8062e-14; M=20
Dingfelder
* Eaps = 2.1922e-15; M=24
1 |— Weideman
Eabs = 9.7994e-16; M=20
Parabola
Eapbs = 6.5973e-16; M=36
Hipérbole
* Egps = 2.8234e-15; M=32

50 100

150 200

Fonte: Autor

dos, em conformidade com os respectivos valores de M,,.




Tabela 4.5: Perfis de inversao para Fi(s) para b =0, 5.

TF - M =20

TDW - M =24

TW - M =20

TP- M = 36

TH - M = 32

t

Ja

frr

frow

Jrw

fTP

fTH

10~4

© 0 3 & O = W NN

—
o

9,9995000124 x 10—+
6,0653065971 x 107!
3,6787944117 x 10!
2,2313016014 x 10!
1,3533528323 x 101
8,2084998623 x 102
4,9787068367 x 102
3,0197383422 x 102
1,8315638888 x 102
1,1108996538 x 102
6, 7379469990 x 1073

9,9995000124 x 10!
6,0653065971 x 107!
3,6787944117 x 10!
2,2313016014 x 10!
1,3533528323 x 10~*
8,2084998623 x 1072
4,9787068367 x 1072
3,0197383422 x 102
1,8315638888 x 102
1,1108996538 x 102
6, 7379469991 x 1073

9,9995000124 x 10!
6,0653065971 x 107!
3,6787944117 x 10!
2,2313016014 x 10!
1,3533528323 x 10~*
8,2084998623 x 1072
4,9787068367 x 1072
3,0197383422 x 102
1,8315638888 x 1072
1,1108996538 x 102
6, 7379469990 x 103

9,9995000124 x 10!
6,0653065971 x 107!
3,6787944117 x 10!
2,2313016014 x 10~*
1,3533528323 x 10~1
8,2084998623 x 1072
4,9787068367 x 102
3,0197383422 x 102
1,8315638888 x 102
1,1108996538 x 102
6, 7379469990 x 103

9,9995000124 x 10!
6,0653065971 x 107!
3,6787944117 x 10!
2,2313016014 x 10~*
1,3533528323 x 101
8,2084998623 x 1072
4,9787068367 x 102
3,0197383422 x 102
1,8315638888 x 102
1,1108996538 x 102
6, 7379469990 x 103

9,9995000124 x 10!
6,0653065971 x 107!
3,6787944117 x 10!
2,2313016014 x 10~*
1,3533528323 x 10~*
8,2084998623 x 102
4,9787068367 x 102
3,0197383422 x 102
1,8315638888 x 102
1,1108996538 x 102
6, 7379469990 x 10~3

6¢



Tabela 4.6: Perfis de inversao para Fi(s), para b = 2.

TF - M =21

TDW - M =24

TW - M =22

TP - M =36

TH - M =32

~

Ja

frr

fTDW

frw

frp

fru

107*  9,998000199986667 x 10~1  9,9980001999 x 10~  9,9980001999 x 10~!  9,9980001999 x 10~1  9,9980001999 x 10~  9,9980001999 x 10!
1 1,353352832366127 x 1071 1,3533528323 x 10~  1,3533528323 x 10~!  1,3533528323 x 10—+ 1,3533528323 x 10~  1,3533528323 x 10!
2 1,831563888873418 x 1072 1,8315638888 x 1072 1,8315638888 x 1072  1,8315638888 x 1072  1,8315638888 x 1072 1,8315638888 x 1072
3 2,478752176666358 x 1073 2,4787521765 x 1073 2,4787521766 x 1073  2,4787521766 x 1073  2,4787521766 x 10~3  2,4787521766 x 1073
4 3,354626279025119 x 10~%  3,3546262783 x 10~%  3,3546262790 x 10~*  3,3546262790 x 10~*  3,3546262790 x 10~*  3,3546262790 x 10~*
) 4,539992976248485 x 107>  4,5399929695 x 1075  4,5399929761 x 107>  4,5399929763 x 107>  4,5399929761 x 1075  4,5399929761 x 10~°
6 6,144212353328210 x 107%  6,1442122387 x 1076  6,1442123536 x 1076  6,1442123537 x 10~6  6,1442123532 x 1076 6, 1442123513 x 106
7 8,315287191035679 x 107  8,3152861277 x 1072  8,3152871914 x 10~7  8,3152871967 x 10~7  8,3152871840 x 10~7  8,3152871628 x 107
8 1,125351747192591 x 10~7  1,1253515026 x 10~7  1,1253517474 x 107 1,1253517500 x 10~7 1,1253517494 x 10~7 1,1253517454 x 10~
9 1,522997974471263 x 1078 1,5229943528 x 10~%  1,5229980217 x 1078 1,5229980188 x 10~% 1,5229979635 x 10~8  1,5229978867 x 10~8
10 2,061153622438558 x 1072 2,0611150830 x 102  2,0611536354 x 1079  2,0611539893 x 10~2 2,0611533338 x 1072 2,0611532509 x 10~

Tabela 4.7: Perfis de inversao para Fi(s), para b = 30.
TF - M =20 TDW - M =24 TW - M =20 TP - M = 36 TH - M =32
t Ja frr frow Jrw frp fru

107%  9,9700449550 x 10~ 1 9,9700449550 x 107! 9,9700449550 x 1071 9,9700449550 x 10~1 9,9700449550 x 10~1 9,9700449550 x 107!

0,1  4,9787068367 x 1072 4,9787068367 x 10~2  4,9787068367 x 10~2 49787068367 x 10~2  4,9787068367 x 10~2  4,9787068367 x 102

0,2 2,4787521766 x 1073 2,4787521766 x 1073 2,4787521766 x 1073 2,4787521766 x 1073 2,4787521766 x 1073 2,4787521766 x 1073

0,3 1,2340980408 x 1074 1,2340980418 x 104 1,2340980408 x 10~ 1,2340980408 x 10~*  1,2340980408 x 10~4  1,2340980408 x 10~*

0,4  6,1442123533 x 1076 6,1442124419 x 10°6  6,1442123531 x 106 6,1442123536 x 106 6,1442123527 x 10~6 6, 1442123522 x 106

0,5  3,0590232050 x 10~7  3,0590242658 x 10~7  3,0590232087 x 10~7  3,0590232153 x 10~7  3,0590232010 x 10~7  3,0590231851 x 107

0,6 1,5229979744 x 1078 1,5230066689 x 10~8 1,5229979473 x 1078 1,5229980788 x 10~8 1,5229979161 x 108 1,5229979009 x 10~8

0,7  7,5825604279 x 10-10  7,5838053297 x 10710 7,5825619475 x 10~10  7.5825675810 x 1010 7,5825604169 x 10-10 75825513305 x 1010

0,8 37751345442 x 10~11  3,7832847965 x 10~ 3,7750994456 x 10~11  3,7751933158 x 10~11 3 7751204132 x 10~11  3,7750155109 x 1011

0,9  1,8795288165 x 10712 1,9642559184 x 10712 1,8797359738 x 10~12  1,8801759796 x 102 1,8791187088 x 10~12  1,8779852268 x 102

9,3576229688 x 10714

1,8758328224 x 10713

9,3535384113 x 10714

9,4194048895 x 10714

9,3454060450 x 10714

9,2378988677 x 10714

0€
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As Figuras 4.6 a 4.8 ilustram graficamente o comportamento dos perfis numéricos, conforme
descritos na legenda, em relacao aos perfis analiticos (representados por linhas sélidas), para

cada cendrio analisado da funcao fi(¢).

Figura 4.6: Representagao grafica dos resultados tabelados para Fi(s) com b= 0, 5.

| — Analitico

0.8 1 2 Fl.xo-M=20

> Dingfelder - M = 24
06 | Weideman - M = 20

=) Parabola - M = 36
04t || © Hipérbole - M = 32
0.2t B ]
0 2 4 6 8 10
t

Fonte: Autor

Figura 4.7: Representagao grafica dos resultados tabelados para Fi(s) com b = 2.

— Analitico
s Fixo-M =21
> Dingfelder - M = 24
Weideman - M = 22
Parabola - M = 36
o Hipérbole - M = 32

t
Fonte: Autor
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Figura 4.8: Representagao grafica dos resultados tabelados para Fi(s) com b = 30.

| | | — Analitico
0.8 1 || » Fixo-M =20
> Dingfelder - M = 24
06 1 i Weideman - M = 20
= Parabola - M = 36
- 04+ || ¢ Hipérbole - M = 32
0.2t i
0 0.2 0.4 t\ 0.6 0.8 1

Fonte: Autor

4.3 Inversao de Fj(s)

A funcao Fy(s) = ﬁ, cuja transformada inversa é L71{F,(s)} = fo(t) = sen(at), é
analisada utilizando trés valores para o parametro a. Os valores dos erros absolutos médio e
dos M o6timo encontrados para a = 0,5, a = 2 e a = 30 sao apresentados nas Tabelas 4.8-4.10.
Também, as solucoes analiticas e numéricas para cada situagao analisada estao registradas nas
Tabelas 4.11-4.13. As Figuras 4.9-4.11 mostram os gréaficos dos erros absolutos médios obtidos

pelos métodos de inversao numérica estudados.

Tabela 4.8: M, obtidos para fungdo F5(s) com a = 0, 5.

Métodos M, Erro Absoluto Médio
Talbot-Fixo 21  3,640023617317212 x 1014
Talbot-DW 50  5,549144705324206 x 10~14

Talbot-Weideman 49 1,678711189252756 x 10~
Talbot-Pardbola 72  2,095300658238458 x 10~ 14
Talbot-Hipérbole 54  1,773688654815201 x 10713




Figura 4.9: Fgs através dos Métodos de Inversdo Numérica Fy(s) com a = 0,5.
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15 1 1| * Eaps = 3.646-14; M=21
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* Eaps = 5.5491e-14; M=50
| | Weideman
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Eaps = 2.0953e-14; M=72
Hipérbole
* Eaps = 1.7737e-13; M=54
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Fonte: Autor

Tabela 4.9: M, obtidos para fungdo F5(s) com a = 2.

Métodos M, Erro Absoluto Médio
Talbot-Fixo 43 2,645618418744543 x 10710
Talbot-DW 94 7,083728722160279 x 10710

Talbot-Weideman 94  3,757496950796710 x 10~
Talbot-Parabola 116  1,807773646490124 x 10~}
Talbot-Hipérbole 90  2,381935629836081 x 1011

Figura 4.10: E s através dos Métodos de Inversdo Numérica Fy(s) com a = 2.

20
— Fixo
15| 1| % Eaps = 2.6456e-10; M=43
10 | || Dingfelder
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= 5l \BK o WWW Parabola
- N WW Eabs = 1.8078e-11; M=116
-10 | g 7 Hipérbole
-15 . . . * Eabs=2-3819e'11; M=90
0 50 100 150 200

M
Fonte: Autor
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Tabela 4.10: M, obtidos para fungao Fy(s) com a = 30.

Métodos M, Erro Absoluto Médio
Talbot-Fixo 57  8,807565526579360 x 10~8
Talbot-DW 116  4,394343360511345 x 10~8

Talbot-Weideman 115 6, 413636008095872 x 10~
Talbot-Pardbola 148 1,079502975764048 x 10~°
Talbot-Hipérbole 114 2,259217474395063 x 10~8

Figura 4.11: Eg, através dos Métodos de Inversao Numérica Fy(s) com a = 30.

20
— Fixo
15 1|« Eaps = 8.80766-08; M=57
Dingfelder
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D ) Hipérbole
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Fonte: Autor



Tabela 4.11: Perfis de inversao para Fy(s), para a = 0, 5.

TF - M =21

TDW - M =50

TW - M =49

T™P - M =72

TH - M =54

~+~

Ja

frr

fTDW

Jrw

frp

fru

1074 4,9999999979 x 10~° 4,9999999979 x 1075 4,9999999979 x 10=°  4,9999999979 x 107>  4,9999999979 x 1075  4,9999999979 x 10~°
1 4,7942553860 x 10~1  4,7942553860 x 10~1  4,7942553860 x 10~1  4,7942553860 x 10~ 4,7942553860 x 10~'  4,7942553860 x 10~ "
2 8,4147098480 x 10! 8,4147098480 x 107! 8,4147098480 x 107! 8,4147098480 x 107! 8,4147098480 x 107! 8,4147098480 x 107!
3 9,9749498660 x 10! 9,9749498660 x 10! 9,9749498660 x 101 9,9749498660 x 10~*  9,9749498660 x 10! 9,9749498660 x 10!
4 9,0929742682 x 10~* 9,0929742682 x 107! 9,0929742682 x 107! 9,0929742682 x 107! 9,0929742682 x 107! 9,0929742682 x 107!
5 5,9847214410 x 10! 5,9847214410 x 10! 5,9847214410 x 10! 5,9847214410 x 10! 5,9847214410 x 10! 5,9847214410 x 10!
6 1,4112000805 x 10~ 1,4112000805 x 10~* 1,4112000805 x 10~* 1,4112000805 x 10—+ 1,4112000805 x 10—+ 1,4112000805 x 10—+
7 —3,5078322768 x 1071 —3,5078322768 x 10~t —3,5078322768 x 10~  —3,5078322768 x 10~' —3,5078322768 x 10~1 —3,5078322768 x 10!
8  —7,5680249530 x 10~  —7,5680249530 x 10~1  —7,5680249530 x 10~!  —7,5680249530 x 107! —7,5680249530 x 10~!  —7,5680249530 x 107!
9  —9,7753011766 x 10~1  —9,7753011766 x 10~*  —9,7753011766 x 10~* —9,7753011766 x 10~  —9,7753011766 x 10~* —9,7753011766 x 10~!
10 —9,5892427466 x 10~1  —9,5892427466 x 10~1  —9,5892427466 x 10~!  —9,5892427466 x 10~1  —9,5892427466 x 10~1  —9,5892427466 x 107!

Tabela 4.12: Perfil de inversao para Fy(s) para a =
TF - M =43 TDW - M =94 TW - M =94 TP - M =116 TH - M =90
t fa frr frow frw frp fru

107 1,9999999866 x 10—+ 1,9999999866 x 10~*  1,9999999869 x 10~* 1,9999999866 x 104 1,9999999866 x 104 1,9999999866 x 104
1 9,0929742682 x 10~ 9,0929742678 x 107! 9,0929742704 x 107! 9,0929742681 x 107! 9,0929742681 x 107! 9,0929742683 x 107!
2 —7,5680249530 x 10! —7,5680249542 x 10~'  —7,5680249489 x 10~1  —7,5680249532 x 10~!  —7,5680249532 x 10~1  —7,5680249529 x 107!
3 —2,7941549819 x 1071 —2,7941549851 x 1071  —2,7941549743 x 10~1  —2,7941549823 x 10! —2,7941549821 x 10~! —2,7941549820 x 10~*
4 9, 893582466 x 10~ 9,8935824646 x 10! 9,8935824726 x 10~1  9,8935824660 x 10~*  9,8935824660 x 10! 9,8935824658 x 107!
5 —5,4402111088 x 107! —5,4402111096 x 10~1  —5,4402110982 x 10~'  —5,4402111099 x 10~! —5,4402111089 x 10~! —5,4402111089 x 10~*
6  —5,3657291800 x 10! —5,3657291842 x 10~1  —5,3657291695 x 10~1  —5,3657291801 x 10~'  —5,3657291802 x 10~* —5,3657291803 x 10!
7 9,9060735569 x 107! 9,9060735625 x 107! 9,9060735682 x 107! 9,9060735557 x 107! 9,9060735567 x 107! 9,9060735568 x 107!
8  —2,8790331666 x 10~! —2,8790331673 x 10~' —2,8790331596 x 10~1 —2,8790331662 x 10~  —2,8790331667 x 10~* —2,8790331668 x 10~!
9  —7,5098724677 x 107! —7,5098724673 x 1071 —7,5098724602 x 10~1  —7,5098724674 x 1071 —7,5098724679 x 10~1  —7,5098724679 x 107!
10 9,1294525072 x 10! 9,1294525183 x 10! 9,1294525163 x 10~1  —7,5098724674 x 10~ 9,1294525079 x 10! 9,1294525062 x 10!

53



Tabela 4.13: Perfil de inversao para Fy(s), para a = 30.

TF - M =57

TDW - M =116

TW - M =94

TP - M =148

TH - M =114

t

Ja

frr

fTDW

Jrw

frp

fru

1074
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

1

2,9999955000 x 1073
1,4112000805 x 10~*
—2,7941549819 x 10!
4,1211848524 x 10~ !
5,3657291800 x 10~*
6,5028784015 x 10!
—7,5098724677 x 10!
8,3665563853 x 107!
—9,0557836200 x 107!
9,5637592840 x 10!
—9, 8803162409 x 10~*

2,9999955142 x 1073
1,4112004078 x 10~*
—2,7941543608 x 107!
4,1211844980 x 10!
—5,3657280653 x 107!
6,5028812289 x 10!
—7,5098729133 x 107!
8,3665578280 x 10!
—9,0557824820 x 10!
9,5637603600 x 10~!
—9,8803158998 x 107!

2,9999954887 x 1073
1,4112000020 x 10~ 1
—2,7941551229 x 1071
4,1211845994 x 10!
—5,3657293659 x 107!
6, 5028780867 x 10!
—7,5098728105 x 107!
8,3665560967 x 10!
—9,0557837771 x 107!
9,5637589296 x 10!
—9,8803176103 x 10!

2,9999954976 x 1073
1,4112000830 x 10~!
—2,7941549734 x 10~1
4,1211848182 x 10!
—5,3657291744 x 107!
6,5028783332 x 10~ 1
6,5028783332 x 107!
8,3665563300 x 10~
—9,0557836213 x 107!
9,5637592716 x 101
—9,8803158189 x 107!

2,9999954999 x 1073
1,4112000874 x 10—+
—2,7941549646 x 101
4,1211848612 x 10~ *
—5,3657291642 x 10~1
6,5028784152 x 10!
—7,5098724592 x 101
8,3665563980 x 10!
—9,0557836029 x 107!
9,5637592983 x 10!
—9, 8803162371 x 10~*

2,9999954991 x 1073
1,4112000815 x 107!
—2,7941549744 x 10~1
4,1211849064 x 107!
—5,3657290342 x 107!
6,5028786115 x 10!
—7,5098722059 x 101
8,3665567524 x 107!
—9,0557831924 x 10~*
9,5637597594 x 10~*
—9,8803157058 x 107!

9¢
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As Figuras 4.12-4.14 exibem graficamente o comportamento da fun¢do Fy(s) para os trés

casos analisados e sdo construidas com base nas Tabelas 4.11-4.13.

Figura 4.12: Representagao grafica dos resultados tabelados para Fy(s) com a = 0, 5.

— Analitico
s Fixo-M =21
1| o Dingfelder - M = 50
Weideman - M = 49
Parabola - M = 72
o Hipérbole - M = 54

Fonte: Autor

Figura 4.13: Representagao grafica dos resultados tabelados para Fy(s) com a = 2.

2

— Analitico

s Fixo-M =43
1| o Dingfelder - M = 94
Weideman - M = 94
Parabola- M =116
1 < Hipérbole - M =90

Fonte: Autor
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Figura 4.14: Representagao grafica dos resultados tabelados para Fy(s) com a = 30.

' —— Analitico
& Fixo-M =57
05 - Dingfelder - M = 116
N Weideman-M =115
= 0 §/ Parabola - M = 148
e o Hipérbole - M =114
-0.5
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

4.4 Inversao de Fj(s)

Fonte: Autor

Nas Tabelas 4.14-4.16, sao exibidos os valores de M, e o erro absoluto médio obtido em cada

andlise realizada na inversao de F3(s) =

s2—a
(52 + a2)?

2
e sua transformada inversa £ 1{F3(s)} =

f5(t) = tcos(at). Ja as Figuras 4.15-4.17 ilustram a evolugao do erro absoluto médio a medida

que o valor aumenta, para cada valor do parametro a.

Tabela 4.14: M, obtidos para fungao F3(s) com a = 0, 5.

Métodos M, Erro Absoluto Médio
Talbot-Fixo 23 9,504022854775347 x 10714
Talbot-DW 54 1,221776174449351 x 10~ 12

Talbot-Weideman 50  3,986227358891514 x 10~ !4
Talbot-Parabola 72 6,252840831127729 x 10~ 14
Talbot-Hipérbole 54  3,163770662945862 x 10~ '3




Figura 4.15: E, através dos Métodos de Inversao Numérica, F3(s) com a = 0,5.

20
— Fixo
15 ¢ * Egaps = 9.504e-14; M=23
Dingfelder
* Eaps = 1.2218e-12; M=54
| '~ weideman
E.bs = 3.9862e-14; M=50
Parabola
Eapbs = 6.2528e-14; M=72
Hipérbole
s . . * Egps = 3.1638e-13; M=54
0 50 1 I&O 150 200

Fonte: Autor

Tabela 4.15: M, obtidos para funcao F3(s) com a = 2.

Métodos M, Erro Absoluto Médio
Talbot-Fixo 47 2,340959539769965 x 10710
Talbot-DW 94 1,747662529355388 x 1010

Talbot-Weideman 94 4, 384463995725673 x 10~ 1!
Talbot-Parabola 124  2,756890696042712 x 10~ 1!
Talbot-Hipérbole 90  1,211416885353254 x 10719

Figura 4.16: E s através dos Métodos de Inversio Numérica F3(s) com a = 2.

20

— Fixo
151 1] % Eape =2.341e-10; M=47

10 | || Dingfelder
// « Eape = 1.7477e-10; M=94
5 L 4

2
i — Weideman
§, 0r e / 1 Eabs=4.3845e-11; M=94
= 57 x{ P W '_ Parébola
NP ) Eaps = 2.7569e-11; M=124
-10 ¢ N Hipérbole
15 . s . * Egps = 1.2114e-10; M=90
0 50 100 150 200

Fonte: Autor
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Tabela 4.16: M, obtidos para fungao F3(s) com a = 30.

Métodos M, Erro Absoluto Médio
Talbot-Fixo 61  3,878989812694146 x 10~*
Talbot-DW 128  1,598073957649533 x 10~°

Talbot-Weideman 124  1,099259094444157 x 10~10
Talbot-Pardbola 154  9,970033800181490 x 10~ 1!
Talbot-Hipérbole 112  7,690292072680696 x 10~19

Figura 4.17: E s através dos Métodos de Inversao Numérica F3(s) com a = 30.

20
— Fixo

15 |+ Eups = 3.879-09; M=61

0l || Dingfelder
3  Egps = 1.5981e-09; M=128
'@ 51 | |— Weideman
s 0 Eaps = 1.09936-10; M=124
= 5| Parabola

- Eubs = 9.976-11; M=154
-10 ¢ ‘ 1 Hipérbole
15 . . . + Egps = 7.6903e-10; M=112
0 50 100 150 200

Fonte: Autor

Os valores de M, obtidos para a fungao F3(s) sdo empregados nos cinco algoritmos para
calcular as solucoes dos perfis numéricos de cada método, bem como os perfis analiticos para
cada valor do parametro a. Esses resultados sao detalhadamente apresentados nas Tabelas

4.17-4.19. As informagoes contidas nessas tabelas sao representadas graficamente nas Figuras
4.18-4.20.



Tabela 4.17: Perfil de inversao para Fj(s), para a = 0, 5.

TF - M =23

TDW - M =54

TW - M =50

TP - M =72

TH - M =54

t

Ja

frr

fTDW

fTW

fTP

fTH

1074 9,9999999875 x 107> 9,9999999874 x 107> 9,9999999875 x 107> 9,9999999874 x 107> 9,9999999875 x 107> 9,9999999874 x 107>
1 8, 7758256189 x 107! 8, 7758256189 x 101 8, 7758256189 x 101 8, 7758256189 x 101 8, 7758256189 x 101 8, 7758256189 x 101
2 1,0806046117 x 10° 1,0806046117 x 10° 1,0806046117 x 10° 1,0806046117 x 10° 1,0806046117 x 10° 1,0806046117 x 10°
3 2,1221160500 x 10! 2,1221160500 x 10! 2,1221160500 x 10! 2,1221160500 x 10! 2,1221160500 x 10! 2,1221160500 x 10!
4 —1,6645873461 x 10° —1,6645873461 x 10° —1,6645873461 x 10° —1,6645873461 x 10° —1,6645873461 x 10° —1,6645873461 x 10°
5 —4,0057180777 x 10° —4,0057180777 x 10° —4,0057180777 x 10° —4,0057180777 x 10° —4,0057180777 x 10° —4,0057180777 x 10°
6 —5,9399549796 x 10° —5,9399549796 x 10° —5,9399549796 x 10° —5,9399549796 x 10° —5,9399549796 x 10° —5,9399549796 x 10°
7 —6,5551968110 x 10° —6,5551968110 x 10° —6,5551968110 x 10° —6,5551968110 x 10° —6,5551968110 x 10° —6,5551968110 x 10°
8 —5,2291489669 x 10° —5,2291489669 x 10° —5,2291489669 x 10° —5,2291489669 x 10° —5,2291489669 x 10° —5,2291489669 x 10°
9 —1,8971621948 x 10° —1,8971621948 x 10° —1,8971621948 x 10° —1,8971621948 x 10° —1,8971621948 x 10° —1,8971621948 x 10°
10 2,8366218546 x 10° 2,8366218546 x 10° 2, 8366218546 x 10° 2,8366218546 x 10° 2, 8366218546 x 10° 2,8366218546 x 10°

Tabela 4.18: Perfil de inversao para F3(s), para a = 2.
TF - M =47 TDW - M =94 TW - M =50 TP - M =124 TH - M =90
t fa frr frow frw frp fru

10~* 9,9999998003 x 10~° 9,9999998033 x 10~° 9,9999998012 x 10~° 9,9999997997 x 10~° 9,9999997997 x 10~° 9,9999998000 x 10~°
1 —4,1614683654 x 107! —4,1614683673 x 1071 —4,1614683643 x 1071 —4,1614683655 x 1071 —4,1614683657 x 107! —4,1614683654 x 1071
2 —1,3072872417 x 10° —1, 3072872420 x 10° —1,3072872415 x 10° —1,3072872417 x 10° —1,3072872417 x 10° —1,3072872417 x 10°
3 2, 8805108599 x 10° 2, 8805108606 x 10° 2,8805108602 x 10° 2,8805108599 x 10° 2, 8805108599 x 10° 2,8805108599 x 10°
4 —5,8200013523 x 107! —5,8200013556 x 107! —5,8200013507 x 107! —5,8200013521 x 107! —5,8200013528 x 107! —5,8200013525 x 107!
5 —4,1953576453 x 10° —4,1953576451 x 10° —4,1953576452 x 10° —4,1953576453 x 10° —4,1953576454 x 10° —4,1953576454 x 10°
6 5,0631237523 x 10° 5,0631237526 x 10° 5,0631237524 x 109 5,0631237524 x 10° 5,0631237523 x 10° 5,0631237523 x 10°
7 9,5716052745 x 107! 9,5716052773 x 107! 9,5716052743 x 107! 9,5716052752 x 107! 9,5716052742 x 107! 9,5716052747 x 107!
8 —7,6612758425 x 10° —7,6612758425 x 10° —7,6612758426 x 10° —7,6612758425 x 10° —7,6612758425 x 10° —7,6612758425 x 10°
9 5,9428503741 x 10° 5,9428503741 x 10° 5,9428503740 x 10° 5,9428503742 x 10° 5,9428503741 x 10° 5,9428503742 x 10°
10 4,0808206181 x 109 4,0808206179 x 10° 4,0808206188 x 10° 4,0808206182 x 10° 4,0808206181 x 10° 4,0808206192 x 10°

v



Tabela 4.19: Perfil de inversao para Fj(s), para a = 30.

TF - M =61

TDW - M =128

T™W - M =124

TP - M =154

TH - M =112

t

Ja

Jrr

fTDW

Jrw

frp

fru

1074
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

1

9,9999550000 x 10~°
—9,8999249660 x 102
1,9203405733 x 101
—2,7333907856 x 107!
3,3754158349 x 10~ !
—3,7984395642 x 10~ !
3,9619002494 x 10~*
—3,8341048215 x 10!
3,3934320586 x 10~ !
—2,6292492786 x 107!
1,5425144988 x 10!

9,9999550196 x 10~°
—9,8999251378 x 107!
1,9203405454 x 10~!
—2,7333906727 x 10~!
3,3754158345 x 10~ !
—3,7984395511 x 107!
3,9619002770 x 101
—3,8341047601 x 10~ !
3,3934321036 x 10~ !
—2,6292493463 x 107!
1,5425144452 x 10~*

9,9999553006 x 10~°
—9,8999247489 x 102
1,9203406048 x 10~!
—2,7333907647 x 10~*
3,3754158431 x 10~ 1
—3, 7984395680 x 101
3,9619002266 x 10~!
—3,8341048385 x 107!
3,3934320397 x 10~ !
—2,6292492940 x 107!
1,5425144834 x 107!

9,9999550144 x 10~°
—9, 8999249558 x 102
1,9203405748 x 10~ !
—2,7333907854 x 10~!
3,3754158356 x 10+
—3,7984395619 x 107!
3,9619002519 x 101
—3,8341048210 x 10~ !
3,3934320570 x 10~*
—2,6292492790 x 107!
1,5425144977 x 101

9,9999549893 x 10~°
—9, 8999249755 x 1072
1,9203405721 x 107!
—2,7333907865 x 10~*
3,3754158346 x 10~ !
—3, 7984395640 x 101
3,9619002501 x 10!
—3,8341048207 x 10~ 1
3,3934320597 x 101
—2,6292492770 x 107!
1,5425144955 x 107!

9,9999550637 x 10~°
—9, 8999249061 x 1072
1,9203405818 x 10~ !
—2,7333907783 x 107!
3,3754158373 x 107!
—3,7984395674 x 107!
3,9619002410 x 10~ !
—3,8341048332 x 107!
3,3934320453 x 10~ !
—2,6292492920 x 107!
1,5425145091 x 107!

47
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Figura 4.18: Representagao grafica dos resultados tabelados para F3(s) com a = 0, 5.

| — Analitico

o Fixo-M =23

o Dingfelder - M = 54

- Weideman - M =50
Parabola - M = 124

o Hipérbole - M =90

Fonte: Autor

Figura 4.19: Representagao gréfica dos resultados tabelados para Fs(s) com a = 2.

— Analitico
Y 4 Fixo- M =47
o Dingfelder - M =94
- Weideman - M = 94
Parabola - M = 124
o Hipérbole - M =90

0 2 4 6 8 10

Fonte: Autor
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Figura 4.20: Representagao grafica dos resultados tabelados para F3(s) com a = 30.

| ' ' — Analitico
» Fixo- M = 61
0.2 1| o Dingfelder - M =128
Weideman - M = 124
= on | Parabola - M = 154
- §\ o Hipérbole - M =112
&
-0.2 + 1
) &
. . 7y . s
0 0.2 0.4 ; 0.6 0.8 1

4.5 Inversao de Fj(s)

Fonte: Autor

A Tabela 4.20 apresenta os valores de M, que resultam no melhor ajuste entre o perfil

numérico e analitico da fungao Fy(s) =

s+ 1)2

(

e sua transformada inversa L7 '{Fy(s)} =

f4(t) = te~t. Ademais, ela exibe os erros absolutos médios obtidos para cada um dos algoritmos,

os quais podem ser visualizados graficamente na Figura 4.21.

Tabela 4.20: M, obtidos para funcao Fy(s).

Métodos M, Erro Absoluto Médio
Talbot-Fixo 21 1,566579982056893 x 10~14
Talbot-DW 40  6,742732581500537 x 10712

Talbot-Weideman 36 6,182071505595415 x 10~16
Talbot-Parabola 36  3,733339296640740 x 10716
Talbot-Hipérbole 32  4,214028954147651 x 10~
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Figura 4.21: Eg, através dos Métodos de Inversao Numérica para Fy(s).

20
: — Fixo
mwv * Eaps = 1.56668-14; M=21
10 f s 1 Dingfelder
20 30 40 _
’g * Egps = 6.7427e-15; M=40
'@ | |— Weideman
o N _
5 Eaps = 6.1821e-16; M=36
8 B Mr”\fWW abs’
Y Parabola
, \WV i _
\ SR Eaps = 3.7333e-16; M=36
& Hipérbole
-20 . . L * Eabs =4.214e-15; M=32
0 50 100 150 200

M
Fonte: Autor

Ressalta-se que a Figura 4.22 esboga graficamente as solucoes apresentadas na Tabela 4.21.

Figura 4.22: Representagao grafica dos resultados tabelados para Fjy(s).

— Analitico
03t 1 2 Fixo-M=21
> Dingfelder - M = 40
Weideman - M = 36
€O.2 - i Parabola - M = 36
- - Hipérbole - M = 22
0.1t i
0 2 4 6 8 10

Fonte: Autor



Tabela 4.21: Perfil de inversao para Fy(s).

TF - M =21

TDW - M =40

TW - M = 36

TP - M =36

TH - M = 32

t

Ja

frr

frow

Jrw

fTP

fTH

10~4

© 0 3 & O = W NN

—
o

9,9990000499 x 107>
3,6787944117 x 10!
2,7067056647 x 107!
1,4936120510 x 10~!
7,3262555554 x 102
3,3689734995 x 1072
1,4872513059 x 10~2
6,3831737588 x 1073
2,6837010232 x 103
1,1106882367 x 10~3
4,5399929762 x 10~*

9,9990000499 x 107>
3,6787944117 x 10!
2, 7067056647 x 107!
1,4936120510 x 10~!
7,3262555554 x 102
3,3689734995 x 1072
1,4872513059 x 1072
6,3831737588 x 1073
2,6837010231 x 10~3
1,1106882367 x 103
4,5399929761 x 10~*

9,9990000499 x 107>
3,6787944117 x 10!
2, 7067056647 x 107!
1,4936120510 x 10~!
7,3262555554 x 102
3,3689734995 x 1072
1,4872513059 x 1072
6,3831737588 x 1073
2,6837010232 x 10~3
1,1106882367 x 103
4,5399929760 x 10~*

9,9990000499 x 10~°
3,6787944117 x 107!
2, 7067056647 x 107!
1,4936120510 x 107!
7,3262555554 x 102
3,3689734995 x 1072
1,4872513059 x 102
6,3831737588 x 1073
2,6837010232 x 10~3
1,1106882367 x 1073
4,5399929762 x 104

9,9990000499 x 10~°
3,6787944117 x 10!
2, 7067056647 x 107!
1,4936120510 x 10!
7,3262555554 x 1072
3,3689734995 x 1072
1,4872513059 x 1072
6,3831737588 x 1073
2,6837010232 x 10~3
1,1106882367 x 1073
4,5399929762 x 104

9,9990000499 x 10~°
3,6787944117 x 107!
2, 7067056647 x 107!
1,4936120510 x 10!
7,3262555554 x 1072
3, 3689734995 x 102
1,4872513060 x 10~2
6,3831737588 x 103
2,6837010232 x 10~3
1,1106882367 x 1073
4,5399929762 x 104

97
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4.6 Inversao de Fj(s)

Os dados contidos nas Tabelas 4.22-4.24 apresentam o erro absoluto médio de acordo com

o M, encontrado para cada andlise realizada na funcao Fj(s) = e ®V® e sua transformada

inversa L~ F5(s)} = f5(t) = 2—\/@6

erro absoluto médio a medida que o valor M aumenta. Ainda as Tabelas 4.25-4.27 mostram as

~b*/4t  J4 as Figuras 4.23-4.25 mostram a evolucdo do

solucoes para a Transformada Inversa Analitica e para as Transformadas Inversas Numéricas

adquiridas em cada situagao estudada a partir da implementacao dos algoritmos estudados.

Tabela 4.22: M, obtidos para fungao F5(s) com b = 0, 5.

Métodos M, Erro Absoluto Médio
Talbot-Fixo 21  1,655607469301530 x 10~13
Talbot-DW 24 2,135323391911273 x 1015

Talbot-Weideman 22 1,084596427820954 x 1015
Talbot-Parabola 42  1,024985021101023 x 10~1°
Talbot-Hipérbole 32  4,776561091102138 x 10~'°

Figura 4.23: E;, através dos Métodos de Inversao Numérica Fi(s) com b = 0, 5.

20 T T T :
x{/v/ — / flf|xo
157 A 1|+ Eaps = 1.65566-13; M=21
4 *

10 | A . . | |— Dingfelder
— 20 30 40 _
2 * Eaps = 2.1353e-15; M=24
'@ St vd | |~ Weideman
§, 0 Eape = 1.08466-15; M=22
A Parabola

\ Eaps = 1.025e-15; M=42
-10 ¢ — Hipérbole
45 S , . « Eape = 4.77666-15; M=32
0 50 100 150 200

Fonte: Autor

Tabela 4.23: M, obtidos para fungao F5(s) com b = 2.

Métodos M, Erro Absoluto Médio
Talbot-Fixo 21  5,324970262712079 x 10~
Talbot-DW 24  3,186761460701884 x 1016

Talbot-Weideman 17  8,705157806719977 x 10~17
Talbot-Parabola 30  8,831319514063745 x 10~17
Talbot-Hipérbole 24  1,579229171675613 x 1013




Figura 4.24: E s através dos Métodos de Inversdo Numérica F 5(s) com b = 2.

20
— Fixo
* Eaps = 5.325e-15; M=21

10 r Dingfelder
2 « Egaps = 3.1868e-16; M=24
'QJ/: oLl 11— YVeideman
S \ Eaps = 8.7052e-17; M=17
= \ Parébola

107 E s = 8.8313e-17; M=30

Hipérbole
-20 . . s * Eaps = 1.5792e-15; M=24
0 50 100 150 200

Fonte: Autor

Tabela 4.24: M, obtidos para fungao F5(s) com b = 5.

Métodos M, Erro Absoluto Médio
Talbot-Fixo 21  1,962997315201937 x 10~16
Talbot-DW 24 2,623431257778026 x 1017

Talbot-Weideman 20 1,013236212104635 x 10~17
Talbot-Pardbola 30 1,170938346284345 x 1017
Talbot-Hipérbole 30  5,350044902046653 x 10~17

Figura 4.25: E,, através dos Métodos de Inversao Numérica F5(s) com b= 5.

15

— | | — Fixo
o [N A

A * Egps = 1.963e-16; M=21
5 | 20 3 40 ffﬂ | | Dingfelder
* Egaps = 2.6234e-17; M=24
| '— weideman
Eaps = 1.0132e-17; M=20
Parabola
Eaps = 1.1709e-17; M=30
Hipérbole
* Eaps = 5.35€-17; M=30

0 50 100 150 200

Fonte: Autor
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Tabela 4.25: Perfil de inversao para Fs(s), para b = 0, 5.

TF - M =21

TDW - M =24

TW - M =22

TP - M =42

TH - M = 32

Ja

frr

frow

Jrw

fTP

fTH

10~4

© 0 N & O = W NN

—
o

0
1,3250176617 x 10—+
4, 8333514600 x 102
2,6584921883 x 102
1,7357582337 x 1072
1,2458948332 x 1072
9,4976092061 x 103
7,5481475831 x 1073
6, 1849638585 x 1073
5, 1878256759 x 103
4, 4325202852 x 1073

0
1,3250176617 x 10—+
4,8333514600 x 1072
2,6584921883 x 1072
1, 7357582337 x 1072
1,2458948332 x 1072
9,4976092059 x 103
7,5481475829 x 103
6,1849638584 x 1073
5, 1878256758 x 103
4,4325202852 x 1073

0
1,3250176617 x 10—+
4,8333514600 x 1072
2,6584921883 x 1072
1,7357582337 x 1072
1,2458948332 x 1072
9,4976092061 x 103
7,5481475831 x 10~3
6, 1849638585 x 1073
5,1878256759 x 10~3
4, 4325202852 x 1073

0
1,3250176617 x 101
4, 8333514600 x 1072
2,6584921883 x 1072
1,7357582337 x 1072
1,2458948332 x 1072
9,4976092061 x 103
7,5481475831 x 1073
6, 1849638585 x 1073
5, 1878256759 x 103
4, 4325202852 x 1073

0
1,3250176617 x 107!
4, 8333514600 x 1072
2,6584921883 x 1072
1,7357582337 x 1072
1,2458948332 x 1072
9,4976092061 x 103
7,5481475831 x 1073
6, 1849638585 x 1073
5, 1878256759 x 1073
4,4325202852 x 103

0
1,3250176617 x 107!
4, 8333514600 x 1072
2,6584921883 x 102
1,7357582337 x 1072
1,2458948332 x 1072
9,4976092061 x 10~3
7,5481475831 x 1073
6, 1849638585 x 1073
5, 1878256759 x 1073
4,4325202852 x 1073

6¥



Tabela 4.26: Perfil de inversao para F5(s) para b = 2.

TF - M =21

TDW - M =24

T™W - M =17

TP - M =30

TH - M =24

Ja

frr

frow

Jrw

fTP

fTH

10~4

© 0 N & O = W NN

—
o

0
2,0755374871 x 10!
1,2098536225 x 10+
7,7799777378 x 1072
5,4923911183 x 1072
4,1315323797 x 102
3, 2494942620 x 102
2,6408025749 x 1072
2,2004082922 x 102
1,8698482277 x 102
1,6143422587 x 102

0
2,0755374871 x 107!
1,2098536225 x 10+
7,7799777378 x 1072
5,4923911183 x 102
4,1315323797 x 10~ 2
3, 2494942620 x 102
2,6408025749 x 102
2,2004082922 x 102
1,8698482277 x 102
1,6143422587 x 102

0
2,0755374871 x 107!
1,2098536225 x 10+
7,7799777378 x 1072
5,4923911183 x 1072
4,1315323797 x 102
3, 2494942620 x 102
2,6408025749 x 102
2,2004082922 x 102
1,8698482277 x 102
1,6143422587 x 102

0
2,0755374871 x 107!
1,2098536225 x 10+
7,7799777378 x 1072
5,4923911183 x 102
4,1315323797 x 1072
3, 2494942620 x 10~2
2,6408025749 x 102
2,2004082922 x 102
1,8698482277 x 102
1,6143422587 x 102

0
2,0755374871 x 107!
1,2098536225 x 101
7,7799777378 x 1072
5,4923911183 x 102
4,1315323797 x 1072
3, 2494942620 x 102
2,6408025749 x 102
2,2004082922 x 102
1,8698482277 x 102
1,6143422587 x 1072

0
2,0755374871 x 107!
1,2098536225 x 101
7,7799777378 x 1072
5,4923911183 x 102
4,1315323797 x 1072
3,2494942620 x 102
2,6408025749 x 1072
2,2004082922 x 102
1,8698482277 x 102
1,6143422587 x 1072

09



Tabela 4.27: Perfil de inversao para Fj(s), para b = 5.

TF - M =21

TDW - M =24

TW - M =20

TP - M =30

TH - M =30

~

Ja

frr

frow

Jrw

fTP

fTH

—
@oo\lcankoow.aol
I

—
o

0
2, 7228552879 x 1073
2,1910375616 x 102
3,3798935286 x 102
3,6956425382 x 1072
3,6144478533 x 1072
3, 3864768525 x 102
3,1185670220 x 102
2,8538919592 x 102
2,6086025708 x 102
2,3874320576 x 102

0
2, 7228552879 x 1073
2,1910375616 x 102
3,3798935286 x 1072
3,6956425382 x 1072
3,6144478533 x 1072
3,3864768525 x 102
3,1185670220 x 102
2,8538919592 x 102
2,6086025708 x 102
2,3874320576 x 102

0
2, 7228552879 x 1073
2,1910375616 x 102
3,3798935286 x 1072
3,6956425382 x 1072
3,6144478533 x 1072
3,3864768525 x 102
3,1185670220 x 102
2,8538919592 x 102
2,6086025708 x 102
2,3874320576 x 102

0
2, 7228552879 x 1073
2,1910375616 x 102
3,3798935286 x 1072
3,6956425382 x 1072
3,6144478533 x 1072
3,3864768525 x 102
3,1185670220 x 102
2,8538919592 x 102
2,6086025708 x 102
2, 3874320576 x 102

0
2, 7228552879 x 1073
2,1910375616 x 102
3,3798935286 x 1072
3,6956425382 x 1072
3,6144478533 x 1072
3,3864768525 x 102
3,1185670220 x 102
2,8538919592 x 102
2,6086025708 x 102
2,3874320576 x 102

0
2, 7228552879 x 1073
2,1910375616 x 102
3,3798935286 x 102
3,6956425382 x 102
3,6144478533 x 1072
3, 3864768525 x 102
3, 1185670220 x 102
2,8538919592 x 102
2,6086025708 x 102
2,3874320576 x 102

16
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As Figuras 4.26-4.28 representam graficamente os resultados apresentados nas Tabelas 4.25-
4.27. Além disso, observa-se que a inversao de F5(s) nao necessitou de uma mudanga de intervalo

no vetor t, ao contrario do que ocorreu com as fungoes Fi(s), Fa(s) e F3(s).

Figura 4.26: Representagao grafica dos resultados tabelados para Fj(s) com b= 0,5.

012 — Analitico
s Fixo-M =21
0.1 » Dingfelder - M = 24
0.08 Weideman - M = 22
= Parabola - M = 42
*= 0.06 > Hipérbole - M = 32

0.04

0.02

Fonte: Autor

Figura 4.27: Representagao grafica dos resultados tabelados para F5(s) com b = 2.

— Analitico
s Fixo-M =21
1| o Dingfelder - M = 24
Weideman - M = 17
Parabola - M = 30
o Hipérbole - M = 24

4 6 8 10

Fonte: Autor
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Figura 4.28: Representagao grafica dos resultados tabelados para F5(s) com b = 5.

T By | — Analitico
0.03 r \ﬁ\@ || » Fixo-M=21
\& o Dingfelder - M = 24
, A Weideman - M = 20
=002 | 1 Parabola- M =30
- > Hipérbole - M = 30
0.01 t .
o ' ' '
0 2 4 6 8 10

Fonte: Autor

4.7 Inversao de Fj(s)

A Tabela 4.28 apresenta o M, e o erro absoluto médio obtidos durante a anélise da fungao
1
Fs(s) = — n(s) e sua inversa L {Fs(s)} = f6(t) = In(t) + . As solugoes do perfil analitico
S

fa(t) e dos perfis numéricos fg(t) obtidas pelos cinco algoritmos estao apresentadas na Tabela

4.29. Estas solugoes foram determinadas com base no valor de M, calculado para cada método
implementado. A Figura 4.30 apresenta uma comparacao grafica entre os perfis obtidos para

cada algoritmo, enquanto a Figura 4.29 exibe os gréficos do erro absoluto médio para Fi(s).

Tabela 4.28: M, obtidos para fungao Fg(s).

Métodos M, Erro Absoluto Médio
Talbot-Fixo 50 5,882535059065219 x 108
Talbot-DW 14 3,363852943668891 x 108

Talbot-Weideman 10  3,886964419017793 x 10~8
Talbot-Parabola 18 3,768269047304591 x 10~8
Talbot-Hipérbole 96 5,017972190294015 x 10~8




Figura 4.29: F, através dos Métodos de Inversao Numérica Fg(s).

20
— Fixo
15 | + Eope = 5.8825e-08; M=50
Dingfelder
10 © Eupe = 3.3639¢-08; M=14
5 | | |— Weideman
E s = 3.887-08; M=10
0 Parabola
E.bs = 3.7683¢-08; M=18
S Hipérbole
10 . . + Eops = 5.018e-08; M=96
0 50 100 150 200

Fonte: Autor

Figura 4.30: Representagao grafica dos resultados tabelados para Fg(s).

| |— Analitico

s Fixo-M =50

1| o Dingfelder - M =14
Weideman - M =10
Parabola - M = 18

o Hipérbole - M = 96

Fonte: Autor
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Tabela 4.29: Perfil de inversao para Fg(s).

TF - M =50

TDW - M =14

T™W - M =10

TP - M =18

TH - M =96

t

Ja

frr

frow

frw

frp

fru

1074

© 0 N OOt W N

—_
o

—8,6331247719 x 10°

5, 7721560000 x 101

1,2703627805 x 10°
1, 6758278886 x 10°
1,9635099611 x 10°
2,1866535124 x 10°
2,3689750692 x 109
2,5231257490 x 10°
2,6566571416 x 109
2, 7744401773 x 10°
2, 8798006929 x 10°

-8, 6331245838 x 10°

5,7721563279 x 107!

1,2703628152 x 10°
1,6758279601 x 10°
1,9635100081 x 10°
2,1866535234 x 10°
2,3689751346 x 10°
2,5231257941 x 10°
2,6566571936 x 10°
2, 7744402388 x 10°
2, 8798007309 x 10°

—8,6331246784 x 10°

5,7721558941 x 10~*

1,2703627621 x 10°
1, 6758278656 x 10°
1,9635099348 x 10°
2,1866534836 x 10°
2,3689750383 x 10°
2,5231257164 x 10°
2,6566571075 x 10°
2, 7744401419 x 10°
2, 8798006563 x 10°

—8,633124685485841 x 10°
5, 772155828833573 x 10~ 1
1,270362755646100 x 10°
1,675827859193194 x 10°
1, 963509928408843 x 10°
2,186653477212914 x 10°
2,368975031955936 x 10°
2,523125710049156 x 10°
2,656657101171586 x 10°
2, 774440135503029 x 10°
2, 879800649975656 x 10°

—8,6331246626 x 10°

5,7721558919 x 10~*

1,2703627607 x 10°
1,6758278635 x 10°
1,9635099322 x 10°
2,1866534806 x 10°
2,3689750350 x 10°
2,5231257128 x 10°
2,6566571037 x 10°
2, 7744401378 x 10°
2,8798006521 x 10°

—8,6331248217 x 10°

5, 7721563625 x 107!

1,2703628234 x 10°
1,6758279352 x 10°
1,9635100101 x 10°
2,1866535636 x 10°
2,3689751221 x 10°
2,5231258031 x 109
2,6566571969 x 10°
2, 7744402338 x 10°
2, 8798007504 x 10°

qq



4.8 Inversao de F%(s)

1
A fungao Fr(s) = In (1 + —) e sua transformada inversa L~ F:(s)} = f:(t) =
s

possuem caracteristicas semelhantes as de Fy(s) e Fy(s). Na Tabela 4.30, sdo apresentados os
erros absolutos médios e os valores de M, e a Figura 4.31 exibe estes resultados graficamente.

A Tabela 4.31 mostra os perfis numéricos de cada método e o perfil analitico de acordo com os

valores de M, encontrados.

abs)

L

log1o(

Tabela 4.30: M, obtidos para fungao Fr(s).

Métodos M, Erro Absoluto Médio
Talbot-Fixo 17 1,343054834013202 x 10~ 1!
Talbot-DW 22 7,373151453173728 x 10713

Talbot-Weideman 16  3,945076588639618 x 10~
Talbot-Parabola 30  3,479060474053209 x 10713
Talbot-Hipérbole 24  2,995840949053404 x 1012

Figura 4.31: Eg, através dos Métodos de Inversao Numérica Fy(s).

30
D i — Fixo
20 | &ﬂi " © Eup = 1.3431e-11; M=17
/Jw A Dingfelder
10l ‘ e  Egape = 7.37326-13; M=22
— Weideman
ol E.bs = 3.9451e-14; M=16
\ Parébola
10t %% -+ Ebs': 3.4791e-13; M=30
ipérbole
20 . . + Egaps = 2.99586-12; M=24
0 50 100 150 200

Fonte: Autor




Tabela 4.31: Perfil de inversao para Fr(s).

TF - M =17

TDW - M =22

TW - M =16

TP - M =30

TH - M =24

t

Ja

frr

frow

Jrw

fTP

fTH

10~4

© 0 3 & O = W NN

—
o

9,9995000166 x 107!
6,3212055882 x 10~1
4,3233235838 x 107!
3,1673764387 x 107!
2,4542109027 x 101
1,9865241060 x 10~*
1,6625354130 x 107!
1,4272687400 x 10~}
1,2495806717 x 10~*
1,1109739891 x 10—+
9,9995460007 x 1072

9,9995000154 x 107!
6,3212055882 x 101
4,3233235837 x 107!
3,1673764387 x 107!
2,4542109027 x 10!
1,9865241059 x 10~*
1,6625354130 x 107!
1,4272687400 x 107!
1,2495806716 x 10"
1,1109739890 x 10—+
9,9995460003 x 102

9,9995000165 x 107!
6,3212055882 x 107!
4,3233235838 x 107!
3,1673764387 x 107!
2,4542109027 x 10~*
1,9865241060 x 107!
1,6625354130 x 10!
1,4272687400 x 10!
1,2495806717 x 10~!
1,1109739891 x 10!
9,9995460007 x 1072

9,9995000166 x 107!
6,3212055882 x 107!
4,3233235838 x 107!
3,1673764387 x 107!
2,4542109027 x 10~*
1,9865241060 x 10!
1,6625354130 x 10!
1,4272687400 x 10!
1, 2495806717 x 10!
1,1109739891 x 10!
9,9995460007 x 102

9,9995000167 x 107!
6,3212055882 x 107!
4,3233235838 x 107!
3,1673764387 x 107!
2,4542109027 x 10~1
1,9865241060 x 10!
1,6625354130 x 10!
1,4272687400 x 10!
1, 2495806717 x 10~!
1,1109739891 x 10!
9,9995460007 x 102

9,9995000169 x 107!
6,3212055882 x 107!
4,3233235838 x 107!
3,1673764387 x 107!
2,4542109027 x 1071
1,9865241060 x 10!
1,6625354130 x 10!
1,4272687400 x 10!
1, 2495806717 x 10~!
1,1109739891 x 10!
9,9995460007 x 102

LS
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A Figura 4.32 apresenta a comparacao e o comportamento das Transformadas Inversas
Numéricas em relacao a Transformada Inversa Analitica para os métodos de inversao numérica

analisados.

Figura 4.32: Representagao gréfica dos resultados tabelados para Fr(s).

— Analitico

s Fixo-M=17

> Dingfelder - M = 22
, Weideman - M = 16
=06 1 Parabola- M =30

Hipérbole - M = 24
04 r \ ]

<&

Fonte: Autor

4.9 Analise Geral dos Resultados das Funcoes Testes

Nessa etapa, utilizou-se um conjunto de fungdes elementares (Tabela 4.1) para avaliar
o desempenho dos métodos numéricos Talbot-Fixo, Talbot-DW, Talbot-Weideman, Talbot-
Parabola e Talbot-Hipérbole. Durante o processo, o erro absoluto médio foi empregado para
determinar o valor de M, (ou M étimo), conforme calculado pela Eq. (4.1). Essa métrica
indica os perfis numéricos que melhor se ajustam aos analiticos, levando em consideracao os
diferentes valores dos parametros a e b testados nas fungoes. No método Talbot-DW, os valores
de o, p, v e o foram adotados com base nas referéncias bibliograficas de Weideman (2006) e
Dingfelder e Weideman (2014). Todos esses dados estdo apresentados nas Tabelas 4.2-4.31 e
podem ser visualizados graficamente nas Figuras 4.3-4.32.

No decorrer da analise de desempenho dos métodos numéricos implementados para o calculo
da Transformada Inversa, as observacoes realizadas permitem fazer algumas recomendagoes:

i) o algoritmo Talbot-Fixo é de facil implementacao e rapida execugao, especialmente por
nao depender de esquemas iterativos. Porém, o método Talbot-DW possui algumas restrigoes
devido a presenga das fungoes cot () e csc?(f) na aproximacao das Eq. (3.20) e (3.22), obrigando
a utilizacao apenas de M pares;

ii) para determinar o M &timo (M,) em cada fungao analisada, realizou-se uma busca
no intervalo de 1 < M < 200 para todos métodos estudados. Para o método Talbot-DW,
o intervalo foi de 2 < M < 200, somente para valores pares, pelas restricoes previamente

mencionadas;
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iii) os métodos de aproximagcao de Talbot apresentam diferentes faixas de valores ideais para
seus parametros, influenciando diretamente na qualidade dos resultados obtidos. O método
Talbot-Weideman demonstra melhor desempenho quando o parametro M esta situado entre
20 < M < 49. Por sua vez, o método Talbot-Parabola alcanca melhores resultados quando
pertence a faixa de 36 < M < 72. Ja o método Talbot-Hipérbole revela sua eficicia com
valores dentro do intervalo 24 < M < 54. Um destaque ¢ para o método de Talbot-Fixo, cujos
melhores resultados surgem quando o parametro livre M se mantém na faixa de 20 < M < 30.
Essa limitacao indica que valores extremamente grandes ou pequenos de M nao proporcionam
uma boa aproximacao de f,(t) em relagao a f,(¢).

iv) a fungdo Fi(s) demonstra uma estabilidade na ordem dos erros absolutos médio nos
métodos numéricos Talbot-Fixo, Talbot-DW e Talbot-Hipérbole. Por outro lado, nos algoritmos
de Talbot-Weideman e Talbot-Parabola, ha uma variagao na ordem dos erros. Durante os testes,
constatou-se que Talbot-Fixo, Talbot-DW e Talbot-Hipérbole apresentaram uma ordem de
precisao na faixa de 107'* a 10715, enquanto que Talbot-Weideman e Talbot-Parabola exibiram
uma variacao na precisao a medida que o valor do parametro b aumenta. Além disso, nota-se
que, os valores de M, para TF, TDW e TW, permaneceram entre 20 < M, < 24, enquanto para
TP e TH, os valores ultrapassaram esse intervalo, situando-se entre 32 < M, < 36. Ainda,
observa-se que, para todos os valores atribuidos para b, o algoritmo Talbot-Parabola exigiu
mais termos do somatorio em comparacao aos demais métodos numéricos;

v) no intuito de uma melhor observacao grafica das fungoes Fi(s), Fy(s) e F3(s) quando
a = 30 e b = 30, foi necessério redefinir o intervalo de ¢ para a faixa 107* <t < 1;

vi) nota-se, em relagao a fungao Fy(s), que tanto os métodos Talbot-Fixo quanto Talbot-DW
exibem erros absolutos médios de ordem semelhante. Independentemente do valor atribuido
ao parametro a, os erros permaneceram na faixa de 107'* a 1078, Esse padrao também se
aplica aos algoritmos Talbot-Weideman e Talbot-Parabola, porém com os erros variando na
faixa entre 10714 e 107°. E para o método Talbot-Hipérbole os erros se mantiveram entre
10713 e 1078, Além disso, em todos os algoritmos, tanto Fs quanto os valores dos M 6timos
aumentaram a medida que os valores de a cresceram. Vale ressaltar que os valores dos M,
para Talbot-DW, Talbot-Weideman, Talbot-Parabola e Talbot-Hipérbole foram maiores que
os obtidos por Talbot-Fixo, muitas vezes mais que o dobro. Portanto, neste caso, o método
TF surge como escolha preferivel para a fungao Fy(s). A fungdo F3(s) também manifesta
uma natureza oscilatéria. Assim como observado em Fy(s), F3(s) apresenta duas situagoes
semelhantes. Nos cinco métodos numéricos testados, tanto o erro absoluto médio quanto os
valores dos M 6timos cresceram a medida que o valor do parametro a aumenta. Por outro lado,
nota-se que alguns métodos numéricos obtiveram a mesma ordem de erro quando analisados
para o mesmo valor de a;

vii) durante as andlises conduzidas na fungao Fjs(s), foi observado que, independentemente
do valor atribuido ao parametro b, os métodos Talbot-Fixo e Talbot-DW mantiveram os mesmos
valores para os M 6timos. Ainda, os métodos Talbot-Weideman e Talbot-Parabola exibiram

erros absolutos médios de mesma ordem. E importante ressaltar que todos os algoritmos



60

demonstraram uma diminuicao progressiva na ordem dos (Eabs) a medida que o valor de b
aumentava e que os valores de M, adquiridos em cada método nao diferirem significativamente.
Assim, para fungoes dessa natureza o método Talbot-Weideman parece o ser mais adequado;

viii) na fungao F;(s), nao foi necessario fazer modifica¢oes no intervalo do vetor ¢. Isso se
deve aos valores atribuidos ao parametro b, os quais nao afetam a escala e o comportamento
grafico da funcao;

ix) as fungoes Fy(s), Fs(s) e Fr(s) ndo possuem parametros de influéncia,

x) na fungao Fy(s) o método numérico Talbot-Pardbola apresentam o menor erro absoluto
médio. No entanto, seu valor de M, é um dos maiores entre os algoritmos. Em contrapartida,
o método Talbot-Fixo demonstra um M étimo igual a 21, acompanhado de um E;, na ordem
de 107

xi) no caso da funcao Fg(s), foi observado que todos os métodos alcangaram a mesma
ordem de erro, ou seja, erros da ordem de 1078 e que apenas os algoritmos Talbot-DW, Talbot-
Weideman e Talbot-Parabola apresentaram um valor de M, inferior a 20. No entanto, o Talbot-
Weideman demonstrou ser mais eficiente, exigindo menos termos no somatério para alcangar o
resultado desejado. Portanto, neste cenéario, o método Talbot-Weideman é preferivel em relacao
aos demais algoritmos;

xii) ja na fungdo Fx(s), destaca-se que o Talbot-Fixo e o Talbot-Weideman foram os que
alcangaram um valor de M 6timo abaixo de 20. Além disso, Talbot-DW e Talbot-Parabola
atingiram a mesma ordem de erro absoluto médio, ou seja, 1072, Entre os métodos, o Talbot-
Weideman foi o que mostrou melhor desempenho durantes os testes realizados na funcgao, apre-
sentando o menor valor dos erros absolutos médio e dos M, entre todos os métodos numéricos
testados;

xiii) o Talbot-Weideman é o algoritmo preferivel para fungoes da classe de Fg(s) e Fr(s);

xiv) entre todas as fungoes, Fi(s), Fy(s), F5(s) e Fg(s) s@o as que convergem utilizando

menores valores de M,.
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5 CIRCUITOS ELETRICOS

A energia elétrica estd entre os maiores avancos tecnoldgicos, permitindo um progresso
significativo em varias areas. Diversos cientistas desempenharam contribui¢oes fundamentais no
desenvolvimento do conhecimento sobre eletricidade. Charles Augustin de Coulomb formulou
a Lei de Coulomb, que descreve a forga entre duas cargas elétricas (Coulomb, 1785). Benjamin
Franklin demonstrou a natureza elétrica dos raios através de seu famoso experimento com a
pipa (Franklin, 1752). Nikola Tesla contribuiu significativamente para o desenvolvimento da
corrente alternada (CA), essencial para a transmissao eficiente de eletricidade (Tesla, 1887).
Essas descobertas nao apenas expandiram o entendimento sobre eletricidade, mas também
possibilitaram o desenvolvimento e a implementagao de circuitos elétricos, essenciais para a
tecnologia atual. A Lei de Coulomb e os experimentos de Franklin ajudaram a estabelecer
principios fundamentais para a eletricidade (Jackson, 2021), enquanto que as contribuigbes de
Tesla tornaram possivel a criacao de redes elétricas que alimentam a vasta gama de dispositivos
e sistemas utilizados no cotidiano (O’Neill, 2007).

Os circuitos elétricos (CE) constituem a base fundamental de todos os sistemas eletronicos
e elétricos que permeiam o cotidiano, abrangendo desde dispositivos elementares, como lanter-
nas, até computadores sofisticados. Conforme discutido por Alexander e Sadiku (2013), uma
definicao béasica para circuitos elétricos é a interconexao de elementos elétricos, concebida para
promover a transmissao de energia ou comunicacao entre distintos pontos. Estes circuitos,
por sua vez, podem variar de simples a complexos dependo dos componentes utilizados. De
acordo com Machado (2004) eles podem ser estudados por meio de equagoes diferencias de pri-
meira e segunda ordem, e sao constituidos por resistores, capacitores, indutores, entre outros
componentes. A anédlise de circuitos, segundo Hayt Jr et al. (2014), envolve a aplicagao de
técnicas matematicas e principios fisicos para determinar caracteristicas como corrente, tensao,
poténcia e impedancia em diferentes pontos do circuito. Alguns destes elementos serdo apre-
sentados nesta segao tendo como referéncia Alexander e Sadiku (2013).

A forca eletromotriz (fem) é responsédvel por criar uma diferenga de potencial ou tensdo,
que por sua vez impulsiona o fluxo de corrente elétrica, movendo cargas ao longo do circuito.
Essa corrente pode ser de dois tipos: continua ou alternada. A Corrente Continua (CC) é
produzida por uma fonte de energia que mantém uma tensao constante ao longo do tempo,
como uma bateria. Por outro lado, a Corrente Alternada (CA) é gerada por uma fonte que
varia periodicamente sua polaridade ao longo do tempo, seguindo uma forma de onda senoidal.

Contudo, hd materiais que apresentam uma resisténcia ao fluxo de corrente elétrica, resul-
tando na dissipacao de energia na forma de calor, um fenomeno conhecido como efeito Joule.
Essa capacidade de resistir a corrente elétrica é denominada resisténcia, e o componente elétrico
que a exibe é chamado de resistor, o qual limita a quantidade de corrente no circuito. A Lei
de Ohm estabelece que a tensao v(t) aplicada a um resistor é diretamente proporcional & cor-

rente i(t) que flui através dele, sendo a constante de proporgao conhecida por resisténcia R e
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representa a capacidade de resistir ao fluxo de corrente elétrica. Ela é medida em ohms ().

Matematicamente

u(t) = Ri(t). (5.1)

O capacitor possui a fungao de armazenar energia em seu campo elétrico, pois ele é formado
por duas placas condutoras separadas por um isolante. Quando ligado a uma fonte de tensao, o
capacitor inicia um processo de acumulacao de cargas positivas em uma placa e cargas negativas
na outra, gerando uma diferenca de potencial entre elas. A quantidade de carga acumulada

q(t) é proporcional a tensao v(t) de modo que

q(t) = Co(t), (5.2)

onde C, a constante de proporcionalidade, é conhecida como a capacitancia do capacitor, e sua
medida ¢é o farads (F).

Tendo em vista que a corrente elétrica i(t) é a taxa de variagdo da carga ¢(t) em funcdo do
tempo t, é possivel derivar a Eq. (5.2) para estabelecer a relagdo entre corrente e tensdo para

o capacitor

dv(t)
dt

Assim como o capacitor, o indutor armazena energia, mas na forma de campo magnético,

q'(t)=it)=C (5.3)

e é composto por uma bobina de fio condutor. O fluxo magnético que atravessa a bobina gera
uma corrente elétrica no fio e induz uma tensao nos terminais do indutor, devido ao fenémeno
da inducao eletromagnética. De acordo com a Lei de Lenz, a corrente induzida gera um fluxo
oposto aquele que a originou, enquanto a Lei de Faraday estabelece que a tensao é proporcional
a mudanca no fluxo magnético. Dessa forma, a tensao induzida no indutor é diretamente

proporcional a taxa de variagao da corrente

o (5.4)

onde L é a constante de proporcionalidade denominada indutancia do indutor e a unidade de
medida é o henry (H).

Para uma anélise eficaz de circuitos elétricos, é fundamental utilizar ferramentas que per-
mitam compreender a distribuigdo de correntes e tensées. Segundo Alexander e Sadiku (2013)
as Leis de Kirchhoff, junto com a Lei de Ohm, formam um conjunto robusto de principios para
resolver circuitos elétricos complexos.

Ainda de acordo com Alexander e Sadiku (2013), as Leis de Kirchhoff sao formuladas da
seguinte maneira:

a) Lei de Kirchhoff para corrente (LKC): considere um né N em um circuito elétrico, com
n ramificagoes conectadas a esse nd, onde I, I, - - - I, representam as correntes em cada uma

dessas ramificagoes. Matematicamente,
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» I, =0, (5.5)

onde as correntes que entram em um né poderiam ser consideradas positivas (1,, > 0), enquanto
as correntes que saem do nd, negativas (I, < 0).
b) Lei de Kirchhoff para tensao (LKT): a soma algébrica de todas as tensoes em torno de

um caminho fechado (ou lago) é zero. Expressando-a matematicamente, tem-se que
M
> o =0, (5.6)
m=1

onde M ¢é o nimero de tensoes no lago (ou o nimero de ramos no lago) e vy, é a m-ésima tensao.

5.1 Tipos de Circuitos Elétricos

Nesta subsecao, serao apresentados trés tipos de circuitos elétricos, o quais sao denominados
RC, RL e RLC. E importante destacar que os dois primeiros circuitos sao caracterizados por
uma Equacao Diferencial de primeira ordem, enquanto o circuito RLC é descrito por uma ED
de segunda ordem (Alexander e Sadiku, 2013).

5.1.1 Circuito Elétrico RC

O circuito elétrico RC é uma associagao em série de um resistor R e um capacitor C' inici-

almente carregado, como ilustrado na Figura 5.1.

Figura 5.1: Circuito Elétrico RC sem fonte

&
R

h‘-‘i.
—
+ Q

"~

|
AW

Fonte: (Alexander e Sadiku, 2013)

Aplicando a LKC ao né superior da Figura 5.1, téem-se que

ic+1ig = 0. (57)
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dv

C o~ . v
Por definicao ic = C’% eig = ok Portanto,
dv v
C—+—==0
dt + R
ou y
v v
pr + "= 0. (5.8)

5.1.2 Circuito Elétrico RL

Um exemplo de circuito elétrico RL seria a conexao em série de um indutor L e um resistor

R, ilustrado na Figura 5.2.

Figura 5.2: Circuito Elétrico RL sem fonte

]
—_—
@,
—_ -+
Ll@vL R§VR
+ —

Fonte: (Alexander e Sadiku, 2013)

Aplicando a Lei LKT no laco da Figura 5.2, obtém-se

V1, + VR = 0. (59)

di
No entanto, v, = L% e vg = t¢R. Portanto,

ou

—+ —i=0. (5.10)
5.1.3 Circuito Elétrico RCL

No caso de um circuito elétrico RLC, a equacao que o modela nao se limita a envolver apenas
a primeira derivada da funcao incégnita, pois este circuito é composto por um indutor, um

resistor e um capacitor conectados em série a uma fonte de tensao. A andlise do comportamento
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desse circuito requer a consideracao das equacoes diferenciais que incluem tanto a primeira
quanto a segunda derivada da corrente ou da tensao.

A Figura 5.3 ilustra o circuito RLC em série, que é excitado pela energia inicialmente
armazenada no capacitor e no indutor. A tensao inicial V, no capacitor e pela corrente inicial

I, no indutor determinam o estado do circuito em t = 0.

Figura 5.3: Circuito Elétrico RLC em série sem fonte

R L
AN
—
1 0

+

q L(’) —N

Fonte: (Alexander e Sadiku, 2013)

Portanto,

v(0) = é/_o idt = Vi (5.11)

e Z(O) = I[).
Aplicando a Lei LKT no circuito da Figura 5.3,

R¢+L@+i/t i(r)dr = 0 (5.12)
itc) . 7)dT = 0. .

Para eliminar a integral, a abordagem consiste em diferenciar em relagao a t e reorganizar

os termos, obtendo
d*i n Rdi n i
a2 Ldt  LC

Agora, considerando o circuito RLC como apresentado na Figura 5.4

0. (5.13)
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Figura 5.4: Circuito Elétrico RLC em série

VS, (i) C=—V

Fonte: (Alexander e Sadiku, 2013)

e aplicando a Lei LKT no circuito para t > 0, tem-se

»
Rz‘L—l—d—z—l—v:Vs. (5.14)

v
Porém, se i = C'—, ao substituir ¢ na Eq. (5.14) e reorganizar os termos, tém-se
dt

d20+Rdv+ vV
dt2 " Ldt  LC LC’

cujo o formato é o mesmo da Eq. (5.13).

(5.15)

Este sao apenas alguns exemplos, mas servem para chamar a atencao do quao importante
é a compreensao dos fenomenos envolvidos quando se projeta um circuito elétrico. E nesse
sentido, a matematica desempenha um papel significativo, seja na modelagem matematica do
problema, seja na interpretacao dos resultados para fazer previsoes ou proporcionar tomada de
decisoes mais assertivas.

Assim, nessa etapa do trabalho, sao descritas as solucoes de trés circuitos elétricos: um
proposto por Brancik (2011) e dois descritos por Alexander e Sadiku (2013). As respectivas
solugoes para as tensoes e correntes sao obtidas por meio da Transformada de Laplace, assim
como os resultados da inversao numérica, gerados através dos cinco métodos numéricos para
inversao da TL. A estrutura do algoritmo para a obtencao da solucao para os circuitos elétricos
estd representada na Figura 5.5, onde a sigla INTL significa (Inversa Numérica da Transformada

de Laplace).
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Figura 5.5: Fluxograma do algoritmo dos circuitos elétricos.

aproximada

Fonte: (Brancik, 2011)

5.2 Circuito elétrico 1

O primeiro circuito a ser analisado, proposto por Brané¢ik (2011) e ilustrado na Figura 5.6,

é aquele cujos parametros sao C' = ImF, G; = Gy = 10mS, Iy = 1mA e v(0) = Ov.

Figura 5.6: Circuito Elétrico 1.

ic(1) ¢ i, (1) ¢ iGg(t)¢
l(f) T @ C =—— G G2 V(U
J v

Fonte: (Brancik, 2011)

No diagrama da Figura 5.6, Gi, G5 representam a condutancia (inverso da resisténcia)
em cada uma das malhas do circuito, G = G + G5 indica a condutancia equivalente, C' é a
capacitancia.

Aplicando a Lei LKC no né6 onde o capacitor e as resisténcias estao conectadas, obtém-se

dv(t)
dt

representando a relagdo entre a tensao v(t) e a corrente i(t) no circuito elétrico.

C

+ Gu(t) = i(t) (5.16)
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Utilizando a Transformada de Laplace na Eq. (5.16) chega-se a solugao (Brancik, 2011)
dada por

I(s) + Gv(0)
G+sC

onde V(s) e I(s) sao as versoes de v(t) e i(t) no espago de Laplace, s é o parametro da

V(s) = (5.17)

transformada e v(0) é condicao inicial para a tensao.
Nas simulagoes, para a obtengao dos resultados numéricos, a literatura propoe o estudo de

quatro casos:

Caso I:
) I
w(@t) =1y I(s)= ;0;
1 — e 20 1
t) = —— 'V} = . 5.18
ui(®) 0 ) s(s + 20) (5.18)
Caso 1I:
I
o (t) = Ipe™ ; I(s) = —;
22( ) 0€ ) 2(5) s+ 5
o5t _ =20t 1
)= —— : VL = . 5.19
v2< ) 15 ) 2(8) <8+5)(S+20) ( )
Caso III:
. 277']0
pr— N I =
i3(t) = Ipsen(27t) ; I3(s) o
— cos(2mt) + 10sen(27t) + e~ 27
t) = - Vi = . 5.20
vs(t) 272 + 200  Vals) (s2 4 472)(s + 20) (5:20)
Caso IV:
4(8) = Tycos(2t) ; Ii(s) = 0
14 — 1lg COS( 2T ; L4(S _52—}—47'('2’
5(cos(27t) — e2%)  msen(2mt) s
t) = - Vi = . 5.21
va(t) 72+ 100 2(n2 + 100) 4(s) (52 + 472) (s + 20) (5:21)

5.2.1 Tensao V(s)

A Tabela 5.1 mostra o erro absoluto médio de acordo com M, obtido durante a simulagao

1 1 — 20

da tensao Vi(s) = S5 £ 20) e sua inversa L7 1{Vi(s)} = v1(t) = —————. E os resultados

20
presentes na Tabela 5.2 apresentam o comportamento dos perfis numéricos de cada método
estudado em comparagao ao analitico. As Figuras 5.7 e 5.8 exibem graficamente as solugoes

das tabelas ja mencionadas.



Tabela 5.1: M, obtidos para a tensao V;(s).

Métodos M, Erro Absoluto Médio
Talbot-Fixo 19  1,647425488324952 x 10~ 1°
Talbot-DW 40  4,591888399716069 x 1016

Talbot-Weideman 20 5,616906482228881 x 10~7
Talbot-Parabola 36 3,729409063765480 x 10717
Talbot-Hipérbole 30 4,776797644303408 x 10716

Figura 5.7: Egs através dos Métodos de Inversdo Numérica para Vi(s).

20
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Fonte: Autor

— Fixo
* Egps = 1.6474e-15; M,=19
Dingfelder
* Egaps = 4.5919e-16; M,=40

| |— Weideman

Eabs = 5.6169e-17; My=20
Parabola
Eabs = 3.7294e-17; M,=36
Hipérbole

* Egps = 4.7768e-16; M,=30

Figura 5.8: Representagao grafica dos resultados tabelados para V;(s).

|- Analitico

» Fixo-M,=19

1| o Dingfelder - M, = 40
Weideman - M, = 20
Paréabola - M, = 36

1| < Hipérbole - M, = 30

0.2
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t
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Fonte: Autor



Tabela 5.2: Simulagoes para Vi(s).

TF - M =20

TDW - M =40

TW - M =20

TP - M =36

TH - M =30

Va

UTF

UTDW

vTw

vrp

UTH

10~4
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

9,990006663334466 x 10~°
4,323323583816937 x 1072
4,908421805556330 x 1072
4,987606239116669 x 102
4,998322686860487 x 1072
4,999773000351188 x 1072
4,999969278938234 x 1072
4,999995842356405 x 102
4,999999437324127 x 1072
4,999999923850101 x 10~2
4,999999989694232 x 102

9,990006663334889 x 10~°
4,323323583816985 x 102
4,908421805556407 x 102
4,987606239116729 x 102
4,998322686860601 x 10~2
4,999773000351340 x 102
4,999969278938672 x 102
4,999995842356801 x 102
4,999999437324365 x 102
4,999999923850298 x 102
4,999999989694323 x 102

9,990006662866012 x 10~°
4,323323583385270 x 102
4,908421804799746 x 102
4,987606238055234 x 102
4,998322685605096 x 10~2
4,999772998925448 x 102
4,999969277467713 x 10~2
4,999995840555863 x 102
4,999999435475455 x 102
4,999999921765770 x 10~2
4,999999987629920 x 102

9,990006663334496 x 10~°
4,323323583816938 x 102
4,908421805556332 x 102
4,987606239116677 x 10~2
4,998322686860492 x 10~2
4,999773000351193 x 10~2
4,999969278938241 x 10~2
4,999995842356411 x 10~2
4,999999437324137 x 10~2
4,999999923850108 x 102
4,999999989694243 x 10~2

9,990006663334660 x 10~°
4,323323583816976 x 102
4,908421805556366 x 102
4,987606239116776 x 102
4,998322686860809 x 102
4,999773000351843 x 102
4,999969278938893 x 102
4,999995842356547 x 102
4,999999437324713 x 102
4,999999923850230 x 102
4,999999989694751 x 102

9,990006663346855 x 1075
4,323323583827660 x 102
4,908421805575150 x 102
4,987606239142540 x 10~2
4,998322686890847 x 10~2
4,999773000388218 x 102
4,999969278979214 x 10~2
4,999995842399164 x 10~2
4,999999437371801 x 10~2
4,999999923901081 x 10~2
4,999999989747039 x 10~2

0L
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5.2.2 Tensao V(s)

Os valores de M 6timo e Eq, obtidos para cada método numérico aplicado & tensao Va(s) =
1 o5t _ p—20t

e sua inversa transformada £ {V5(s)} = vy(t) = estao registrados

(5+5)(s + 20) {Va(s)} = va(t) 15 &

na Tabela 5.3 e podem ser visualizados por meio de uma representacao grafica na Figura 5.9.

Tabela 5.3: M, obtidos para a tensao Va(s).

Métodos M, Erro Absoluto Médio
Talbot-Fixo 19  1,539717394776056 x 1015
Talbot-DW 24 3,044940187636331 x 1016

Talbot-Weideman 20 5,977650114164967 x 1017
Talbot-Pardbola 38 2,895682234082592 x 1017
Talbot-Hipérbole 32  3,870638717210949 x 1016

Figura 5.9: Egs através dos Métodos de Inversao Numérica para V5(s).

20
’ — Fixo
o // * Eaps = 1.5397€-15; Mo=19
10 ¢ , 1| Dingfelder
20 30 40 —
2 * Eaps = 3.0449e-16; M,=24
.@ ol | |~ Weideman
o _
S / Eabe = 5.9777-17; My=20
= . WWW Parébola
0T\ MW : 11 Eaps = 2.8957e-17; M,=38
\;{( Vi .
e Hipérbole
20 l . . + Eqaps = 3.8706e-16; M,=32
0 50 100 150 200

Fonte: Autor

A Tabela 5.4 fornece os perfis numéricos e o perfil analitico, os quais sao esbocados grafica-

mente na Figura 5.10.



Tabela 5.4: Simulagoes para Va(s).

TF - M =19

TDW - M =24

TW - M =20

TP - M =38

TH - M =32

Va

UTF

UTDW

vTw

vrp

UTH

10~4
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

9,987508745575024 x 10~°
3,141302509840138 x 10~2
2,330425348551388 x 1072
1,471009386478423 x 102
8,999988040580680 x 10~3
5,469306579609087 x 10~3
3,318728277034041 x 10~3
2,013103459573293 x 10~3
1, 221035090237297 x 10~3
7,405987538841708 x 10~4
4,491963291954563 x 10~*

9,987508745574908 x 1075
3,141302509840177 x 10~2
2,330425348551468 x 102
1,471009386478498 x 102
8,999988040582663 x 10~3
5,469306579610488 x 10~3
3,318728277037201 x 10~3
2,013103459576980 x 10~3
1, 221035090238853 x 103
7,405987538857931 x 104
4,491963291970435 x 10~4

9,987508745574554 x 10~°
3,141302509840241 x 102
2,330425348551551 x 1072
1,471009386478881 x 102
8,999988040583860 x 10~3
5,469306579614123 x 10~3
3,318728277039606 x 10~3
2,013103459578496 x 10~3
1,221035090241303 x 10~3
7,405987538916092 x 10~*
4,491963292007877 x 10~

9,987508745574528 x 107°
3,141302509840142 x 102
2,330425348551392 x 1072
1,471009386478428 x 102
8,999988040580704 x 1073
5,469306579609220 x 10~3
3,318728277034117 x 1073
2,013103459573355 x 1072
1,221035090237357 x 103
7,405987538842481 x 10~4
4,491963291955439 x 10~*

9,987508745575974 x 10~°
3,141302509841345 x 10~2
2,330425348552590 x 1072
1,471009386480654 x 102
8,999988040609450 x 1073
5,469306579632661 x 10~3
3,318728277056546 x 1073
2,013103459598398 x 10~3
1,221035090256149 x 1073
7,405987539145265 x 10~*
4,491963292194802 x 10~*

9,987508745519914 x 10~?
3,141302509796091 x 102
2,330425348478454 x 102
1,471009386388381 x 102
8,999988039567419 x 103
5,469306578518492 x 10~3
3,318728275939114 x 103
2,013103458453061 x 10~3
1,221035089077067 x 103
7,405987527350207 x 10~4
4,491963280604641 x 10~4

CL
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Figura 5.10: Representagao grafica dos resultados tabelados para V,(s).

— Analitico
1 2 Fixo-My=19
o Dingfelder - M, = 24
\ | Weideman - M, = 20
Parébola - M, = 38

&

\@\;& o Hipérbole - M, = 32

8

0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Fonte: Autor

5.2.3 Tensao Vj3(s)

Na Tabela 5.5, apresenta-se o erro absoluto médio e o M, obtidos para os algoritmos Talbot-

Fixo, Talbot-DW, Talbot-Weideman, Talbot-Parabola e Talbot-Hipérbole aplicados na tensao

2 - 2mt) 4+ 10 2mt
Va(s) = (s2 + 47T27)T(S +20) cuja transformada inversa é L~ {V5(s)} = v3(t) = ™ cos(2m );rz _ie;éoﬂ )+

Ja a Tabela 5.6 exibe os perfis analiticos e numéricos de acordo com os M 6timos obtidos na

andlise da V3(s).

Tabela 5.5: M, obtidos para a tensao V5(s).

Métodos M, Erro Absoluto Médio
Talbot-Fixo 25  2,663251525322909 x 10~1°
Talbot-DW 58  2,508162088543537 x 10~

Talbot-Weideman 49  5,058863808792813 x 10~16
Talbot-Pardbola 72  7,295080065445238 x 10~16
Talbot-Hipérbole 72 1, 785501365529222 x 10~ 14

As Figuras 5.11 e 5.12 ilustram os resultados das Tabelas 5.5 e 5.6.



Figura 5.11: F, através dos Métodos de Inversao Numérica para V3(s).

20

10 |

abs)

L

log1o(

-10 ¢

-20

100 150

Fonte: Autor

— Fixo
* Egps = 2.6633e-15; M,=25
Dingfelder
+ Eaps = 2.5082e-14; M,=58

| |— Weideman

E.bs = 5.0589¢-16; M,=49
Parabola
Eaps = 7.2951e-16; M=72
Hipérbole

* Eaps = 1.7855€-14; My=72

200

Figura 5.12: Representagao grafica dos resultados tabelados para V3(s).

0.04

0.02

-0.02 1

-0.04

e

— Analitico
s Fixo-M, =25
> Dingfelder - M, = 58
Weideman - M, = 49
Parabola - My = 72
o Hipérbole - M, = 72

0.2

0.4 0.6
t

Fonte: Autor

0.8
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Tabela 5.6: Simulagoes para V3(s)

TF - M =25

TDW - M =58

TW - M =49

TP - M =72

TH - M =172

Va

UTF

UTDW

vTw

uTP

UTH

0,6
0,7
0,8
0,9
1

3,139499202102491 x 10~8
1,711765064076923 x 102
3,91250153626757 x 1072
4,773457576879449 x 1072
3,832046316135750 x 1072
1,429756345625132 x 102
—1,518268584082401 x 102
—3,886314635342227 x 102
—4,769913565225628 x 1072
—3,831566686314788 x 102
—1,429691434787464 x 102

3,139499201953347 x 1078
1,711765064076920 x 10~2
3,912501536267554 x 102
4,773457576879339 x 1072
3,832046316135740 x 1072
1,429756345625606 x 102
—1,518268584082172 x 102
—3,886314635341698 x 102
—4,769913565225625 x 1072
—3,831566686314463 x 102
—1,429691434786236 x 102

3,139499200332794 x 108
1,711765062970717 x 10~2
3,912501532129940 x 102
4,773457566788787 x 10~2
3,832046302622364 x 1072
1,429756320745659 x 10~2
—1,518268622281059 x 102
—3,886314678460429 x 10~2
—4,769913600394139 x 102
—3,831566755600918 x 1072
—1,429691500050461 x 102

3,139499201953291 x 10~8
1,711765064076923 x 102
3,912501536267587 x 10~2
4,773457576879442 x 1072
3,832046316135747 x 1072
1,429756345625033 x 1072
—1,518268584082341 x 1072
—3,886314635342051 x 102
—4,769913565225729 x 1072
—3,831566686314808 x 102
—1,429691434787539 x 1072

3,139499202052008 x 10~8
1,711765064161261 x 102
3,912501536569588 x 1072
4,773457577269641 x 1072
3,832046317584842 x 1072
1,429756347630271 x 1072
—1,518268581716576 x 1072
—3,886314632902420 x 1072
—4,769913561128500 x 102
—3,831566682562983 x 1072
—1,429691429369255 x 102

3,139499089883780 x 108
1,711764962150118 x 102
3,912501143149569 x 1072
4,773456562951869 x 1072
3,832044813949104 x 102
1,429754157430771 x 102
—1,518271590271161 x 102
—3,886319356598106 x 102
—4,769918905125758 x 1072
—3,831573123445407 x 102
—1,429699312363848 x 1072

6L
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5.2.4 Tensao V,(s)
s

(s 4 4m?)(s + 20)

5(cos(2mt) — e72%)  msen(27t)

72 4+ 100 2(m2 + 100)
para os métodos numéricos estudados. Além disso, a Tabela 5.8 exibe os perfis numéricos de

e sua transformada inversa L=1{V,(s)} = v4(t) =

Para a tensao Vy(s) =

, a Tabela 5.7 apresenta o M, e erro absoluto médio adquiridos

acordo com os M &timos obtidos na andlise da Vj(s). Essas solugbes podem ser visualizadas

graficamente nas Figuras 5.13 e 5.14.

Tabela 5.7: M, obtidos para a tensao Vj(s).

Métodos M, Erro Absoluto Médio
Talbot-Fixo 26 5,944739650038338 x 10~1°
Talbot-DW 50 5,191055812003132 x 1014

Talbot-Weideman 50 1,903161675759970 x 10~1°
Talbot-Parabola 68 2,263419880814284 x 10~1'°
Talbot-Hipérbole 54  2,812127208021658 x 10~ 14

Figura 5.13: E, através dos Métodos de Inversao Numérica para Vj(s).

20
— Fixo
151 1| * Eaps = 5.9447e-15; My=26
10 Dingfelder
’% 5 [l Eabs = 5.1911e-14; M,=50
il — Weideman
o _
&> 0 E.ps = 1.9032e-15; M =50
o i
- 5| Parabola
Eabs = 2.2634e-15; M =68
-10 | Hipérbole
15 . . * Egps = 2.8121e-14; M,=54
0 50 100 150 200

Fonte: Autor



Tabela 5.8: Simulagoes para Vj(s).

TF - M =26

TDW - M =50

TW - M =50

TP - M =68

TH - M =54

Va

UTF

UTDW

vTw

uTP

UTH

1074
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

1

9,990006005690388 x 10~°
3,906175410689246 x 102
2,682655385780765 x 102
—5,785280718336824 x 10~*
—2,842889429515458 x 10~2
—4,551055796464882 x 102
—4,522093835929450 x 102
—2,766010880311297 x 102
4,657186772174914 x 10~*
2,841362720378245 x 1072
4,550849178851377 x 1072

9,990006005690144 x 10~5
3,906175410688650 x 1072
2,682655385780741 x 1072
—5, 785280718223854 x 104
—2,842889429515161 x 1072
—4,551055796464425 x 1072
—4,522093835928823 x 1072
—2,766010880309823 x 1072
4,657186772156763 x 10~4
2,841362720377560 x 1072
4,550849178852445 x 1072

9,990006008616012 x 10~°
3,906175413243576 x 102
2,682655390367182 x 1072
—5,785280550457731 x 10~*
—2,842889421684398 x 1072
—4,551055788894390 x 102
—4,522093826359756 x 102
—2,766010874626429 x 10~2
4,657187895921335 x 10~*
2,841362733268669 x 10~2
4,550849189422634 x 10~2

9,990006005689686 x 10~5
3,906175410689196 x 1072
2,682655385780678 x 1072
—5,785280718334355 x 104
—2,842889429515581 x 1072
—4,551055796464409 x 1072
—4,522093835929044 x 1072
—2,766010880310877 x 1072
4,657186772160798 x 10~4
2,841362720378319 x 1072
4,550849178851672 x 10~2

9,990006006677836 x 10~°
3,906175411709413 x 10~2
2,682655387672019 x 102
—5,785280600712943 x 10~*
—2,842889427079528 x 102
—4,551055793976475 x 102
—4,522093833982483 x 102
—2,766010877219229 x 102
4,657187196786608 x 10~*
2,841362723661882 x 102
4,550849181041516 x 102

9,990006054626629 x 10~°
3,906175455538398 x 102
2,682655467795000 x 102
—5,785269786940805 x 10~4
—2,842889295268721 x 1072
—4,551055650022087 x 1072
—4,522093671128296 x 102
—2,766010701310072 x 102
4,657205731104621 x 10~*
2,841362906793446 x 102
4,550849366651612 x 10~2

L.
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Figura 5.14: Representagao grafica dos resultados tabelados para V,(s).

A —— Analiti
0.04 .na| ico
» Fixo-M, =26
Dingfelder - M, = 50
0.02 | N9 °
Weideman - M, = 50
= 0 Parébola - M, = 68
>

o Hipérbole - M, = 54

-0.02 1

-0.04 ¢

Fonte: Autor

5.2.5 Corrente [(s)

A Tabela 5.9 exibe os valores de M, e do erro absoluto médio obtidos para os métodos
I
numéricos analisados na inversio da corrente Iy (s) = —, cuja transformada inversa ¢ £-1{I;(s)} =
s
i1(t) = Iy. Ja a Tabela 5.10 apresenta os perfis numéricos de acordo com os M, adquiridos

para cada algoritmo na andlise da I;(s). As Figuras 5.15 e 5.16 representam, graficamente, os
resultados das Tabelas 5.9 e 5.10.

Tabela 5.9: M, obtidos para a corrente [ (s).

Métodos M, Erro Absoluto Médio
Talbot-Fixo 20 3.624373528571761 x 10~
Talbot-DW 24 1.647208457900431 x 10~ 4

Talbot-Weideman 20 2.583791766400364 x 10~15
Talbot-Parabola 36 1.301988819787684 x 10~1°
Talbot-Hipérbole 32  1.913620776990270 x 10~ 4




Figura 5.15: Fs através dos Métodos de Inversao Numérica para I(s).

20

AN

— Fixo
* Egps = 3.6244e-14; M,=20
Dingfelder
* Eaps = 1.6472e-14; M =24
| '— Weideman
E.bs = 2.5838e-15; M,=20
Parabola
Eabs = 1.302e-15; M,=36
Hipérbole
* Egps = 1.9136e-14; M,=32

20 30 40

150 200

Fonte: Autor

Figura 5.16: Representagao grafica dos resultados tabelados para I;(s).

1.004 | |~ Analitico
s Fixo - M, =20
1.002 | || o Dingfelder - M, = 24

Weideman - M, = 20
— , - , , : - . L Parabola - M, = 36
o Hipérbole - M, = 32

0.998 | 1

0.996 1

0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Fonte: Autor
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Tabela 5.10: Simulages para [;(s).

TDW - M =24

T™W - M =20

t

la

TF - M =20

ITF

ITDW

iTw

TP - M =36

TP

TH - M =32

'TH

1074
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

1

1,000000000000000 x 10°
1,000000000000000 x 10°
1,000000000000000 x 10°
1, 000000000000000 x 10°
1,000000000000000 x 10°
1,000000000000000 x 10°
1,000000000000000 x 10°
1,000000000000000 x 10°
1,000000000000000 x 10°
1,000000000000000 x 10°
1,000000000000000 x 10°

9,999999999999454 x 107!
9,999999999999716 x 10~*
9,999999999999716 x 107!
1,000000000000019 x 10°
9,999999999999716 x 107!
1,000000000000011 x 10°
9,999999999999717 x 107!
1,000000000000097 x 10°
9,999999999999716 x 107!
9,999999999999369 x 107!
1,000000000000011 x 10°

1,000000000000149 x 10°
1,000000000000183 x 10°
1,000000000000183 x 10°
1,000000000000314 x 10°
1,000000000000183 x 10°
1,000000000000316 x 10°
1,000000000000239 x 10°
1,000000000000175 x 10°
1,000000000000183 x 10°
1,000000000000250 x 10°
1,000000000000316 x 10°

1,000000000000002 x 10°
1,000000000000002 x 10°
1,000000000000002 x 10°
1,000000000000002 x 10°
1,000000000000002 x 10°
1,000000000000002 x 10°
1,000000000000003 x 10°
1,000000000000003 x 10°
1,000000000000002 x 10°
1,000000000000003 x 10°
1,000000000000002 x 10°

1,000000000000310 x 10°
1,000000000000311 x 10°
1,000000000000311 x 10°
1,000000000000337 x 10°
1,000000000000311 x 10°
1,000000000000175 x 10°
1,000000000000151 x 10°
1,000000000000175 x 10°
1,000000000000311 x 10°
1,000000000000358 x 10°
1,000000000000175 x 10°

9,999999999517678 x 107!
9,999999999514132 x 107!
9,999999999514132 x 10~!
9,999999999511252 x 107!
9,999999999514132 x 107!
9,999999999517130 x 107!
9,999999999513415 x 10~!
9,999999999529513 x 107!
9,999999999514132 x 107!
9,999999999513937 x 1071
9,999999999517130 x 10~!

08
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5.2.6 Corrente I5(s)

Os valores de M, erro absoluto médio, perfil analitico e perfis numéricos para cada algoritmo

aplicado & na inversdo da corrente Ip(s) = —— ;€ sua transformada inversa £7'{I(s)} =

is(t) = lpe > sdo apresentados nas Tabelas 5.11 e 5.12 e podem ser visualizados graficamente
nas Figuras 5.17 e 5.18.

Tabela 5.11: M, obtidos para a corrente I5(s).

Métodos M, Erro Absoluto Médio
Talbot-Fixo 20  4,830857935900212 x 10~
Talbot-DW 24 6,546737206983031 x 10~1°

Talbot-Weideman 20 2, 335253202933142 x 1015
Talbot-Pardbola 36  1,074109235898003 x 10~15
Talbot-Hipérbole 32  9,564476735865216 x 10~15

Figura 5.17: Eg, através dos Métodos de Inversdo Numérica para LI(s).

20

— Fixo
15 ¢ % ! 1] * Eaps = 4.8309e-14; M=20
10 t . ||~ Dingfelder

abs)

* Egaps = 6.5467e-15; M,=24
| |— weideman
Eabs = 2.3353e-15; M,=20

ILL

log1o(

M Parabola
Eabs = 1.0741e-15; M,=36

Hipérbole
* Eaps = 9.5645€-15; M,=32

100 150 200
M

Fonte: Autor



Tabela 5.12: Simulagoes para Is(s).

TDW - M =24

TH - M =32

iq

TF - M =20

ITF

ITDW

TW - M =20

Tw

TP - M =36

TP

ITH

10~4
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

9,995001249791693 x 10~
6,065306597126334 x 10~
3,678794411714423 x 10~
2,231301601484298 x 10~
1,353352832366127 x 101
8,208499862389880 x 102
4,978706836786394 x 102
3,019738342231850 x 102
1,831563888873418 x 102
1,110899653824231 x 102
6, 737946999085467 x 1073

9,995001249791247 x 10~!
6,065306597125613 x 10~!
3,678794411714108 x 10~!
2,231301601484669 x 101
1, 353352832365644 x 1071
8,208499862392955 x 10~2
4,978706836788168 x 102
3,019738342244084 x 10~2
1,831563888875820 x 102
1,110899653824996 x 102
6,737946999180622 x 10~3

9,995001249793209 x 10~!
6,065306597127961 x 10~!
3,678794411716384 x 10~!
2,231301601487027 x 10~1
1, 353352832367811 x 10+
8,208499862415422 x 102
4,978706836807623 x 10~2
3,019738342248020 x 10~2
1,831563888889420 x 102
1,110899653846033 x 102
6, 737946999303062 x 1073

9,995001249791720 x 107!
6,065306597126360 x 10~!
3,678794411714449 x 10~1
2,231301601484328 x 107!
1, 353352832366145 x 101
8,208499862390137 x 10~2
4,978706836786569 x 10~2
3,019738342232149 x 102
1,831563888873583 x 102
1,110899653824449 x 10~2
6, 737946999087356 x 10~3

9,995001249794324 x 10~!
6,065306597128218 x 10!
3,678794411717274 x 10~*
2,231301601487181 x 107!
1, 353352832368643 x 101
8,208499862414878 x 102
4,978706836810939 x 10~2
3,019738342272311 x 10~2
1,831563888896474 x 102
1,110899653850798 x 102
6, 737946999271265 x 10~3

9,995001249305199 x 10~
6,065306596675393 x 10~!
3,678794411282910 x 10~*
2,231301601078613 x 10~*
1,353352831968740 x 10~1
8,208499858703282 x 102
4,978706833183039 x 10~2
3,019738338873286 x 102
1,831563885616071 x 102
1,110899650727116 x 102
6, 737946969016885 x 10~3

¢8



Figura 5.18: Representagao grafica dos resultados tabelados para I5(s).

— Analitico
& Fixo-M, =20
Dingfelder - M, = 24
Weideman - M, = 20
Parébola - M, = 36
o Hipérbole - M, = 32

5.2.7 Corrente [3(s)

A Tabela 5.13 apresenta o M, e o erro absoluto médio durante a andlise da corrente I3(s)

27'(']0

52 + 472

Fonte: Autor

83

e sua inversa L7 = {I3(s)} = i3(t) = Ipsen(27t). J4 a Tabela 5.14 exibe os resultados

dos perfis analitico e dos perfis numéricos obtidos através dos M étimos encontrados para cada

método numérico implementado.

Tabela 5.13: M, obtidos para a corrente I3(s).

Métodos M, Erro Absoluto Médio
Talbot-Fixo 26 5,480031970346451 x 10~ 14
Talbot-DW 54 9,251207584513225 x 10713

Talbot-Weideman 49  2,230015931727949 x 10~
Talbot-Paridbola 80 3,883839812419043 x 10~ 4
Talbot-Hipérbole 54  3,400112616485751 x 10~13

As Figuras 5.19 e 5.20 apresentam graficamente os resultados presentes nas Tabelas 5.13 e

5.14.



Figura 5.19: E, através dos Métodos de Inversao Numérica para I3(s).

20
— Fixo

15 |  Egps = 5.48e-14; My=26

10 Dingfelder
2 “ Eaps = 9.2512e-13; My=54
'@ 5 — Weideman
§, 0 || Eae=2.230-14;Mo=49
T 5l - WW F_’arabola

Eabs = 3.8838e-14; M,=80
-10 | Hipérbole
15 l . . * Eaps = 3.4001e-13; My=54
0 50 100 150 200
M

Fonte: Autor

Figura 5.20: Representagao grafica dos resultados tabelados para I3(s).

/

05|

— Analitico
& Fixo - M, =26
11 o Dingfelder - M, = 54
Weideman - M, = 49
; Parabola - M, = 80
o Hipérbole - M, = 54

0.2 0.4

Fonte: Autor




Tabela 5.14: Simulages para I3(s).

TF - M =26

TDW - M =54

TW - M =49

TP - M =80

TH - M =54

t

la

iTE

DWW

W

irp

ITH

1074
0,1
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8

0,9 ¢

1

6,283184893762572 x 10~*
5,877852522924731 x 107!
9,510565162951535 x 10~
9,510565162951535 x 10~
5,877852522924732 x 10!
1,224606353822377 x 10716

—5,877852522924730 x 10~
—9,510565162951535 x 10~
—9,510565162951536 x 10~
—5, 877852522924734 x 10~
—2,449212707644755 x 10716

6,283184893762648 x 10~*
5, 877852522924698 x 10~!
9,510565162951679 x 10~}
9,510565162952009 x 10~!
5, 877852522924343 x 10~!
6,821210263296963 x 1014

—5,877852522923300 x 107!
—9,510565162950765 x 1071
—9,510565162951536 x 10~*
—5,877852522926837 x 107!

0

6,283184922827715 x 10~*
5,877852549729379 x 107!
9,510565216289416 x 10~!
9,510565247061947 x 107!
5,877852628964397 x 10~ !
1, 390995556709911 x 10~8

—5,877852376057872 x 107!
—9,510564984691918 x 1071
—9,510564963054379 x 1071
—5,877852281774344 x 1071

2,591169218708483 x 1078

,283184893762532 x 10~*
, 877852522924704 x 10~!
,510565162951469 x 10!
,510565162951361 x 10~!
, 877852522924620 x 10~!
—3,637841392070983 x 10~ 4
—5,877852522924512 x 10~ !
—9,510565162951287 x 10~
—9,510565162951864 x 10~1
—5,877852522925064 x 10~
—5,838452321507487 x 10~ 14

6,283184920320397 x 10~*
5,877852551258705 x 10~*
9,510565216416303 x 107!
9,510565250221914 x 107!
5,877852640577128 x 10~}
1,404848357322486 x 1078

—5,877852366189172 x 107!
—9,510564963939633 x 1071
—9,510564962648622 x 1071
—5,877852304201213 x 107!

2, 452892658394669 x 1078

6,283184924188386 x 104
5,877852554568164 x 10~!
9,510565225195070 x 10~}
9,510565253971958 x 10~!
5,877852647838629 x 10~!
1,485497059478711 x 10~8

—5,877852346871625 x 107!
—9,510564954803514 x 107!
—9,510564927952465 x 1071
—5,877852268627300 x 107!

2,671025649346701 x 10~8

ag



5.2.8 Corrente I4(s)

A corrente I4(s) =
também foi calculada por cinco algoritmos, onde cada um obteve um valor de M,, erro absoluto

médio e perfil numérico, conforme apresentado nas Tabela 5.15 e 5.16. Além disso, esses

0
52 4 472’

cuja transformada inversa é L71{I4(s)} = is(t) = Iy cos(2nt),

resultados podem ser visualizados graficamente nas Figuras 5.21 e 5.22.

Tabela 5.15: M, obtidos para a corrente I4(s).

Métodos M, Erro Absoluto Médio
Talbot-Fixo 26 1,798662229258629 x 10~13
Talbot-DW 50  1,808508424414002 x 10~12

Talbot-Weideman 50
Talbot-Parabola 68
Talbot-Hipérbole 62

8,902474717005630 x 10~ 14
4,963706213733200 x 10~
2,338240712163042 x 1012

Figura 5.21: Eg, através dos Métodos de Inversio Numérica para I,(s).

abs)

L

log1o(

20

15 |

10

— Fixo
* Egps = 1.7987e-13; M,=26
Dingfelder
* Eaps = 1.8085e-12; My,=50
| '— Weideman
Eapbs = 8.9025e-14; M,=50
Parabola
Eabs = 4.9637e-14; M,=68
Hipérbole
* Egps = 2.3382e-12; M,=62

150 200

Fonte: Autor



Tabela 5.16: Simulagoes para I,4(s).

TDW - M =50

TW - M =50

TH - M =62

iq

TF - M =26

ITF

iTpwW

iTW’

TP - M =68

iTp

iTH

104
0,1
0,2
0,3
0,4
0,6
0,7
0,8
0,9

1

9,999998026079184 x 10~!
8,090169943749475 x 10~ !
3,090169943749475 x 10~!
—3,090169943749476 x 10~
—8,090169943749473 x 10~1
—1,000000000000000 x 10°
—8,090169943749476 x 101
—3,090169943749476 x 10~!
3,090169943749472 x 107!
8,090169943749473 x 107!
1,000000000000000 x 10°

9,999998026078982 x 107!
8,090169943748151 x 1071
3,090169943749288 x 107!
—3,090169943746635 x 101
—8,090169943748151 x 10~*
—1,000000000000091 x 10°
—8,090169943745119 x 10~*
—3,090169943746202 x 101
3,090169943750993 x 1071
8,090169943745624 x 1071
1,000000000000000 x 10°

9,999998082010813 x 10~
8,090170002248567 x 10~!
3,090170001800988 x 10~
—3,090169923807348 x 10~!
—8,090169888412632 x 10~!
—9,999999951807758 x 10~!
—8,090169888019596 x 10~*
—3,090169911448987 x 10~!
3,090169996699933 x 10~
8,090169997983833 x 10~
1,000000004559481 x 10°

9,999998026076411 x 107!
8,090169943748496 x 1071
3,090169943748373 x 107!
—3,090169943749108 x 10~*
—8,090169943750325 x 10~*
—9,999999999999118 x 10~}
—8,090169943748953 x 10~*
—3,090169943748733 x 10~}
3,090169943748606 x 1071
8,090169943749314 x 107!
1,000000000000055 x 10°

9,999998035127963 x 10~!
8,090169957204427 x 107!
3,090169959165176 x 10~!
—3,090169933992885 x 10~*
—8,090169930587091 x 10~!
—9,999999990076184 x 10~!
—8,090169932114193 x 10~!
—3,090169934326986 x 10~!
3,090169957608966 x 10~!
8,090169952118641 x 10~!
1,000000000987523 x 10°

9,999999065376940 x 10~!
8,090171032250344 x 10~!
3,090171363291351 x 10~!
—3,090168956124209 x 10~*
—8,090168984885985 x 10~*
—9,999999112959083 x 10~*
—8,090168895142020 x 10~*
—3,090168910146810 x 10~*
3,090170966424891 x 10~ 1
8,090171222010503 x 10~!
1,000000142658639 x 10°

L8
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Figura 5.22: Representagao grafica dos resultados tabelados para I4(s).

1% !
— Analitico

s Fixo - M, = 26
05+ » Dingfelder - M, = 50
Weideman - M, = 50
= 9 | Parébola - M, = 68
o Hipérbole - M, = 62
-05 ]

Fonte: Autor

5.3 Circuito Elétrico 2

Retirado de Alexander e Sadiku (2013), o circuito por analisar é o indicado pela Figura
5.23, no qual quer-se determinar a tensao v e a corrente i no né a para t > 0, onde v(co) = 4V,

v(0) = 12V e i(0) = 0.

Figura 5.23: Circuito Elétrico 2.

; [
4 Q }rH U

A A A
"q.-"lﬁ"-.-"' "I-'Jﬂ"x-

=
||
|
b —
Tl

Fonte: (Alexander e Sadiku, 2013)

Para determinar a tensao e a corrente de um circuito elétrico, é necessario aplicar as Leis de
Kirchhoff, que incluem a Lei das Correntes de Kirchhoff (LKC) e a Lei das Tensoes de Kirchhoff
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(LKT) (Alexander e Sadiku, 2013). Essas leis permitem a anélise precisa das distribuigoes de
corrente e tensao em diferentes partes do circuito.

Utilizando a LKC ao n6 a da Figura 5.23, chega-se a

_ v(t) N Cdv(t) _u(t) N dv(t)

(2 = . .22
it =5 dt 2 2dt (5.22)
E empregando a LKT na malha da esquerda, tem-se
, di(t)
~i(t) + L—— =
R-i(t) + i 0
di(t
M@+a%%+v:0 (5.23)

Aplicando-se a TL nas Eqgs. (5.22) e (5.23), chega-se a solugao (Alexander e Sadiku, 2013):

4 12 4
Vis) = - — 5.24
(s) =+ T2 513 (5.24)
€
2 6 4
I(s)==— + (5.25)

s s+2 s+3
As Tabelas 5.17-5.20 e as Figuras 5.24-5.27 apresentam os resultados obtidos na anélise do
circuito elétrico 2 proposto por Alexander e Sadiku (2013).

5.3.1 Tensao V(s)

Os valores de M, e E,s obtidos para cada método numérico aplicado a tensdo V(s) =
4 12 4

— _l_ —
s  s+2 s+43 _ ) _ ~ )
registrados na Tabela 5.17 e podem ser visualizados por meio de uma representacao grafica na

Figura 5.24.

e sua inversa transformada L7{V(s)} = v(t) = 4 + 12e7% — 4e™3 estao

Tabela 5.17: M, obtidos para a tensao V(s).

Métodos M, Erro Absoluto Médio
Talbot-Fixo 20  4,582193210725646 x 10~ 13
Talbot-DW 24 8,141878079016048 x 10~

Talbot-Weideman 20  2,341561288300330 x 10~
Talbot-Paridbola 36  1,243449787580175 x 10~
Talbot-Hipérbole 32 1,035131576414146 x 10~13




90

Figura 5.24: Eg, através dos Métodos de Inversao Numérica para, V{(s).

20

\ I — Fixo
5 \W» 1|+ Eo=4.5822e-13; My=20

10 | | |— Dingfelder

20 30 40 * Eo =8.1419e-14; M =24
| '— Weideman

E, = 2.3416e-14; M,=20
Parabola

E, = 1.2434e-14; M,=36
Hipérbole

* Eo=1.0351e-13; M,=32

0 50 100 150 200

Fonte: Autor

A Figura 5.25 apresenta graficamente os perfis numéricos e analitico, que estao detalhados
na Tabela 5.18.



Tabela 5.18: Simulagoes para V(s).

TF - M =20

TDW - M =24

TW - M =20

TP - M =36

TH - M = 32

Va

UTF

UTDW

vTw

vrTp

UrH

10~
0,5

1,5

2,5

3,5

4,5

1,199880006000200 x 10*
7,522032653463588 x 10°
5,424875125367897 x 10°
4,553008834261398 x 10°
4,209872657958145 x 10°
4,078643026508434 x 10°
4,029251386903649 x 10°
4,010832437789255 x 10°
4,004000974685416 x 10°
4,001475433812694 x 10°
4,000543575547868 x 10°

1,199880006000198 x 10*
7,522032653463794 x 10°
5,424875125368181 x 10°
4,553008834262194 x 10°
4,209872657958567 x 10°
4,078643026508071 x 10°
4,029251386904798 x 10°
4,010832437789629 x 10°
4,004000974686187 x 10°
4,001475433813336 x 10°
4,000543575547854 x 10°

1,199880006000347 x 101
7,522032653467345 x 10°
5,424875125371076 x 10°
4,553008834264579 x 10°
4,209872657961032 x 10°
4,078643026512100 x 10°
4,029251386906474 x 10°
4,010832437793088 x 10°
4,004000974688205 x 10°
4,001475433815247 x 10°
4,000543575551291 x 10°

1,199880006000204 x 10*
7,522032653463620 x 10°
5,424875125367923 x 10°
4,553008834261411 x 10°
4,209872657958163 x 10°
4,078643026508470 x 10°
4,029251386903668 x 10°
4,010832437789269 x 10°
4,004000974685446 x 10°
4,001475433812713 x 10°
4,000543575547882 x 10°

1,199880006000564 x 10
7,522032653466622 x 10°
5,424875125370587 x 10°
4,553008834262910 x 10°
4,209872657962755 x 10°
4,078643026510699 x 10°
4,029251386906727 x 10°
4,010832437791701 x 10°
4,004000974688183 x 10°
4,001475433815234 x 10°
4,000543575551036 x 10°

1,199880005942396 x 10*
7,522032652912707 x 10°
5,424875124857589 x 10°
4,553008833765056 x 10°
4,209872657486513 x 10°
4,078643026061615 x 10°
4,029251386476848 x 10°
4,010832437372706 x 10°
4,004000974274005 x 10°
4,001475433416848 x 10°
4,000543575169726 x 10°

16



92

Figura 5.25: Representagao grafica dos resultados tabelados para V(s).

12 & . ' , '
— Analitico
s Fixo-M, =20
10 | 1/ o Dingfelder - M, = 24
Weideman - M, = 20
= gl | Parabola - M, = 36
= ' o Hipérbole - M, = 32
6 L i
1 2 3 4 5
t

Fonte: Autor

5.3.2 Corrente I(s)

A Tabela 5.19 exibe o valor do M 6timo junto com o erro absoluto médio obtido para os

6
512 513
6 L7HI(s)} = i(t) = 2 —6e + 4e3. J4 a Tabela 5.20 apresenta os perfis numéricos de

acordo com os M, adquiridos para cada algoritmo na andlise da I(s). Além disso, as Figuras

métodos numéricos analisados na corrente I(s) = — — , cuja transformada inversa
s

5.26 e 5.27 representam, graficamente, os resultados das Tabelas 5.19 e 5.20.

Tabela 5.19: M, obtidos para a corrente I(s).

Métodos M, Erro Absoluto Médio
Talbot-Fixo 19  4,833789057679983 x 10~ 14
Talbot-DW 26 2,114801578554609 x 10~ !4

Talbot-Weideman 20 2, 642593894500955 x 10~ 1°
Talbot-Parabola 36 2,819161647001381 x 10~1°
Talbot-Hipérbole 32 9,396701128808215 x 10~1%
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Figura 5.26: E, através dos Métodos de Inversao Numérica para [ (s).

20
— Fixo
15 | MW 1| * Eaps =4.8338e-14; My=19
10 | , , , | |— Dingfelder
20 30 40 _
2  Eaps = 2.1148e-14; My=26
.@’ 5 | — weideman
S 0f Eooe = 2.64266-15; M=20
° 5l Parabola
E.pbs = 2.8192e-15; Mo=36
-10 Hipérbole
15 o , . * Eaps = 9.3967€-15; My=30
0 50 1 |\9|0 150 200

Fonte: Autor

Figura 5.27: Representagao grafica dos resultados tabelados para I(s).

2 ' . 75 ' & :
a—o —— Analitico
s Fixo-M,=19
1.5+ 11 o Dingfelder - M, = 26
Weideman - M, = 20
= 1 | Parabola - M, = 36
'_ o Hipérbole - M, = 30
05+ 1
0% : : : :
1 2 3 4 5
t

Fonte: Autor



Tabela 5.20: Simulagoes para I(s).

TF - M =19

TDW - M =26

TW - M =20

TP - M =36

TH - M =30

la

ITF

ITDW

TW

iTp

TH

10~1
0,5

1,5

2,5

3,5

4,5

5,999000096679197 x 10~8
6,852439935650653 x 107!
1,387136574051780 x 10°
1,745713575945786 x 10°
1,900021175374260 x 10°
1,961784655486078 x 10°
1,985621126156349 x 10°
1,994638854004072 x 10°
1,998011801081998 x 10°
1,999265025011825 x 10°
1,999728824030707 x 10°

5,998999827126686 x 108
6,852439935650183 x 10~*
1,387136574051737 x 10°
1,745713575945797 x 10°
1,900021175374155 x 10°
1,961784655486126 x 10°
1,985621126156389 x 10°
1,994638854004142 x 10°
1,998011801081907 x 10°
1,999265025011866 x 10°
1,999728824030740 x 10°

5,998974247535175 x 1078
6,852439935653561 x 10!
1, 387136574052091 x 10°
1, 745713575946567 x 10°
1,900021175375286 x 10°
1,961784655487391 x 10°
1,985621126158195 x 10°
1,994638854005925 x 10°
1,998011801084545 x 10°
1,999265025014455 x 10°
1,999728824033674 x 10°

5,999000205770459 x 10~8
6,852439935650635 x 1071
1, 387136574051780 x 10°
1,745713575945787 x 10°
1,900021175374263 x 10°
1,961784655486075 x 10°
1,985621126156348 x 10°
1,994638854004077 x 10°
1,998011801081994 x 109
1,999265025011824 x 109
1,999728824030713 x 10°

5,998970299616723 x 1078
6,852439935649508 x 101
1,387136574051512 x 10°
1,745713575945628 x 10°
1,900021175373984 x 10°
1,961784655486050 x 10°
1,985621126156092 x 10°
1,994638854004011 x 10°
1,998011801082368 x 10°
1,999265025011594 x 10°
1,999728824030801 x 10°

5,999141936702457 x 1078
6,852439935659997 x 101
1,387136574053189 x 10°
1,745713575946805 x 10°
1,900021175377235 x 10°
1,961784655488377 x 10°
1,985621126160339 x 10°
1,994638854008880 x 10°
1,998011801086641 x 10°
1,999265025019148 x 10°
1,999728824036743 x 10°

76
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5.4 Circuito Elétrico 3

Também extraido de Alexander e Sadiku (2013), este circuito elétrico é representado na

Figura 5.28 e o objetivo do problema é determinar i;(t) e i5(¢) para t > 0.

Figura 5.28: Circuito Elétrico

—AN—TTT
.
i 1g1:% i = 1pg
I "-_-": 2 =" 5
-

Fonte: Alexander e Sadiku (2013)

Primeiramente, determinou-se as correntes de malha 7; e i5, que correspondem as correntes
através dos indutores.

Empregando a LKT nas malhas i1(t) e i2(t) da Figura 5.28, tém-se

: . diy (t
) dia()
. 12 . .
Aplicando-se a TL nas Eqgs. (5.26) e (5.27), obtém-se a solugao (Alexander e Sadiku, 2013):
7 4 1
1 = — — — 5.28
) = 5 73658 36110) (5:28)
‘ 7 10 1
1. = — — : 2
(8 = 5. "33 3G+ 10) (5:29)

A partir da Tabela 5.21, sao apresentados os resultados numéricos obtidos para as correntes

I(s) e Iy(s) através dos cinco algoritmos estudados neste trabalho.

5.4.1 Malha I(s)

Na Tabela 5.21, sao apresentados o erro absoluto médio e o M, obtidos para os algorit-
mos Talbot-Fixo, Talbot-DW, Talbot-Weideman, Talbot-Parabola e Talbot-Hipérbole aplica-
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dos na inversio d to I(s) = — A ! ia transformada i /
os na inversio da corrente [1(s) = — — — cuja transformada inversa ¢é
v ! 35 3(s+3) 3(s+10) v
7 4
LHIL(s)}=u(t) = 3~ 63 — e 10 J& a Tabela 5.22 exibe os perfis numéricos de acordo

com os M o6timos

obtidos na andlise da [;(s).

Tabela 5.21: M, obtidos para a corrente [1(s).

Métodos M, Erro Absoluto Médio
Talbot-Fixo 19 4,919212527851072 x 10~
Talbot-DW 40 2,914194830953169 x 10~ 14

Talbot-Weideman 20 2,195115143947697 x 10~ 15
Talbot-Parabola 36 1,692853559352094 x 10~1'°
Talbot-Hipérbole 30 1,525068344968269 x 1014

As Figuras 5.29 e 5.30 ilustram os resultados das Tabelas 5.21 e 5.22.

Figura 5.29: Eq, através dos Métodos de Inversio Numérica para I;(s).

20
, — Fixo
150 | Wi 11+ Eaps=4.91926-14; Mo=19
10 | A ‘ A | |— Dingfelder
Py 20 30 40 _
2 © Eaps = 2.91420-14; Mo=40
s 5t 1
L) — Weideman
§, 0 | Eupe=219516-15; M,=20
N / WWN Parabola
,, WMMNWM Eaps = 1.6929¢-15; Mo=36
-10 ¢ AR 1 Hipérbole
%/w “J\fw _
5 L] . . * Eaps = 1.5251e-14; M=30
0 50 100 150 200
M

Fonte: Autor



Tabela 5.22: Simulagoes para I;(s).

TF - M =19

TDW - M =40

TW - M =20

TP - M =36

TH - M =30

la

ITF

ITDW

TW

iTp

TH

10~1
0,25
0,50
0,75

1,25
1,50
1,75

2,25
2,50

1,399440172624722 x 1073
1,621426264388082 x 10°
2,029088506136342 x 10°
2,192247949547367 x 10°
2,266905175579752 x 10°
2,301972612205482 x 10°
2,318521032046690 x 10°
2,326336617024434 x 10°
2,330028328369958 x 10°
2,331772160336422 x 10°
2,332595887492582 x 10°

1,399440172607412 x 1073
1, 621426264388080 x 10°
2,029088506136344 x 10°
2,192247949547466 x 10°
2,266905175579762 x 10°
2,301972612205509 x 10°
2,318521032046821 x 10°
2,326336617024494 x 10°
2,330028328369985 x 10°
2,331772160336550 x 10°
2,332595887492544 x 10°

1, 399440189004258 x 1073
1,621426264241085 x 10°
2,029088505866790 x 109
2,192247949197543 x 10°
2,266905175140834 x 10°
2,301972611676028 x 10°
2,318521031501180 x 10°
2,326336616412073 x 10°
2,330028327685280 x 10°
2,331772159574746 x 10°
2, 332595886720087 x 10°

1, 399440172623446 x 1073
1, 621426264388083 x 10°
2,029088506136341 x 10°
2,192247949547368 x 10°
2,266905175579756 x 10°
2,301972612205486 x 10°
2,318521032046692 x 10°
2,326336617024436 x 10°
2,330028328369961 x 10°
2,331772160336423 x 10°
2, 332595887492586 x 10°

1,399440172421481 x 1073
1,621426264388119 x 10°
2,029088506136355 x 10°
2,192247949547466 x 10°
2,266905175579855 x 10°
2,301972612205597 x 10°
2,318521032046808 x 10°
2,326336617024324 x 10°
2,330028328370274 x 10°
2,331772160336544 x 10°
2,332595887492881 x 10°

1, 399440172476927 x 1073
1,621426264392196 x 10°
2,029088506143141 x 10°
2,192247949556950 x 10°
2,266905175591475 x 10°
2,301972612219033 x 10°
2,318521032061509 x 10°
2,326336617039456 x 10°
2,330028328387721 x 10°
2,331772160355130 x 10°
2,332595887512698 x 10°

L6
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Figura 5.30: Representagao grafica dos resultados tabelados para I;(s).

| /@/W — Analitico
oL 1] ~ Fixo-My=19
o Dingfelder - M, = 40
15+ . Weideman - M, = 20
= Parébola - M, = 36
T o9l 4| ¢ Hipérbole - M, = 30
0.5
0 | I I 1
0.5 1 1.5 2 2.5
t

Fonte: Autor

5.4.2 Malha Iy(s)

28 10 1
A corrente I(s) = 35 3(513) + 305+ 10)" cuja transformada inversa ¢ L71{I,(s)} =
, 28 10e7* ., s e : .
io(t) = 33 + e, também foi calculada pelos cinco algoritmos, onde cada um obteve

um valor de M,, erro absoluto médio e perfil numérico, conforme apresentado nas Tabela 5.23 e

5.24. Além disso, esses resultados podem ser visualizados graficamente nas Figuras 5.31 e 5.32.

Tabela 5.23: M, obtidos para a corrente I5(s).

Métodos M, Erro Absoluto Médio
Talbot-Fixo 19 3,244397745982858 x 1014
Talbot-DW 40 2,165047085384790 x 10~

Talbot-Weideman 20 1,678496264267764 x 10~ 1°
Talbot-Pardbola 36  1,984249607670220 x 1015
Talbot-Hipérbole 30 9,220652177972123 x 10~15




Figura 5.31: Eg, através dos Métodos de Inversao Numérica para LI(s).

20
i , — Fixo
15 1 % Ve * Eape = 3.2444€-14; M,=19
10 o Dingfelder
3 + Eaps = 2.165e-14; My=40
c 5t 1
i — Weideman
§, 0 Eaps = 1.6785e-15; My=20
= 5| Parabola
Eabs = 1.9842e-15; M,=36
-10 1\ A Hipérbole
5 Lo . . * Eops = 9.22076-15; Mo=30
0 50 100 150 200

Fonte: Autor

Figura 5.32: Representagao grafica dos resultados tabelados para I5(s).

/@ | — Analitico
2 : 11 2 Fixo-M, =19
> Dingfelder - M, = 40
157+ Weideman - M, = 20
= Paréabola - M, = 36
=y 4| ¢ Hipérbole - M, = 30
05t 1
0¢ : : ' :
0.5 1 1.5 2 2.5
t

Fonte: Autor

99



Tabela 5.24: Simulagoes para Is(s).

TF - M =19

TDW - M =40

TW - M =20

TP - M =36

TH - M =30

la

ITF

ITDW

TW

iTp

TH

10~1
0,25
0,50
0,75

1,25
1,50
1,75

2,25
2,50

3,498483740482783 x 1077
8,408631561538499 x 107!
1,596304079837653 x 10°
1,982555669163933 x 10°
2,167421838703549 x 10°
2,254944573799809 x 10°
2,296303650774846 x 10°
2,315841630446053 x 10°
2,325070828138932 x 10°
2,329430401433219 x 10°
2,331489718780062 x 10°

3,498483457905415 x 10~7
8,408631561538126 x 107!
1,596304079837631 x 10°
1,982555669163959 x 10°
2,167421838703498 x 10°
2,254944573799771 x 10°
2,296303650774894 x 10°
2,315841630446084 x 10°
2,325070828138934 x 10°
2,329430401433254 x 10°
2,331489718780103 x 10°

3,498741639430936 x 10~7
8,408631561282339 x 107!
1,596304079782136 x 10°
1, 982555669092740 x 10°
2, 167421838598885 x 109
2,254944573639843 x 10°
2,296303650597003 x 10°
2,315841630231080 x 10°
2,325070827867917 x 10°
2,329430401105415 x 10°
2,331489718427350 x 10°

3,498483730153209 x 10~7
8,408631561538515 x 1071
1,596304079837652 x 10°
1, 982555669163932 x 10°
2,167421838703551 x 10°
2,254944573799808 x 10°
2,296303650774848 x 10°
2,315841630446056 x 10°
2,325070828138935 x 10°
2,329430401433219 x 10°
2,331489718780066 x 10°

3,498478056195548 x 10~7
8,408631561539961 x 101
1,596304079837294 x 10°
1,982555669164125 x 10°
2,167421838703637 x 10°
2,254944573799852 x 10°
2,296303650774701 x 10°
2,315841630445779 x 10°
2,325070828139149 x 10°
2,329430401433119 x 10°
2,331489718780412 x 10°

3,498474601393718 x 10~ 7
8,408631561541815 x 1071
1,596304079838996 x 10°
1,982555669165700 x 10°
2,167421838706730 x 10°
2,254944573804166 x 10°
2,296303650779859 x 10°
2,315841630451026 x 10°
2,325070828145877 x 10°
2,329430401442079 x 10°
2,331489718789594 x 10°

00T
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5.5 Andalise Geral dos Circuitos Elétricos

Para determinar qual algoritmo de inversao numérica foi o mais adequado em cada circuito
elétrico, adotaram-se dois critérios: primeiramente, considerou-se o método que exigiu menores
valores de M,, e posteriormente, o que obteve o menor erro absoluto médio. Desse modo, as
Tabelas 5.25-5.27 apresentam um resumo dos M, e dos erros absolutos médios obtido para cada

método aplicado nos circuitos elétricos analisados.

Tabela 5.25: M, e Eys obtidos no circuito elétrico 1 proposto por Branéik (2011).

Métodos TF TDW ™™W TP TH

Parametro M, FEu, M, FEus M, FEus M, FEus M, FEas
Vi(s) 19 107% 40 107 20 107 36 1077 30 10716
Va(s 19 107 24 107 20 107" 38 1077 32 10716
Vs(s 25 107 58 107 49 107 72 107 72 10°™
Vi(s 26 107 50 107 50 107" 68 107 54 10°™

20 107 24 107 20 1071 36 107! 32 10715
26 107'* 54 107 49 107* 80 107'* 54 10713

(s)
(s)
(s)
L(s) 20 1074 24 107 20 1075 36 107 32 107
(s)
(s)
(s) 26 1073 50 1072 50 107 68 1074 62 10712

Tabela 5.26: M, e Es obtidos no circuito elétrico 2 proposto por Alexander e Sadiku (2013).

Métodos TF TDW T™W TP TH
Parametro M, Eus M, Eus M, Euws M, Eus M, Equs
V(s) 20 107 24 107 20 107 36 107 32 1071
I(s) 19 107 26 107 20 10°% 36 1071 32 10715

Tabela 5.27: M, e E 4, obtidos no circuito elétrico 3 proposto por Alexander e Sadiku (2013).

Métodos TF TDW T™W TP TH
Parametro M, FEus M, FEws M, FEws M, Eus M, Eaus
L(s) 19 1074 40 107 20 107% 36 107 30 10~
L(s) 19 1074 40 1074 20 1071 36 1071 30 10715

Dessa forma, apds as analises de desempenho dos métodos numéricos aplicados as tensoes
V(s) e correntes I(s) presentes nos circuitos elétricos propostos neste trabalho, foram feitas
algumas observagoes importantes:

i) os resultados obtidos através dos algoritmos, apresentam uma conformidade com os cal-
culados analiticamente v, (t) e i,(¢) para a maioria dos valores t em todos os casos examinados,
mantendo a precisao em praticamente todos os digitos;

ii) no circuito proposto por Bran¢ik (2011), observou-se que o método numérico Talbot-
Fixo apresentou o melhor valor de M, para as quatro tensoes V' (s) e duas correntes /(s), como

mostra a Tabela 5.25. J& nos circuitos descritos por Alexander e Sadiku (2013), o Talbot-Fixo
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apresentou melhor desempenho apenas na corrente I(s) e nas malhas I1(s) e I5(s), enquanto
que o Talbot-Weideman demonstrou maior eficiéncia na tensao V(s), como indica a Tabela
5.206;

iii) em situagoes onde houve igualdade nos valores de M,, a escolha do método ideal baseou-
se no segundo critério mencionado. Por outro lado, quando as ordens dos erros absolutos médios
eram equivalentes, utilizou-se o primeiro critério. Desse modo, de acordo com a Tabela 5.25,
os métodos Talbo-Fixo e Talbot-Weideman atingiram o mesmo valor de M 6timo nas correntes
I,(s) e Iy(s). Contudo, o algoritmo Talbot-Weideman apresentou o menor erro absoluto médio,
tornando-o, portanto, a escolha mais apropriada;

iv) no circuito proposto por Branéik (2011), o Talbot-Parabola registrou o menor erro
absoluto médio com uma ordem de 107'7 nas tensdes V;(s) e Va(s). No entanto, os valores
de M, obtidos para o Talbot-Parabola foram superiores a maioria dos métodos, incluindo o
Talbot-Fixo, que se mostrou mais eficiente para essas tensoes;

v) o algoritmo Talbot-Fixo atingiu o mesmo valor de M 6timo para diferentes tensoes e
correntes, como apresenta a Tabela 5.25;

vi) de acordo com a Tabela 5.26, o método Talbot-Weideman apresentou o melhor desempe-
nho na tensao V(s), com M, = 20 e uma ordem erro de 107'*. Por outro lado, para a corrente
I(s), o método Talbot-Fixo destacou-se como o mais eficiente entre os métodos, pois obteve o
menor valor de M,. Essa mesma situacao se repete na Tabela 5.27;

vii) os resultados apresentados s@o os melhores obtidos pelos métodos dentro dos critérios
de selecao adotados. Isto significa que, na necessidade de resultados mais precisos, o método

precisaria ser trocado.
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6 CONCLUSOES

A Transformada de Laplace, é uma técnica mateméatica bastante versatil e amplamente
utilizada em diversas areas da ciéncia e engenharia. Essa ferramenta desempenha um papel
importante na resolucao de equacoes diferencias, simplificando a equacgao a ser solucionada.
No entanto, é importante destacar que, apesar das vantagens oferecidas pela TL, a principal
dificuldade encontrada ao aplica-la é a necessidade de inverter a solucao obtida para o dominio
original. Quando a inversao analitica nao é possivel, recorre-se a métodos de inversao numeérica.
Assim, torna-se relevante o estudo de técnicas que permitam o calculo da transformada inversa
fazendo uso de recursos computacionais.

Neste contexto, o presente trabalho apresentou cinco métodos de inversao numérica da
Transformada de Laplace: Talbot-Fixo, Talbot-DW, Talbot-Weideman, Talbot-Parabola e
Talbot-Hipérbole. A eficiéncia, validacao e recomendacao desses algoritmos foram, inicial-
mente, feitas utilizando um conjunto de fungoes elementares com caracteristicas exponenciais,
logaritmicas ou oscilatérias. Durante o processo, realizou-se um teste em cada valor definido
para os parametros a e b, e verificou-se que os valores de M, e dos erros absolutos médios cal-
culados sao diretamente influenciados por a e b, conforme resultados apresentados. Com isso,
observou-se que o método Talbot-Weideman proporcionou melhores solugoes para as fungoes
de carater exponencial e logaritmico, enquanto que Talbot-Fixo obteve melhor desempenho
com funcgoes trigonométricas. Destaca-se que a escolha do melhor algoritmo foi baseada em
dois requisitos: i) valor de M,, que proporciona a melhor aproximagao dos perfis numéricos em
relagao ao analitico dentro do intervalo de ¢; ii) erro absoluto médio Eops.

Foram também analisados trés circuitos elétricos. O primeiro circuito foi proposto por
Brancik (2011), enquanto que os outros dois foram sugeridos por Alexander e Sadiku (2013).
Em todos os circuitos, obtiveram-se, as solucoes no dominio de Laplace para as tensoes e
correntes e malhas, onde os cinco métodos foram aplicados para avaliar o desempenho da
inversao numérica da Transformada de Laplace. No processo, para determinar o algoritmo
ideal para cada CE, foram adotados os mesmos requisitos utilizados nas inversoes das funcoes
elementares. ApoOs as andlises de desempenho dos algoritmos de aproximacao aplicados nos
Circuitos Elétricos, obteve-se algumas observacoes importantes:

i) os requisitos adotados foram assertivos na determinagao melhor método numérico;

ii) o critério mais utilizado para escolha do método ideal na maioria das situagoes foi o valor
obtido de M 6timo;

iii) o algoritmo Talbot-Fixo apresentou valores de M, menores ou iguais ao dos demais
métodos;

iv) pelo menos dois algoritmos de aproximagao alcangavam a mesma ordem de erro absoluto
médio;

v) em alguns casos, verificou-se a existéncia de valores iguais para M,. Nessa circunstancia,

o requisito do erro absoluto médio tornou-se fundamental na escolha do algoritmo ideal;
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vi) a ordem dos erros absolutos médios para as tensoes no problema proposto por Branéik
(2011) variou de 10716 a 1074, enquanto que as correntes ficaram na faixa de 107'° a 107'2;

vii) o primeiro CE analisado sugerido por Alexander e Sadiku (2013), apresentou E, na
faixa de 107 e 10713 para a tensao e de 1071 e 10~!* para a corrente;

viii) o segundo Circuito Elétrico, proposto por Alexander e Sadiku (2013), apresenta duas
malhas. Nele constatou-se que a ordem de erro absoluto médio estdao entre 1071° e 10714;

ix) o método Talbot-Fixo obteve melhor desempenho entre os circuitos elétricos estudados.

Como contribuigao desta dissertacao destaca-se a aplicacao dos métodos Talbot-Fixo, Talbot-
DW, Talbot-Weideman, Talbot-Parabola e Talbot-Hipérbole para a inversao da Transformada
de Laplace, considerando variacoes nos parametros a e b em funcoes teste e em trés distintos
problemas de analise de circuitos elétricos.

Mesmo que a eficiéncia do método Talbot-Fixo ja tenha sido bastante explorada na lite-
ratura, este trabalho traz novidades no sentido das funcoes testes e circuitos trabalhados, da
influéncia dos parametros de amplitude e frequéncia, bem como uso da métrica do erro ab-
soluto médio para a avaliagao da qualidade dos resultados. Quanto aos demais algoritmos,
pouco material foi encontrado na literatura, especialmente em portugués. Estes passaram pela
mesma analise de desempenho do Talbot-Fixo e, apesar de gerarem resultados com erro ab-
soluto médio considerado pequeno (o que nao invalida a utilizacdo de qualquer um deles), foi
possivel observar o quao relevante é a influéncia do contorno de integragao. Como exemplo
disso, destaca-se a diferenca de desempenho entre os métodos Talbot-DW e Talbot-Weindeman
apesar da ligeira diferenca entre as expressoes s(f). Os métodos Talbot-Parabola e Talbot-
Hipérbole apesar das expressoes s(6) evitarem os problemas relativos ao uso de cot(f) e csc(6),
precisaram de mais termos na série numérica para chegar nos melhores resultados possiveis. Em
especial, Talbot-Parabola e Talbot-Weideman forneceram resultados com erro absoluto médio
parecido quando usados nos problemas de circuitos elétricos, assim como Talbot-DW em relacao
a Talbot-Hipérbole.

Com base nos resultados obtidos, conclui-se que os objetivos deste trabalho foram al-
cancados. Além de identificar os métodos que demonstraram melhor desempenho na inversao
da Transformada de Laplace, recomendagoes foram apresentadas para a aplicacao dos algo-
ritmos estudados, fundamentadas pelas andlises realizadas. Como proposta de continuidade,
busca-se implementar os métodos numéricos em circuitos elétricos mais complexos e em outros
problemas existentes nas engenharias, como a difusao de calor e a modelagem de processos de

transporte em fluidos.
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APENDICE I

7.1 Fundamentagao Matematica

As Equagoes Diferenciais Ordindrias (EDO) modelam diversos problemas envolvendo pro-
cessos quimicos, sistemas mecanicos, fisicos, elétricos, entre outros. Uma das ferramentas ma-
tematicas amplamente utilizadas para sua resolu¢ao das (EDO) é a Transformada de Laplace.

Nesse capitulo, sao apresentados conceitos, defini¢coes e propriedades da Transformada de
Laplace, segundo Boyce e DiPrima (2001); Zill e Cullen (2001); Bronson e Costa (2006); Zill
(2011).

7.2 Transformada de Laplace

A Transformada de Laplace é um tipo especial de transformacao integral definida como:

Definicao 7.1. Seja f uma funcao definida para ¢t > 0. A integral

L0y = [ e, (7.)
0
é chamada de Transformada de Laplace de f, desde que a integral convirja.

Caso a integral (7.1) convergir, o resultado da Transformada de Laplace £{f(¢)} de uma
funcao f(¢) é uma funcdo F(s). As letras minusculas denotam a func¢ao que esté sendo transfor-

mada e as letras maiusculas representam sua Transformada de Laplace, logo, L{f(t)} = F(s).

7.3 Conceitos Basicos e Condicao de Existéncia

Definicao 7.2. Ordem Exponencial. Uma funcao f é de ordem exponencial ¢ se existem

constantes ¢, M >0 e T > 0 tal que
()] < Me®, vt >T. (7.2)

Caso f seja uma funcao crescente, a condigao |f(t)] < Me® t > T, diz que, o grafico da f em
um intervalo (T, 00) nao cresce mais rdpido que o grafico da fungao exponencial Me®, onde ¢

é uma constante positiva.

Defini¢ao 7.3. Continua por partes. Uma funcao f é dita continua por partes em [0, 00) se
em qualquer intervalo 0 < a < ¢t < b existe um nimero finito de pontos tx, k = 1,2, ..., n(tg_1 <

t;) onde f é continua e descontinua em cada intervalo aberto ty_; <t < tj.

Teorema 7.1. Condigoes Suficientes de Existéncia. Se f(t) é continua por partes no

intervalo [0, 00) e de ordem exponencial ¢, entdo L{f(t)} existe para s > c.
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7.4 Propriedades Operacionais da Transformada de Laplace

Nessa secao, serao exibidas algumas propriedades operacionais importantes que auxiliam
nos calculos da Transformada de Laplace.
Observagao: Para que todas £{f(t)} existam, considera-se que todas as fungoes satisfacam

os requisitos do Teorema 5.1.

Teorema 7.2. Translagao sobre o eixo s. Se p é uma constante e L{f(t)} = F(s), onde

s > k para algum k, entao

L{e"f(t)} = F(s —p). (7.3)

Definicao 7.4. Fungao Degrau Unitario ou Fungao de Heaviside. Essa funcao, tem como
principal aplicagao a resolugao de Equagoes Diferencias que envolvem fungoes descontinuas, as
quais aparecem constantemente em problemas na area de Engenharia.

A fungao U(t — p) é definida por

0, 0<t<p
u(t—p):{l > . (7.4)

Note que U(t — p) esta definido somente para ¢ > 0, o que é suficiente para estudo da

Transformada de Laplace. Porém, em um estudo mais amplo, tem-se U(t — p) = 0 para t < p.

Teorema 7.3. Translagao sobre o eixo t. Se F(s) = L{f(t)} e p > 0, entdo

L{f(t —p) U(t —p)} = e P F(s). (7.5)

Teorema 7.4. Linearidade. Sejam « e [ constantes quaisquer, f(t) e g(t) fungdes com

Transformada de Laplace, entao

L{af(t) + Bg(t)} = aL{f ()} + BL{g(1)} = aF (s) + BC(s). (7.6)

L é uma transformada linear, ou operador linear.

Teorema 7.5. Mudanca de Escala. Se L{f(t)} = F(s), entao

L{f(at)} = %F (;) , para p # 0. (7.7)

Teorema 7.6. Transformada de uma Derivadas. Se f, f, ..., f* ! forem continuas no

intervalo [0, 00), de ordem exponencial, e se f(™ é continua por partes em [0, 00), entdo

L{f' ()} = sF(s) = £(0),

L{f(t)} = s"F(s) — sf(0) — f(0),
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LU0} = 5" F(s) = 8" f(0) = 5" 2F(0) = . = sf"72(0)f*7H(0). (78)
Teorema 7.7. Multiplicacao por t". Se L{f(t)} = F(s), entao

cimf(t)y = (—1r

et (7.9)

Teorema 7.8. Transformadas de Integrais. Se L{f(t)} = F(s), entao

L {/Otf(u)du} - %F@). (7.10)

Teorema 7.9. Divisao por t. Se L{f(t)} = F(s), entao

c {@} = /:O F(u)du, (7.11)

I
t

desde que

lim exista.

t—0t+

7.5 Convolucao de Funcgoes

Se f e g forem continuas por partes em [0,00), entdo a convolugao é denotada por f * g, é

dada pela integral

f*g—/f g(t —u)d (7.12)
A integral (7.12) é chamada de Convolucao de f e g.

Teorema 7.10. Teorema da Convolugao. Sejam f(t) e g(t) fungoes continuas por partes

em [0,00) e de ordem exponencial, entao
LLf(8) = g(0)} = LLf () }L{g(t)} = F(s)G(s). (7.13)

7.6 Propriedades da Convolugao:

(i) Lei Comutativa: f(t)* g(t) = g(t) * f(¢);

(ii) Lei Distributiva: f(t) * (g(t) + h(t)) = f(t) * g(t) + f(t) * h(t);
(iii) Lei Associativa: f(t) = (g(t) = h(t)) = (f(t) * g(t)) * h(t);

(iv) L{f(t) * g(1)} = F(s)G(s);

(v) L7HE(s)G(s)} = f(t) * g(t).

Teorema 7.11. Teorema do Valor Inicial. Se os limites indicados existem, entao

lim f(¢) = lim F(s). (7.14)

t—0+ s—0
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Teorema 7.12. Teorema do Valor Final. Se os limites indicados existem, entao

lim f(t) = lim F(s). (7.15)

t—o00 s—0

7.7 'Transformada Inversa de Laplace

Se f(t) é chamada de Transformada Inversa de Laplace, entao f(t) = L7'{F(s)}, onde L™
¢ denominado operador da Transformada Inversa de Laplace.

A Transformada Inversa de Laplace pode ser definida pela integral de Bromwich,

LYF()) = f(f) = — / T et B (s)ds, (7.16)

2 f,
onde o > 0 é uma constante real, maior que as partes reais de todas as singularidades de F(s).
7.8 Propriedades Operacionais

As propriedades operacionais auxiliam na solugao de célculos, quando uma fungao s nao

satisfaz totalmente a forma tabelada.

Teorema 7.13. Translagao sobre o eixo s. Se L7'{F(s)} = f(t), para qualquer a, entao
LHF(s—a)} =e"f(t). (7.17)
Teorema 7.14. Translagao sobre o eixo t. Se L71{F(s)} = f(t), entao

L7He"F(s)} =U(t —p)f(t —p). (7.18)

Teorema 7.15. Linearidade. Seja « e [ constantes quaisquer, enquanto F'(s) e G(s) s@o

fungoes com Transformadas Inversas de Laplace f(t) e g(t), entao
L7HaF(s) + BG(s)} = alL™{F(s)} + BLTHG(s)} = af (t) + By(t), (7.19)
onde F(s) = Lf(8)} e G(s) = L{g(t)}.
Teorema 7.16. Mudanga de Escala. Se L~ {F(s)} = f(t), entao
L HF(ps)} = %f (%) , para p # 0. (7.20)

Teorema 7.17. Transformadas Inversa de uma Derivada. Se L7'{F(s)} = f(t), entao

LHF"(s)} =L {%F(s)} = (=1)""f(t). (7.21)
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Teorema 7.18. Transformada Inversa de Integrais. Se L~'{F(s)} = f(t), entao

ﬁ*{lewm@}zi?n (7.22)

Teorema 7.19. Multiplicagao por s". Se L™'{F(s)} = f(t) e f(0) = 0, entao
L{sF(s)} = f'(¢). (7.23)

O efeito de multiplicagao por s é derivar f(t). Se f(0) # 0, entdao L~{F(s) — f(0)} = f'(¢).

Teorema 7.20. Divisao por s. Se L7'{F(s)} = f(t), entao

ﬁlz{Q?}:Avau (7.24)

Teorema 7.21. Teorema da Convolugao. Se L™{F(s)} = f(t) e L7H{G(s)} = ¢(t), entao
£HPEEE)} = [ Fwglt—wdu=f g (7.25)

7.9 Métodos Analiticos para determinar a Transformada Inversa de

Laplace

Na matematica, existem diversos métodos para inversao analitica da Transformada de La-
place, entre eles: o método de fragoes parciais, a formula complexa de inversao apresentada na
Eq.(3.25) e a férmula de desenvolvimento de Heaviside.

Em seguida, apresentam-se os método de fragoes parciais e a formula de desenvolvimento
de Heaviside, segundo Spiegel (1965); Schiff (1999).

7.10 Método de Fracoes Parciais
G(s)

Qualquer fungao racional do tipo F(s) = 0 onde G(s) e H(s) # 0 sdo polinomios, com
o grau de G(s) menor do que o de H(s) pode ser decomposta em soma de fungoes racionais,
também conhecidas como fragoes parciais.

Na sequeéncia, apresentam-se algumas formas de decompor fragoes parciais:

(i) Para cada fator linear da forma H(s) = (ps + t) corresponde a uma fragao parcial da

forma ———, A constante.
(ps +1)
(ii) Para cada fator linear repetido da forma H(s) = (ps + t)" corresponde a uma fracao
A
1 2 n

parcial da forma —, onde Ay, Ay, ..., A, sdo constantes.

+ + ot/
(ps+1t) (ps+t)? (ps +1)
(iii) Para cada fator quadratico da forma H(s) = (ps® + ts + ¢), corresponde a uma fragao
As+ B

————— onde A e B sao constantes.
(ps? +ts+c)

parcial da forma
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(iv) Para cada fator quadrdtico repetido da forma H(s) = (ps® + ts + ¢)", corresponde
Ais+ By Ays + By A,s+ By)

ps?+ts+c)  (as?+bs+c)2 7 (pst4ts+co)”
Ay, ..., A,, B, ..., B, sao constantes.

a uma fracao parcial da forma , onde

A Transformada Inversa de Laplace de cada uma das fragoes parciais L~1{F(s)} é obtida da

seguinte maneira: iguala-se a fracao F(s) = a soma de fragoes encontradas, eliminando

s
H{(s)
os denominadores e identificando os coeficientes de poténcias iguais de s, com isso, chega-se a

um conjunto de equagoes lineares e através dele obtém-se os valores paras constantes A, B, etc.

7.11 Formula de Desenvolvimento de Heaviside

Seja F(s) = H((S)) uma funcao racional que satisfaz as condicoes:
s

(i) G(s) e H(s) sao polinomios, e H(s) # 0;

(ii) grau (G) < grau(H),

suponha que H(s) possua n zeros distintos oy, = 1,2, 3, ...,n. Entao

1 G<3) . - G(ak) Okt
. {H<s>}‘ZH'<ak> (726)

k=1

onde H'(ay) é a derivada de H(ay) avaliada na sua k-ésima raiz.
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8 APENDICE II

A integracdo numérica é um método matematico empregado para estimar numericamente
o valor de uma integral definida de uma funcao. Essa abordagem é aplicada quando a integral
nao pode ser calculada de maneira analitica devido a complexidade da funcao. Com isso, a
técnica envolve a discretizacao do intervalo de integracao por meio da subdivisao deste em
subintervalos menores.

Nesse capitulo, sao apresentados alguns conceitos e defini¢oes das técnicas de integragao
numérica, segundo Ruggiero e Lopes (2000); Arenales e Darezzo (2008); Epperson (2013);
Luther (2022).

8.1 Regra do Trapézio (Simples)

Suponha o intervalo [a, b], com h sendo o tamanho do segmento, h = b — a. A férmula para

a Regra dos Trapézios Simples é definida como

/abf(x)dx ~h {M} , (8.1)

cuja interpretacao geométrica pode ser vista na Figura 8.1, onde f é continua.

Figura 8.1: Representacao grafica

f(x)

f(x,)

fixg)

a=Xq b:‘.b{1

Fonte: Ruggiero e Lopes (2000)

8.2 Regra dos Trapézios (Composta)

A Regra dos Trapézios Composta consiste na subdivisao do intervalo de integracao [a, b]

b—

em n subintervalos iguais, cada qual de comprimento h = , € na aplicagao da Regra dos
Trapézios Simples em cada subintervalo compreendido entre dois pontos consecutivos, como

mostra a Figura 8.2.
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Figura 8.2: Representacao grafica da Regra dos Trapézios Composta

fpo 4

;)

=t

. h | h . v ho

] } ] >
>
Xg=a x3 X Xn1 Xp=p X

Fonte: Arenales e Darrezzo (2008)

Note que P;(z) sao polinémios lineares que interpolam por partes a fungao f, e que

[ e G0 + )] + G lAw) + )]+ G ) + Fa) =
g[f(%) +2f(21) + 2f(22) + - 4+ 2(zn1) + f(22)]- (8.2)

Ao observar a repeticdo de termos na soma, percebe-se a possibilidade de simplificar a Eq.

(8.2), resultando na obtengao da Regra dos Trapézios Composta,

g [f(ﬂ?o) + flzn) + 2;“%)

Flao) + flan) | =
=h [—2 + Z flz:)], (8.3)

i=1

onde x; sdo os pontos de subdivisdo de [a,b] e i =1,2,--- ;n — 1.

8.3 Regra do Ponto Médio

A Regra do Ponto Médio é um método de integragao numérica baseada na soma de Riemann,
em que o intervalo de integracao [a, b] é subdividido em n subintervalos igualmente espagados
e a funcao é avaliada no ponto médio de cada subintervalo.

Assim, para realizar a soma de Riemann de uma fungao f(z) ao longo do intervalo [a, b],
seleciona-se uma partigdo P = {xg, 21,29, -+ , 2.}, onde a = 29 < 27 < 29 < -+- < 1, = b, €
um conjunto S = {z}, 25, - 2}, onde z;_y <z} < x; para todo 7.

Desse modo, a soma de Riemann é dada por

=1

onde Ax; = x; — x;_1 é o comprimento do i-ésimo subintervalo.
b—a
. Se

Considere que f(x) é continua em [a,b]. Seja n nimero inteiro positivo e Az =
n
[a,b] é dividido em n subintervalos, cada um de comprimento Az, e m; é o ponto médio do




118

i-ésimo subintervalo, a Regra do Ponto Médio é dada por

/ fo)de = 3 flm)Ar, (8.4)
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9 APENDICE III

Neste apéndice, apresenta-se o calculo para reescrever a integral complexa de inversao da
Eq. (3.1) em termos de 6, utilizando o contorno s(#) = rf(cot(0) + i), —m < 0 < 7.

Seja F(s) = F(s(0)) e e = () entdo escreve-se

F(s(0)) = F(r0(cot(0) + 1))

e
es(@)t _ et(r&(cot(9)+i)) _ etr&cot(@) . etr@i'
Derivando s em relacao a 6 obtém-se
ds . 2 . 2
=" + 7r{0(—csc?(0)) + cot() - 1} = ri — rf csc™(0) + r cot(6),
ou ainda,
ds = [ri + 7 cot(f) — rf csc®(6)]d6.
Reescrevendo-se f(t), tem-se
1 T .
f(t) = Py / F(r0(cot(0) + i))e!™0 <O . % (1 4 cot(h) — 76 esc?(0)) d6.
m —r N @ /,
P
Seja

p = (ri+rcot(0)—rf(csc?(0) + 1 —1)) = ri+r cot(§)—rd cot*(0)—rf = ri(1—icot()+if cot*()+if)
()
cot?

p = ri[l +i(—cot(#) + O cot?(0) + 0)] = ri{l +i [0 + cot(0)(—1 + O cot(0))]} = ri{l +io(0)} .

o(0) 5?(5)

Logo, obtém-se a Eq. (3.8)
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10 APENDICE IV

Neste apéndice demonstra-se a propriedade da simetria do conjugado da Transformada de
Laplace, ou seja, F(s) = F(5). Além disso, detalha-se a transigao entre a Eq. (3.8) e a Eq.
(3.9).

Demonstracao. A definicao da Transformada de Laplace é dada por

+oo
F(s) = /0 e~ f()dL. (10.1)

Seja a variavel complexa s = a + bi, entao o conjugado de s é dado por s = a — bi.

Substituindo s e 5 na Eq. (10.1), tem-se que

+00 +oo
F(s) = F(a+ bi) = / e~ @ F() it — / e=otebit £ (1)t (10.2)
0 0

F(3) = Fla—bi) = / - e~ @It f (1) dt = / - e~ f(t)dt. (10.3)
0 0

Tomando o conjugado de F'(s) na Eq. (10.2), tém-se que

“+o00

Fs) — /0 " e ()t /0 it wa = [ Fie ettt (10.4)

0

Dessa forma, observa-se que F(s) = F(5). Entao tomando o conjugado da Eq. (10.3),

obtém-se que

F(3) = Fla—bi) = / ” e~ @ f (1) dt = / ” e (1) dt =
0 0

F(3) = /0 +OO e~ e f(¢)dL. (10.5)

Portanto, F(s) = F(3). O
A Eq. (3.8) é dada por

10 =5 | @ OF©)50)as

onde s(0) = rf(cot(0) + i) e §'(0) = ir(1 +io(0)).

Substituindo s'(#) e multiplicando ambos os lados por 27i na Eq. (3.8), obtém-se

omif(t) = /7r O F(s(0))ir(1 +io(0))do. (10.6)

—T
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Aplicando a propriedade da multiplicagdo por uma constante das integrais definidas (Anton
et al., 2014) na Eq. (10.6) tem-se

s

omif(t) :z'r/ O F(s(0))(1 + io(6))db.

Empregando a propriedade de aditividade das integrais definidas (Anton et al., 2014), chega-

se a

omif(t) = ir UO O F(s(0))(1 +i0())db + /07r D F(s(0))(1 +i0(6))db]| . (10.7)

—T

Embora os limites de integragao da Eq. (10.7) sejam diferentes, o integrando de ambas as
integrais é igual. No entanto, ao tomar o conjugado de um dos integrandos, ¢ possivel tornar

os limites de integracao equivalentes, como mostra a Eq. (10.8):

2mif(t) =ir {/ etEF(S(H))(l —i0(0))df + / O F(s(0))(1 + ia(&))d&} . (10.8)
0 0
Sabendo que f é real e aplicando a propriedade F(s) = F(35), obtém-se

omif(t) = 2irR { /0 ’ O R (s(0))(1 + z’a(e))dQ]

10 =50 | [ O reso) + ioo)as

271

() = % /0 " RSO P (s(0))(1 + i0(0))]do. (10.9)
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11 APENDICE V

Neste apéndice, apresenta-se a aplicagao da Regra dos Trapézios Composta (Eq. (8.3)) na

Eq. (3.9), que é dada por

f(t) = %/Oﬂ RO F(5(0))(1 + io())]db.

Aplicando a Regra dos Trapézios Composta na Eq. (3.9), tém-se:

% /O " RO P (s(0))(1 + i0(0))]d0 ~

{?R[ets(o)F(s(O))(l +1i0(0))] + R[e* ™ F(s(m)) (1 4 io ()]

s
M 2

2=

- R[e*O0) F(s(6,))(1 + i (6;))], (11.1)

onde 0, = kr /M.

Calculando os limites de s(#) e o(f) quando 6 se aproxima de zero, tém-se:

1

~ ©) _ i <50

: : : : , ., COS . COS

s(0) = (191_1{(1) s(0) = (l}gr(l][ré’(cotw)—i—z)] = r(l)1_r}r(1) |:0 cot(f) + i ] = Tgl—rf(l)esen(@) = Tél_r)% en(@) T.
?

o(0) =limo(f) = %i_{r(l){@ + [(f cot(0) — 1) cot(6)]} = éi_r)r(l)r?—l— 0 cot?(0) — cot(h)]

0—0

cos(#) cos(9)  cos(f)
[esen(ﬁ) sen(6) sen(&)}

#(0) = Tim cos(f) cos(f)  cos(f) — Jim (6 cot?(6) — cot(6)) = lim 6 cos®(0) — COS(@)SGD(@).

60 | sen(d) sen(f) sen(f) 60 60 sen?(6)

Usando a identidade trigonométrica sen(260) = 2sen(6) cos(), tém-se:

sen(26)
6 cos?(0) — ===

60 sen?(0)

Aplicando L’Hospital, obtém-se
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. cos?(0) — Bsen(260) — cos(20)
o(0) = (191_1}(1) sen(20) ’

e aplicando L’Hospital novamente:

—2cos(f)sen(f) — sen(260) — 260 cos(260) + 2sen(260)

o(0) = éi—r}(l) 2 cos(26) =0
Assim,
TP
Rt 50) p(5(0))(1 + i o(0))) = Re"F(r) (11.2)
R[e*™ F(s(m))(1 + io(r)]. (11.3)

nao esta definida em 6 = m, pois o intervalo é aberto em .

Desse modo, a Eq. (3.9) pode ser reescrita da seguinte forma:

/ Re* O F(s(0))(1 +io(6))]do ~

%%{ ( tTF ) Z% t8(9k ))(1‘*'@0(91:))}} (11.4)

Reorganizando os termos, obtém-se

Fre(t, M) ~ (1F<r>e” Y0 RO P(s(00)) (1 + wwkm) SGE)

2
k=1



