MINISTERIO DA EDUCACAO
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MODELAGEM COMPUTACIONAL

IDENTIFICACAO DO COEFICIENTE DE RIGIDEZ NO
MODELO DE EULER-BERNOULLI PARA VIGAS

por

Elisa Ferreira Medeiros

Dissertacao para obtencao do Titulo de

Mestre em Modelagem Computacional

Rio Grande, Maio, 2019



Elisa Ferreira Medeiros

“ Identificagao do coeficiente de rigidez no modelo de Euler-Bernoulli para vigas.

Dissertacdo apresentada ao Programa de Pés
Graduacdo em Modelagem Computacional da
Universidade Federal do Rio Grande - FURG,
como requisito parcial para obtencdo do Grau
de Mestre. Area concentracio: Modelagem
Computacional.

Aprovado em
BANCA EXAMINADORA

A A
'1“&[(&/4 QA2 _D/ @.ﬂvf)
Prof. Dr. Adriarto De Cezaro
Orientador — FURG

Prof®. Dr®. Fabiana Travassini De Cezaro
Coorientadora - FURG

Bduuduw Rodaipws 3
Prof®. Dr®. Bérbara D. Rodfigues
; FURG

”

Prof. Dr. Antonio C. G. Leitdo
UFSC

Rio Grande - RS
2019



Ficha catalografica

M488i Medeiros, Elisa Ferreira.

Identificagdo do coeficiente de rigidez no modelo de

Euler-Bernoulli para vigas / Elisa Ferreira Medeiros. — 2019.
89 f.

Dissertagao (mestrado) — Universidade Federal do Rio Grande —

FURG, Programa de Pés-Graduagdao em Modelagem Computacional,
Rio Grande/RS, 2019.

Orientador: Dr. Adriano de Cezaro.
Coorientadora: Dra. Fabiana Travessini de Cezaro.

1. Modelo de Euler-Bernoulli 2. Problema Inverso

3. Regularizagao |I. Cezaro, Adriano de Il. Cezaro, Fabiana Travessini
de lll. Titulo.

CDU 004

Catalogagao na Fonte: Bibliotecario José Paulo dos Santos CRB 10/2344




AGRADECIMENTOS

Primeiramente, agradego a Deus e Nossa Senhora de Fatima pelo amor infinito e por nunca
esquecerem de mim.

Agradeco ao meu orientador professor Adriano por todos os ensinamentos, pela sua paciéncia
e confianca, pelo exemplo de professor, dedicado e comprometido me inspirando cada dia mais.

A minha coorientadora, professora Fabiana, pelas contribuicoes no desenvolvimento deste
trabalho, pelo incentivo e por toda acolhida.

Agradeco a minha mae, Maria Helena, por acreditar nos meus sonhos e nunca me deixar
desistir. Por seu amor incondicional e por ser minha inspiracao, sempre!

A minha avo, Vilma, por seu amor e constante fé em mim.

Agradeco a minha familia e amigos por entenderem minhas angustias e por todo apoio
incansavel. Ao meu namorado, Rafael, por todo incentivo, por compreender minhas auséncias
e ainda assim, acreditar nesse sonho junto comigo. Obrigada meu amor!

Aos membros da banca professores Barbara e Antonio, pelas contribuigoes e sugestoes feitas
para a melhoria deste trabalho.

Agradeco ao Programa de Pés-Graduagao em Modelagem Computacional e a Universidade
Federal do Rio Grande pela oportunidade e a todos os professores que contribuiram para a

minha formacgao ao longo desses anos.



RESUMO

Neste trabalho analisamos o problema de identificacao do coeficiente de rigidez, em vigas mo-
deladas pela equacao de Euler-Bernoulli estatica, a partir de medidas indiretas da deflexao da
viga. Apresentamos o problema na forma de uma equacdo de operadores (parametros para
solucdo) provando, em topologias apropriadas, propriedades importantes como continuidade
e compacidade. A compacidade do operador implica, em particular, que o problema inverso
¢ mal-posto no sentido de Hadamard, ou seja, o problema de identificacao do coeficiente é
instavel com relagao aos erros nas medidas. Provamos a unicidade para o coeficiente de rigidez
utilizando hipéteses minimas com relacao a sua suavidade. Ainda, apresentamos o método de
molificacao e o método iterativo de Landweber para obtermos solucoes aproximadas estaveis.
Como o operador parametro para solucao é nao linear, provamos que este operador é Fréchet
diferenciavel e que satisfaz a condicao de cone tangente. Estes resultados e uma estratégia
de parada dada pelo principio de discrepancia sao o suficiente para garantir que a iteracao
de Landweber é estdvel e convergente (com rela¢do aos ruidos nas medidas). Por fim, apre-
sentamos alguns exemplos numéricos mostrando os efeitos de estabilidade e convergéncia das

solugoes aproximadas.

Palavras-chave: Modelo de Euler-Bernoulli. Problema inverso. Regularizacao.



ABSTRACT

In this work, we analyze the nonlinear inverse problem of flexural rigidity coefficient identifi-
cation in the static Euler-Bernoulli equation, from indirect beam deflection measurements. We
introduce the problem in the form of an operator equation (parameters-to-solution map) that
we call the forward operator. We prove, in an appropriate topology, continuity and compact-
ness for the forward operator. In particular, operator’s compactness implies that the coefficient
identification inverse problem is ill-posed in the sense of Hadamard. In other words, the ri-
gidity coefficient identification problem is unstable with respect to errors in measurements.
Furthermore, we prove the uniqueness for the flexural rigidity coefficient identification using
least smoothness assumptions. We also propose the use of the mollification technique and
the Landweber iterative method to obtain a stable approximate solutions. In order to prove
convergence and stability (with respect to the errors in the measurements) for the Landweber
iteration, we use a stopping rule given by discrepancy principle and prove Frechet differenti-
ability and the tangential cone condition for the forward operator. Finally, we illustrate the

theoretical achievements with some numerical examples.

Palavras-chaves: Euler-Bernoulli model. Inverse Problem. Regularization.
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INTRODUCAO

As vigas sdao um dos elementos mais importantes em quase todos os projetos de engenha-
ria, pois suportam diversos tipos de carregamentos. Por exemplo, elas sao utilizadas como
elementos de suporte em edificios, plataformas de pontes, asas de avides e, até mesmo, muitos
dos ossos do corpo humano agem como vigas (HIBBELER, 2006; GERE, 2009). Devido a
sua funcao de suporte, intimeros estudos a respeito das propriedades estruturais das vigas e
de sua capacidade de carga tém sido conduzidos, principalmente, quando envolvem analises de
seguranca e confiabilidade dessas estruturas.

Um tipo de problema bastante tradicional na mecanica consiste em avaliar a resposta de
uma viga, quando conhecemos a forca aplicada e os parametros da estrutura, como por exemplo,
sua geometria ou propriedades dos materiais utilizados na sua composicao. A este problema
denominamos problema direto (CADDEMI; MORASSI, 2013; LUCCHINETTTI; STUSSI, 2002;
MARINOV; MARINOVA; VATSALA, 2015). Do ponto de vista matematico, resolver o pro-
blema direto consiste em obter uma solucao para a equagcao diferencial que modela o problema
da deflexao da viga, conhecidas as forgas atuantes, os parametros do modelo que determinam
as propriedades mecanicas e geométricas da viga e as condigoes iniciais e de contorno que
determinam o tipo de viga (HIBBELER, 2006).

Uma outra abordagem com relacao ao estudo das vigas envolve o desenvolvimento de
técnicas para diagnosticar possiveis danos ou desgastes internos nas estruturas (vigas) a partir
de medidas indiretas, por exemplo, medidas de sua deformacgao. Os danos estao relacionados
as alteracoes dos materiais internos da estrutura. O que ocorre, de fato, é que as proprieda-
des dessas estruturas se modificam ou se desgastam seja por corrosao, fadiga ou mesmo danos
acidentais. Logo, se torna de extrema importancia detectar essas imperfeicoes utilizando de
métodos nao destrutivos, (GHRIB; LI; WILBUR, 2011; KAWANO, 2017; LIU; CHEN, 2002;
MARINOV; VATSALA, 2008; MARINOV; MARINOVA; VATSALA, 2015). Assim, a ava-
liacao de confiabilidade e integridade das estruturas estd intimamente ligada ao conhecimento
dos parametros que descrevem as propriedades da viga, a partir de medidas indiretas da resposta
da estrutura quando uma forca conhecida é aplicada (GHRIB; LI; WILBUR, 2011; KAWANO,
2017; LIU; CHEN, 2002; MARINOV; VATSALA, 2008; MARINOV; MARINOVA; VATSALA,
2015). A este problema denominamos problema inverso.

Estas técnicas que permitem avaliar a condic¢ao de risco dessas estruturas sem a necessidade
de testes destrutivos podem ser tanto de natureza estatica quanto dinamica. Isso dependera dos
tipos de dados que serao medidos. Neste trabalho iremos analisar o comportamento estatico
das vigas modelado pela teoria cldssica das vigas, a teoria de Euler-Bernoulli (GERE, 2009;
HIBBELER, 2006) segundo a equacao

d? d*u
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onde a(z) é o produto do médulo de elasticidade E pelo momento de area I, denominada rigidez
a flexao, f(x) sdo as forgas distribuidas perpendicularmente ao longo da viga e u(x) a deflexao.

Nosso interesse estd na identificagdo do parametro de rigidez a(z) da viga a partir de dados
da deflexdo v medidos quando uma forga conhecida f(x) age sobre ela. Ou seja, vamos analisar
o problema inverso associado a equacgao de Fuler-Bernoulli. Como na prética as medidas estao
sujeitas a erros e os problemas inversos sao, em geral, instaveis em relagao a tais erros nas
medidas, serd necessario adotarmos uma estratégia que compense a precisao na obtencao da
solugao com relagao aos erros nas medidas. Tais estratégias sao conhecidas como métodos de
regularizagao para problemas inversos.

De acordo com nossa pequisa na literatura, MARINOV; VATSALA (2008) apresenta uma
formula explicita para obter um coeficiente de rigidez constante por partes, mas a técnica
utilizada exige a hipdtese de que se conheca os pontos da viga onde os coeficientes mudam de
valor. Tal hipétese nao tem aplicagoes praticas, pois tal conhecimento implica em saber de
antemao onde a viga sofreu rupturas. Além disso, a formula obtida depende de um quociente
que envolve a segunda derivada dos dados (da deformagao da viga). O problema de derivacao
nos dados é bem conhecido por ser um problema instavel (DE CEZARO; LEITAO, 2008).

Em LERMA; HINESTROZA (2017), uma equagao explicita também é proposta para ob-
ter o coeficiente de rigidez, mas agora utilizando as fun¢oes de Green. No entanto, da mesma
forma a férmula obtida depende da derivada dos dados. Assim, LERMA; HINESTROZA (2017)
propoe métodos de regularizacao como Molificacao e Landweber para estabilizar o problema
de diferenciacao. Ja LESNIC; ELLIOTT; INGHAM (1999) propde o método de regularizacao
de Tikhonov de primeira ordem para determinar uma aproximagao estavel com relagao as
medidas. Além disso, diferente dos trabalhos que observamos na literatura, um resultado de
unicidade para o problema de identificagdo de a(x) a partir do conhecimento de u foi apresen-
tado. No entanto, tal resultado é valido para coeficientes que sejam pelo menos continuamente
diferenciaveis em todos os pontos da viga. Desta forma, nao pode ser aplicado para o caso
em que a viga tenha falhas, pois neste caso o coeficiente de rigidez deve ter algum tipo de
descontinuidade, resultado para o qual o interesse pratico é maior.

As novidades desta dissertacao sao:

1. Provamos um resultado de unicidade para o coeficiente de rigidez da viga utilizando
hipéteses minimas com relacao a suavidade a partir do conhecimento da medida da de-
flexao da mesma devido a uma fonte conhecida. Este resultado garante, em particular,

unicidade para coeficientes constantes por partes.

2. Formulamos o problema como uma equacao de operadores - operador parametro para
medidas. Provamos que este operador é compacto em topologias apropriadas. Isso implica
que o problem inverso é mal-posto no sentido de Hadamard, mesmo sendo conhecido o

resultado de unicidade.

3. Provamos que o operador parametro para medidas é Fréchet diferenciavel e que satis-

faz a condigao do cone tangente (KALTENBACHER; NEUBAUER; SCHERZER, 2008).
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Estes resultados garantem a possibilidade de aplicarmos métodos iterativos de regula-
rizacdo para o problema de identificacao do coeficiente de rigidez da viga. As ideias da
demonstracao seguem dos resultados encontrados em KALTENBACHER; NEUBAUER;
SCHERZER (2008).

4. Apresentamos resultados numéricos baseados na estratégia de molificacao e no método ite-
rativo de Landweber para coeficientes que representam caracteristicas distintas da viga.
Em particular, os algoritmos para o método de Landweber foram implementados pela
autora desta dissertacao. Estes resultados comprovam a eficdcia dos métodos de regula-

rizacao aplicados para niveis distintos de ruidos nos dados.

Divisao do trabalho: Para estabelecer uma teoria matematica e numérica consistente para
a solucao do problema inverso de identificagao do parametro de rigidez da viga, dividimos o
trabalho em duas partes, Parte I e Parte II.

A Parte I apresenta uma revisao da teoria geral de vigas, de analise funcional e de problemas
inversos de modo a tornar esta dissertacao auto-contida. Assim, para um leitor ja familiarizado
com estes assuntos sugerimos que comece a leitura a partir da Parte II. A Parte I esta dividida
da seguinte forma:

No Capitulo 1, apresentamos o modelo matematico da equacao de Euler-Bernoulli junta-
mente com alguns conceitos fisicos necessarios para o entendimento do problema. Deduzimos
a equacao de Euler-Bernoulli que modela o problema que estudaremos.

No Capitulo 2, apontamos alguns dos principais resultados de Andlise Funcional a fim de
embasar a teoria matematica necessaria para a obtencao da solug¢ao do problema inverso de
identificacdo do parametro de interesse analisado nessa dissertacao. Além de apresentarmos
a teoria geral de existéncia e unicidade para problemas de valor de contorno juntamente com
o método de shooting, ferramenta que sera utilizada na prova de existéncia para o problema
direto envolvendo a equacao de Euler-Bernoulli.

No Capitulo 3, introduzimos algumas nocoes basicas da teoria geral de problemas diretos e
inversos e apresentamos a principal caracteristica que diferencia os dois, a saber, a definicao de
problema bem posto segundo Hadamard. Também apresentamos a teoria geral dos métodos de
regularizacao que serao analisados nesta dissertacao.

Na Parte II, discutimos o assunto central desta dissertacao que envolve a analise da equacao
de Euler-Bernoulli na qual queremos identificar o coeficiente de rigidez em vigas. Para isso, a
Parte II esta dividida de forma que:

No Capitulo 4, analisamos o problema direto na equagao de Euler-Bernoulli provando sua
boa colocacao. Além disso, apresentamos o problema como uma equacao de operadores demons-
trando algumas propriedades importantes do operador. Dentre elas, provamos que o operador
¢ compacto em topologias apropriadas.

No Capitulo 5, destacamos o problema inverso de identificagao do coeficiente de rigidez que

é o principal problema de nosso interesse. Apresentamos a prova de que o problema é mal-posto
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no sentido de Hadamard e a comprovamos com um exemplo extraido de MARCELLINT (1982).
Além disso, apresentamos a unicidade da solucao do problema inverso usando hipoteses menos
restritivas para o coeficiente em relagao as que conhecemos na literatura.

No Capitulo 6, apresentamos o método de molificagao e o método iterativo de Landweber
aplicados ao problema de identificacao do coeficiente de rigidez da viga provando resultados de
convergéncia e estabilidade.

No Capitulo 7, apresentamos alguns exemplos numéricos utilizando os métodos abordados
no Capitulo 6, através de medidas sintéticas da deformacao da viga com diferentes niveis de
ruidos.

Finalizamos esta dissertacao com o Capitulo 8, no qual apresentamos algumas conclusoes e

possiveis extensoes do problema proposto nessa dissertacao.
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1 MODELO MATEMATICO: EQUACAO DE EULER-
BERNOULLI

Neste capitulo vamos apresentar o modelo de Euler-Bernoulli que descreve a deflexao em
vigas quando estas suportam carregamentos perpendiculares ao seu eixo longitudinal. Para
tal, apresentaremos alguns conceitos fisicos necessarios para o entendimento da dedugao da

equacao.

1.1 Um breve percurso pela resisténcia dos materiais

Ja vimos que as vigas sao elementos estruturais submetidos a carregamentos que atuam per-
pendicularmente ao seu eixo longitudinal, sejam eles, forgas ou momentos. Esses carregamentos
podem agir sobre uma area muito pequena podendo ser simplificada a uma carga concentrada.
Quando um carregamento esta distribuido ao longo do eixo da viga, denominamos de carre-
gamento distribuido. Essas cargas sao forcas atuantes na viga que podem ser, por exemplo, o
peso de uma estrutura sobreposta a ela, o seu proprio peso ou até mesmo forcas da natureza
agindo nela (vento, ondas, marés, etc) (GERE, 2009; HIBBELER, 2006).

Quando algumas forcas atuam sobre a viga sao criadas agoes internas chamadas de forcas
de cisalhamento e de momentos fletores. O momento fletor (M) é responsével pela flexdo da
viga, ou seja, quando ele é aplicado ocorre o alongamento e compressao de fibras nas secoes
transversais. Dessa forma, entre elas deve existir uma superficie em que nao ocorra mudanca
nos comprimentos das fibras longitudinais como mostram as Figuras 1.1, 1.2. Essa superficie é

chamada de superficie neutra.

' ._.:-;_-:: S
i

Figura 1.1: Viga antes da deformagao.
Retirada de (HIBBELER, 2006)

Assim, segundo HIBBELER (2006); GERE (2009) abordaremos as seguintes hipdteses, nas

quais o modelo de Euler-Bernoulli é baseado:
e O material é linearmente elastico e satisfaz a Lei de Hooke;

e As cargas que atuam na viga sao paralelas as se¢Oes transversais;



e A deflexdo u ocorre no mesmo plano em que as cargas atuam (plano de flexao);

linhas horizontais

tornam-

Figura 1.2: Viga depois da deformacao.
Retirada de (HIBBELER, 2006)

S Clrvas

permanecem retas

porem sofrem
rotacgdo
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e A secao transversal da barra possui pelo menos um eixo de simetria, coincidente com o

eixo vertical;

e O eixo longitudinal que se encontra no interior da superficie neutra nao sofre alteracao

no comprimento conforme pode ser visto na Figura 1.3;

e Quaisquer deformacoes cortantes foram desprezadas;

Figura 1.3: Viga e seu eixo de simetria e superficie neutra.
Retirada de (HIBBELER, 2006).

Eixo de simetria

Eixo

Longitudinal

e Durante a deformacao, as secoes transversais permanecem planas e perpendiculares ao

eixo longitudinal, ver Figura 1.4.

/

Figura 1.4: Viga sujeita a pequenas deformagoes.

/
/]
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Quando uma viga com alinhamento reto é carregada por forcas atuando para cima ou para
baixo, a tal estrutura sofre um deslocamento desenhando uma curva em relagao a sua posicao de
equilibrio, denominada curva de deflexao conforme Figura 1.4. A deflexao u da viga em qualquer
ponto ao longo do seu eixo sera dada pelo deslocamento desse ponto na direcao vertical com

relacao a sua posicao de equilibrio.

1.2 Equacao Diferencial Ordinaria de Euler-Bernoulli

A partir desse momento vamos deduzir a equacao de Euler-Bernoulli. As Figuras apre-
sentadas foram adaptadas de (HAUKAAS, 2012) e a teoria foi baseada em (GERE, 2009;
HAUKAAS, 2012; HIBBELER, 2006).

Quando uma forga é aplicada, a viga desenvolve uma forga de cisalhamento (V') e um
momento fletor (M). O momento fletor é um esforgo que tende a curvar a viga e a forca de
cisalhamento tende a fazer um corte no objeto. Assim, sao criadas tensoes e deformacoes em seu
interior. Para deduzir a equacao sera necessario analisar o equilibrio das forcas e dos momentos

conforme a Figura 1.5.

1

M, v V+dV M+dM

dx

Figura 1.5: Equilibrio para um elemento infinitesimal da viga.

A partir das leis da estatica obtemos as seguintes relagoes

dM
— = 1.2.1
=V, (12.1)
av
— = 1.2.2

onde V estd no plano de flexdo e M é perpendicular ao plano. E de acordo com (GERE, 2009;
HAUKAAS, 2012; HIBBELER, 2006) M é dado por

d*u

M=F]—
dx?’

(1.2.3)

onde ET representam o produto do moédulo de elasticidade E pelo momento de area I, deno-
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minada rigidez a flexao.

Além disso, quando a viga é flexionada, linhas longitudinais se tornam curvas e linhas
transversais sofrem rotagao apesar de continuarem retas. Assim, nao ha somente deflexao ao
longo do eixo mas também uma rotacao. De acordo com a Figura 1.6 o deslocamento u esta
relacionado a rotacao 6 da secao transversal. Podemos observar também que, considerando dois

pontos sob a curva, a distancia entre eles é dada por dz e
tg(0) = — =~ (0), (1.2.4)

onde assumimos que as deformagoes sao consideravelmente pequenas, a equacao é simplificada
de modo que tg(f) =~ (0).

Figura 1.6: Rotacao da secao transversal de um elemento da viga.

Outro ponto a ser analisado na viga é a sua curvatura . Se a forca aplicada a viga for
muito pequena, a viga sofrerd uma deformacao minima e assim ficard praticamente reta. Seu
raio de curvatura p serd muito grande e a curvatura sera muito pequena. Caso contrario, a
flexao sera maior por conta de uma forca maior e entao teremos um raio de curvatura menor e

a curvatura maior. Assim, a curvatura é definida como

1 df
p ds
onde ds é o comprimento do arco entre os pontos considerados, p é o raio de curvatura.

Como estamos considerando deflexoes geralmente muito pequenas quando comparadas ao
comprimento da viga, a curva de deflexao serd quase horizontal e a distancia ds ao longo da

curva pode ser considerada aproximadamente igual a dxr. Dessa forma podemos reescrever
(1.2.5) como

dg do
=~ ~ — 1.2.6
" ds dx ( )
e ainda mais
B df N df B d*u

- — = — 1.2.
& ds dx dx? (1.2.7)

Notemos que a combinagao de (1.2.1), (1.2.2), (1.2.3) e (1.2.7) produzem a seguinte quan-
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tidade:

2 2 2 2 2
fo (R () 12
que é conhecida como equacao de Euler-Bernoulli, com EI = a(x).

Associados a esta equagao existem condicoes iniciais e de contorno que representam fisica-
mente o tipo de viga que estd sob andlise. Ou seja, as condicoes de contorno estao relacionadas
as deflexoes, inclina¢oes, momento fletor e for¢a de cisalhamento em pontos na viga onde essas
funcoes sao conhecidas. Geralmente esses pontos sao os de suporte na viga. Considerando o
comprimento da viga L, apresentamos logo a seguir alguns tipos de vigas, podendo ser consul-
tadas em (HIBBELER, 2006).

Para uma viga engastada em uma extremidade e livre na outra as condigoes de contorno
sao

uw(0) =4'(0) = M(L) = M'(L) =0, (1.2.9)

onde u e u' representam a deflexdo e a inclinacao nulas no ponto x = 0, respectivamente. Na
extremidade x = L, o momento fletor M e a forca de cisalhamento M’ também sao nulas. Esse

tipo de viga também recebe o nome de viga em balanco e é apresentada na Figura 1.7.

|
1 ]
i

Figura 1.7: Engastada em uma extremidade e livre na outra - Viga em balanco.

Apresentamos na Figura 1.8 a viga simplesmente apoiada e neste caso as condigdes de
contorno sao dadas por
u(0) =u(L) = M(0)=M(L) =0, (1.2.10)

Figura 1.8: Simplesmente apoiada.

Na Figura 1.9 temos uma viga com uma extremidade engastada e outra apoiada. Assim,

como condicoes de contorno teremos

uw(0) =u'(0) =u(L) = M(L) = 0. (1.2.11)

Em (LESNIC; ELLIOTT; INGHAM, 1999), além da condicao (1.2.10) outras condigoes de

contorno sao estudadas, no entanto, nao sabemos se possuem interpretacao fisica ou apenas
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Figura 1.9: Extremidade engastada e outra apoiada.

interesse matematico. Sao essas:

uw(0) =/ (L) = M(0) = M'(L) =0, (1.2.12)

u(0) = u'(L) = M(0) = M'(0) =0, (1.2.13)

uw(0) =u'(L) = M(0)=M(L)=0 ou u(0)=u(L)=M(0)=M(L), (1.2.14)
w(L) =4'(0) =u (L) = M'(0) =0 ou u(0)=1u'(0)=u(L)=M(0)=0, (1.2.15)
w(L) =4'(0) =u' (L) =M(0)=0 ou u(0)=1u'(0)=1u'(L)=M(0)=0. (1.2.16)

Possivelmente outras condigoes de contorno possam ser analisadas no entanto nos detemos
em apresentar algumas que sao mais comuns na literatura.

Diante disso, neste trabalho estamos interessados em identificar o coeficiente de rigidez a
flex@o a(x) de (1.2.8) a partir de medidas indiretas da deflexdo u com condigdes de contorno
dadas por (1.2.9)-(1.2.16). Com o intuito de embasar toda a teoria que serd desenvolvida, serd
necessario relembrarmos alguns conceitos importantes da Analise Funcional, o que sera feito no

proximo capitulo.
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo introduziremos alguns conceitos necessarios de Analise Funcional e teoria

classica de equacoes diferenciais ordindarias para o entendimento deste trabalho.

2.1 Resultados preliminares de Analise Funcional

Nesta secao apresentaremos alguns resultados de Andlise Funcional que serao utilizados ao
longo deste trabalho. Por serem resultados conhecidos de andlise funcional, nao apresentaremos
as demonstracoes, mas indicamos as referéncias onde as mesmas podem ser encontradas.

Denotemos por K o corpo do nimeros reais R ou dos nimeros complexos C e seja X um

espaco vetorial sobre K.

Defini¢ao 2.1.1. Uma norma em X € uma funcao || - || : X — R que satisfaz as sequintes
propriedades Yu,v € X e VA € K:

i) ||lul| =0 <= u=0.
i) || Xl = [A[[]e]]-
iit) [Ju+ vl < flufl + o]l

Definicao 2.1.2. Um espaco vetorial munido de uma norma serda chamado de espaco vetorial

normado. Neste caso, a norma define uma métrica natural dada por
d(u,v) = ||lu—v|. (2.1.1)

Defini¢ao 2.1.3. Dizemos que o espago vetorial X munido da norma || - || € completo se toda

sequéncia de Cauchy em X € convergente.

Definicao 2.1.4. Um espaco normado X € chamado de Espaco de Banach quando for um

espaco métrico completo com a métrica induzida pela norma.

O conjunto C|a, b] de todas as fungoes continuas é um espago de Banach com a norma

[flloe = sup{|f (z)[ - @ € [a,b]} = max{[f(z)] : = € [a, b]}

Definicao 2.1.5. Um espaco normado X que contém um subconjunto enumerdvel e denso em
X ¢ dito separdvel. Mais geralmente, um espaco métrico M ¢é separdvel quando contém um

subconjunto denso e enumerdvel.
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Definigao 2.1.6. Seja p € R com 1 < p < o0, definimos o conjunto LP(§2) como sendo
LP(Q) = {f : Q = K; fé mensurdvel e |f|P € L'(Q)}

com

1l = Il = { / |f|pd4 g

Definigao 2.1.7. Definimos o conjunto L>*(2) como sendo
L>*(Q) ={f:Q = K; fé mensurdvel}

que sao essencialmente limitadas em §2, isto €, que sao limitadas a menos de um conjunto de

medida nula, equipado com a norma do supremo essencial, dada por

/1| ooy = ess supf{|f(z)]; 2 € Q}.

Proposicao 2.1.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). (BOTELHO; PELLEGRINO; TEI-
XFEIRA, 2012, Proposi¢ao 5.1.2) Seja X um espago vetorial com produto interno. Entdo

(=, )| < llll - lyll,

para quaisquer x,y € X. Além disso, a igualdade ocorre se, e somente, se os vetores T ey $ao

linearmente dependentes.

Teorema 2.1.2 (Desigualdade de Holder). (BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA, 2012,
1 1

Teorema 1.2.1) Dados p,q € [1,00] tais que — + — =1 entao
p q

1Fglly < 1/ 1lp-lgllq- (2.1.2)

Teorema 2.1.3 (Fischer - Riesz). (BREZIS, 2010, Teorema 4.8) LP é um espago de Banach

para qualquer p em que 1 < p < 0.

Proposicao 2.1.4. (BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA, 2012, Proposi¢ao 1.5.1) Se X
¢ um espacgo vetorial normado de dimensao finita , entao os compactos em X sao precisamente

0s conguntos limitados e fechados.

Corolario 2.1.5. (BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA, 2012, Coroldrio 1.5.2) A bola

unitdria fechada em um espaco normado de dimensao finita € compacta.

Lema 2.1.6 (Lema de Riesz). (BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA, 2012, Lema 1.5.3)
Seja S um subespaco fechado proprio de um espago normado X de dimensao infinita e seja 0
um nudmero real tal que 0 < 0 < 1. Entao existey € X — S tal que ||y|| =1 e ||y — x| > 0 para

todo x em S.
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Definigao 2.1.8 (Operador Linear). Sejam X e Y espacos normados, ambos sobre o mesmo
corpo K e T : D(T) C X — Y um operador linear entao
(a) T(x +y) =Tx+ Ty, para quaisquer z,y € X e
(b) T(ax) = aTx, para todo a € K e qualquer z € X.
Observagao 2.1.1. Vale observar que D(T') é o dominio de T em que x € X : T'(z) € Y.

Definicao 2.1.9 (Operador Linear Limitado). Sejam X e Y espacos normados e T : D(T') C
X = Y um operador linear. O operador T ¢é dito limitado se existe um niumero real C' para
todo x € D(T) tal que

|| Tx||y < Cllz||x- (2.1.3)

Teorema 2.1.7 (Operador Linear Continuo). (KREYSZIG, 1978, Teorema 2.7-9) Seja T :
D(T)C X =Y, X eY espagos normados. Entao:

(a) T € continuo se e somente se T € limitado.
(b) Se T € continuo em algum ponto x € D(T') entdo T € continuo.

Definicao 2.1.10. Importante salientar que para um operador linear, o conceito de operador
continuo e operador limitado sao conceitos equivalentes. Assim, para um operador qualquer

seque a definicao.

Observagao 2.1.2. Seja T : D(T) C X — Y um operador qualquer, ndo necessariamente
linear, com X eY espagos normados. O operador T € continuo em um ponto xo € D(T) se

para qualquer € > 0 existe um 6 > 0 onde
||Tx — Txo|| < € para todo x € D(T) satisfazendo ||z — xo|| < 6.
T € continuo se T € continuo para todo x € D(T).

Definigao 2.1.11 (Operador Linear Compacto). Sejam X e Y espagos normados. Um ope-

rador T' : X — Y € dito operador linear compacto se T ¢ linear e se para todo subconjunto

limitado S de X, a imagem T(S) € relativamente compacta, ou seja, o fecho T(S) é compacto.
Lema 2.1.8. (KREYSZIG, 1978, Lema 8.1-2) Sejam X e Y espagos normados. Entao:

(a) Todo operador linear compacto T : X —'Y € limitado e, portanto, continuo.

(b) Se dimX = oo, o operador identidade I : X — X (que € continuo) ndo é compacto.

Teorema 2.1.9. (KREYSZIG, 1978, Teorema 8.1-7) Sejam X e Y espagos normados e T :

X —'Y um operador linear compacto. Entao vale a sequinte implicacao

T, —sxemX = T(z,) — T(z)em Y. (2.1.4)
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Definicao 2.1.12. Um espaco com produto interno que € completo na norma induzida pelo

produto interno € chamado de espaco de Hilbert.

Definicao 2.1.13. Sejam X,Y espacos de Banach sobre K = R ou C. Uma forma bilinear
T:XxY K¢

(a) coerciva se X =Y, K =R e existe uma constante 8 > 0 tal que
T(z,x) > Bz

para todo x € X.
(b) simétrica se X =Y e T(x,y) =T(y, ) para quaisquer x,y € X .

(¢) nao-degenerada se o inico vetor x € X tal que T'(z,y) = 0 para todo y € Y for o vetor
xz = 0; e, analogamente, o dnico vetor y € Y tal que T(x,y) = 0 para todo x € X for o

vetor y = 0.

Teorema 2.1.10. (BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXFIRA, 2012, Teorema 5.6.4) Sejam H
um espago de Hilbert sobre o corpo dos numeros reais e T : H x H — R uma forma bilinear
continua e coerciva. Para todo funcional linear continuo w € H', em que H' é o dual de H,

existe um unico vetor xo € H tal que w(zx) = T'(z, o) para todo x € H.

Definigao 2.1.14. Uma sequéncia (x,) em um espago normado X € dita fracamente conver-

gente se howver um x € X tal que para cada f € X', em que X' € o dual de X tivermos

lim f(z,) = f(a).

n—o0

Ou seja,

w
Ty —> T.
x, converge fraco para x.

Definicao 2.1.15. Uma sequéncia (x,) em um espag¢o normado X € dita fortemente conver-

gente se houver um x € X tal que
lim ||z, — || = 0.
n—oo
Ou seja,
Ty — X.
x, converge forte para x.

Teorema 2.1.11 (Teorema de Mazur). (BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA, 2012, Teo-
rema 6.2.11) Sejam X um espago normado e K um subconjunto convero de X. Entao o fecho

de K na topologia da norma coincide com o fecho de K na topologia fraca. FEspecialmente,
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um conjunto convexo € fechado na topologia fraca se, e somente se, € fechado na topologia da

norma.

Proposicao 2.1.12. (BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA, 2012, Proposi¢cio 7.2.6) Se-
jam Xo, X, Y, Yy espacos normados e ' : Xog — X, T : X —- Y eU :Y — Y,y operadores

lineares com F e U continuos e T compacto. Entao, G =UoT o F : Xqg — Yy € compacto.

Definigao 2.1.16. Seja I = (a,b), possivelmente ilimitado, e p € R com 1 < p < 0o. Definimos
o espago de Sobolev W'P(I) como

WP(I) = {uE LP(I);3g € LP(I)de modo que /ugp’: —/ggp Vo € C’Cl(l)},
I I

em que ¢ € uma fungdo teste e CH(I) ={f: I — R tal que f e f’ sdo continuas }.
Para w € WYP(I) denotamos u' = g e H(I) = WH2(I).

Para o caso de p = oo, o espago W1 = {u,u’' € L*}.

Proposicao 2.1.13 (Desigualdade de Poincaré). (BREZIS, 2010, Proposi¢io 8.13) Suponha
que I seja um intervalo limitado. Entao existe uma constante C' (dependendo de |I| < o) tal
que

l'llze < llullwroy < Ol |l Yu € Wo(1) (2.1.5)

. 1 . , .
Ou seja, em Wy'?, a quantidade ||u||z» € uma norma equivalente a norma em WP,

Teorema 2.1.14 (Convergéncia Dominada). (BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA, 2012,

Teorema C.22) Seja f, uma sequéncia de fungoes em LP que converge quase sempre para uma
fungio f: X — R. Se existe g € LP tal que |f,| < |g| para todo n, entdo f € LP e

/fd,u: lim/fndu.
X n—oo X

2.2 Existéncia e Unicidade para problemas de valor de
contorno

Nesta secao apresentaremos alguns resultados classicos da teoria de boa colocacao de pro-

blemas de valor de contorno, os quais serao utilizados durante esta dissertacao.

Teorema 2.2.1. (KELLER, 1966) Suponhamos que a fung¢ao f no problema de valor de con-

torno

yv' = flz,y,v),
yla) = a (2.2.1)
y(b) =43

para a < x < b, € continua no conjunto

D ={(z,y,y")| paraa <z <bcom —oco<y<ooe —oo<y < oo},
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e as derivadas parciais f, e f,também sao continuas em D. Se

(1) fy(x,y,9y) >0,Y(z,y,y) €D, e

(ii) ezistir uma constante K com |fy(x,y,y")| < K,¥(x,y,y') € D,
entao o problema de valor de contorno possui uma unica solucao.

O problema que estamos analisando nesta dissertacao nao satisfaz a hipdtese (i) do Teo-
rema 2.2.1 pois a derivada com relacao a segunda variavel é nula. Assim, nao conseguimos
garantir a existéncia de solugao através da teoria de KELLER (1966). No entanto, como al-
ternativa utilizamos a teoria de BAXLEY (1977) em que é utilizado o método de shooting,
juntamente com o principio do maximo, para provar existéncia de solugao para a equacao de
Euler-Bernoulli. Este método sera apresentado no Capitulo 4. A seguir apresentamos a teoria

geral do principio do maximo e do método de shooting.

Teorema 2.2.2. (PROTTER; WEINBERGER, 2012, Teorema 23) Suponha que w(x) satisfaz

w" + H(z,w,w') =0 (2.2.2)
e as condi¢oes iniciais
w(a’) =M, w,(a) = Y2, (223)
_ OH OH -~ . OH
para H(z,w,w'") = g(x)w'+ h(z)w — f(z), em que H, Sy 9. Sto continuas e 5 < 0. Se zi(x)
satisfaz
Zi/—i_H(x?ZlaZi) /> 07 (224)
z(a) Z2m,  #(a) =7,
e se zy(x) satisfaz
1 H / < 07
Z2 + (ZU7 Z27 Z2) ) (2.2.5)
Z2<a> < 1, Z2(a) < 72,
entdo obtemos seu limite superior e inferior (upper e lower bounds)
2(x) + 72 — 22(a) < wlz) < z(r)+m— (),
Z(x) < w'(r) < z1(x). (2.2.6)

Teorema 2.2.3. (PROTTER; WEINBERGER, 2012, Teorema 3) Seja o sequinte problema
w” + g(x)w' + h(z)w = f(x) (2.2.7)
em um intervalo (a,b) sujeita as condi¢oes de contorno

w(a) = 1, w(b) = 7s. (2.2.8)
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Se w(x) satisfaz a desigualdade diferencial
(L + h)[w] = w" + g(z)w" + h(z)w > 0

em (a,b) com h(z) <0, e se g e h sdo limitadas em todo subintervalo fechado e se w assume

valor maximo K nao negativo em um ponto interior ¢, entao w = K.

Teorema 2.2.4. (PROTTER; WEINBERGER, 2012, Teorema 7) Supondo wy(z) e wo(x)
solugoes de (2.2.7) que satisfazem (2.2.8). Se h(xz) <0 em (a,b) entdo wy = ws.

2.3 Meétodo de Shooting

Nesta secao iremos apresentar o método do shooting na qual serda usado como ferramenta
para provar a existéncia do problema direto envolvendo a equacao de Euler-Bernoulli. Em
linhas gerais, ¢ um método que substitui o problema de valor de contorno por problemas de
valor inicial e que através de sequéncias dessas solugoes encontramos a solugao do problema de
valor de contorno. Deste modo, é um método da analise numérica utilizado na resolucao de
problema de valor de contorno através da solucao de um problema de valor inicial associado a
ele, em que uma das condigoes iniciais é um parametro que sera atribuido um valor qualquer

(chute inicial) e ajustado posteriormente.

2.3.1 Meétodo de Shooting Linear

Consideramos o seguinte problema de valor de contorno de segunda ordem dado por

y' = f(x,y.9), a<z<b
yla) = a (2.3.1)

y(b) = B.

Quando f(z,y,y’) é linear em y e 3, o método do shooting soluciona um sistema com dois
problemas de valor inicial e a solugao y(z) de (2.3.1) é escrita como uma combinagao dessas
solugdes. De fato, quando a equacao diferencial y” = f(x,y,y’) é linear existem fungoes z(x),
v(x) e w(x) em que

fla,yy) = 2(2) + v(@)y + wiz)y'. (2.3.2)

Assim, o Teorema 2.2.1 pode ser simplificado para o caso linear da seguinte forma,

Corolario 2.3.1. Suponha o problema de valor de contorno linear

y' = z(x) +o(x)y +w(x)y, a<z<,
(a) =« (2.3.3)
(b) = 5,

Y
Y
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satisfazendo
(i) z(x),v(z), w(x) sdo continuas em |a, b,
(ii) v(z) >0 em [a,b)].
Entao o problema de valor de contorno tem uma unica solucao.

Vamos considerar os seguintes problemas de valor inicial dadas por, para a < x < b,

(i = 2(2) + v(@)y + w2y,

yi(a) =« (2.3.4)
\ yi<a) =Y
(4 = 2(x) + o(x)ys + w(z)ys,

ya2(a) = a (2.3.5)
[ Y3(a) = 1.

Observagao 2.3.1. Os valores atribuidos para y;(a) = 0 e y5(a) = 1 foram escolhidos conve-
nientemente conforme (BURDEN; FAIRES, 1997), no entanto, poderia ser qualquer nimero

(chute inicial).

Observagao 2.3.2. Sabemos que os problemas de valor inicial (2.3.4) e (2.3.5) possuem uma
tnica solugdo pela teoria classica de equagoes diferenciais, ver (BURDEN; FAIRES, 1997).

Agora, vamos escrever y(z) como combinacao convexa de y;(x) e yz(x) da forma

y(x) = dy1(z) + (1 — @)ya(w), (2.3.6)

onde ¢ serd determinada de forma que y(z) seja solucao de (2.3.3). Para isso, y(z) da maneira
como foi construida em (2.3.6) deve satisfazer a equagao diferencial em (2.3.3) com as condigoes
de contorno. De fato, de (2.3.4) e (2.3.5)

= (g1 + (L= 9)ya)" = [dz+ (1 —¢)2] + [dvys + (1 — @)vge] + [pwy) + (1 — d)wys)
= 2+ v[pyr + (1 = d)ya] + wlpy; + (1 — ¢)ys]
= 2+ v[pyr + (1 = d)yo] +wlpys + (1 — @)yl
= z+ovy+wy,

ou seja, y(x) em (2.3.6) é solugao para qualquer valor de ¢.

Agora, basta verificarmos as condigées de contorno. Para y(a) temos que
y(a) = dyi(a) + (1 — @)ya(a). (2.3.7)
De (2.3.4) e (2.3.5) segue que

yla) = da+(1—-9¢)a=a (2.3.8)
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e a equacao (2.3.8) ¢ satisfeita para qualquer valor de ¢. Para a condi¢do de contorno

y(b) = dy1(b) + (1 — @)ya(b) = B. (2.3.9)

Como S é dado e y1(b) e y2(b) sdo conhecidos, pois as equagdes (2.3.4) e (2.3.5) possuem solugao,

0 que resta a saber é ¢. Resolvemos (2.3.9) em termos de ¢

¢y1(b) + (1 = d)y2(b) = B
P(y1(b) —v2(b)) = B —ya2(b)
¢ = ———. (2.3.10)

Assim, y(x) dado em (2.3.6), com ¢ escrito da forma (2.3.10), é solu¢ao para o problema de

valor de contorno (2.3.3).

2.3.2 Método de Shooting Nao Linear

A técnica para resolver o problema de valor de contorno (2.3.1) através do shooting nao linear
se assemelha ao método anterior, com excecao de que nao podemos expressar a solu¢ao como
uma combinacao das solucoes dos problemas de valor inicial. Neste caso, a solu¢ao de (2.3.1) é
aproximada usando as solugoes de uma sequéncia de problemas de valor inicial envolvendo um

parametro t. Ou seja,

y' = f,y,9),
y(a) = « (2.3.11)
y'(a) =t.

Resolvemos o problema escolhendo o parametro t = t;, de modo a garantir que

Jim (b, ty) = y(b) = 5, (2.3.12)

onde y(x,t;) é a solugao do problema de valor inicial (2.3.11) com ¢ = ¢} e y(z) é solugao do

problema de valor de contorno (2.3.1).

Observagao 2.3.3. De acordo com BURDEN; FAIRES (1997), se o problema satisfaz o Te-
orema 2.2.1, qualquer escolha para ty garantird a convergéncia. No entanto, uma boa escolha
para ty ird melhorar a convergéncia neste caso e ainda assim funcionard para alguns problemas

mesmo que nao satisfacam as hipdteses do teorema.

2.3.3 Existéncia: Resultado Baxley

Nesta secdo vamos apresentar alguns resultados de BAXLEY (1977) necessarios para a

prova de existéncia do problema direto na equagao de Euler-Bernoulli no Capitulo 4. Em
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linhas gerais, a teoria de BAXLEY (1977) relaxa a hipdtese (i) do teorema de (KELLER, 1966)
onde a derivada com relagao a segunda variavel deve ser positiva.

Neste caso, o autor utiliza do método de shooting para através da solugao de um problema
de valor inicial estimar a solucao do problema de valor de contorno. Isso é feito através da
escolha de um certo parametro (parametro do método de shooting) o qual é ajustado de forma
a garantir uma cota superior e inferior para a solucao do problema mostrando a existéncia da
solucao dentro deste intervalo.

Para isso vamos apresentar suas hipdteses gerais considerando nosso interesse em solugoes

para a seguinte equacao diferencial ordinéria

y' = f(z,9,9) (2.3.13)

no intervalo [0, 1].

Hipéteses Gerais: (B1) As condigdes de contorno que serao investigadas podem ser escritas
da seguinte forma
moy(0) — my1y' (0) = «, |mg| + |m1| # 0, (2.3.14)

noy(1) +ny'(1) = B, [no| + |n1| # 0, (2.3.15)

onde m;, n; sao constantes que devem satisfazer
(B2)
m; = 0, n; = 0, 1 =10, 1, mgo + ng > 0. (2316)

Além disso,

(B3) f(x,y,2), fo(z,y,2) = (Of /Oy)(z, vy, 2), f3(x,y,2z) = (0f/0z)(x,y, z) sdo todas continuas
em [0,1] x R? e

(B4) fo(z,y,2) = 0em [0,1] x R2

Lema 2.3.2. Seja o sequinte problema de valor inicial

y' = [z, y.9),
y(0) = mys — acy (2.3.17)

y'(0) = mgs — acy,

com cq e ¢y constantes quaisquer. Suponhamos que y(x;s) em [0,1] € a tnica solugdo global de

(2.3.17) entdo y(x;s) satisfaz a condi¢do de contorno (2.3.14), independente do valor de s.

Demonstracao. Basta escolhermos ¢y e ¢q satisfazendo a seguinte equacao

miCoy — MpC1 = 1 (2318)



32

e verificarmos que de (2.3.17) e (2.3.18),

0 = mma(22=1)

mo
moy(0) = moemis — amyco + a. (2.3.19)
Ainda,
1
J(O) = mos—o (ﬂ)
ma
myy' (0) = mymes — a — amgcy. (2.3.20)

Subtraimos (2.3.20) de (2.3.19), segue que

moy(0) — m1y'(0) = a(mocr —maico) + 20
= —a+22a=« (2.3.21)

satisfazendo (2.3.14) independente do valor de s. O

Notemos que escolhendo ¢ e ¢; de acordo com (2.3.18) a solucao y(z; s) satisfaz

coy(0) — c1y'(0) = s,
conforme o método de shooting visto anteriormente.
Lema 2.3.3. Seja v = v(x;t) definida da sequinte maneira
v(x;t) = cosh(t) — cosh(t(x — 1)) + kx (2.3.23)
uma fungao de comparacao onde
(i) k=0 sengy em (2.3.15) € positivo e
(i) k = |B|ny* se ng € zero em (2.3.15).
E ainda,
. — 3 /
r(z;t) = 711256 fs(z, po, po') (2.3.24)
e
r_(x;t) = min{r(z;t),0}. (2.3.25)

Entao, se r_(x;t) = o(t) deve existir T tal que t > T de modo que v" — f(x,v,v") <0,
Demonstracao. Primeiramente vale observarmos que para 0 <z <1, v >0e

i
- Ox

v

= 0—tsinh(t(x — 1))+ k
= —tsinh(t(x —1))+k=>k (2.3.26)



33

desde que t > 0. Das hipdteses (i) e (ii) sabemos que v' > 0 para t > 0. Do teorema do valor

médio e de (B2) temos

V" — fx,v,0) V" — f3(x, Ao, W' — f(x,0,0)

<
< V' —r_(z;00 = f(2,0,0), (2.3.27)
onde A = \(x) satisfazendo 0 < A < 1. Assim,

V" — fx,v,0)

< —t2 cosh(t(x — 1)) [1 ) [k: 1

t tcosh (t(x —1)) tanh(t(z - 1))H
—f(z,0,0). (2.3.28)

Como r_(z;t) = o(t) entdo
V" — fx,0,0") <0,

para um 1 tal que t > T. O
Corolario 2.3.4. Suponhamos as hipoteses do Lema 2.3.3 satisfeitas, entao vale

nov(1;t) + nyo'(1;t) = 6.
Demonstrac¢ao. Como

novy(1;t) + nv'(1;¢) = nglcosh(t) — cosh(¢(1 — 1)) + k| + ny[—tsinh(¢(1 — 1)) + ]
= mng(cosh(t) — 14+ k) + nik. (2.3.29)

Entéao, para o item (i) do Lema 2.3.3 quando k = 0 se ng > 0 temos

nov(1;t) + niv'(1;t) = mne(cosh(t) — 1+ k) + nik
= mng(cosh(t) — 1) (2.3.30)

e aumentando 7' conforme necessério temos para t > T
nov(1;t) + nio'(1;¢) > B. (2.3.31)
Para o item (ii) quando k = |B|n]' se ng = 0 entdo

nov(1;t) + niv'(1;¢) = mng(cosh(t) — 1+ k) +nik

- ”1%' = 18]. (2.3.32)
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Lema 2.3.5. Suponhamos que para a funcio y = y(x) definida em (2.3.17) temos momy > 0.
Seja v uma funcgao de comparag¢io dada no Lema 2.3.2, entao y(0;s) > v(0;T) e y'(0;s) >
V'(0; 7).

Demonstragao. Pela hipdtese mom; > 0 temos que y(0) em (2.3.17) é positivo para s suficien-

temente grande e negativo para um s pequeno. Assim, escolhemos s de modo que

y(0;5) = mys—acq

=0
> T'sinh(T) + k (2.3.33)

y'(0;5) = mps — acy
obtemos que

y(0;5) = v(0;T) = cosh(T") — cosh(T'(0—1)) =0
=

y'(0;5) V'(0;T) = =Tsinh(T(0— 1)) + k = T'sinh(T) + k. (2.3.34)
O
Para estimarmos a cota inferior basta considerar —v e a demonstracao segue analoga.
Teorema 2.3.6. Suponhamos que o problema de valor inicial
y' = f(z,y,y)
y(0) =, (2.3.35)
y'(0) =

possui uma solugcao global em [0,1]. Nas hipoteses do Lema 2.3.3, entdo o problema de valor

de contorno (2.3.1), (2.3.14) - (2.3.15) possui uma unica solu¢do para cada par (a, [3).

Demonstra¢ao. Queremos mostrar que o problema (2.3.1), (2.3.14) - (2.3.15) possui uma unica
solugao para (a, ). Para isso utilizamos o método do shooting substituindo o problema de
valor de contorno pelo problema de valor inicial do Lema 2.3.2.

De acordo com Lema 2.3.2 temos que controlar o valor do parametro s para que a solugao

de (2.3.17) satisfaga a condicao de contorno (2.3.15) e assim estimarmos

noy(1;8) + niy'(1;8) = B (2.3.36)

noy(1; s) + n1y'(1; s) < . (2.3.37)

Para determinarmos uma cota superior e inferior de modo a garantir (2.3.36) e (2.3.37)
precisamos utilizar uma funcao auxiliar que garanta as hipéteses do Teorema 2.2.2. De fato,
basta definirmos uma fungao como aquela definida no Lema 2.3.3 e com isso obtermos —v” —

f(z,y,y') <0 se estivermos interessados em estimar a cota inferior.
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Sabemos que v definida anteriormente é continua, assim, o que resta assegurar é que s seja
suficientemente grande de modo que y(0) em (2.3.17) seja positivo. Como mgm; > 0 podemos
utilizar o Lema 2.3.5 garantindo que (2.3.34) ocorra.

Assim, aplicando o Teorema 2.2.2 obtemos que
o(;T) <y(1;T), V(LT <y (1;T)
e pelo Corolario 2.3.4
noy(1; 8) + ny'(1;8) = nov(1; T) +nyd'(1; T) = .

O mesmo pode ser feito para encontrarmos a cota superior, basta considerarmos —v. Segue
entdao, segundo BAXLEY (1977) que y(1;s) e y/'(1;s) s@o fungdes continuas com relagdo ao

parametro s e neste caso deve existir um s satisfazendo (2.3.15). O
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3 PROBLEMAS DIRETO E INVERSO

Neste Capitulo, apresentaremos um pouco da teoria de problemas inversos e métodos de

regularizagao para obtencao de solugoes aproximadas estaveis.

3.1 Problema Direto e Problema Inverso

Segundo KELLER, (1976), dois problemas sao o inverso um do outro se a solugdo de um
depende da solugao (mesmo que parcialmente) do outro. Assim, comumente designamos como
sendo o problema direto ao que ja foi estudado por muito tempo e para o qual sdo conhecidos
resultados e propriedades da solucao, ao outro chamaremos de problemas inversos.

De uma forma mais explicita, um problema é dito direto quando dada uma causa determi-
namos o efeito. Ja o problema inverso, a partir da observacao de um efeito tentamos determinar
a sua causa (DE CEZARO; LEITAO, 2008; KELLER, 1976). A cada problema direto temos
um problema inverso associado a ele. Uma maneira simples que traduz a relagao existente
entre problema direto e inverso pode ser vista na Figura 3.1, onde M representa o espago de

parametros ou modelos e D o espaco das observacoes ou dados.

modelo direto

causas modelo inverso efecitos

Figura 3.1: Representacao do modelo direto e inverso

De acordo com DE CEZARO; LEITAO (2008), muitos fenomenos fisicos, bioldgicos, quimicos,

entre outros, podem ser modelados a partir de trés quantidades principais:
input f, sistema de parametros F(a), output u,

onde o operador F(-) representa um conjunto de equagbes (equagdes diferenciais ordindrias
ou parciais, equagoes integrais, por exemplo) que modelam o problema em questao, contendo
certos parametros, aqui representados por a. O input f pode ser considerado como as condic¢oes
iniciais ou de fonte na equacao diferencial e u representa a solugao de tal equacao.

Com a notagao acima, um dos possiveis problemas inversos descrito como problema de
identificacao de parametros pode ser caracterizado por: conhecidos os efeito u e o input f, de-

terminar o coeficiente a no sistema de parametros representado por F'(-) que modela o fenomeno
fisico, e.g., DE CEZARO; LEITAO (2008); GROETSCH (1993); KIRSCH (2011).



37

Partindo para uma analise matematica, em termos de uma equacao de operadores, podemos

escrever o sistema acima por

Fla)=u (3.1.1)

em que F' é um operador definido entre espagos vetoriais apropriados.

Com a notagao da equagao de operadores (3.1.1) podemos dizer que:

e Problema Direto: Conhecidos f, os possiveis parametros a, bem como o operador F'(-),

determinar o efeito u do modelo.
e Problema Inverso: pode ser de dois tipos:

— Problema Inverso de Reconstrucao: Encontrar a causa f correspondente ao

efeito u, a partir de conhecidos o sistema de parametros F'(a) e o efeito wu.

— Problema Inverso de Identificagao: Determinar (parcialmente) os parametros

do sistema F'(+), a partir de informagoes do efeito u, para um input f conhecido.

Um problema matematico é bem posto segundo Hadamard quando satisfaz a seguinte de-

finigao:

Definigao 3.1.1. Sejam X e Y espagos normados, F : X — Y um operador (linear ou ndo

linear). A equagao F(a) = u € dita bem posta se cumpre as sequintes condigoes:

1. Ezisténcia: para cada uw € Y existe (pelo menos um) a € X tal que F(a) = u.
2. Unicidade: para cada w € Y hd no mdzimo um a € X tal que F(a) = u.

3. Estabilidade: a solu¢do a depende continuamente de u, isto €, para cada sequéncia (a,) €
X com F(a,) = u(a,) — F(a) = u(a)(n — o), seque que existe pelo menos uma

subsequéncia (a,,) (em topologias apropriadas) tal que a,, — a(n; — 00).

Como, em geral, na pratica, os dados nao sao conhecidos exatamente, somente sao conhe-
cidas observagoes de forma imprecisas e/ou incompletas, seja por falta de rigor na modelagem
do problema ou por imprecisao dos aparelhos usados na obtencao dessas medidas (DE CE-
ZARO; LEITAO, 2008). Dessa forma, o que conhecemos na verdade sao dados ruidosos (u?)
que satisfazem

lJu — || < 6. (3.1.2)

Assim, o que temos que resolver entao, de maneira estavel, é uma equacao de operadores
Fla) =’ (3.1.3)

e nao somente (3.1.1).
Como veremos no Capitulo 5, esta dissertacao trata do problema inverso de identi-

ficagao do coeficiente de rigidez a(z) para x € [0, L], onde o operador F(a) (e, assim, o sistema
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de parametros) representa o modelo de Euler-Bernoulli dado por (1.2.8) para a deformagcao de
uma viga unidimensional, a partir de medidas de deflexdo u = u(a) em pontos finitos da viga

e a forga atuante f(z).

3.2 Meétodos de Regularizacao

Nesta Segao, trataremos da teoria geral de dois métodos de regularizacao, os quais serao
posteriormente usados para obter solugoes estaveis e convergentes, com relacao ao ruido nas
medidas, para o problema inverso de recuperacao do parametro a na equacao de Euler-Bernoulli.

Como ja mencionamos, os problemas inversos sao mal-postos no sentido de Hadamard,
porque nao satisfazem pelo menos uma das trés condigbes de Hadamard: i) existéncia, ii)
unicidade, iii) dependéncia continua das medi¢oes disponiveis. De um modo geral, a questao
de existéncia de uma solugao para o problema inverso pode ser superada admitindo-se solucoes
generalizadas para o problema. Muitas vezes, a unicidade (ao menos para alguns casos especiais
- veja a Subsegoes 5.2 e 5.2.1) pode ser provada. No entanto, se um problema nao depende
continuamente das medidas (dados), ou seja, se pequenas variagoes nas medigoes acarretam em
variacoes na solucao do problema inverso, entao teremos sérias dificuldades para encontrar uma
solugao aproximada e estavel para o problema.

Sabemos que a forma natural para se resolver um problema do tipo (3.1.1) (seja para dados
exatos ou dados com rufdos) é aplicando o operador inverso F'~! (se este existir). Acontece que,
em muitas aplicagoes préticas, o operador F' em (3.1.1) ndo possuem inversa ou, se possuem
esta, é ilimitada (veja Teorema 5.1.1 e o exemplo que segue a demonstragao do referido teorema).

Sempre que um problema inverso nao possua a propriedade de dependéncia continua das
medidas, faz-se necessario a utilizacao dos chamados Métodos de Regularizacao, e.g., BAU-
MEISTER (1987); KIRSCH (2011); GROETSCH (1993); DE CEZARO; LEITAO (2008). Um
método de regularizacao consiste em uma estratégia mateméatica para obtermos uma solucao
aproximada (por exemplo a’), de maneira estavel e que convirja para a solucdo a' (mesmo
que generalizada) do problema inverso, quando o nivel de ruidos 0 converge para zero, e.g.,
BAUMEISTER (1987); KIRSCH (2011); GROETSCH (1993); DE CEZARO; LEITAO (2008).
A dependéncia da solugao aproximada do parametros o = a(d) (conhecido como parametros

de regularizacao) ficard mais clara com a seguinte definigao:

Definicao 3.2.1. Sejam F : Hy — Hy um operador linear e limitado e ap € (0,+00). Para
todo a € (0, ap), seja
Ra : H2 — Hl

um operador continuo (linear ou ndo linear). A familia {R,} € chamada de uma estratégia
ou método de regularizacdo para a inversa generalizada de F, denotada por F', se, para

todo u € D(F"), existir uma regra para escolher o pardmetro o := (6, u°) tal que

(lsir% sup = {||Raoyu® — Flul| : u® € Hy,||u® —ul| <5} =0. (3.2.1)
—>
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De acordo com a Definicao 3.2.1, um método de regularizacao depende da escolha do
parametro a que poderd ser feita a priori ou a posteriori. Dessa forma, quando « for es-
colhido de maneira apropriada, entdo a solucao regularizada a’, deve convergir para a solugio
de (3.1.1) quando § — 0.

A seguir apresentaremos dois métodos de regularizagao, o primeiro denominado Método de
Molificagao, cuja escolha do « é feita a priori e o segundo Método Iterativo de Landweber
com escolha a posteriori. Gostariamos de deixar claro ao leitor nao familiarizado com a teoria
de regularizacao para problemas inversos que existem uma gama variada de tais métodos na
literatura, por exemplo, BAUMEISTER, (1987); KIRSCH (2011); GROETSCH (1993); DE CE-
ZARO; LEITAO (2008) e referéncia. No entanto, optamos por apresentar os dois métodos supra
citados, haja visto que os resultados numéricos utilizados para a identificacao do coeficiente de
rigidez na equacao de Euler-Bernoulli sera implementado com base nestes métodos apresenta-

dos.

3.2.1 Métodos de Molificagao

Sabemos que a diferenciacao de dados é um problema mal-posto no sentido de Hadamard,
pois pequenos erros na funcao de dados podem produzir grandes erros na fungao derivada, in-
dependentemente da suavidade da funcao de erro, e.g. MURIO (2011); DE CEZARO; LEITAO
(2008).

Como o problema de identificacdo do coeficiente de rigidez da viga em (1.2.8) envolve a
derivada dos dados u, o método de molificacao age como uma estratégia de regularizacao para
a diferenciagdo nos dados. Assim, vamos considerar o problema de estimar a derivada ¢’ da
fungao g € C?[0,1], utilizando a topologia da convergéncia uniforme BREZIS (2010), isto é,
com a norma dada por ||g||cc = mazgcp1]g(z)| < oo.

Além disso, considerando que conhecemos uma versao de g dotada de ruidos ¢g° € C?[0, 1]
com nivel § > 0, satisfazendo ||g° — gl|oo0.1] < €.

Para estabilizar o processo de diferenciacao, vamos apresentar a seguinte fungao denominada

de “ntcleo gaussiano de raio o”, definida por

pal) = a\lﬁexp <;“§2> | (3.2.2)

Podemos perceber que a fungao p, possui algumas caracteristicas interessantes como seguem

(1) pa é C*° que tende para perto de zero fora de alguns raios do seu centro (= 3a);
(i) pa € positiva;
(iii) p, possui integral igual a 1.

Agora o que resta é definirmos uma funcao C'*° na reta toda. Para tal precisamos estender

a funcao g e a funcao dos dados medidos g°(x) para o intervalo I, = [—3a, 1+ 3a] de modo que
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decaia suavemente para o zero em [—3a, 0] U [1, 1+ 3a] e seja zero em R — 1, [veja em MURIO
(2011) um exemplo de como a fungao pode ser estendidal.

Temos agora como definir a funcao

Tg(@) = (paxg)(e) = / " pale — $)g(s)ds

—00

/w+ ) pa(x — 5)g(s)ds (3.2.3)

—3a

infinitamente diferenciavel em toda a reta. A essa funcao J,g denominamos de “mollifer” de g
com « o raio da molificagao. Podemos perceber que fungoes deste tipo sao suaves com proprie-
dades especiais usadas para aproximar funcoes irregulares suavizando-as através da convolucao.

Segue da definicao de J, que

d

T Jag(®) = (pa 9) () = (po (&) = (9l 9) ) (3.2.4)

A forma como se dé a reconstrugao da derivada dos dados através de J,g' garante a con-
sisténcia e a estabilidade (ver (MURIO, 2011, Lema 1.1 e 1.2)) permitindo substituir o problema
mal-posto (encontrar g') por um problema estdvel com relacao as medidas (encontrar J,g') .
Este novo problema depende do parametro o > 0 e na auséncia de ruidos converge para a
solugao do problema exato.

Portanto, dizemos que J,g' com a > 0, representam um método de regularizacdo para o

problema de diferenciacao denominado Molificagao.

3.2.2 Meétodo de Landweber

Existem alguns métodos iterativos bastante conhecidos e desenvolvidos que sao utilizados
para resolver equacoes de operadores bem-postas. Dentre eles, podemos citar os métodos de
descida maxima, método de Cauchy, o método de Newton e o método do gradiente conjugado
BAUMEISTER (1987); KALTENBACHER; NEUBAUER; SCHERZER (2008) e referéncias.

Como nosso interesse esta em resolver um problema inverso, existem questoes de con-
vergéncia e estabilidade com relagao ao ruido nos dados, que sao sensivelmente diferentes que
as questoes que devem ser abordadas na solucao de problemas bem-postos. Desta forma, vamos
abordar brevemente nesta secao o método iterativo de Landweber para problemas mal-postos.
Para mais detalhes de outros possiveis métodos iterativos de regularizacao, consulte KALTEN-
BACHER; NEUBAUER,; SCHERZER (2008) e referéncias.

Uma forma simples de entender o propésito da iteracao de Landweber que sera apresentada
abaixo consiste em considerar a equagao de operadores (3.1.1) com a hipétese de que o operador
F seja linear. Assim, é facil perceber que a qualquer solucao de (3.1.1) também ¢ solugao da
chamada equacao normal

F*(Fa —u) =0 (3.2.5)
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A ideia agora é olhar para a equagao (3.2.5) como uma iteragao de ponto fixo, ou seja, dado

um ponto de partida ag, calcular
ar = ag_1 +yF*(u— Fag_q), keN, (3.2.6)

de forma recursiva, onde v é um parametro de relaxamento, imposto de modo que as iteracoes
convirjam para uma solucio (mesmo que generalizada) a' de (3.1.1). Nesta secao adotaremos
a' como uma solucao de norma minima.

Para dados com ruidos de nivel 4§, a iteragao (3.2.6) pode ser reescrita de forma
a =a) | +vF*(u’ —Fdl_ ), keN (3.2.7)

No caso de dados com ruidos, o método iterativo de Landweber deve ser combinado a uma

regra de parada a qual é dada pelo principio da discrepancia

lu® = F(af.)|| < 76 < |l — F(a)] (3.2.8)

para algum 7 > 1. Dessa forma, o numero de iteracoes k£* determina a regra de parada do
método.

A iteragao 3.2.6 (respectivamente (3.2.7)) é conhecida na literatura de problemas inversos
como iteracdo de Landweber BAUMEISTER (1987); DE CEZARO; LEITAO (2008); KAL-
TENBACHER; NEUBAUER; SCHERZER (2008).

Resultados de estabilidade e convergéncia da iteracao 3.2.6 (respectivamente (3.2.7)) podem
ser consultados em BAUMEISTER (1987); DE CEZARO; LEITAO (2008) e referéncias.

Caso de F' ser nao linear: Vamos considerar o caso em que a equagao de operadores (3.1.1)
seja nao-linear. Como no caso de problemas bem postos KALTENBACHER; NEUBAUER,
SCHERZER (2008), nao é possivel esperar que uma iteragao para resolver um problema da
forma (3.1.1) convirja, para qualquer chute inicial ag. Ou seja, neste caso temos que assumir
algumas informagoes a priori sobre o chute inicial ag.

Para a andlise de convergéncia e estabilidade da iteracao de Landweber, precisamos de
algumas hipoteses:

LH1) Assumiremos que ag = a$ € B,(a*), onde a* corresponde a uma solugio ”exata’do
problema (3.1.1).

LH2) O operador F esta definido entre espagos de Hilbert e possui uma derivada de Fréchet
F'(-) continua.

De forma natural, a generalizacao da iteracao de Landweber para o caso de um operador

nao linear é dada por

ad =af | +~vF'(al_)*(u’ — F(a}_,)), 1<k<N (3.2.9)
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com u° representando dados com ruidos e satisfazendo |lu — v°|| < §. Ainda, em (3.2.9), F'(-)*
representa o adjunto da derivada de Fréchet de F.

Assim como no caso linear, para dados com ruidos, o método iterativo de Landweber deve
ser combinado a uma regra de parada. Isto é:

LH3) Para dados com rufdos u’ com Hu — u‘SH < 4, a iteracao de Landweber nao linear
é parada de acordo com principio da discrepancia, isto é, no primeiro £ tal que (3.2.8) seja
satisfeito.

Dessa forma, o niimero de iteracdes k¢ determina a regra de parada do método.

Sabemos que métodos iterativos para problemas nao lineares geralmente nao convergem
globalmente, e.g. KALTENBACHER; NEUBAUER; SCHERZER (2008). Assim, temos que
dar condigbes mais restritivas para o operador F(-) de forma a garantir que a iteracdo de
Landweber (3.2.9) esteja bem definida e que convirja para uma soluc¢ao de (4.2.1).

LH4) Assumiremos que a derivada de Fréchet de F'(-) satisfaz
IF'(I <1/y,  a€ Baylag) C D(F), (3.2.10)

onde Bsy,(ag) denota a bola fechada de raio 2p de centro ag e v é a constante que aparece em
(3.2.9).
LH5) Por fim, faz-se necessario assumir uma condigao local, conhecida como condi¢ao do

cone tangente, dada por
. . - 1 -
1F(a) = F(a) = F(a)(a —a)| < nl|F(a) = F@)ll. n<g5, aa€ Byla) C D(F) (3.2.11)

Note que se o operador F' em (3.1.1) for linear as hipéteses LH4) ¢ LH5) sao automatica-
mente satisfeitas.

Com as hipdteses LH1)-LH5) satisfeitas podemos enunciar as seguintes propriedades de
convergéncia e estabilidade da iteracao de Landweber. Tais resultados podem ser encontrados

em KALTENBACHER; NEUBAUER; SCHERZER (2008); DE CEZARO (2010) e, portanto,

nao apresentaremos a demonstragao.

Proposicao 3.2.1. (KALTENBACHER; NEUBAUER; SCHERZER, 2008, Proposition 2.2)
Assuma as hipdteses LH1) - LH5) satisfeitas. Assuma ainda que exista uma solugdo a, €

B,(ag) da equagio F(a) =u. Se aj € B,(a.), entdo enquanto

lu® = F(ap)|l > 2

1+n
) 3.2.12
1—2n" ( )

temos que aiH € uma aprorimacao melhor para a, que ai. Em particular, aiH € By(as) e a

iteracao estd bem definida.

De acordo com a Proposicao 3.2.1, o parametro 7 do principio da discrepancia (3.2.8) deve
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ser escolhido em fungao de 7 segundo a restricao a seguir

1+n
o> 2. 2.1
e > (3.2.13)

T> 2

O préximo corolario garante que o indice de parada dado pelo principio da discrepancia
(3.2.8) com 7 dado por (3.2.13) é finito.

Corolario 3.2.2. (KALTENBACHER; NEUBAUER; SCHERZER, 2008, Corollary 2.3) As-
sumindo que as hipoteses da Proposicdo 3.2.1 sao satisfeitas e que k, € escolhido de acordo com

o principio da discrepancia (3.2.8) com T satisfazendo (3.2.13). Entdo

k*—l
-
k.(16)? < |u® — F(ad)|]* < lao — ax|)*. (3.2.14)
% K (1—2n)7—2(1+7)
No caso em que 6 =0, entao
> llu = Fax)|® < oo. (3.2.15)
k=0
Note que, quando os dados nao tém ruidos (6 = 0), (3.2.15) implica que se a iteracdo de

Landweber (3.2.9) converge a norma do residuo da iteragdo tende para zero quando k — oo.
Ainda, o limite da iteragdo de Landweber é uma solugao de (4.2.1), o que é assegurado no

proximo teorema.

Teorema 3.2.3. (KALTENBACHER; NEUBAUER; SCHERZER, 2008, Theorem 2.4) As-
suma as Hipdteses da Proposi¢io (3.2.1) satisfeitas e que F(a) = u tem solu¢do em B,(ap).
Entao a iteragao de Landweber nao-linear aplicada a dados exatos (6 = 0) converge para a
solugdo de F(a) = u. Se N(F'(a')) C N(F'(a)) para todo a € B,(a'), entio ay converge para
a' quando k — oo.

Sabemos de (DE CEZARO, 2010) que se u’ nio pertence a imagem de F(-), entdo a em
(3.2.9) diverge, quando k — oo. No entanto, se a itera¢do ¢ terminada segundo o principio
da discrepancia (3.2.8) entao temos uma maneira estavel para obter uma aproximagao para a
solugao de F'(a) = u. O préximo teorema mostra que a iteragao de Landweber é um método de

regularizagao se o critério de parada estiver de acordo com o principio da discrepancia (3.2.8).

Teorema 3.2.4. (KALTENBACHER; NEUBAUER; SCHERZER, 2008, Theorem 2.6) Assu-
mindo que as hipoteses LH1) - LH5) sdo satisfeitas e que k, = k,(0,u’) seja escolhido pelo
critério de parada (3.2.8) com T satisfazendo (3.2.13). Entao a itera¢ao de Landweber af con-
verge a uma solugao F(a) = u quando § — 0. Se N(F'(a')) C N(F'(a)) para todo a € B,(a'),

entao ag* converge para o' quando § — 0.
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4 PROBLEMA DIRETO NA EQUACAO DE EULER-
BERNOULLI

Neste Capitulo, vamos analisar o problema direto na equacao de Euler-Bernoulli provando a
sua boa colocagao e escreveremos o problema direto como uma equacao de operadores definidos

em espacos adequados.

4.1 Problema Direto: existéncia e unicidade

Para melhor analisarmos a equacao de Euler-Bernoulli dada por (1.2.8) seguiremos a es-
tratégia apresentada por LESNIC; ELLIOTT; INGHAM (1999) reescrevendo-a como o sistema
de EDO (4.1.1)

d*M ()
dxfi2
al@) (@) = M)

(4.1.1)

para 0 < x < L, onde L representa o comprimento da viga e com condi¢oes de contorno como
em (1.2.9) - (1.2.16).

Nesta se¢ao provaremos boa-colocagao no sentido de Hadamard para o problema direto com
relacao a equacgao de Euler-Bernoulli. Para tal, utilizaremos duas técnicas distintas: para a
primeira equagao do sistema (4.1.1), utilizaremos o método conhecido como ’shooting” em con-
junto com o principio do méximo para obter uma solugao classica. Em seguida, apresentaremos
uma formulacao variacional para provar existéncia e unicidade de uma ”solugao fraca”para a
segunda equagao do sistema (4.1.1). Estes resultados nos permitirao introduzir o problema di-
reto como uma equagcao de operadores em espacos de funcgoes adequados. Feito isso, provaremos
algumas propriedades importantes do operador como, por exemplo, continuidade, compacidade
e Fréchet diferenciabilidade.

Resolver o problema direto em (1.2.8) significa resolver o sistema de equagoes (4.1.1) com
condigbes de contorno (1.2.9) - (1.2.16), determinando a deflexao u(x), 0 < x < L, para a viga.

Hipoteses Gerais:

A1) O coeficiente de rigidez a = a(x) é uma fungdo mensurdvel em [0, L] e que satisfaz a
condicao @ > a(z) > a > 0, para constantes a@,a conhecidas. Nesta dissertagdo, o conjunto
de coeficientes que satisfazendo a hipétese A1) serd denotado por Ad e chamado de conjunto
admissivel.

A1) O coeficiente de rigidez além de satisfazer A1) possui ||| uniformemente limitada, ou
seja, o coeficiente pertence ao conjunto A = {a € L>® | A\ <a < Xy, || d ||[<Q}, onde || - |
denota a norma L?(0, L) com 0 < A} < Xy < 0o e @Q > 0.

A2) A distribuigao de forcas f € C[0, L] satisfaz f(x) > 0 ao longo da viga.
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Observacao 4.1.1. i) O conjunto Ad dos coeficientes admissiveis € convexo e fechado na
topologia de LP[0, L] para qualquer 1 < p < 2. Assim, pelo Teorema 2.1.11 é fracamente
fechado.

ii) Segue da hipdtese A2) que existe uma constante K > 0 tal que f(z) € [0, K| para todo
z € [0, L].

Conforme vimos no Capitulo 1 o que temos é um problema de valor de contorno dadas
por (1.2.8) e condigbes do tipo (1.2.9) - (1.2.16). Para mostrar a existéncia e unicidade do
problema direto na equacao de Euler-Bernoulli, seguiremos a estratégia apresentada em LES-
NIC; ELLIOTT; INGHAM (1999), isto é, analisaremos o sistema (4.1.1) para cada equagao
separadamente.

Assim, a partir do sistema (4.1.1) iremos analisar primeiramente a EDO

d*M
dz?

= f(x) (4.1.2)

com condigoes de contorno para a variavel M oriundas das condigoes (1.2.9) - (1.2.16).

Conforme abordado no Capitulo 2, basta que um problema de valor de contorno satisfaga
as condigoes do Teorema (2.2.1) para garantir que este possua uma tnica solu¢ao. No entanto,
em (4.1.2) a fy(x, M, M') =0 e a hipdtese (i) do Teorema 2.2.1 se descumpre e este nao pode
ser aplicado neste caso.

Diante disso, vamos entao utilizar os resultados obtidos por BAXLEY (1977) no qual a
hipétese far(x, M, M') > 0 é relaxada, podendo ser substituida por fy(x, M, M') > 0, o que é
bem oportuno para (4.1.2).

A ideia apresentada por BAXLEY (1977) utiliza como ferramentas principais o Principio
do Maximo e o Método do Shooting, ambos apresentados no Capitulo 2. O que vamos fazer a
seguir é mostrar que nosso problema satisfaz as hipéteses necessarias para a utilizacao desta

teoria.

Lema 4.1.1. Seja o problema de valor de contorno (4.1.2) com condigoes de contorno (1.2.10),
(1.2.12) e (1.2.14) com relagao a M, entdo ele satisfaz as hipdteses (B1), (B2), (B3) e (B4)
sequindo a teoria abordada em BAXLEY (1977) da Se¢do 2.3.5.

Demonstra¢ao. Vamos considerar o intervalo [0, 1], ou seja uma viga de comprimento L = 1.
Segue entdo que de fato as condigbes de contorno (1.2.10) e (1.2.14) com relagdo a M sao as

mesmas e (1.2.12) dadas por respectivamente

M(0) = M'(1) =0

podem ser reescritas conforme a hipdtese (B1). De acordo com cada condigdo as constantes

mi,n; com i = 0,1 ainda satisfazem (B2).
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Além disso, a EDO (4.1.2) satisfaz as hipéteses (B3) e (B4) de BAXLEY (1977), pois o
lado direito da equagao diferencial é uma fungao que s6 depende da variavel z, satisfazendo

todas as hipdteses exigidas para a aplicacao da teoria de BAXLEY (1977). O

Vamos considerar o seguinte problema

(4.1.3)

em que a condicao de contorno é oriunda tanto de (1.2.10) ou de (1.2.14). Podemos entao

enunciar o equivalente ao Teorema 2.3.6 para o problema de valor de contorno (4.1.3).

Observagao 4.1.2. Colocamos o problema de valor de contorno (4.1.3) desta forma para sequir
a notagao apresentada por BAXLEY (1977).

Teorema 4.1.2. Suponhamos que o problema de valor inicial

M"(xz) = f(x,0,0)
M(0) =, (4.1.4)
M'(0) =7

possui uma solugao global em [0,1]. Se o Lema 2.5.3 € vdlido entao o problema (4.1.3) possui

uma unica solu¢ao para o par (a, 3) = (0,0).

Demonstragao. Sabemos da teoria de EDO cldssica que (4.1.4) possui uma tnica solugao global
se f(x) é lipschitz e limitada. Assim, o que temos que verificar é se o Lema 2.3.3 é vélido para
nosso problema. Como temos f(z,0,0), a fungao definida em (2.3.25) r_(z;t) = o(t) quando
t — 00.

Além disso, como ng = 0 em (ii) do Lema 2.3.3 temos que k = |B|n; ' e, assim, para v

funcao de comparacao (2.3.23) teremos que
v = v(z;t) = cosh(t) — cosh(t(z — 1)) + |B|n;* (4.1.5)

obtendo v” — f(z,v,v") < 0.

Como as hipoteses sao satisfeitas podemos através do método do shooting substituir o
problema (4.1.3) pelo problema (4.1.4) e estimar um parametro s de modo a nos aproximar da
solugao de (4.1.3) a partir da solugao de (4.1.4).

Pelo Lema 2.3.2, como temos my = 1,m; = 0 e ng = 1,n; = 0, vemos que nao importa
o valor de s, a solugdo de (4.1.4) satisfaz a corresponde condi¢ao (2.3.14) mas com relagao
ao problema (4.1.3), restando-nos controlar o parametro s de modo que ele também satisfaca
(2.3.15).
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De acordo com o método do shooting, precisamos obter as seguintes estimativas para um s;
suficientemente grande

e para um s, suficientemente pequeno
noM(1;s9) < B =0. (4.1.7)

Para determinarmos uma cota superior e inferior de modo a garantir (4.1.6) e (4.1.7) precisamos
utilizar uma funcao auxiliar que garanta as hipéteses do Teorema 2.2.2. De fato, vamos utilizar
a funcdo v definida em (4.1.5).

Notemos ainda que precisamos garantir que ao escolhermos um s suficientemente grande a
solugdo M (0) em (4.1.4) seja positiva e para s pequeno seja negativa. Para tal basta aplicarmos
o Lema 2.3.5. Com isso, através do Teorema 2.2.2 e do Corolario 2.3.4 obtemos uma estimativa
para s de modo que

noM(1;s) = nov(1;T) = 0

quando considerada cota inferior.

Similarmente podemos encontrar a cota superior, basta considerarmos —uv.

Ocorre que nossa prova falha na hipétese do Lema 2.3.5. De fato, m; = 0 e com isso
M(0) em (4.1.4) pode nao ser positiva para um s suficientemente grande quando considerada
cota inferior. Assim, (2.3.34) pode nao ser atingida. No entanto, segundo BAXLEY (1977), a
prova segue valendo para o caso muito especial em que m; = 0 e a = 0, 0 que é exatamente
proposto neste trabalho visto que todas condig¢oes de contorno em (1.2.10), (1.2.12) e (1.2.14)

sao homogéneas. O]

Observacao 4.1.3. Para as condi¢oes (1.2.9) e (1.2.13) o que temos de fato é um cldssico
problema de valor inicial que jd sabemos possuir existéncia e unicidade da solugdo. Assim, sua

demonstracao nao serd apresentada por nao ser interesse neste trabalho.

Observagao 4.1.4. Para as condigoes (1.2.11), (1.2.15) e (1.2.16) devemos incluir uma condi¢ao
para M que dependendo poderd produzir um problema de valor inicial ou de contorno. Contudo,

em ambos 0s casos teremos existéncia de solucdo como ja provado.

Provado a existéncia de solu¢do para o problema direto (4.1.3) segue o seguinte teorema

mostrando que a solugao é tnica.

Teorema 4.1.3 (Unicidade). Seja M uma solugdo (que existe pelo Teorema 4.1.2) do problema

de valor de contorno (4.1.3). Entao, M € unica.

Demonstragao. Supondo que M;(x) e My(x) sdo solugbes de (4.1.3). Seja M(z) = M;(x) —

M,(z) que satisfaz a equacao diferencial

M"(z) =0 (4.1.8)
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e as condicoes de contorno
M(0) = M(1) =0. (4.1.9)

De acordo com o Teorema 2.2.3, sabemos que M(x) < 0 em (0,1). Como a fungdo —M (z)
satisfaz a mesma equacao e as mesmas condigoes de contorno, podemos aplicar o Teorema 2.2.3
para —M (z) garantindo que —M (x) < 0 em (0, 1). Portanto M =0 em (0, 1). O

Provados a existéncia e unicidade para (4.1.3), vamos agora analisar o outro problema de

valor de contorno no sistema (4.1.1), em que temos
—a(z)u"(x) = M(z), (4.1.10)

onde M (z) é a tnica solugao de (4.1.3) e condigoes de contorno (1.2.9)-(1.2.16). Escrevemos o
problema dessa forma pois se temos u solu¢ao de (4.1.10) entao, por linearidade, —u é solucao
de (4.1.1).

Como nosso interesse neste trabalho estd em analisar o parametro a(z) de modo que possa
ser incluido um coeficiente continuo por partes, nao podemos afirmar que o quociente %
também seja continuo. Por esse motivo, nao podemos utilizar a teoria de EDO para solugoes
classicas afim de resolver tal problema. Para tanto, serd necessario utilizarmos da teoria de
solugdes fracas com o propésito de provarmos existéncia e unicidade para (4.1.10).

Neste trabalho, consideraremos como uma solucao fraca para o problema (4.1.10) qualquer

L L
!t o
/0 uqbda:—/o . pdx (4.1.11)

qualquer que seja a funcao teste ¢ € H}[0, L].

fungao u € H}[0, L] tal que

Observagao 4.1.5. Para a condi¢io de contorno (1.2.10), definimos H}[0, L] de modo que
H! ={¢p € H} e ¢'(0) = ¢/(L) = 0}. Sabemos que C* — H! C H}, assim (4.1.11) estd bem
definido para a condi¢do de contorno (1.2.10).

Lema 4.1.4. Considere as hipdteses A1) e A2) satisfeitas. Se existe u satisfazendo o pro-
blema de valor de contorno (4.1.10), entdo u € uma solucao fraca para o problema (4.1.10).
Reciprocamente, se u é uma solugao fraca para o problema (4.1.10), entao u satisfaz o problema

de valor de contorno (4.1.10) quase sempre.

Demonstragao. Segue do Teorema 4.1.2 que M € C|0, L]. Assim, pela hipétese A1) temos que
M/a € L*0, L]. Portanto, de (4.1.10), u” € L?[0, L] e, assim, u € H?[0, L]. Pelas condigoes de
contorno temos que u € HZ[0, L]. Finalmente, segue diretamente da identidade de Green (veja
(BREZIS, 2010)) que u satisfaz (4.1.11).

Reciprocamente, se u € Hj[0, L] é uma solugao fraca para o problema (4.1.10), entao as
condigbes de contorno para a equacao (4.1.10) sao satisfeitas. Além disso, como por hipétese
u satisfaz (4.1.11), temos, depois de uma integragao por partes (identidade de Green BREZIS
(2010)) que

< —au" = M, >=<0,¢9 > Vo € C°0, L] .
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Da densidade de C§°[0, L] em H} [0, L], segue que —au” = M quase sempre. O

Dado o Lema 4.1.4, queremos mostrar a existéncia de uma tnica solugdo u € H[0, L]

satisfazendo (4.1.11). Para tal, utilizaremos o lema de Lax-Milgram 4.1.7. Com esse objetivo

definimos a forma bilinear A : H}[0, L] x H}[0, L] — R dada por

L
A(u, ) ::/0 u'¢'dx (4.1.12)

e o seguinte funcional linear [ : Hj[0, L] — R dado por

L
M
() = / M i (4.1.13)
0o a
Notemos que u é solucao fraca de (4.1.10) se e somente se u satisfaz
Alu, ) =1(¢) Vo € Hy[0,L]. (4.1.14)

Com a notagao acima podemos estabelecer o equivalente ao lema de Lax-Milgram (veja
BREZIS (2010)) para o problema (4.1.11). Para tal, provaremos os seguintes resultados auxi-

liares:

Lema 4.1.5. Sob as hipdteses A1) e A2), o funcional linear | definido em (4.1.13) € continuo
em H'Y0,L], ou seja, existe uma constante C' > 0, independente de ¢ € H'0, L], tal que

L@ < Cllolmro,)-

Demonstragao. De fato, segue da definicdo do funcional [ em (4.1.13) e da desigualdade de
Cauchy-Schwarz (Capitulo 2, 2.1.1) que

/Q %(ﬁd:ﬁ

A imersao continua de H'[0, L] em L?[0, L] (veja BREZIS (2010)) completa a demonstragao. [

o)l =

M _
</ ‘;W < Ja e M |21l < Cllgllee

O proéximo resultado diz respeito as propriedades da forma bilinear A.

Lema 4.1.6. Sob as hipdteses A1) e A2), a forma bilinear A definida em (4.1.12) € continua e
coerciva em H'[0, L] x H'[0, L], isto é, existem constantes C,C, independentes de ¢ € H'[0, L],
tais que

1A, §)1| < Cllullz |6l m

A(u,u) = Cllully

respectivamente.
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Demonstrag¢ao. Primeiramente provaremos a continuidade. Segue da definicao da forma bili-

near, da desigualdade de Cauchy-Schwarz e da hipdtese A1) que

L
A | / W dlda| < / ||z < / o ||)d < e 2211 e

(lullzz + 1u'll22) (1" 22 + 6ll22) = 1wl o, ]l o,

o que prova a continuidade da forma bilinear.

Para provar a coercividade, notemos que
L
Alu,u) = / u'v'dx
0

L
/ lu'|dx .
0

> QHuH?-I(}[O,L]

WV

pela desigualdade de Poincaré enunciada no Teorema (2.1.13). O que mostra a coercividade.
O

Agora, podemos enunciar o equivalente ao Teorema de Lax-Milgram 2.1.10 para o pro-
blema (4.1.11).

Teorema 4.1.7 (Existéncia e Unicidade). Sob as hipdteses A1) e A2), existe uma unica
solu¢ao do problema (4.1.11). Como consequéncia do Lema 4.1.4, existe uma unica solu¢ao

fraca para o problema (4.1.10).

Demonstracao. Segue dos Lemas 4.1.5 e 4.1.6 que o funcional linear [(+) é continuo e que a forma
bilinear A(-,-) é continua e coerciva em H}|[0, L]. Portanto, seque do Teorema de Lax-Milgram

2.1.10 a existéncia de uma tnica funcao u € H}[0, L] satisfazendo (4.1.11). O

O teorema a seguir vai mostrar a regularidade da solugao fraca u € Hj[0, L] obtida acima
utilizando regularidade eliptica, mostrando que u pode ser C?. A demonstracao pode ser

consultada em BREZIS (2010).

Teorema 4.1.8. Seja o intervalo aberto I = (0,L), M € L*[0,L] e u € Hj(0, L) satisfazendo
(4.1.11). Entao u € H?[0,L] e ||u|lgz < C||M||z2, onde C é uma constante que sé depende de
0, L]. Além disso, se [0,L] € da classe C™* e M € H™|0, L], entdo

we H™20,L] e |ullgmse < C|M][gm.

Em particular, se M € H™[0, L] com m > 1/2, entao v € C?[0, L].

Além disso, as mesmas conclusoes acima podem ser formuladas para um problema com
condigoes do tipo Neumann (ver (BREZIS, 2010, Theorem 9.26)).
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4.2 Problema Direto como uma equacao de operadores

Nesta se¢ao escreveremos o problema direto dado por (4.1.1) como uma equacao de opera-
dores em espacos de fungoes adequados. Para tal operador, provaremos algumas propriedades
que serao muito uteis para o que segue no Capitulo 5.

Definimos o operador nao linear

F:Adc L*0,L] — L?*0,L)
a — u(a) (4.2.1)

onde u(a) € H}[0, L] é a tinica solugao fraca do problema (4.1.11).

O primeiro lema garante que o operador F' esta bem definido.

Lema 4.2.1. Considere as hipdteses A1) e A2). Entao o operador F definido em (4.2.1) estd
bem definido.

Demonstracao. Segue do Teorema 4.1.7, que para cada a € Ad, existe uma unica solugao
u = u(a) € H[0, L] para o problema (4.1.11). Assim, F estd bem definido. O

4.2.1 Propriedades do operador parametros para solucao

O primeiro resultado desta subsecao, com respeito ao operador F', é que este é continuo na
topologia de L?[0, L].

Teorema 4.2.2. Assumimos que as hipdteses A1) e A2) sao satisfeitas. Entdo, o operador
F definido em (4.2.1) € continuo de Ad C L?[0, L] em L*[0, L].

Demonstrag¢ao. Notemos primeiramente que, o operador F' estd bem definido pelo Lema 4.2.1.
Em seguida, observemos que, como L?[0, L] é um espaco separavel 2.1.5, basta mostrarmos que
F é sequencialmente continuo, isto é, que para qualquer que seja a sequéncia (a,) € Ad com
a, — a quando n — oo na topologia de L?[0, L], tenhamos F'(a,) = u(a,) := u, converge (em
L?0, L]) para F(a) =u(a) :=ucom 0 <a<a,<a VYneN.

Do Lema 4.1.4, u,, € H}[0, L] e u € H}[0, L] satisfazem,

anuy = M (4.2.2)

au” = M, (4.2.3)

com as mesmas condigoes de contorno, dadas por (1.2.9) - (1.2.16), respectivamente.

Pela linearidade das equagdes, seque que, subtraindo (4.2.2) de (4.2.3) obtemos

(o -ty = &= @) (4.2.4)
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com condigoes de contorno homogéneas.
Agora, definimos v, = u, —u. Como wu,,u € H}[0, L], segue que v, € H}[0,L]. Para
. L? L?
concluirmos o teorema, basta mostrar que v,, — 0 quando a,, — a. Para demonstrar este
fato, utilizaremos a forma variacional (4.1.11) para o problema (4.2.4), com v,, € H}[0, L] como

funcao teste. Isso resulta em

L L _
/ Vv, dr = / —Muxvndm (4.2.5)
0 0 a

Integrando por partes o lado direito de (4.2.5) obtemos

L
L L
. / /d _ (an — CL) " d
v, v, dr = —Uu, Vydx.
0 0 a

0

Vp Uy,

Como v, € H}[0, L], segue que o termo de fronteira se anula. Assim, por (4.2.2) e Holder

L
a, — a
o = [ s
L L
n - ]_
/ @ —G)M”n < —2/ |an — al|M||v,|dx
0 a - ap a 0
K [F -
< a2 |a, — al|vn|dz < Clla, — aHLZ’[O,L]HUnHLQ[o,L] ) (4.2.6)
a“ Jo

- K
onde C'= —, pois M ¢é fungao continua em [0, L].
a

Pela desigualdade de Poincaré (2.1.13) aplicado a v, € HE[0, L] obtemos
[onllz < Cllan — al| 2, (4.2.7)

onde C' é uma constante que depende somente de C' e da constante de Poincaré.
2 2
Assim, obtemos de (4.2.7) que se a, L% 4 entdo U L% 0. Provando assim que o operador
F ¢ continuo de L?[0, L] para L?[0, L. O

Na sequéncia, provaremos que o operador F' é, de fato, compacto com relagao a topologia

de L?[0, L]. A consequéncia de tal resultado serd melhor entendida no Capitulo 5.

Teorema 4.2.3. Assumimos que as hipoteses A1) e A2) sejam satisfeitas. Entao, o operador
F definido em (4.2.1) é compacto de Ad C L*[0, L] em L?[0, L].

Demonstragao. Seja (ay) € Ad uma sequéncia admissivel convergindo fraco para a com relagao
a topologia de L?[0, L]. Segue da Observagao 4.1.1 que a € Ad. Denotemos ainda por F(a;) =
u(ar) = ux e F(a) = u(a) = u, respectivamente. De acordo com o Teorema (2.1.9), basta
mostrar que u, — u em L?[0, L].
Por definicao, uy e u satisfazem
apuy = M (4.2.8)



53

au” = M (4.2.9)

com as mesmas condigoes de contorno dadas por (1.2.9) - (1.2.16), respectivamente. Argumen-
tando como no Teorema 4.2.2, subtraindo (4.2.8) de (4.2.9), obtemos

ap(uy —u") = —(ax — a)u” (4.2.10)

Integrando ambos os lados de (4.2.10) e multiplicando pela fungao ¢ € C§°[0, L], obtemos

L L L u L
/o ag(uy —u")pdr = —/0 (ar, — a)u" pdr = —/0 (ar — a)a;godx = _/o (ar, — a)aM pdz
(4.2.11)
Como a € Ad, segue de (4.2.9) e da regularidade de M dada pelo Teorema 4.1.8 que aM €
L>=[0, L] C L?[0, L], pois [0, L] ¢ um subconjunto limitado da reta real. Como ¢ € C§° entdo
aMy € L?[0, L].
Portanto, da hipStese de a;, convergir fraco para a em L?[0, L], segue que o lado direito de

(4.2.11) converge para zero, isto é,
L
<ar—a,aMp >= / (ax, —a)aMpdr — 0 k— 0. (4.2.12)
0

Como consequéncia, o lado esquerdo de (4.2.11) converge para zero no sentido das distri-
buigoes, isto é, ax(ur —u)” — 0 k — oo no sentido das distribuicoes. Além disso, pelo
Teorema da convergéncia dominada BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA (2012), segue que

L L
lim ag(uy, —u")pdr = / a lim (u) —u")pdx = 0. (4.2.13)
0

k—oo /g k—o0
Pelo fato de a € Ad, e da densidade de C§°[0, L] em L?[0, L], segue que u, — u em L?[0, L.
Seja z € L?[0, L] o limite fraco da diferenga uy — u. Portanto, juntando (4.2.11) e (4.2.13)

obtemos, (apés tomar o limite em (4.2.10) que z satisfaz
az" =0 (4.2.14)

com condig¢oes de contorno homogéneas. Como a € Ad, segue do Principio do Maximo 2.2.3
que
L2
2=0 — w—u—0 (4.2.15)

Por outro lado, tomando ¢ = ux — u, segue que [luy — ul[ 2, ; — 0.
Da convergéncia fraca e da convergéncia em norma, seque que u; — u em L2[0, L] (veja
BREZIS (2010)). Provando assim, a compacidade do operador F. O
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5 PROBLEMA INVERSO NA EQUACAO DE EULER-
BERNOULLI

Conforme abordado no Capitulo 3, resolver o problema inverso de identificacao na equacao
de Euler-Bernoulli (1.2.8) significa determinar o coeficiente de rigidez a flexdo a(x) € Ad a
partir de medidas indiretas da deflexao u(z), uma vez aplicada a for¢a f(x). Vimos também
que problemas inversos sao mal-postos no sentido de Hadamard. Vamos mostrar que o pro-
blema inverso de identificacao do coeficiente é mal posto, pois falha o resultado de dependéncia
continua das medidas. Tal resultado é baseado nas propriedades do operador F' provadas na
Secao (4.2). Para exemplificar essa caracteristica, apresentamos um exemplo, devido a (MAR-
CELLINTI, 1982), na Secao 5.1.

Além disso, na Segao 5.2.2 estd o resultado mais importante dessa dissertagao, a saber, a
prova de unicidade de identificagdo para o coeficiente de rigidez a(z) € Ad. Nossa técnica de
prova generaliza o resultado obtido em (LESNIC; ELLIOTT; INGHAM, 1999) para coeficientes
C0,L).

5.1 O problema de identificagao do coeficiente de rigidez

da viga é mal-posto

De acordo com o que abordamos no Capitulo 3, para um problema ser bem posto segundo
Hadamard a solucao de um problema deve satisfazer condigoes de existéncia, unicidade e de-
pendéncia continua dos dados (medidas). Segundo (DE CEZARO; LEITAO, 2008; KIRSCH,
2011), as questdes que envolvem existéncia e unicidade podem ser tratadas ji que dependem
unicamente da natureza algébrica dos espacos onde o problema estd formulado e do opera-
dor considerado (DE CEZARO; LEITAO, 2008). Assim, podemos contornar a questdo da
existéncia aumentando o espacgo solucao. Para provar a unicidade, uma das possibilidades é
adicionar informacoes extras ao problema.

No entanto, se um problema nao satisfaz a propriedade de dependéncia continua dos dados,
teremos grandes complicagoes para obter uma solugao aproximada estavel, visto que qualquer
medicao ou calculo numérico possui erros. Assim, o descumprimento da estabilidade é o mais
agravante. Dessa forma, para garantirmos a condi¢ao de dependéncia continua dos dados temos
que verificar a continuidade do operador F~!, se este existe.

Vamos mostrar que o problema de identificacao do coeficiente de rigidez da viga nao depende

continuamente dos dados, ou seja, o operador F~! nao é continuo.

Teorema 5.1.1. Assumamos que as hipdteses H1) e H2) sejam satisfeitas. Se existir uma
inversa F~' para o operador F definido em (4.2.1), entio F~' nao é continua. Como con-
sequéncia direta, o problema inverso de identificagio do coeficiente de rigidez a(zx) € Ad nao

depende continuamente das medidas da deflexao u.
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Demonstracao. Suponhamos por contradicao que F~! é continua. Na prova do Teorema 4.2.3,
temos que o operador F' é compacto. Assim, pelo Teorema 2.1.12, temos que F~'oF = I, onde
I representa o operador identidade deve ser compacto. Isso contradiz o Teorema 2.1.8. Logo,

F~1! nao é continuo. ]

A seguir apresentamos um exemplo apontado por MARCELLINI (1982), ilustrando a falta
de dependéncia continua dos dados iniciais para um problema de identificacao de parametros

semelhante ao problema abordado nessa dissertacao.

Exemplo 5.1.2. Consideremos a sequinte equagao diferencial ordindria
(au') =1 (5.1.1)
no intervalo [—27, 2] com condigoes de contorno de Dirichlet homogéneas
u(—2m) = u(2m) = 0. (5.1.2)

Consideremos agora a sequéncia de parametros ay dada por

1

~ T oot (5.1.3)

|ax ()|
Note que, em particular a;, € Ad para uma escolha apropriada das constantes a,a.
Substituindo ay, dado por (5.1.3) na equacgdo diferencial (5.1.1) e integrando, obtemos que a

solugcao correspondente uy, = u(ay) satisfaz

u(z)’
-~ 7 — x’
2 + cos(kx)
ou ainda
u'(z) = 2x+xcos(kx)+C. (5.1.4)

Integrando por partes em (5.1.4) e usando as condigoes de contorno (5.1.2), obtemos que a

solugdo ug = u(ay) de (5.1.1) é dada por

1 1
u(z) = 2% + %sen(kx) + — cos(ka) — (2m) = . (5.1.5)

Observemos que uy(z) tende a u(z) = x? — (2m)%, uniformemente em [—2m,27] quando

k — 400 (uma vez que o intervalo é compacto).

2

Afirmagao: A funcao u(z) = x* — (2m)? satisfaz o problema de valor de contorno (5.1.1)-

1
5-
De fato, € fdcil verificarmos que u(z) = z* — (2m)? satisfaz as condigdes de contorno (5.1.2).

(5.1.2) para um coeficiente a =
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Além disso, notemos que
(1/2(2* = (2m)?)) = 1.

No entanto, vamos mostrar (sequindo os passos apresentados em MARCELLINI (1982))
que ay converge, no sentido de L?, para @ = —. Em outras palavras, vamos mostrar que

para qualquer funcao teste  suficientemente suave, obtemos < ap — a,p >r2— 0 quando
k — 4o00. A bem da verdade, verificaremos isso para os elementos ¢ da sequinte base de
funcoes trigonométricas de L?, {1, sen(kx), cos(kz) }ren -

Em suma, temos que analisar a convergéncia da sequinte integral

2 1 1
—a 2 g = _— d 5.1.6
<ak a, §0>L [—27,2pi] /_271_ <2 n COS(]{ZZ’) \/g) SO(SU) T, ( )

¢ € {1, sen(kx),cos(kx)}, quando k — +oo .
Quando p(x) = sen(kx), obtemos

2
In(2 + cos(kx))  cos(kx)
= | - + =0
k k\/g —21
mdependente do valor de k
Quando ¢(x) = 1, primeiramente vamos analisar a integral indefinida,
1 1
—dr — | —=dx,
/ 2 + cos(kx) / V3
pois necessitaremos fazer algumas algumas substituicoes trigonométricas.
: . o kx B 2
Consideramos a segquinte mudanca de varidveis: tg 5 ) = t entao x = Earctan(t) e
2
dr = mdt. Com isso a integral indefinida sob investigacao resultarda em

%(/ﬁ“—/mdt)‘

Como os integrandos acima sao continuos e nao possuem nenhuma singularidade e as mudangas
de varidveis sao fungoes continuas no intervalo compacto [—2m, 27|, obtemos que ambas as
integrais a serem avaliadas sao limitadas e, portanto, a integral sob questao converge para zero
quando k — 400.

Por 4ltimo, vamos mostrar de forma andloga a convergéncia da integral quando p(z) =

cos(kx). Para tal, faremos a mesma mudancga de varidveis feita anteriormente para o caso em
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que p(x) =1 de forma a obtermos

2 1—¢ 1—¢
([l Uy,
PAVACENDICEE) V30 + 2y
Com o0s mesmos argumentos usados anteriormente, podemos concluir que as integrais acima

sao limitadas, por se tratar de integrais contendo funcoes continuas em um intervalo limitado.

Portanto, seque que a integral em questao converge para zero quando k — +00.

Portanto, como falha a condicao de estabilidade, podemos concluir que pequenas per-
turbagoes nas medidas podem levar a grandes perturbagoes no parametro. Como na pratica as
medidas estao sujeitas a erros, pois nao existe aparelho perfeito, nem mesmo o modelo repre-
senta com total fidelidade a realidade. O que temos sao dados com ruidos (que denotaremos
por u’) agravando ainda mais a mé-colocacao do problema de nosso interesse. Isso motiva a
utilizagao de métodos apropriados para obter uma solucao aproximada e estavel para o pro-
blema, que sdo chamados de métodos de regularizagao. Faremos isso no Capitulo (6) para o

problema de identificagdo do coeficiente.

5.2 Unicidade para o Problema Inverso

Nesta secao, apresentaremos um resultado de unicidade de identificacao para o coeficiente de
rigidez a € Ad. Antes, porém, vamos apresentar o resultado de unicidade obtido em LESNIC;
ELLIOTT; INGHAM (1999), o que é baseado na anélise feita em MARCELLINT (1982).

5.2.1 Unicidade para problema inverso: Resultado devido a D. Les-
nic

Nesta subse¢ao apresentaremos os resultados devidos a D. Lesnic em LESNIC; ELLIOTT;
INGHAM (1999), a fim de expressar as diferencas entre esses e o resultado de unicidade de
identificagao do coeficiente de rigidez da viga obtido em LESNIC; ELLIOTT; INGHAM (1999)
e 0 que apresentaremos na subsecao 5.2. Por isso, os resultados apresentados aqui também
aparecem em LESNIC; ELLIOTT; INGHAM (1999).

De acordo com as propriedades fisicas da viga, passaremos a considerar nessa subsegao
que E e I sejam positivas, de modo que FI = a(z) dé origem a um coeficiente de rigidez
limitado e positivo satisfazendo A1’), ou seja, o coeficiente de rigidez a € A. Além disso,
assumiremos que as forgas atuantes sejam positivas e finitas, isto é, de forma que existam
constantes 0 < f; < fo < oo de modo que f; < f(x) < fo.

Para provar o resultado de unicidade do coeficiente de rigidez da viga, definiremos o operador

U:A— L*0, L) dado por

U(a) ::ua://%, M://f, Vac A (5.2.1)
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cuja notagao acima significa a segunda primitiva de M/a e de f respectivamente.

Notemos que, (5.2.1) pode ser considerado como uma forma geral da solugao de (1.2.8) e
(4.1.1), em que as constantes de integracao serao determinadas a partir das quatro condigdes
de contorno reformuladas de acordo com o operador definido.

Agora, provaremos o seguinte resultado auxiliar.

Lema 5.2.1. Para as condi¢oes de contorno u(0) = u'(L) = M(0) = M'(L) = 0 dadas por
(1.2.12) e u(0) = /(L) = M(0) = M'(0) = 0 dadas por (1.2.13) temos, respectivamente,

a:)—/ox/: Aj((:)) rt, M(:c)—/ox/:f(r)drdt, (5.2.2)
x):/ox/: ]‘j((;)) rdt, M(x):/om/otf(f)dfdt. (5.2.3)

Suponhamos ainda que a viga estd sujeita a uma forca uniformemente distribuida f = 1,

entao as solugoes sao

/ / e L), Ma) =2, (5.2.4)

para as condigoes de contorno u(0) = u (L) = M(0) = M(L) =0 ouu(0) =u(L) = M(0) =
M(L) =0 dadas por (1.2.14) e

_ 2 .2
/ / T $“drdt, M(z) == 2%, (5.2.5)

para as condi¢oes de contorno u(L) = u/(0) = /(L) = M'(0) = 0 ou u(0) = u/(0) = u/(L) =
M'(0) =0 de (1.2.15) onde z, € (0,L) € o ponto do teorema de Rolle para o qual M(zx,) =0,

Para as condigoes de contorno (1.2.16) onde u(L) = u/(0) = v (L) = M(0) = 0 ou u(0) =
u'(0) = (L) = M(0) =0 temos

oo [ [T a2 s

o = (/OL af;)dzv) (/OL ﬁdm) h . (5.2.8)

Demonstra¢ao. A prova vem da integracao de (1.2.8) ou (4.1.1)) impondo as condigoes de
contorno de (1.2.12) a (1.2.16). O

onde

Observamos que, enquanto 0 < f; < f(z) < fo < oo, das equagoes (5.2.2) e (5.2.3) obtemos
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as seguintes estimativas

x(x —2L) x(x —2L)

fole — L) < M'(z) < fi(z — L), fo 5

< M(x) < fi (5.2.9)

1 1
fir < M'(z) < fox, §f1$2 < M(z) < 5fgzzz. (5.2.10)

Com isso podemos obter o seguinte lema que descreve a estimativa fundamental para a

obtencao do resultado de unicidade.

Lema 5.2.2. Sejam as condigoes de contorno em (1.2.12) - (1.2.16) conforme Lema 5.2.1,
entao

3/2 1/2

lug = wgllze < llua — sl 2 v’ — uy’

gy (5.2.11)

Demonstragao. Para avaliarmos |lu) — uj||z2 utilizemos integracdo por partes conjuntamente

com as condigoes de contorno (1.2.12)-(1.2.16). De fato,

L L
o = e = [ (= = e = - [ - ) ). (522
0 0

De (5.2.12) e da desigualdade de Holder, obtemos

gy = upllZe < lluf = wplle - g’ — w2 - (5.2.13)
Para alcangarmos nosso objetivo, utilizaremos os mesmos artificios usados em (5.2.12) e (5.2.13)

para a quantidade |lu), — uy||z2, obtendo

L
o, — wyll72 = —/ (ta — wp) (g — up)dw < |Jua = upl 2 - [lug — ug| 2. (5.2.14)
0

Assim, combinando (5.2.13) e (5.2.14) obtemos (5.2.11). O

O préximo Lema também colabora para a prova de unicidade, no entanto, a demonstracao

do resultado exige a limitagao da derivada do coeficiente de rigidez a.

Lema 5.2.3. Seja a € A. Entdo existe uma constante positiva C' (independente de a e u(a))

tal que ||u||2 < C.

Demonstragdo. Se escrevermos o = a ', a; = A;', entdo teremos de a € A que

0 < a< a < ooe (1.2.8) pode ser escrita como u” = aM. Diferenciando a equagao an-
terior (com relagao a t, obtemos u) = o’ M + aM’. Agora, segue de uma estimativa simples

com a desigualdade triangular e a hipdtese de a € A, juntamente com as equagoes (5.2.2) a



60

(5.2.10), as seguintes estimativas para |[u)’||p2:

Lo || 12 + asfs (%L?’)l/2 para as condigoes (1.2.12) e (1.2.13),
Lo || 2 + ag (5L17)Y7 para (1.2.14),

el < LL2| /|2 + ap (A1) para (1.2.15), ( )
1/2
L2/ 12 + a2 (S L?) / para (1.2.16).
Finalmente, como |o/| = |d'|/a®* < a3|d’|, podemos garantir que ||o/||z2 < ailld’]|z: < @2Q.

Desta desigualdade e de (5.2.15) segue que existe uma constante positiva C' > 0 tal que
lul ||z < C. O]

A 1ltima estimativa necessaria para a prova de unicidade apresentada nessa secao serd dada

pelo seguinte lema.

Lema 5.2.4. Sejam a,b € A. Entdo, existe duas constantes positivas C' e p de tal modo que
la = bllz> < Cllul — | (5.2.16)

Demonstracdo. Vamos escrever a = a1, 3 =b"1 a1 = A\;', ap = A\['. Entdo, temos 0 < a; <
a,f < ag <ooeul =aM,ul =FM.
A ideia para provar este lema estd em remover as singularidades da fungdo o = u) /M (e da

tea o —xz,)7t

mesma forma 3 = u} /M), que sao do tipo 2!, 272 ™YL — z)!, (z — z,)
referente as formulagoes (5.2.2)-(5.2.5) e (5.2.7) respectivamente. Para isso vamos estender
as fungoes ug,, up, i, 5 para todo o eixo real, definindo-as como identicamente nulas fora do
intervalo [0, L].

Vamos considerar primeiro os casos de (5.2.2) a (5.2.4).

Usando a extensao referida acima por zero fora do intervalo [0, L] e a desigualdade de Holder,

obtemos que para qualquer ¢ > 0 vale, respectivamente:
(i)

€ L " "
u, —Uu
la— B3 = /0|oz—6|2dx+/ |04—B||“—bdx

| M|
2 L|oz—6Hu”—u”
< 2 a b d
€y + Lf1 /6 . X
2 oo’a_BHu//_u//
2 a b
= d
€, + Lfl /6 - X
9 00 1/2
< 2 no__, M 72d
< e+ _Lf1 i — || L2 (/6 x x)
2
= ade+ 2”%’ — || 22, (5.2.17)

Lfi
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(ii)

€ (3] "o_oon
lo— B> = A|a—mwm+/ o — plta— vl g,

| M|
9 00 1/2
ot B ()
fl €
9
= e+ 22| — ul|e323712 (5.2.18)
fi
(i)
"no__oon
o= sl = [ o pfas+ | jo— pilte =l g,
(—e,e)U(L—¢, L+<) (—00,—€)U(e, L—)U(L+e,00) | M|
< dag(oge + |[u! — ufl|| 2672 /L). (5.2.19)

Conforme podemos observar, o lado direito das expressoes (5.2.17) a (5.2.19) sao fungdes de

€, atingindo os seus minimos, respectivamente, em

2/3
<||UZ*U§)’HL2> :
—a—biLe no caso (i)
azfil ’
31/2 ! —u! 2/5 B
Emin = <% no caso (i), (5.2.20)
2/3
||ug7u;)/HL2
<W no caso (iii).

Substituindo esses valores em (5.2.17) a (5.2.19) obtemos

3L_2/30z§/3f1_2/3||UZ — UZ||2L/23 no caso (i),
loe = Bll72 < 4 (317 4+ 2% 374%)ah” 7wy — wf||75” no caso (i), (5:2:21)
(24/3 4 23 L2130 33| — ufl||?/3 no caso (iii).

Consideraremos agora os casos (iv) e (v).

Das equagoes (5.2.6) e (5.2.8), obtemos que, para 0 < z, < z, < L, valem as seguintes

expressoes:
L? " 220 (z)da L?
Cp=222 5 4> 10 = ) - (z) > 32 o (5.2.22)
3o Jy a(z)dx 30
¢ L
200 L *a(z)dr _ 20qL
Vs>, = fOL“T afz)dx > ok (5.2.23)
3 Jy wo(x)da 30
Agora, usando (5.2.5) e (5.2.7) para qualquer = € [z,, z] teremos respectivamente
1 2 2 " 1 2 2
—oy (2”7 —x7) <u, =aM, < 5042(:15 —a3),
. : (5.2.24)
5@2(1?2 —a}) < uy = M, < Eal(xZ — ),
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e
1 s 1
—ox(r —x,) < u, < —ax(r —x,),
2 2 (5.2.25)
1 s 1
§a2x(x — 1) Suy < §a1x(x — 1)
do qual
2\1/2 7572
. az (&) 7 LP? mno caso de (5.2.5),
[up |z < 1\1/2 75/2 (5.2.26)
as (55) " LP? no caso de (5.2.7),
1
0< EO‘I(IZ —22) < ul(z) — up(x), Vo € [x,, 2y no caso de (5.2.5), (5.2.27)
1
0 < 504195(:6;, —x,) < up(z) —uy(x), YV € (x4, ) no caso de (5.2.7). (5.2.28)

Integrando de z, a x;, (5.2.27) e (5.2.28) e aplicando Holder novamente, teremos que

2/3
< L||u! — uZ||L2> no caso de (5.2.5),

Crog

(Clm |ul — uZ||Lz> no caso de (5.2.7)
Vamos agora denotar v, = ul /x, € v, = uj /x,. Entdo segue que
1
[0a = vpllr2 < —lug — uyllze + [[ug || 22|26 — 2l (5.2.30)

Lq Tqlp

e utilizando (5.2.22), (5.2.23), (5.2.26) e (5.2.29) obtemos duas constantes positivas C5 e Cy de
forma que

va = w22 < Cslluf, — ugluz + Cilluy — |72 (5.2.31)

A fim de estimarmos ||a — (|2 observamos de (5.2.5) e (5.2.7) que

T—Tq T—Ty TH+xq T+

Yo _ % _ la=l no caso de (5.2.7).
T—Tq T—x)p x

(5.2.32)

{ Ya % a4 % pq cago de (5.2.5),
a—f=

Denotando w (x) = v,(x)/(z &+ z,) e wi () = vp(z)/(z £ 23) teremos

lwz (@) = wy (@) |2 < [hwg(2) = wy (2 £ 20 F 20)ll12 + lwy (2 £ 20 F 1) — wy ()| 22. (5.2.33)

Utilizando uma técnica similar a que foi usada para derivar as desigualdades (5.2.17) a (5.2.19),

obtemos uma nova constante positiva C5 de modo que

wE(z) — wi (@ £ 2, Tap)|e = (/‘” [va(x$xa) _Ub@jFxb)rdx) 1/2

00 T

< Oslfval- F 2a) — vp(- F )15 (5.2.34)
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Também usando v, = u}’/xp, Lema 5.2.3, (5.2.29) e (5.2.31) obtemos Cy de forma que

[va(- F 2a) = 0p(- F )22 < llval(- F 2a) = 0p(- F @a) |22 + [[oo(- F 2a) — 0 F 2|2

< lva = vllzez + [Oh1LY 2|0 — 2] 2 < Cylluag — |2

+Cy|ul — w22 + Col|ul! — uf || 15(5.2.35)

Para estimar o termo final em (5.2.33) usamos
i (2 + 20 — @) — wif (2)[[22 < (g ) 1L 2|20 — a2, (5.2.36)

Usando Lema 5.2.3 e (5.2.22), (5.2.23) e (5.2.26), teremos C7 de modo que

+ uy’ uy,
< ||l——= — _l<C 5.2.37
Gy )l xy(T + 1) ‘ * xy(T + 132 T ( )
e ainda de (5.2.29), (5.2.36) e (5.2.37)
lwi (2 + 20 — 23) — wi (2)]| 22 < Csllul — wf ]| /5. (5.2.38)

Usando (5.2.22), (5.2.23) e (5.2.29) temos uma constante positiva Cy tal que

Blzy — 4] <@
QLU{, 201

lwy (2 = 2o + 2p) —wy (7)| 2 = [0 — 20| < Colluy —wil75". (5.2.39)

Para o caso de (5.2.7) ainda precisamos considerar (”“z;”b) em (5.2.32), que de forma semelhante

a (5.2.34) podemos estimar como

Vg — Uy

H < Cuollvw — ]l (5.2.40)

onde Cjp é uma constante positiva. Para os casos de (5.2.5) e (5.2.7), de (5.2.32) a (5.2.40)

obtemos que existem cinco constantes positivas D; onde ¢ = 1,2, --- .5 de tal modo que
lo = Bl < Dallug = wi|"”* + Dallug — w|*® + Dallug — up||'’* + Dalluf — wg|[**
< Dsllull — ||V, (5.2.41)

Por fim, a estimativa (5.2.16) é obtida para todos os casos de (5.2.2)-(5.2.5) e (5.2.7) utilizando
a desigualdade |a — b| < aj?|a — S| e as equacdes (5.2.21) e (5.2.41). O

Finalmente, podemos provar o resultado de unicidade devido a D. Lesnic em LESNIC;
ELLIOTT; INGHAM (1999).

Teorema 5.2.5. Sejam a,b € A. Entdo, para os casos de (5.2.2)-(5.2.5) e (5.2.7) existem duas
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constantes positivas C' e p de modo que
la —b| < C|lug — upl|P (5.2.42)
Além disso, de (5.2.21) e (5.2.41) teremos

1/9  (nos casos (i) e (iii)),
p=14 1/15 (no caso (ii)), (5.2.43)
1/27  (nos casos (i) e (v)).

Podemos notar que (5.2.42) garante a unicidade do problema inverso.
Para vigas em balanco, ou seja, vigas livre em uma extremidade M (0) = M’(0) = 0 e fixa

em outra u(L) = «/(L) = 0, os resultados sdo mais fracos, necessitando do teorema a seguir

Teorema 5.2.6. Sejam a,b € A. Entdao, para vigas em balanco, existe uma constante positiva
C' de modo que
la = 0]l < Cllug — ||, (5.2.44)

Demonstragao. Para vigas em balanco, Lema 5.2.3 e 5.2.4 sao vélidos, mas somente (5.2.12)
pode ser formulada. Entao (5.2.44) pode ser obtida de maneira semelhante a aquela utilizada

para estabelecer (5.2.21) no caso (ii). O

5.2.2 Unicidade para problema inverso: Coeficientes em L>[0, L]

Nesta secao apresentaremos o resultado de unicidade para coeficientes que sao mais gerais
que os considerados por LESNIC; ELLIOTT; INGHAM (1999) (veja Subsecao 5.2.1). Em
particular, garantiremos unicidade para coeficientes que sejam constantes por partes.

Para isso vamos incluir a seguinte hipotese

Hipétese A3): O coeficiente de rigidez a ¢ conhecidos nos extremos do intervalo [0, L],
isto é, a(0) e a(L) sao conhecidos.

Note que a Hipdtese A3) nao é restritiva do ponto de vista pratico.

Lema 5.2.7. Suponha as hipdteses A1), A2) e A3) satisfeitas. Sejam u, := u(a) e up := u(b)
as (unicas) solugoes fracas de (4.1.10), com condi¢ées de contorno dadas por (1.2.9)-(1.2.11),

para os coeficientes a € Ad e b € Ad, respectivamente. Seja v € L?[0, L]. Entdo

/0 ()" (ua — up)d + (a(2)(2)) [ua(r) — up(@)][5 + a(@)(@)[ua(@) — up(2)]'|g

:/L (b;a)Mz/zda:. (5.2.45)

Demonstracao. Como mostrado anteriormente, a diferenca u, — u;, satisfaz

a(ug, —up)” = (b—a)uy .
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Multiplicando por ¥ e integrando duas vezes por partes, temos o resultado enunciado. ]
A seguir, vamos estabelecer um segundo resultado auxiliar para demonstrar unicidade.

Lema 5.2.8. Consideremos as mesmas hipdteses do Lema 5.2.7. Seja 1 € L?[0, L] solugdo de

(@) = ug — uy (5.2.46)
¥(0) =3
w/<L) = 9

com «, [ nimeros reais (a serem escolhidos de maneira apropriada) Entao, a equagao (5.2.45)

Se reescreve

ot — w22 + (@) (@) Tua () — wp (@)1 + ()b (@) owa () — wp()] ] = / O\

(5.2.47)

Demonstragao. Segue direto da substituigao de (5.2.46) em (5.2.45). O
O préximo lema, contribuira de forma significativa para a prova do resultado desejado.

Lema 5.2.9. Consideremos as mesmas hipdteses do Lema 5.2.7. Seja (x) = %fﬁ Entao,
Y € L2[0, L] é uma solugio de (5.2.46) com u, — up = 0, onde «, B sao constantes que podem
ser escolhidas.

Ainda, existem constantes «, 3 tais que

(b—a)
ba

M(az+3)>0, z€][0,L]. (5.2.48)

Demonstra¢ao. Como a € Ad e o intervalo [0, L] é compacto, segue, por um calculo direto, que
P(z) = @ € L?[0,L]. Também, segue trivialmente que ) como acima satisfaz (5.2.46) com
u, — up = 0, para quaisquer valores de a;, (3.
Por fim, como M solugao de (1.2.8) é pelo menos continua e [0, L] é compacto, existe uma
constante ¢ > 0, tal que —c¢ > M(x),x € [0, L]. Ainda, de a,b € Ad, temos que bb_—aa > —2a !,
Portanto, para acabarmos a demonstracao do lema, basta garantirmos a existéncia de «, 8

tais que

2c

—(ax + ) > 0.
Ou seja, basta tomar

(5.2.49)
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No proximo teorema, estabeleceremos o resultado de unicidade enunciado anteriormente.

Teorema 5.2.10. Considere as mesmas hipoteses do Lema 5.2.7. Assuma inda que f € tal
que M (x) solugdo de (1.2.8) seja tal que M(x) # 0 quase sempre x € [0, L].
Suponha que as medidas u, = u(a) = F(a) e up, = u(b) = F(b) solugdes de (4.2.1) sejam

wguais. Entao os respectivos coeficientes a e b sao iguais em quase todo o ponto.

Demonstracao. Da hipdtese deste lema, temos que u,—u, = 0. Portanto, segue dos Lemas 5.2.7-
5.2.9 que

L
b _
/ ; CMypdr =0, (5.2.50)
0

onde ¢(z) = %J“B € L?[0, L] solugao de (5.2.46) (com u, —u, = 0), com valores de «, 3 a serem
escolhidos. Tome «, f como em (5.2.49).

Da hipétese sobre M, da escolha de «, 5 e do Lema (5.2.9), temos que o integrando em
(5.2.50) ndo muda de sinal. Portanto, para que (5.2.50) seja satisfeita temos que ter b(z) = a(x)

quase sempre em [0, L]. O
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6 METODOS DE REGULARIZACAO PARA A IDEN-
TIFICACAO DO COEFICIENTE DE RIGIDEZ

Neste capitulo analisaremos os métodos de regularizacao descritos no Capitulo 3 aplicados

a identificagao do coeficiente de rigidez da viga.

6.1 Meétodo de Molificacao para segunda derivada na

Equacao de Euler-Bernoulli

Como neste trabalho queremos identificar o coeficiente de rigidez da viga a(z) € Ad
através do conhecimento da deflexdo u, solugao de (1.2.8), vamos reescrever a equagao de

Euler-Bernoulli (1.2.8) de acordo com LERMA; HINESTROZA (2017); MARINOV; VATSALA
(2008) da seguinte forma

_ Jo Uy f(s)ds 4 c1)dw + ¢,

a(x) T (6.1.1)
dx?
. ~ 2 ~ . ~
onde assumiremos de ante-mao que % # 0. Os valores ¢; e cp sao constantes de integracao da

forma ¢; = a(0)u”(0) e cg = (au)'(0).
Como ja mencionamos, na pratica, o que de fato conhecemos sdo medidas v’ da deflexdo u,

com ||u — u’|| < 4.

Se assumirmos que d;g # 0, podemos considerar a possibilidade de determinar uma apro-
Ximagcao
x w
Jo Uy f(s)ds + cr)dw + ¢
a’(z) = 2020 - (6.1.2)
dz?

para o coeficiente a. Em (6.1.2), os valores de ¢; e ¢ sdo os mesmos que em (6.1.1).

Note que, embora (6.1.2) seja uma equagao explicita para determinar uma aproximagao
para o coeficiente de rigidez a(x), esta depende da diferenciacdo dos dados u’. O qual, por
sua vez, ¢ um problema mal-posto no sentido de Hadamard DE CEZARO; LEITAO (2008);
MURIO (2011). Assim, obter uma aproximacio a’ utilizando (6.1.2) para a é uma estratégia
instavel.

Uma maneira de obter uma aproximagao para a (que provaremos ser estavel e convergente
com relagdo aos ruidos nos dados) é usar a seguinte estratégia, denominada de método de

molificacao para segunda derivada:

Definigao 6.1.1. Seja a = a(d) > 0, escolhido a priori, satisfazendo (8) — 0 e 6*/a(d) — 0
quando 6 — 0. Assuma ainda que %Jaué # 0.
Defina

_ Jo Uy f(s)ds + e1)dw + ¢

5
Ao () .
%Jaué(x)

, (6.1.3)

COMO UMa aprorimacao para o coeficiente a.
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Nossos préximos passos aqui sdo provar que (sob certas hipdteses) a estratégia apresentada
na Definigdo 6.1.1 é uma estratégia de regularizacao para recuperar o coeficiente a em (1.2.8)
a partir de medidas de deflexdio u’. Antes de prosseguirmos, gostariamos de notar o seguinte:
como a funcio p, € C™ temos que Ju’ € C™ e assim, a quantidade (J,u’)” estd bem definida.

Primeiramente, apresentaremos alguns resultados preliminares, os quais nos ajudarao a
provar a estabilidade do método proposto. Além disso, como provamos anteriormente u € Hg
mas de acordo com a regularidade eliptica provamos que u é no minimo C?[0, 1] o que possibilita
usarmos o método de molificagao para a segunda derivada de u e ainda garantir consisténcia

e estabilidade para o coeficiente a e a, Tais resultados podem ser encontrdos em LERMA;
HINESTROZA (2017).

Lema 6.1.1. (LERMA; HINESTROZA, 2017, Lema 5.1.1) Assuma que u" € C(R) € uma
funcao Lipschitz com constante de Lipschitz K > 0. Entao existe uma constante Ki =

K{(K) > 0, independente do valor de «, tal que
()" — 'l < K (6.1.4)

O proximo lema é um resultado fundamental para a estabilidade do método de molificacao

proposto aqui.

Lema 6.1.2. (LERMA; HINESTROZA, 2017, Lema 5.1.2) Sejam u,u® € C(R) satisfazendo

|u — || < 8. Entao existe uma constante Kj <0 (independente de o e ), tal que

J

a?’

[(Jaw)" = (Jat®)" s < K5 (6.1.5)

Para mostrar que temos uma método de regularizagao para a segunda derivada, enunciare-

mos o seguinte teorema.

Teorema 6.1.3. Assuma que u,u’ € C° satisfacam as mesmas hipdteses dos Lemas 6.1.1 e

6.1.2. Entao existe uma constante Ki > 0 (independente de o e §) tal que
o\ " * 0
|(Jou®)" —u"||oo < K | a+ ) (6.1.6)
Demonstracao. A demonstragao segue diretamente da desigualdade triangular e das estimativas

nos Lemas 6.1.1 e 6.1.2, respectivamente. ]

A demonstracao de que a estratégia estabelecida na Defini¢ao 6.1.1 é uma estratégia estavel
e convergente com relacao ao nivel de ruidos ¢ exige algumas outras hipétese sobre os dados,

as quais aparecem explicitas no préximo resultado.

Teorema 6.1.4 (Convergéncia e estabilidade). Assuma que as hipéteses dos Lemas 6.1.1 e

6.1.2 sejam satisfeitas. Além disso, assuma que exista uma constante A > 0 tal que |u"(z)| >
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A>0e|(Jou?) (@) = A= L >0, no intervalo [3cr, 1 — 3a]. Entdo:

(ot s
la — ag llcsan-sa) < K ((A — E_(;)) : (6.1.7)

onde K; = K;(\), mas independe de o e 0.
Em particular, se a escolha do parametros de reqularizacao o for feito de acordo com a
Definigdo 6.1.1, obtemos que a’, obtido a partir da equagdo (6.1.3) € estdvel e convergente para

a, com relacao aos ruidos nos dados 0.

Demonstragao. De (6.1.1) e (6.1.3) temos que

Jo (Jo f(s)ds +ci)dw+co [Ty fs)ds + cr)dw + ¢
u (Jaué)//

ja(z) — ag(z)| =

«

. (Ju)" = u”
< | [ s+ e+ af S
(Ja)’ —
< (el +leo + 17| Lo LS
. oc—l—%
. K4H (6.1.8)
em que K = (|e1| + |ca| + || f1oo)- -

6.2 Método de Landweber nao linear para identificacao

do coeficiente

Ja sabemos que para obtermos uma solugao aproximada para o problema de identificagao do
coeficiente de rigidez da viga pela equagao (4.2.1), de maneira estével e convergente com relagao
ao nivel de ruidos nas medidas, é necessario utilizarmos de uma estratégia de regularizagao.
Como o operador (4.2.1) é nao-linear, nesta segao estabeleceremos propriedades para o operador
parametro para solucao (4.2.1) de forma que possamos aplicar o método de Landweber nao
linear apresentado na Secao 3.2.2 para o problema de identificacao do coeficiente de rigidez.

Reescrevendo a iteracao de Landweber (3.2.9) com relagao ao problema inverso do coeficiente
a(x), obtemos

ayyy = ay +7F(aq) (v — F(ay)), (6.2.1)

onde v é um parametro de relaxamento. J& F'(al)* denota a adjunta da derivada de Fréchet
do operador F(a).

Para mostrar que a iteracao (6.2.1) estd bem definida e que gera uma sequéncia de apro-
ximagoes estaveis e convergentes, com relacdo ao nivel de ruidos §, para uma solucao do pro-

blema (4.2.1), vamos introduzir alguma notagao e resultados preliminares.
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Definigao 6.2.1. Seja a € Ad. Definimos o operador A(a), da sequinte forma

A(a) : H?[0, L] N H[0, L] — L*[0, L] (6.2.2)
u — Ala)u:= —au”. (6.2.3)

Para o operador A(a) definido em (6.2.2) podemos enunciar o seguinte resultado.

Lema 6.2.1. Assuma que as hipdteses A1) e A2) sao satisfeitas. Entdo A(a) é um operador
linear, limitado e bijetivo. Portanto, A~'(a) (o operador inverso de A(a)) estd bem definido e

também € um operador linear e limitado.

Demonstragdo. Para provar que A(a) é uma bijecdo, considere w € L2[0,L]. Como a € Ad,
segue do Teorema 4.1.7 que existe uma tnica solucao u € H}[0, L] de —au” = w com condigoes
de contorno (1.2.9)-(1.2.16). Além disso, da regularidade eliptica (veja Teorema 4.1.8) segue
que u € H?[0, L], o que conclui a afirmativa. Portanto, existe A7(a).

Assim, o que nos resta é provar que A(a) é linear e limitado.

Para provar a linearidade, considere u e v € H?[0, L] N H}[0, L] e k € R. Entao temos

Ala)(u+kv) = —alu+ kv)"
= —au” — k(av")

= A(a)u+ kA(a)v, (6.2.4)

o que prova a linearidade do operador.
Agora falta provar que A(a) é limitado. Para isso, note que, como a € Ad e usando que

lullz> = {llu"ll2 + l[o']| 2 + [[u]| 2}, obtemos

|Aa)ull 20,y = || = au”|| z2j0,0) < @l || 200,27 < @l m2p0,1)

(6.2.5)

provando que A(a) é limitada.
Por fim, o Teorema da Aplicagdo Aberta (ver (KREYSZIG, 1978, 4.12-2)) garante que

A7Y(a) é linear e limitado. O
O préximo lema é um passo preliminar importante para o que segue.

Lema 6.2.2. Assuma que as hipdteses A1) e A2) sejam satisfeitas. Sejam F(a) = u(a) :==u
e F(a) =u(a) :=u e A(a) o operador definido em (6.2.2) entdo

A(a)(u —1a) = (a — a)u”. (6.2.6)
Demonstracao. Por definicao, u e u satisfazem

—au”" =M, —au" =M (6.2.7)
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com as mesmas condi¢oes de contorno dadas por (4.1.10), respectivamente. Subtraindo as

equacao para u e u e usando a linearidade das equacgoes, obtemos

]

Antes de seguirmos vamos avaliar o operador adjunto do operador A(a) definido acima.
Ainda vamos determinar (A7!(a))* o qual que aparece nas estimativas importantes que serdao

estabelecidas abaixo.

Lema 6.2.3. Assuma as hipdteses A1) e A2) satisfeitas. O operador adjunto de A(a) € tal
que A*(a)v = —(av)”. Este é linear, limitado e possui inversa (A*(a))™! linear e limitado, com
(A*(a))™t = (A7Y(a))*. Ainda, (A*(a))"'w = v, onde v € a tnica solugdo de —(av)” = w, com

condicoes de contorno homogéneas.

Demonstragao. A existéncia de um operador adjunto A*(a), sua limitagdo, bem como a sua
inversa ser linear e limitada e satisfazer (A*(a))™! = (A71(a))*, seguem diretamente da teoria
de operadores lineares limitados KREYSZIG (1978) e do Lema 6.2.1. O que falta verificar é

como o operador adjunto atua. Por definicao de adjunto, basta verificar que

(A%(a)v, p)r2 = (v, Ala)p) 12 = (v, —ag") 12 = (=(av)”, )12

para qualquer ¢ € C§°[0,L]. Por densidade de Cg°[0,L] C L?[0, L], segue que A*(a)v =
—(av)”. o

Observagao 6.2.1. Segue diretamente do Lema 6.2.5 que || A*(a)|| = [|A(a)||. Ainda, ||(A7(a))*w|| =
|lvl|, onde v € solug¢do de —(av)"” = w. Assim, por regularidade eliptica (ver Teorema 4.1.8)

1A= (@) wl| = [joll < Cllw].

Na proposicao abaixo apresentamos propriedades de existéncia e limitagao para a derivada
de Fréchet F'(a) do operador F'(a) definido em (4.2.1).

Proposicao 6.2.4. Assuma as hipdteses A1) e A2) satisfeitas. Seja a € Ad. FEntao, o
operador F(a) definido em (4.2.1) é Fréchet diferencidvel. O operador derivada de Fréchet

F'(a) € linear e limitado e € dado por

F'(a)h = A7 (a)[hu"]. (6.2.8)
Ainda, defina v~ = Q*1||M||L2[0 1) €ntao
1" (@) <57 (6.2.9)

Demonstragdo. Seja h € L?[0, L] tal que a + h € Ad. Denote por, F(a+ h) =a, F(a) = u (os

quais sabemos que estao bem definidos, pelo Lema 4.2.1).
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Como os mesmos argumentos do Lema 6.2.2, temos que a diferenga F'(a+ h) — F'(a) satisfaz
—a(@" —u") = hd", (6.2.10)

com condigoes do contorno homogéneas. Como @ € Ad, temos que @’ = a~'M € L*0, L].
Assim, segue do Lema 4.2.1 que existe uma tnica solugao z = z(h) € H?[0,L] C L?[0, L] de
(6.2.10).

Além disso segue que (6.2.10) é linear em h. Defina F’(a)h = z tnica solugao de (6.2.10).
Portanto F’(a) estd bem definido como um operador linear em h tal que a + h € Ad.

Por outro lado, segue da regularidade eliptica (Teorema 4.1.8) que
=l < @ I g1l

Portanto, F”(a) pode ser estendido como um operador linear e limitado para h € L?[0, L].
Ainda, segue que [[F"(a)[| < a M |M]| 20 =771

Em particular, segue do Lema 6.2.1 que F'(a)h = z = 2(h) = A(a)~*(hu").

O que nos resta mostrar é que o operador linear e limitado F”(a) definido acima é de fato a
derivada de Fréchet do operador F', definido em (4.2.1). Defina w = F(a+h) — F(a) — F'(a)h,
para qualquer h € L?[0, L] com a + h € Ad. Pela linearidade da equacao de que cada parcela
satisfaz, temos que w satisfaz

—aw” =0,

com condigoes de contorno homogéneas. Disto segue que w(x) =0, Vo € [0, L] é a unica
solugdo. Logo, o operador linear e limitado F'(a) definido acima satisfaz
_|[F(a+h) = Fa) — F'(a)h] _

lim
[ ||l

0,

e assim F’(a) é a derivada de Fréchet de F. O

No préximo lema determinamos a adjunta F’(-)* aplicado a uma fungao, a qual deve ser

calculada na iteracao de Landweber (3.2.9) para o problema do coeficiente.

Lema 6.2.5. Assumindo que as hipdteses A1), A2) e a condi¢ao (3.2.10) sdao satisfeitas.
Sejam r = u® — F(a) e A(a) o operador definido em (6.2.2). Entdo

F'(a)*r = u"(a)(A " (a))*r (6.2.11)

onde (A1 (a))* € o operador adjunto de A~'(a), como estabelecido no Lema 4.1.6.

Demonstragao. Seja F'(a) o operador que representa a derivada de Fréchet do operador F,
como mostrado na Proposigao (6.2.4). Como F’(a) é linear e limitado, segue que existe um
operador adjunto, o qual denotaremos por F'(a)*, e.g. KREYSZIG (1978).

Ainda, F'(a)* deve satisfazer, para qualquer h € C§° ,

(F'(a)*r,h)z = (r, F'(a)h) 2 (6.2.12)
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De (6.2.8), segue que
(r,F'(a)h)> = (r, A" a)[hu"])r2 = (" (a)(A"(a))*r, h) e (6.2.13)

Como as identidades (6.2.12)-(6.2.13) é satisfeita para qualquer h € C5°, o qual é denso em L2,

o resultado enunciado esta provado. O]

Os préximos resultados vao na diregdo de garantir que o operador F' definido em (4.2.1)

satisfaz a condigao do cone tangente, isto é, satisfaz
. - . 1 .
|F(a) — F(a) — F'(a)(a —a)|| <nl||F(a) — F(a)||, n< 5 @aE€ Bsp(ag) C Ad. (6.2.14)

Lema 6.2.6. Assuma as hipdteses A1’) e A2) satisfeitas. Sejam a,a € A. Defina F(a) =
u(a) == u, F(a) = u(a) := u e seja F'(a) a deriwada de Fréchet do operador F (o qual eziste

pela Proposicdo 6.2.4). Entdo
(F(a) — F(a) — F'(a)(@ — a),w) 2 = (& — u)", (@ — a) (A" (a)) w) 2 (6.2.15)

para qualquer w € C§°, onde (A~ (a))* representa o operador adjunto do operadorA='(a) (o

qual eziste pelo Lema 6.2.1).

Demonstragao. Partindo das hipdteses temos que

(F(a) — F(a) — F'(a)(@ —a),w);: = {(@—u)—Aa)(a@—a)u"),w): (6.2.16)
A7 a) Afa) (i — u) — A7 (@)((f — o), )
Y(A(a)(t —u) — (@ — a)u”, w) e

Aa) (i —u) — (@ —a)u”, (A (a) w) 2. (6.2.17)

s

L

—~
S

Em (6.2.16), primeiramente multiplicando o termo (@ — u) pelo operador identidade I =
A7'(a)A(a), a linearidade e continuidade de A~'(a) (obtidos no Lema 6.2.1). Finalmente,
como A71(a) ¢ linear e limitado, definido entre espacos de Hilbert, sabemos que existe um
operador adjunto, o qual foi denotado por (A~!(a))*.

Utilizando as mesmas ideias do Lema 6.2.2 e colocando em evidéncia (a — a) obtemos de
(6.2.16) que

concluindo a demonstracao. O

Neste momento, seguiremos os passos apresentados em (KALTENBACHER; NEUBAUER;
SCHERZER, 2008, Section 2.4), aplicados ao operador (4.2.1). Para tal, precisamos fazer

algumas estimativas que serao apresentadas nos Lemas 6.2.7-6.2.9.
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Lema 6.2.7. Assumindo as hipoteses do Lema 6.2.6 satisfeitas. Entdao existe uma constante
C1 > 0 tal que

(@ — a)a™ (a(A7 (@) w)"|[r2 < Cill(@ — a)ll =[] 2 (6.2.18)
Demonstragdo. Segue do Lema 6.2.3 que ||(a(A7"(a))*w)"||2 = ||(av)"|| 12 = [|w]] -
Agora a estimativa segue do fato de a € A C Ad, com C} = a ' L?/2. O

Lema 6.2.8. Assumindo as hipoteses do Lema 6.2.6 satisfeitas. Suponha ainda que a,a € A.

Entao existe uma constante Cy > 0 tal que
12((@ — a)a™") (a(A™ (@) w) |22 < Calla — allm]|w]| . (6.2.19)
Demonstragao. Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz
12((@ — a)a™") (a(A™ (@) w) |2 < 2/|((@ — a)a™")'[|2]| (@A™ (a)w) || =
Como w € C§°, segue da desigualdade de Poincaré (veja Teorema 2.1.13) que
I(aA™ (@)w)'[|z2 < Cll(aA™ (@)w)"||r2 < Cllw]lz,

onde utilizamos os mesmos argumentos que no Lema (6.2.7).
a’(a—a)+a(a—a)

Por outro lado, como ((a@ — a)a™t) = =

fato de a € A, que

, temos da desigualdade triangular e do

2[[((a — a)a™)'llz2 < a”*(ld/|| plla = all 2 + llall o 1@ = @)l 2 < Clla = all

de onde o resultado enunciado segue. O]

Por fim, teremos a seguinte estimativa.

Lema 6.2.9. Assumindo as hipdteses do Lema 6.2.6, de A3) e do Lema 6.2.8 satisfeitas.
Suponha ainda para ( =0 ou ¢ = L tenhamos a(¢) = a(¢) e a'(¢) = @'(¢). Entao existe uma
constante C3 > 0 tal que

(@ — a)a™')"(aA™ (a)w)| 22 < Cslla — al i ]|} (6.2.20)

H? L2

Demonstracao. Com as hipdteses do Lema e da integragao por partes, segue que
I((@ —a)a™")"(a(A™(a)) * w)||72 < [[((@ — a)a™") (a(A™ (a)) * w)'| 12 -

Agora a estimativa segue com os argumentos do Lema 6.2.8. [

Agora estamos prontos para provar o ultimo resultado antes de verificar que a condicao de

cone tangente para o problema de identificar o coeficiente é valida.
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Proposicao 6.2.10. Assumindo as hipdteses dos Lemas 6.2.6 - 6.2.9 sejam satisfeitas. Entao,

existe uma constante K (que depende somente de L,a,a), tal que
((@—w)" (a—a) (A7 (@) )2 < K||F(a) = F(a)| z2lla — al |z |wl] 12 - (6.2.21)

Demonstracao. Primeiramente, da hipotese de a € A e da integragao por partes duas vezes,

obtemos

(i —w)", (@ —a)(A(a)"w)r2 = (@ —u)", [(@a — a)a"Ja(A™ (a))"w
= (i —u), ([(a — a)a™"a(A™ (a))"w)") 2 (6.2.22)
(@ —a)a™ Ja(A™ () w)"|| ,
(

=|1F (@) = F(a)ll .2]|[(@ — a)a™"]a(A™" (a))"w

< lu - uHLzll

F

P

onde usamos novamente a notagao de que F(a) =a e F(a) =

Derivando [(@ — a)a ta((A™(a))*w]"” e usando a desigualdade triangular, obtemos que

[[(@ = a)a™ a(A™H(a)) w)"|| . < [[(@— a)a™"]"a(A™ (@) w]|
+|[2[(@ = a)a™ (a(A™ (o)) w)'|| .+
(@ — a)a™"](a(A™ (@) w)"]| . -

Agora, o resultado segue diretamente das estimativas acima e dos Lemas 6.2.7, 6.2.8 ¢ 6.2.9. [
Finalmente,

Teorema 6.2.11. Assuma as hipdteses da Proposicao 6.2.10 satisfeitas. Entao, a condi¢ao do

cone tangente (3.2.11) € satisfeita.

Demonstracao. Segue do Lema 6.2.6 e da Proposicao 6.2.10 que existe uma constante K > 0

(independente de a, a) tal que
(F(a) = F(a) = F'(a)(@ — a), w) 2 < K||a —al m | F(a) = Fa)|2[lwllz2 . (6.2.23)

Tomando o supremo [[w|cee < 1 em ambos os lados da equagao acima, juntamente com a

densidade de C§° em L?, obtemos
|F(a) = F(a) = F'(a)(@ = a)|| . < Kla—alla||F(@) = Fla)ll-.  (6.2.24)
Defina 7 : K||a — al| 1. Assim, se p é tal que para a,a € By,, K|ja — al|,;; < 1/2, obtemos
|1F(a) — F(a) — F'(a)(@ — a)llz2 < nllF(a) — F(a)|| 2 (6.2.25)

concluindo a prova. O
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Agora estamos prontos para mostrar que o método de Landweber nao-linear para o problema

de identificagdo do coeficiente esta bem definido e que converge para uma solucao de (4.2.1).

Teorema 6.2.12. Assumindo que LH1) e LH3) sejam satisfeitas, ou seja, ag € B,(a*) e k?

¢ escolhido pelo principio da discrepancia entao:

(a) a iteragdo de Landweber (6.2.1) para o problema de identificacio do coeficiente estd bem

definida;

(b) enquanto (3.2.12) ocorra, teremos que aj.,, € uma aprozimacio melhor para a,;

s

(¢) o indice de parada dado pelo principio da discrepancia (3.2.8) com T dado por (3.2.13) ¢é
finito;

(d) quando 6 =0 a iterag¢io de Landweber (6.2.1) converge para a solu¢ao de F(a) = u;

(e) se k. = k.(0,u’) € escolhido pelo critério de parada (3.2.8) com T satisfazendo (3.2.13)

entdo a iteracdo de Landweber (6.2.1) é convergente e estdvel.

Demonstragao. As hipoteses LH2), LH4) e LH5) sao provados pela Proposicao 6.2.4 e Teo-
rema 6.2.11. Portanto as hipdteses da Proposicao 3.2.1, Corolario 3.2.2 e dos Teoremas 3.2.3 e

3.2.4 sao satisfeitas concluindo a demonstracao. O
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7 RESULTADOS NUMERICOS E DISCUSSOES

Neste capitulo vamos apresentar alguns exemplos numéricos para recuperar o coeficiente de
rigidez da viga a(z) em (1.2.8), utilizando os métodos da Segao 3.2

Em todos os problemas apresentados utilizamos = € [0,1]. A solugdo numérica u para
(1.2.8) é obtida pelo método de diferencas finitas, nos pontos z; = i/N onde i = 0,1,2,--- | N
para N = 100 pontos. Os céalculos numéricos e os graficos apresentados foram realizados com
o programa Wolfram Mathematica 9.

Para mostrar que o problema inverso de identificacdo do coeficiente a(x) é mal-posto, apre-
sentamos o Exemplo 7.0.1 onde o parametro é recuperado sem a utilizacao de nenhum método

de regularizagao.

Exemplo 7.0.1. Em uma viga é aplicada uma for¢a f(x) = 1 com coeficiente a(x) = 3/4

com condi¢oes iniciais u(0) = u(l) = «/(0) = «/(1) = 0. A solug¢ao para o problema direto é
3

Para resolver o problema direto em (1.2.8) é necessério, essencialmente, integrarmos quatro
vezes de ambos os lados e utilizarmos as condigoes de contorno para obtermos a solugao u(x)
do problema. Como a operacdo de integracdo é um problema bem posto, as solucoes u e u’

sem e com ruidos dependem continuamente do nivel de ruidos ¢, como mostra a Figura 7.1.
u(x)

020 [ — — - Solugdo sem ruidos.

— Solug¢@o com ruidos.

0.15 -
0.10 -

0.05 -

L TR—— L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1
02 0.4 0.6 0.8 o ¥

Figura 7.1: Solugao u(x) com e sem ruidos do Exemplo 7.0.1.

Na Figura 7.2, comparamos a solucao exata do problema inverso com a soluc¢ao dada por
(6.1.2) sem nenhuma regularizacao. Podemos observar através deste exemplo que quando néao
aplicamos nenhum método de regularizacdo nao conseguimos recuperar o coeficiente a(x) de
forma estavel. Isto devido ao mal-condicionamento do problema o que é agravado ainda mais

quando temos dados com ruidos u?.
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a(x)

- —- Coeficiente exato.

—— Coeficienfea partir de dados com ruidos.

Figura 7.2: Coeficiente sem ruidos e com nivel de ruidos ¢ = 0.001.

7.1 Exemplos Numéricos usando o Método de Molifica-
cao

No método de molificacio, os dados u° sdao simulados, obtidos a partir da solucao u (1.2.8),

a partir da aplicagdo de uma varidvel aleatéria de valores em [—1, 1], produzindo um nivel de
ruidos 0 > 0 satisfazendo

|lu— || < 6. (7.1.1)

Além disso, como estamos utilizando fungdes com x € [0, 1], o método de molificagdo recu-
pera o coeficiente para o intervalo K, = [3a;, 1 — 3] (LERMA; HINESTROZA (2017)). Dessa
forma, em todas as analises feitas o coeficiente recuperado é apresentado somente para uma
parte do intervalo.

Os parametros de regularizacao « dependem dos niveis de ruidos, ou seja, & = a(d). Como
em cada problema queremos encontrar o coeficiente numérico quando aplicado o método de
molificacao em diferentes niveis de ruidos, para cada caso teremos uma escolha de « diferente.

Sendo assim, a escolha do parametro foi feita a priori.

Exemplo 7.1.1. Em uma viga do tipo em balango é aplicada uma for¢a f(x) = 1 com coe-

ficiente a(x) = 1. A solug¢ao para o problema direto de acordo com as condigoes de contorno

ot a3 2?

u(0) =u'(0) = M(1) = M'(1) =0 € u(x) = u e T

Apresentaremos os testes numéricos para os seguintes niveis de ruidos e parametros de

regularizacao conforme Tabela 7.1.
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Tabela 7.1: Parametro « e nivel de ruido 4.

J a(0)
0.00001 | 0.057
0.0001 | 0.09

0.001 0.12

As solucoes aproximadas aig. para j = 1,2,3 podem ser vistas, respectivamente, nas Figu-
ras 7.3 - 7.5.

Com base nas recuperagoes obtidas de a(z) neste exemplo podemos observar que o método
de molifica¢ao funciona bem para niveis de ruidos pequenos (em particular, a Figura 7.5 mostra
que o método nao funciona bem para ruidos da ordem de 0, 1%). A medida que aumentamos
0 0, ou seja, os niveis de ruidos crescem, o coeficiente recuperado nao se aproxima tao bem do

coeficiente exato.

a(x)

— Coeficiente numérico.

1.5F — — - Coeficiente exato.

0.5+

S T S B S S R S S
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 X

Figura 7.3: Coeficiente reconstruido para o = 0.057 e nivel de ruido ¢ = 0.00001.

a(x)
201

— Coeficiente numérico.
1.5+ — — - Coeficiente exato.

0.5+

S T S B S S R S S
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 X

Figura 7.4: Coeficiente reconstruido para a = 0.09 e nivel de ruido 6 = 0.0001.
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a(x)
20

—— Coeficiente numérico.

1.5 — — - Coeficiente exato.

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Figura 7.5: Coeficiente reconstruido para o = 0.12 e nivel de ruido 6 = 0.001.

Podemos perceber que conforme aumentamos o nivel de ruidos em cada um dos testes do
Exemplo 7.1.1 o método de molificacao diminui sua estabilidade ao recuperar o coeficiente. Isso
de fato é esperado também por estarmos aplicando o operador de molificacdo no denominador
da equagao (6.1.2).

O préximo exemplo foi apresentado por MARINOV; VATSALA (2008) em seu artigo. No
entanto, apresentaremos o mesmo exemplo mas quando aplicado o método de molificagao em-
bora nao tenhamos feito nenhuma comparacao explicita entre os métodos utilizados visto que

sao estratégias diferentes.

Exemplo 7.1.2. Em uma viga ¢ aplicada uma forca f(x) = e*(x? + 4x + 3) com coeficiente
a(z) = 22+1. A solugao para o problema direto de acordo com condi¢oes de contorno adequadas

¢ u(xr) = e’.

Para os testes numéricos foram utilizados os seguintes niveis de ruidos e parametros de
: - - : 5 .
molificacao conforme Tabela 7.2. As solugoes aproximadas aq; para j = 1,2,3 podem ser

vistas, respectivamente, nas Figuras 7.6 - 7.8.

Tabela 7.2: Parametro « e nivel de ruido 4.

J a(d)
0.0001 | 0.05
0.001 | 0.079

0.01 0.09
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a(x)
2.0 K
, 7
—— Coeficiente numérico. 0
1.8 s ’
— — - Coeficiente exato. /

Figura 7.6: Coeficiente reconstruido para o = 0.05 e nivel de ruido é = 0.0001.

a(x)

—— Coeficiente numérico. ’

— — - Coeficiente exato. /

Figura 7.7: Coeficiente reconstruido para o = 0.079 e nivel de ruido § = 0.001.

a(x)
20+ s
L %
8 .
F —— Coeficiente numérico. L7
1.8+ 7
[ — — - Coeficiente exato. e
L //
1.6 -
14+
12 -
R W . . I . I . . . I X
t 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 7.8: Coeficiente reconstruido para a = 0.09 e nivel de ruido 6 = 0.01.

Podemos perceber que o método de molificagao também funcionou bem para niveis pequenos

de ruidos. No entanto, a medida que esse valor aumenta, o método nao consegue recuperar o



82

coeficiente a(x) da forma esperada. Para atacar o problema com niveis de ruidos maiores, na

proxima secao apresentamos alguns exemplos utilizando o método iterativo de Landweber.

7.2 Exemplos Numéricos usando o Método de Landwe-
ber

Para o método iterativo de Landweber, os dados u’ sdo simulados, obtidos da solucdo u em

(1.2.8), a partir da aplicacao de uma varidvel aleatéria de valores em [—1, 1], produzindo um

nivel de ruidos ¢ > 0 satisfazendo
lu —u’l| <4, (7.2.1)

como no método de molificacao.
A implementagdo numérica para obter o coeficiente de forma iterada conforme (6.2.1) é

dada pelo algoritmo:
(1) Escolha um valor inicial para ay € L> e para os parametros §, T e 7.
(2) Aplique a variavel aleatéria para gerar os dados com rufdos u°.
(3) Enquanto k < k*, onde k* satisfaz o principio da discrepancia, faga os passos a seguir.

(4) Resolva o problema alu”(a}) = M com as condigoes de contorno.

(5) Avalie o resfduo r, = u§ — F(a3) em que F(a3) é solugao da EDO calculada no passo (4).

6) Para calcular F'(ad)*r, resolva:
k

(6.1) a EDO —(ajuy)" = 1 com condigoes de contorno v'(0) = v/(1) = 0.

(6.2) Encontre AD.J; resolvendo v, em que vy, é solugdo da EDO obtida no passo (6.1).
k
(7) Atualize af,; em que aj,, = a) — YADJj.
(8) Volte para o passo (3), enquanto o principio da discrepancia nao for atingido.

(9) Caso contrério, af,, é a solugio regularizada.

Exemplo 7.2.1. Em uma viga € aplicado uma forca f(z) = 1 com coeficiente a(x) = 1. A

solugd@o para o problema direto de acordo com as condi¢oes u(0) = u'(0) = M(1) = M'(1) =0
ot 2 2?

TS

Apresentaremos os testes numéricos de acordo com os parametros da Tabela 7.3.
As solugoes aproximadas al para k = 2, 50, 150 podem ser vistas, respectivamente, nas

Figuras 7.9 - 7.11. Na Figura 7.12 podemos ver a curva do erro para 6 = 0.01 e £* = 150.



Tabela 7.3: Parametros utilizados no Exemplo 7.2.1.

Parametro | Valor
) 0.01
Qezato ]-
agp 0.75
v 1

a(x)
201
r — — - Coeficiente exato.
15+ —— Coeficiente reconstruido.

05

Figura 7.9: Coeficiente reconstruido para k = 2 e nivel de ruido é = 0.01.

a(x)
20
r — — - Coeficiente exato.
1.5+ —— Coeficiente reconstruido.

05

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 7.10: Coeficiente reconstruido para k = 50 e nivel de ruido § = 0.01.
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a(x)
20
— — - Coeficiente exato.
15F —— Coeficiente reconstruido.
1.0
0.5+
L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 L L L 1 x
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 7.11: Coeficiente reconstruido para k* = 150, com k* satisfazendo o principio da dis-

crepancia, e nivel de ruido 6 = 0.01.

Norma
2.5k

20Fk —— |lak — aexato|| em L2.

k iteracoes

Figura 7.12: Curva do erro do Exemplo 7.2.1.

Exemplo 7.2.2. Em uma viga € aplicado uma for¢a f(x) =1 com coeficiente a(x) = 2}93;,. A
solugao para o problema direto de acordo com as condigoes u(0) = u'(0) = M(1) = M'(1) =0
5 Ig IS I7 CC4 CCS IQ
Culr)=—p+E-—mutn -5 +75

Apresentaremos os testes numéricos de acordo com os parametros da Tabela 7.4.

Tabela 7.4: Parametros utilizados no Exemplo 7.2.2.

Parametro | Valor
0 0.001
Aezato ﬁ
agp 0.75
v 1

A solugoes aproximadas ag para k = 50, 2000 e 6500 podem ser vistas, respectivamente,

nas Figuras 7.13 - 7.15. Na Figura 7.16 podemos ver a curva do erro para os dados quando
0 = 0.001.



a(x)
20
F — — - Coeficiente exato.
1.5+ —— Coeficiente reconstruido.

Figura 7.13: Coeficiente reconstruido para k& = 50 e nivel de ruido é = 0.001.

a(x)
20
r — — - Coeficiente exato.
1.5 —— Coeficiente reconstruido.

Figura 7.14: Coeficiente reconstruido para k = 2000 e nivel de ruido § = 0.001.

a(x)
201
r — — - Coeficiente exato.
1.5+ —— Coeficiente reconstruido.

Figura 7.15: Coeficiente reconstruido para k* = 6500, com k* satisfazendo o principio da

discrepancia, e nivel de ruido § = 0.001.
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Norma

75+

— |lak — aexato|| em L2.

1000 2000 3000 4000 5000 6000 k ie ragoes

Figura 7.16: Curva do erro do Exemplo 7.2.2.

Podemos perceber que o método iterativo de Landweber, diferentemente do método de
molificacao, conseguiu recuperar de forma mais estavel o coeficiente de rigidez para niveis de
ruidos maiores. Além do que o nimero de iteragdes necessarias para tal nao foi um numero

consideravelmente grande.
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8 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho analisamos o problema inverso de identificagao do coeficiente de rigidez na
equacao de Euler-Bernoulli.

Apresentamos o problema como uma equacao de operadores possibilitando assim provarmos
propriedades importantes como continuidade e compacidade. Mostramos que a propriedade de
compacidade do operador implica que o problema de identificacao do coeficiente é mal-posto
segundo Hadamard, ou seja, instavel com relacao aos erros nas medidas.

Apresentamos uma estratégia para provar a unicidade do problema inverso sem a necessidade
de termos um coeficiente suave como o exigido na prova apresentada em LESNIC; ELLIOTT;
INGHAM (1999). Acreditamos que tal resultado possui um maior interesse pratico visto que
pode ser aplicado para uma viga que contenha falhas, pois neste caso o coeficiente de rigidez
deve ter algum tipo de descontinuidade.

Haja visto que a solucao do problema inverso investigado nao depende continuamente das
medida, propomos, neste trabalho, dois métodos de regularizacao, a fim de obter uma solugao
aproximada estavel para o problema de identificagao do coeficiente de rigidez da viga.

Um dos métodos propostos nesta dissertacao foi o método de molificacao. Aplicamos esta
estratégia para regularizar a segunda derivada dos dados que aparece no denominador de uma
equacao explicita para o coeficiente. Provamos a convergeéncia e estabilidade do método para o
problema e apresentamos alguns exemplos numéricos que comprovaram tais resultados. Con-
tudo, percebemos que, quando os ruidos nos dados sao relativamente grandes, o método de
regularizacao por molificacao utilizado nao recupera o coeficiente de forma desejada.

Em vista disso, utilizamos uma outra estratégia de regularizacao denominada método itera-
tivo de Landweber. Haja visto que o operador parametro para solugao é nao linear, provamos
que tal operador é Fréchet diferenciavel e que satisfaz a condicao do cone tangente. Com tais
propriedades e escolhendo o critério de parada pelo principio da discrepancia, provamos que a
iteragao de Landweber para o problema de identificacao coeficiente de rigidez da viga gera uma
estratégia estavel e convergente com relagao aos ruidos nas medidas. Apresentamos exemplos
numéricos para o método de Landweber, mostrando os efeitos da estabilidade e convergéncia
das solugoes aproximadas. O método de Landweber foi implantado pela autora sem a utilizacao

de nenhuma rotina pronta.

8.0.1 Trabalhos futuros

Observamos que temos resultados suficientes para aplicarmos o método de regularizacao de
Tikhonov para obter uma estratégia estavel para a identificacao do coeficiente de rigidez da
viga. No entanto, decidimos nao inclui-lo neste trabalho para nao tornar esta dissertacao muito
longa. A descrigao dos resultados de regularizagao do método de regularizagao de Tikhonov,
bem como exemplos numéricos associados a esta estratégia serd deixada para trabalhos futuros.

Como trabalho futuro pretendemos desenvolver toda a teoria apresentada nesta dissertacao
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para a Equacao de Euler-Bernoulli com tempo dependente, analisando novamente o parametro
de rigidez. Acreditamos que tal modelo descreve de maneira mais realista o comportamento
dessas estruturas.

Gostarfamos também de aperfeicoar nosso algoritmo de regularizacao de forma a minimizar
os erros e implementar um exemplo para um coeficiente constante por partes, o que devera ser

feito também para o método de Tikhonov, em uma rotina jé existente.
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