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RESUMO

Estruturas que utilizam placas finas de aco com enrijecedores sao amplamente empregadas
na industria aeronautica, construc¢do civil, além de assumirem um papel importante no setor de
constru¢do e reparagdo naval. Simulagdes numéricas sdo ferramentas imprescindiveis para a solugao
de problemas complexos de engenharia que envolvem essas estruturas. A fim de determinar relagdes
geométricas 6timas que minimizam os deslocamentos transversais em placas enrijecidas submetidas
a esforcos transversais uniformemente distribuidos, esse trabalho utilizou modelos computacionais
para analisar deflexdes de placas retangulares reforcadas por enrijecedores de secdo transversal
também retangular. Para a obtengdo das diferentes configuracdes geométricas a serem analisadas
em busca da geometria 6tima, foi aplicado o método Design Construtal. Além dos principios do
Design Construtal, essa pesquisa utilizou a técnica de otimizag¢ao por Busca Exaustiva, ou seja, um
grande nimero de geometrias foi estudado para a obtencdo daquelas com melhor comportamento
estrutural quanto a deflexiio. As solu¢des numéricas foram obtidas através do software ANSYS®, que
emprega a metodologia dos elementos finitos (MEF) para a resolucdo de problemas estruturais. Os
modelos utilizados para as analises foram construidos com elementos finitos bidimensionais
(SHELLY3) e tridimensionais (SOLID95). Uma placa de referéncia foi adotada para a geragdo de
todas as geometrias de placas a serem analisadas, sendo a constru¢do da placa enrijecida resultado
da transformag¢do de uma certa quantidade de material da espessura da placa de referéncia em
enrijecedores longitudinais e transversais. Apos as simulagcdes numéricas, os resultados obtidos
foram apresentados em graficos de dispersdo de pontos para mostrar a influéncia dos graus de
liberdade nos resultados de deflexdo central das placas. Para todos os casos simulados foi possivel
perceber um padrdo no comportamento da deflexdo conforme se aumentava a relacdo entre altura
do enrijecedor e sua espessura, sendo possivel ajustar a esses graficos curvas de poténcia com
coeficientes de qualidade de ajuste todos superiores a 92 %. As placas otimizadas foram
determinadas para as cinco fragdes volumétricas ¢ (relagdo entre o volume de material dos
enrijecedores e o volume total de material da placa enrijecida) estudadas e apresentaram reducdo
superior a 90 % em seus deslocamentos transversais quando comparadas com a deflexdo no centro
da placa de referéncia nao enrijecida. Por fim, foi avaliada a influéncia do pardmetro ¢ em relagao
as placas otimizadas, com o objetivo de encontrar a configuracio com melhor performance
estrutural global (em termos de deslocamentos transversais) entre todos os resultados gerados nessa

pesquisa.

Palavras-chave: Deflexdo, Placas, Enrijecedores, Simulagdo Numérica e Design Construtal.



ABSTRACT

Structures that use thin steel plates with stiffeners are widely employed in the aeronautical
industry, civil construction, and perform an important role at the shipbuilding and ship repairing
industries. Numerical simulations are very powerful tools for solving complex engineering
problems involving these kinds of structures. In order to determine optimal geometric relationships
that minimize transversal displacements in stiffened plates submitted to uniformly transversal loads,
this study applied computational models for deflection of rectangular plates with rectangular cross
section stiffeners analysis. Regarding the range of analyzed geometrical configurations in the search
of optimal geometry, the Constructal Design method was applied. In addition to the principles of
Constructal Design, this research used an exhaustive search optimization technique, that is, a vast
number of geometries were studied to obtain those with better structural behavior regarding
deflection. Numerical solutions were carried out with ANSYS® code, which employs a finite
element methodology (FEM) to solve structural problems. Used analyzed domains were discretized
with two-dimensional (SHELL93) and three-dimensional finite elements (SOLID95). A reference
plate was adopted for all studied plates geometries generation. The stiffened plate construction is
the result of the transformation of a certain amount of material from the thickness of the reference
plate into longitudinal and transverse stiffeners. After the numerical simulations, the results
obtained were presented in scatter plots that showed degrees of freedom influence over plates
central deflection. For all the simulated cases it was observed a deflection behavior pattern related
to stiffeners height-thickness relation increase, being able to adjust to these graphs power curves
with adjustment quality superior to 92 %. The optimized plates were determined as five studied
volumetric fractions ¢ (relation between the volume of the stiffeners’ material and the total volume
of the material of the stiffened plate) and showed an over 90 % transversal displacements reduction
in comparison with the not stiffened reference plate one. Finally, the influence of the ¢ parameter
regarding the optimized plates was evaluated, aiming to find a configuration with better structural

performance (in terms of transversal displacements) among all.

Keywords: Deflection, Plates, Stiffeners, Numerical Simulation e Constructal Design.
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1. INTRODUCAO

Segundo Timoshenko e Gere (1961), placas finas sdo componentes estruturais planos que
possuem uma de suas dimensdes, referida como espessura, muito menor quando comparada as
outras. Geometricamente seus contornos sao feitos por linhas retas ou curvas, sendo as retangulares,
quadradas e circulares as mais utilizadas. As condi¢des de apoio podem ser do tipo bordas livres,
bordas simplesmente apoiadas ou totalmente engastadas, podendo ainda ocorrer situagdes de apoios
em elementos estruturais pontuais e elasticos. As cargas estaticas e dinamicas aplicadas nas placas
sdo, predominantemente, perpendiculares a superficie da mesma. Essas cargas externas geram
internamente momentos de flexdo, momentos de tor¢ao ¢ forcas de cisalhamento transversais.

Elementos estruturais formados por placas podem ser encontrados em diferentes areas da
engenharia, como nas indistrias automobilistica, aeronautica, de construcao civil e de construgdo e
reparagao naval. No caso particular da industria naval, as placas desempenham um papel importante
que vai desde a composi¢cdo do convés, plataformas de acesso, casco lateral e casco de fundo, até a
constru¢do de estruturas estanques como vasos de pressdo. Além de conferir estanqueidade a um
casco de um navio, por exemplo, as placas devem ser dimensionadas seguindo varios critérios de
projeto, pois a sua acdo como elemento estrutural ¢ também muito relevante quando aliada as
quilhas e vigas principais de uma embarca¢do (YASUHISA et al., 2009).

Devido a esbeltez das placas, ou seja, por serem elementos delgados com baixa rigidez a
flexdo em relagdo a momentos que atuam em seu plano nas dire¢cdes longitudinais e transversais,
logo percebeu-se a necessidade de aplicar estruturas de vigas nessas duas dire¢des principais, a fim
de incorporar rigidez estrutural a flexdo segundo esses eixos (YASUHISA et al., 2009). Com o
avango das técnicas de soldagem, as placas com enrijecedores passaram a ocupar uma posi¢ao de
destaque na industria da constru¢do em aco, em especial nas estruturas fabricadas em estaleiros
como pode ser visto na Fig.1.1 (VASCONCELQOS, 2014).

As estruturas navais, portanto, sdo constituidas em sua maioria por painéis enrijecidos
formados pela aplicagdo de vigas esbeltas em uma chapa de pequena espessura, dispostas
longitudinalmente e transversalmente, com a finalidade de aumentar a rigidez e a resisténcia global
da chapa. Esse conjunto possui melhor capacidade para resistir as combinagdes de momento de
flexdo, torcdo, entre outros carregamentos. A Figura 1.2 mostra uma configuragdo tipica de placa

com enrijecedores utilizada em estruturas navais onshore e offshore.



19

Figura 1.1 — Utilizagdo de placas com enrijecedores em estaleiros para constru¢ao naval

(Fonte: VASCONCELOS, 2014)

Figura 1.2 — Configuracao tipica de placa com enrijecedores longitudinais e transversais

(Fonte: Adaptada de YASUHISA et al., 2009)

Manrique (1989) afirma que as placas enrijecidas s3o componentes estruturais de particular

uso nas estruturas navais, pois servem tanto para resistir as cargas longitudinais da flexdo do navio
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como para suportar as cargas devido a pressdo hidrostatica (ver Fig. 1.3) e devido aos diferentes
itens a transportar. A estrutura do casco de um navio se assemelha a uma viga-caixdo de grandes
dimensdes, como pode ser visto na Fig. 1.4, onde a presenga dos enrijecedores tem o objetivo de
conferir resisténcia em termos de flexdo e também de flambagem para os painéis formados por

elementos esbeltos de placa, além de contribuir com a resisténcia global da viga-navio.
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bt/ t 1

Placa Pressao Hidrostatica

Figura 1.3 — Pressdo hidrostatica sobre a estrutura do casco de um navio

(Fonte: Adaptada de YASUHISA et al., 2009)

Figura 1.4 — Exemplo de uma se¢do transversal de um navio

(Fonte: GHAVAMI e KHEDMATTI, 2012)
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O estudo de placas passa pelo entendimento das diferentes teorias existentes sobre o assunto,
as quais dependem de fatores como geometria, condigdes de carregamento e condi¢des de contorno.
De uma forma simples, pode-se dividir as teorias de placas quanto a espessura (teoria de
membranas, placas finas, moderadamente espessas e espessas), quanto ao carregamento aplicado
(andlise estatica ou dindmica), quanto ao tipo de material empregado (isotropico ou anisotropico),
quanto a ordem de grandeza das deflexdes (pequenos ou grandes deslocamentos), além de outras
analises especificas como estudos de estabilidade elastica e elasto-plastica (flambagem). O ponto
em comum entre todas essas teorias citadas € que as equagdes diferenciais governantes desses
problemas possuem grau de dificuldade matematica elevado, que sé permite o desenvolvimento
analitico para casos muito simples de geometria, carregamento e condi¢des de contorno (SZILARD,
2004).

Havendo essa limitagdo em se obter resultados através de solug¢des analiticas, a simulag¢ao
numérica torna-se uma importante ferramenta para a analise de elementos estruturais formados por
placas. Dentre as diferentes metodologias que podem ser utilizadas para a solu¢do desses problemas
destaca-se o0 Método dos Elementos Finitos (MEF), que se baseia no método dos deslocamentos ¢
na discretizacdo de uma estrutura em subestruturas. Cada uma dessas subestruturas ¢ designada
elemento finito, sendo o resultado global para todo o dominio de uma estrutura obtido pela
composicdo dos resultados de cada uma dessas partes elementares, as quais sdo interligadas através
de conexdes chamadas de n6s (AZEVEDO, 2003).

De acordo com Cordeiro (2007), os projetos de otimizagdo estrutural apresentam resultados
satisfatorios na construcdo civil, induastria naval, automobilistica e aeroespacial. Esses projetos tém
como objetivo basico a reducdo do custo financeiro aliada a garantia de que a estrutura suporte a
todas solicitagdes mecanicas impostas, sejam elas estiticas ou dindmicas. Segundo o American
Institute of Steel Construction — AISC (1963), uma condi¢do essencial para a economia em uma
estrutura em ago consiste na utilizacdo eficiente do material, o que pode ser alcancado ao se
trabalhar na configuracdo geométrica das estruturas para uma melhor distribui¢do do mesmo.

Sendo assim, aproveitando a possibilidade de simulagao de diferentes geometrias através de
modelos numérico-computacionais que proporcionam resultados rapidos e com elevada acuricia,
esse trabalho concentra-se no estudo das variagdes geométricas de placas enrijecidas submetidas a
carregamentos transversais uniformemente distribuidos, a fim de avaliar a influéncia de parametros
geométricos no desempenho estrutural quanto & minimizacdo da deflexdo no centro dessas
estruturas e, com isso, determinar as configuragdes Otimas que representem uma melhor

utilizacao/distribui¢do do material utilizado na construgao das mesmas.
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1.1. Estado da Arte

Segundo Szilard (2004), enquanto o desenvolvimento da mecanica estrutural como um todo
comecou com a investigacdo de problemas estaticos, os primeiros estudos analiticos e
experimentais em placas foram dedicados, quase que exclusivamente, a vibragdes livres. Apds a
contribuicao de diversos cientistas, na segunda metade do século XIX surgiu a equacao diferencial
para o problema de placas finas submetidas a carga esttica transversal, mais adiante consolidada
como Teoria Classica de Placas Finas ou Teoria de Placas de Kirchhoftf-Love. Como a suposi¢ao
mais importante da Teoria Cléassica de Placas Finas negligenciava a deformagdo causada por
cisalhamento transversal, Reissner ¢ Mindlin publicaram, em meados do século XX, teorias um
tanto diferentes para placas moderadamente espessas, visando eliminar a deficiéncia da teoria
classica acima mencionada.

A aplica¢do da teoria classica de placas finas em problemas de placas reforgadas com
enrijecedores ortogonais foi primeiramente sugerida por Huber (Nishino et al., 1974 apud Huber,
1923), que analisou uma laje de concreto enrijecida com diferentes reforcos nas duas dire¢des
ortogonais e a representou por uma placa ortotroépica de espessura Unica equivalente tendo as
mesmas caracteristicas de rigidez da laje anterior. Utilizando uma metodologia similar, Nishino et
al. (1974) estudaram placas ortotropicas com reforcos excéntricos dispostos ortogonalmente,
levando em consideragdo a completa interacdo entre a placa e o sistema de enrijecedores.
Conseguiram confirmar o que ja estava relatado em outros trabalhos, ou seja, a equacao de Huber
produzia apenas solugdes aproximadas quando negligenciava-se a influéncia do alongamento da
superficie média da laje no céalculo das rigidezes elasticas. Por isso, propuseram que as rigidezes
fossem calculadas de forma a superar essa limitacdo e obtiveram uma rigidez torcional que
incorporava a interagdo entre a placa e os enrijecedores, visando remover, pelo menos em parte, a
incerteza com relacdo ao comportamento a tor¢do de placas ortotropicas com enrijecedores
excéntricos.

Com auxilio computacional, Yettram e Husain (1965) apresentaram um método para a
representacao de uma placa em flexao através de uma grelha de vigas ortogonalmente conectadas.
Dando continuidade a um trabalho anterior, implementaram uma rotina iterativa para analisar o caso
mais geral de placas com coeficiente de Poisson diferente de zero, ja que a metodologia existente na
época s6 conduzia a bons resultados exatos quando este coeficiente era nulo. Empregaram para as
vigas de uma grelha as mesmas relacdes matematicas entre momento e deflexdo que se aplicam na
analise de placas. As rigidezes efetivas de cada uma das vigas dependiam do coeficiente de Poisson

e de dois parametros baseados nas segundas derivadas da deflexdo transversal da estrutura segundo
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os eixos cartesianos x € y. Em uma primeira aproximacao, os valores desses dois parametros
baseados na segunda derivada da deflexdo eram assumidos como nulos. Assim, a rigidez a flexao
das vigas era exatamente igual a rigidez a flexao da placa, sem nenhuma dependéncia do coeficiente
de Poisson, ao contrario da rigidez a tor¢ao das vigas que dependia tanto da rigidez a flexdo da
placa como do coeficiente de Poisson. Em seguida, a grelha era analisada sob o ponto de vista da
deflexdo e, apos o primeiro perfil da superficie defletida, era possivel calcular os coeficientes
dependentes para enfim reanalisar a estrutura e prever a sua nova € mais exata configuracao
deformada. Esse procedimento era repetido até se atingir o nivel de acuracia desejado.

Rossow e Ibrahimkhail (1978) aplicaram o Método das Restrigdes em analises estaticas, via
elementos finitos, de placas enrijecidas com reforcos concéntricos e excéntricos. O campo de
deslocamentos dos enrijecedores foram expressos em termos dos deslocamentos da superficie
média da placa através de consideracdes cinematicas realizadas. Sobrepondo a energia de
deformacao da placa e dos enrijecedores, a matriz de rigidez da estrutura composta foi obtida, para
polindmios de aproximagao de qualquer ordem. A caracteristica distinta do Método das Restrigdes
em uma analise por elementos finitos ¢ a possibilidade de utilizagdo de elementos baseados em
polindmios completos de ordem arbitraria. O Método das Restricdes ¢ baseado no teorema da
minima energia potencial e pode ser entendido matematicamente como o problema de minimizar a
energia potencial de uma estrutura eléstica sujeita a um conjunto de restri¢des.

Portanto, através do Método das Restricdes, Rossow e Ibrahimkhail (1978) solucionaram
dois exemplos numéricos, um de placa quadrada com apenas um enrijecedor (Fig. 1.5) e outro de
placa retangular com dois enrijecedores ortogonais (Fig. 1.6). Nessas andlises foram utilizados dois
elementos triangulares para modelar um quarto da placa e foram empregados polindmios de
aproximacdo de ordem 4 até ordem 9. Além disso, para obter uma checagem independente das
solugdes, esses problemas foram resolvidos computacionalmente pelos softwares NASTRAN® e
STRUDL®. Os resultados numéricos obtidos confirmaram o que ja era observado em estudos
anteriores sobre o Método das Restri¢des: elementos propriamente formulados de alta ordem podem
fornecer bons resultados, com poucos elementos e poucos graus de liberdade, quando comparados
com analises realizadas por elementos de baixa ordem.

Mukhopadhyay (1981) apresentou uma nova abordagem em relagdo a que era sugerida na
€poca para considerar a presenga de enrijecedores em elementos de placa quando submetidos a
estado plano de tensdes. Abordagens anteriores tinham uma aplicagdo limitada, pois se restringiam
a analise apenas de enrijecedores dispostos ortogonal e igualmente espacados. Com essa nova

metodologia, a orientacdo dos enrijecedores podia ser arbitraria, bem como o espagamento entre
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eles. Além disso, hd uma maior acuracia nesse novo modelo visto que os enrijecedores se conectam
aos quatro nos do elemento de placa, enquanto que nos modelos aglomerados, que transformam o
painel enrijecido em uma placa ortotropica, os enrijecedores sao tratados como elementos de barra

que ficam acoplados a apenas dois nds do elemento de placa onde o refor¢o ¢ localizado.
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O’Leary e Harari (1985) apresentaram um método via elementos finitos no qual eram
impostas restricoes entre o enrijecedor e a placa a que este se conectava através de multiplicadores
Lagrangeanos. Os elementos finitos utilizados nessa analise foram do tipo vigas bidimensionais,
sendo uma viga para representar a placa e outra viga para representar o enrijecedor. Essa abordagem
também permitiu resolver problemas com enrijecedores maiores, mais espessos € amplamente
espacados.

Cheng et al. (1987) desenvolveram um método semi-analitico, através da utilizagdo de
funcdes de interpolagdo “B spline”, capaz de realizar andlises estaticas, de vibracdo e de
estabilidade de placas enrijecidas. O método Rayleigh-Ritz foi empregado juntamente com as
fungdes de interpolagdo “B spline” clbicas para descrever o campo de deslocamentos de uma placa
enrijecida, idealizada como um sistema composto por uma chapa fina e um certo nimero de
nervuras ortogonais. Como as fungdes “B spline” de ordem cubica tém boas propriedades devido as
suas partes polinomiais, o método tinha menos incognitas, era mais facil de programar e era
economico do ponto de vista computacional.

Harik e Salamoun (1988) estenderam o Método Analitico da Tira, desenvolvido para a
solugdo de problemas de flexdo de chapas retangulares, para analisar o comportamento estrutural de
placas retangulares reforcadas. Neste método, a placa foi idealizada como um sistema de tiras de
placas e segmentos de vigas rigidamente conectados entre si. O comportamento do sistema foi
derivado impondo condi¢des de continuidade e de borda na solucdo fechada das tiras de placas e
dos elementos de viga individualmente. O método analitico da tira possui as vantagens do método
semi-analitico de tira finita, mas sem a necessidade da representacdo polinomial e do processo de
minimizagdo associado a este ultimo. As rigidezes de flexdo, torcdo e deformacdo dos reforgos
foram consideradas na formulagdo. Os resultados numéricos para chapas enrijecidas e chapas
continuas sobre alguns pontos foram apresentados para diferentes condi¢des de contorno e
carregamento. Ao contrario do método da placa ortotropica equivalente, que reduz o sistema real de
enrijecedores a um unico sistema de rigidez uniformemente distribuida, o Método Analitico da Tira
considera uma continuidade por partes e pressupde que a placa e o reforgo se interceptam ao longo
de uma linha infinitesimal e que o refor¢o ¢ simétrico em relag@o ao plano médio da placa.

Sheikh e Mukhopadhyay (1992) generalizaram o Método da Tira Finita para placas
enrijecidas de formato arbitrario. O diferencial dessa formulacdo mais geral residia no tratamento
dos enrijecedores, pois demonstrou-se que o reforgo poderia ser colocado em qualquer lugar dentro
da tira de placas, introduzindo, portanto, uma consideravel flexibilidade na andlise dos problemas.

Essas placas poderiam possuir varias formas, condi¢cdes de contorno, cargas e também variada
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disposi¢do de reforcos em sua estrutura. Em todos os casos analisados pela abordagem proposta, a
comparacao obtida com valores tedricos e/ou experimentais existentes indicou um bom grau de
concordancia.

Ja Kukreti e Cheragni (1993) desenvolveram um procedimento de andlise de placas com
enrijecedores baseado em uma abordagem de energia. O sistema de placas enrijecidas constituido
por uma placa simples suportada por uma rede de vigas de ago foi analisado, considerando dois
tipos de sistemas de placas, um sistema em que as vigas sdo dispostas paralelamente ao vao maior
(chamado sistema de placa com nervuras), € o outro em que, além das nervuras, havia também
vigas transversais que reforcavam a placa na direcdo perpendicular ao vao a ser vencido (chamado
sistema de placa grade). Considerou-se que as vigas estavam rigidamente conectadas a placa. O
método de andlise baseou-se no principio de minimizacdo da energia de deformagdo. Foi
apresentada a formulagdo da fun¢do de deflexdo para a placa, que era um produto de uma série
polinomial e uma série trigonométrica. Esta funcdo foi usada para calcular momentos na placa
devido a um carregamento estatico geral.

Combinando o Método dos Elementos Finitos com a teoria de deformagdo por cisalhamento
de alta ordem, Biswal e Ghosh (1994) analisaram placas enrijecidas laminadas, assumindo um
padrdo de deformacdo transversal real e eliminando o uso de coeficientes de correcao de
cisalhamento. Um elemento retangular padrao com quatro nds e sete graus de liberdade em cada n6
foi desenvolvido para uma placa laminada com uma espessura constante para qualquer camada
individual. A rigidez do enrijecedor era acoplada aos quatro nés do elemento de placa onde o
reforgo estava colocado. A formulagdo do elemento presente foi verificada para placas enrijecidas
isotropicas, onde produziu boa concorddncia com os resultados analiticos e numéricos. A
formulagdo foi entdo estendida a analise de placas enrijecidas laminadas, feitas de material
compdsito refor¢ado com fibras.

Mukhopadhyay (1994) estendeu a aplicagdo do Método das Diferencas Finitas, utilizado por
ele proprio em analises de placas simples, para o estudo de placas contendo enrijecedores
concéntricos e excéntricos. A excentricidade do refor¢co d4 origem a trés equagdes diferenciais
parciais acopladas que envolvem deslocamentos nas trés diregdes ortogonais u, v € w, as quais
devem satisfazer as condi¢des de contorno ao longo de duas bordas opostas. Essas equagdes
resultantes foram entdo reduzidas a equagdes diferenciais ordindrias com coeficientes constantes,
possiveis de serem solucionadas pela técnica de diferengas finitas. Com base nos valores
conhecidos de deslocamentos, obtém-se as tensdes resultantes em qualquer ponto da placa ou do

reforgo que se desejar. Foram analisadas placas retangulares enrijecidas com localizagdo e
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quantidades variadas de enrijecedores e sob diferentes condigdes de contorno e de carregamento.

O M¢étodo dos Elementos de Contorno foi aplicado por Tanaka e Bercin (1997) para analise
da flexao elastica de placas enrijecidas. As rigidezes de flexao e tor¢cao, bem como a excentricidade
das placas enrijecidas foram incluidas na formulagdo, tornando a andlise aplicavel a placas
suportadas por vigas de secdo transversal arbitraria abertas ou fechadas. Tendo obtido as equagdes
integrais de contorno para uma placa e expresso o momento normal e a for¢a de cisalhamento
efetiva em termos de deflexdo e inclinacdo em um contorno enrijecido, realizou-se a integracao por
funcdes de interpolagdo que sdo definidas em sub-regides do dominio denominadas elementos de
contorno, sendo as contribui¢des de todos os elementos posteriormente somadas. Os exemplos
analisados por essa metodologia foram os mesmos estudados nos trabalhos anteriores de Rossow e
Ibrahimkhail (1978) — placa quadrada com um enrijecedor concéntrico central, e Harik e Salamoun
(1988) — placa retangular com dois enrijecedores igualmente espagados fabricados com perfil
W5x16, com boa concordancia de resultados para ambos os casos.

Bedair (1997) analisou placas enrijecidas sob carregamento transversal utilizando o método
da Programacdo Sequencial Quadratica. Nesse estudo a estrutura foi também idealizada como uma
placa conectada de forma rigida a vigas enrijecedoras. A energia de deformacdo dessa estrutura
idealizada foi obtida em termos de fungdes generalizadas de deslocamento dentro e fora do plano,
onde os coeficientes dessas fungdes sdo como varidveis de projeto. A programacdo sequencial
quadratica foi entdo utilizada para determinar a magnitude desses coeficientes que minimizam o
potencial total de energia do sistema. Os dois exemplos analisados por Bedair foram ambos iguais
aos estudados por Rossow e Ibrahimkhail (1978) — placa quadrada com um enrijecedor central e
placa retangular com dois enrijecedores em cruz, ambos os casos com os refor¢os concéntricos e
excéntricos. Esses dois exemplos também foram analisados por Siddiqi e Kukreti (1998) através do
Método da Quadratura Diferencial.

Placas refor¢adas por vigas também foram abordadas no artigo publicado por Sapountzakis
e Katsikadelis (2000). Nesse trabalho os autores aplicaram uma metodologia que considerava os
esforcos e deformagdes no plano da placa bem como os esforcos e deformagdes axiais nas vigas,
sendo esses esforgos avaliados nas regides da interface de unido entre os enrijecedores e a placa.
Isso permitiu o célculo dos esfor¢os de cisalhamento nessas regides de ligagdao entre a placa e os
reforgos, parametro importante para o projeto de placas reforcadas pré-fabricadas ou executadas em
material composito. A solugdo das equagdes diferenciais do problema foi obtida através do Método
da Equagdo Analoga e um dos exemplos analisados para verificar a eficdcia do método foram placas

retangulares simplesmente apoiadas com um enrijecedor central também de secdo transversal
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retangular e diversas alturas diferentes. Os resultados de deflexdo transversal apresentados por
Sapountzakis e Katsikadelis (2000) se mostraram bem menores do que aqueles obtidos por outros
autores, indicando um aumento da rigidez das placas enrijecidas ao serem implementadas as
consideragdes realizadas para a regido de interface entre placa e enrijecedor.

Guo et al. (2002) utilizaram uma formulagao semi-discreta de elementos finitos para andlise
de flexao de placas enrijecidas e pontes compostas sistemas lajes-vigas submetidas a cargas
transversais. A placa ou laje foi modelada por elementos de placa e os reforcos ou vigas foram
modelados por elementos de viga. Os deslocamentos causados pelas deformagdes axiais por causa
da interacao placa-refor¢o foram aproximados em termos das deformacgdes de flexdo. Isso aliviou a
necessidade de graus de liberdade independentes para considerar esses deslocamentos axiais para os
elementos de placa e viga. Consequentemente, a formulagdo foi consideravelmente simplificada e o
modelo resultante tornou-se mais eficiente do ponto de vista computacional.

Fernandes e Venturini (2002) estenderam a formulagao de flexao de placas pelo Método dos
Elementos de Contorno, com base nas hipdteses de Kirchhoff, para a analise de estruturas
enrijecidas usualmente empregadas na constru¢do de painéis de pisos. As condi¢des de equilibrio e
compatibilidade foram impostas por equacdes integrais, que tratavam a estrutura composita como
um unico corpo. Dois procedimentos possiveis foram mostrados para lidar com o problema de placa
enrijecida por vigas. No primeiro, o elemento de viga era considerado como uma regido mais rigida,
exigindo, portanto, a discretiza¢do de duas linhas internas com duas incognitas por nd. No segundo
esquema, o numero de graus de liberdade ao longo da interface era reduzido em dois assumindo que
o movimento da secdo transversal € definido apenas por trés componentes independentes.

Ha também estudos de placas retangulares sob a acdo de cargas pontuais, como Pape e Fox
(2006), que analisaram a deflexdo de placas retangulares finas refor¢cadas com vigas elasticas
posicionadas na borda da estrutura usando uma abordagem de série infinita. Ambas rigidezes de
flexdo e de tor¢cdo das vigas foram incluidas nas formula¢des. Foram estudadas placas com
diferentes condig¢des de contorno e diferentes valores de rigidez para as vigas de reforgo.

O estudo de Hasan (2007) teve como objetivo identificar a localizacdo ideal de enrijecedores
de secdo retangular achatada em placas quadradas de ago sob diferentes condi¢des de contorno.
Além de estudar configuracdes com reforcos longitudinais, esse estudo propds enrijecedores em
formato quadrado acompanhando todo o perimetro da placa. A metodologia consistiu em avaliar as
maximas tensdes e deflexdes que surgiam na estrutura apds aplicacdo de uma carga estatica
uniformemente distribuida, utilizando para isso o Método dos Elementos Finitos por meio do

software NASTRAN®.
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Kuang e Zhang (2008) propuseram um método semi-analitico para analise de flexdo e
deflexao de estruturas de placas e reforgos sujeitas a cargas verticais. A abordagem proposta foi
baseada no método dos elementos finitos e tinha como objetivo resolver problemas de placas
enrijecidas com formato e aberturas irregulares utilizando menos varidveis em comparagdo com o
proprio método dos elementos finitos tradicional. Esse método exige menor tempo computacional
ao empregar transformagdes analiticas que expressam os deslocamentos dos nds pertencentes a uma
mesma linha nodal através de fung¢des para cada uma dessas linhas, reduzindo assim o numero de
variaveis desconhecidas ao nimero de parametros desconhecidos dessas fungdes.

Através de um estudo de otimizacdo geométrica, Yousif et al. (2008) trabalharam na
obtencdo de recomendacdes de projeto para a altura de enrijecedores utilizados em placas de aco.
Para isso utilizaram o software ANSYS®, que se baseia no Método dos Elementos Finitos, para
avaliar a influéncia da altura desses refor¢os na tensao maxima que ocorre em placas submetidas a
carregamento distribuido uniforme. Foram modeladas diversas configuragdes geométricas de placas
quadradas com um enrijecedor central excéntrico engastadas nas quatro bordas, utilizando
elementos de placa do tipo SHELL93 para a modelagem da placa e SHELLG63 para o enrijecedor,
com o objetivo de encontrar os efeitos da espessura do refor¢o, das dimensdes da placa e da
magnitude da pressdo aplicada, na altura ideal do perfil refor¢ador. Também foi aplicado o método
analitico da equacdo de tensdo maxima, obtida através da teoria de placas finas (TIMOSHENKO E
KRIEGER, 1959) juntamente com a inclusdo da rigidez a flexdo devido aos enrijecedores, para
comparagao grafica com os resultados numéricos.

Bedair (2009) realizou em seu trabalho uma ampla revisdo bibliografica e estado da arte
sobre o tema de placas enrijecidas, as quais sdo encontradas em muitas aplicacdes de engenharia.
Segundo Bedair (2009), vérios procedimentos analiticos e numéricos foram desenvolvidos nas
ultimas décadas para andlise dessas estruturas. A primeira parte do artigo analisou os procedimentos
analiticos, numéricos e de placas ortotropicas que foram desenvolvidos para analise de placas
reforgadas. A idealizacdo estrutural, a base tedrica e os méritos de cada método também foram
discutidos. A segunda parte do artigo analisou as filosofias de projeto que foram desenvolvidas para
prever a resisténcia ultima dessas estruturas. Foi discutida a influéncia de varios pardmetros que
afetam o desempenho estrutural, como imperfeigdes geométricas e dos materiais, perfil de reforco,
etc. Os procedimentos de otimizagdo para minimizar o peso da estrutura também foram revisados.
Esse trabalho teve como objetivo oferecer um "manual de referéncia" abrangente e unico para todos
os tipos de aplica¢des de placas enrijecidas.

Silva (2010) apresentou estudos numéricos em pavimentos de laje nervurada que mostraram
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que a consideracdo da excentricidade entre placa e viga de refor¢o resultou em redugdo dos
deslocamentos da estrutura. Os pavimentos foram simulados com o software ANSYS® utilizando
elementos de placa (SHELL63) para modelar a placa e elementos de viga (BEAM44) para modelar
os reforgos enrijecedores. Dentre os exemplos analisados na etapa de verificagdo do modelo
computacional estdo os mesmos apresentados por Rossow e Ibrahimkhail (1978), Tanaka e Bercin
(1997), Bedair (1997), ou seja, placa quadrada refor¢ada por um enrijecedor central e placa
retangular com dois enrijecedores ortogonais ou em cruz. Além disso, Silva (2010) estudou também
o exemplo proposto por Sapountzakis e Katsikadelis (2000), que analisou as deflexdes de uma placa
retangular com reforco longitudinal central de espessura constante e diferentes alturas.

Vanam et al. (2012) implementaram no software matematico MATLAB® uma programacio
do M¢étodo dos Elementos Finitos para andlise estatica de uma placa retangular isotrdépica ndo
enrijecida com varias condi¢cdes de contorno e varios tipos de carregamento. O elemento utilizado
para discretizagdo da estrutura foi um elemento quadrilatero de 4 nés (um em cada vértice). Os
mesmos exemplos numéricos avaliados através do MATLAB® foram simulados usando o software
ANSYS® também de analise de elementos finitos e, finalmente, foi feita uma comparagio entre os
resultados numéricos com os resultados obtidos pelos métodos analiticos baseados na teoria classica
de placas finas. Durante esta analise, a espessura ideal da placa foi obtida quando a placa ¢
submetida a diferentes condigdes de carga e condi¢gdes de contorno.

Bashkar e Pydah (2014) obtiveram as deflexdes estdticas e as frequéncias naturais de
vibracao de placas finas enrijecidas usando um modelo analitico tridimensional para a placa e
bidimensional (estado plano de tensdes) para o enrijecedor, estando as placas simplesmente
apoiadas em seus contornos. Desse modo, os efeitos ndo classicos, como a deformagdo por
cisalhamento transversal e a inércia rotativa, foram automaticamente contabilizados. Comparando a
solugdo por esse método de elasticidade com varios outros modelos aproximados, foram
quantificadas as contribuicdes individuais da placa e das vigas na deformagdo de cisalhamento total
da estrutura para diferentes parametros geométricos e propriedades do material. Concluiu-se,
através dos resultados, que hd uma maior importancia de efeitos nao classicos na andlise de placas
enrijecidas em comparagdo com placas sem enrijecedores.

Além das analises de placas no formato quadrado e retangular, outros formatos sdo possiveis
em algumas aplicacdes de engenharia. O estudo de Gujar e Ladhane (2015) analisou a flexdo de
placas com forma circular e material isotrdpico através da solugdo analitica advinda da Teoria
Classica de Placas e comparou com solu¢des numéricas obtidas pelo software de elemento finitos

ANSYS®. As anélises das placas circulares foram feitas no sistema de coordenadas cilindricas.
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Ambas as condigdes de contorno, simplesmente apoiada e totalmente engastada, foram abordadas
nesse estudo cujo carregamento aplicado foi composto de carga uniformemente distribuida e carga
concentrada no ponto central da placa circular. O objetivo principal da pesquisa era estudar o efeito
da espessura variavel da placa circular na deflex@o e tensdo de flexdo méaximas. O elemento de
placa utilizado para a modelagem desse problema no ANSYS® foi o SHELLISI.

Singh e Pal (2016) abordaram em seu artigo o estudo de placas enrijecidas isotropicas e
compositas. A técnica de elementos finitos foi utilizada para modelar e analisar as placas através do
software ANSYS®. O objetivo era minimizar a deformagio da placa enrijecida sem aumentar o
volume de material necessario para sua constru¢do, variando arbitrariamente o comprimento,
espessura e altura do refor¢o. Foram analisados exemplos numéricos de placa quadrada isotropica
ou composita com e sem enrijecedor, submetidas a carregamento uniforme distribuido ou carga
pontual localizada no centro da estrutura. Para a modelagem das placas isotropicas, foram utilizados
para as placas e enrijecedores os elementos SHELLI81 e SOLID186, respectivamente. No caso das
placas compositas, apenas o elemento SHELLI81 foi utilizado, tanto para a modelagem das placas
como para a modelagem dos enrijecedores.

Zhao et al. (2016) propuseram varios novos modelos de elementos de placas enrijecidas com
base na formulacdo absoluta de coordenadas nodais. Os elementos de placa enrijecida com
diferentes condigdes de continuidade e performance geométrica foram desenvolvidos por um
elemento de placa parametrizado completo e trés diferentes elementos de viga. O efeito do refor¢o
foi incorporado pela restri¢do interna dos campos de deslocamento do enrijecedor aos campos de
deslocamento da placa. A massa e a rigidez de um refor¢co foram refletidas em todos os nds do
elemento de placa em que € colocado, dessa forma o refor¢o pode ser posicionado em qualquer
lugar dentro do elemento da placa ao longo de linhas de coordenadas locais e ndo precisa
necessariamente ser colocado em linhas nodais, o que d4 uma grande flexibilidade na escolha do
tamanho da malha. Anélises estaticas, dindmicas e de vibracdes livres foram conduzidas para
validar os elementos propostos e estudar o desempenho dos enrijecedores. Os efeitos da dimensao
da sec¢do transversal e do nimero de enrijecedores também foram investigados numericamente para
problemas de deformacao linear e ndo linear.

Hosseini e Soltani (2017) analisaram a flexao de placas enrijecidas de geometria quadrada e
retangular com reforcos concéntricos e excéntricos pelo Método de Colocagao sem Malha. Para
obter as equagdes governantes de placas e vigas, a teoria de placas de Mindlin e a teoria de vigas de
Timoshenko foram utilizadas, respectivamente, com as matrizes de rigidez da placa e das vigas

obtidas separadamente. As matrizes de rigidez da placa e das vigas foram combinadas para formar
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uma matriz de rigidez total. Além de ser independente da malha, esse método possui um processo
de implementacao mais simples em comparagao com os outros métodos numéricos. Para produzir
funcgdes de interpolacdo sem malha, foi utilizado um método de interpolacdo de ponto radial. Além
disso, a funcdo de base radial multiquadratica foi utilizada para interpolacdes pontuais. Sao
apresentados exemplos que mostram precisdo aceitdvel quando o método ¢ empregado na analise de
placas quadradas e retangulares enrijecidas por vigas posicionadas concéntrica e excentricamente.
Diante do exposto, o presente trabalho propde o estudo de uma placa de referéncia de
comprimento a, largura b e espessura ¢, a qual tem uma fragao de volume de material ¢ retirada da
sua espessura para originar diferentes combinagdes de enrijecedores longitudinais Njs € transversais
Nis, com diferentes alturas /s e espessuras z;. Dessa forma, novas espessuras #, dependentes do
pardmetro ¢ passam a valer para as placas enrijecidas. A andlise dessas novas estruturas geradas ¢
realizada, via Método dos Elementos Finitos, pela simulagdo numérica através do software ANSYS®.
Os modelos computacionais empregados utilizam elementos bidimensionais (SHELL93) e
tridimensionais (SOLID9Y95). Ao final do estudo sdo obtidas recomendagdes geométricas que
minimizam a deflexdo transversal no centro das placas com enrijecedores quando submetidas a

carga transversal uniformemente distribuida e bordas simplesmente apoiadas.

1.2. Objetivos

Para um melhor entendimento do objetivo geral e dos objetivos especificos, € importante
apresentar a configuragdo geométrica das placas com enrijecedores a serem tratadas nesse trabalho.
A Fig. 1.7 mostra um exemplo de placa retangular enrijecida com dois reforgos longitudinais (N =

2) e trés reforgos transversais (N = 3).

Figura 1.7 — Modelo fisico de placa enrijecida
(Fonte: Adaptada de LIMA, 2016)
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1.2.1. Objetivo Geral

Realizar simulagdes numéricas através de modelos computacionais de placas finas de ago
com enrijecedores e aplicar o método Design Construtal para determinar, por meio da técnica de
Busca Exaustiva, parametros geométricos 6timos que minimizem a deflexdo central dessas placas
enrijecidas quando submetidas a um carregamento transversal uniformemente distribuido ¢ bordas

simplesmente apoiadas.

1.2.2. Objetivos Especificos

Para alcancar o objetivo geral, os objetivos especificos a serem alcangados sdo:

- Desenvolver um modelo numérico-computacional no software ANSYS®, empregando o
elemento finito bidimensional SHELL93.

- Desenvolver um modelo numérico no software ANSYS®, empregando o elemento finito
tridimensional SOLIDYS5.

- Aplicar o método Design Construtal para gerar as diferentes geometrias de placas
enrijecidas a serem simuladas através dos modelos computacionais desenvolvidos e verificados.

- Avaliar a influéncia do nimero de enrijecedores longitudinais (Vi) no comportamento
estrutural, quanto a deflexdo, das placas enrijecidas submetidas a carga transversal uniformemente
distribuida;

- Avaliar a influéncia do numero de enrijecedores transversais (i) no comportamento
estrutural, quanto a deflexdo, das placas enrijecidas submetidas a carga transversal uniformemente
distribuida;

- Avaliar a influéncia da relacdo entre a altura e a espessura dos enrijecedores (4/%) no
comportamento estrutural, quanto a deflexdo, das placas enrijecidas submetidas a carga transversal
uniformemente distribuida;

- Avaliar a influéncia da fracdo volumétrica ¢ (definida pela relacdo entre o volume de
material dos enrijecedores € o volume total de material da placa) no comportamento estrutural,

quanto a deflexdo, das placas enrijecidas submetidas a carga transversal uniformemente distribuida.

1.3. Resumo da metodologia
Os resultados dessa pesquisa foram obtidos através da modelagem computacional de placas
finas de aco com e sem enrijecedores. A geometria, condi¢cdes de contorno e cargas aplicadas foram

dados de entrada para o software comercial ANSYS® utilizado. Por outro lado, o campo de deflexdes
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transversais em todo o dominio sob analise foi a principal grandeza de saida. O ANSYS® é um
programa de simulagdo numérica que soluciona problemas de diversas areas da fisica e resolve as
equagoes diferenciais governantes dos problemas por meio do Método dos Elementos Finitos.

Para investigar a capacidade da modelagem computacional através do ANSYS® em
representar adequadamente modelos fisicos de placas enrijecidas, foram realizadas simulagdes e
comparagdes de resultados numéricos obtidos computacionalmente com resultados provenientes de
solucdes analiticas ou referéncias cientificas ja publicadas sobre esse tema (procedimento de
verificacdo). Para essa pesquisa, escolheu-se analisar somente problemas de placas simplesmente
apoiadas e submetidas a acdo de carregamento transversal uniformemente distribuido, ja que estas
estruturas possuem aplicagdes bem comuns em sistemas estruturais de engenharia e apresentam,
além de algumas poucas solucdes analiticas, muitas abordagens numéricas em artigos publicados,
cujos resultados servem para comparagdes ¢ verificagdes necessarias ao aprimoramento dos
modelos computacionais a serem desenvolvidos.

Inicialmente foram analisadas placas sem enrijecedores, uma quadrada e outra retangular,
pois estas situagdes permitem comparagdo direta com solucdes analiticas consagradas na literatura.
Apoés essa etapa, foram implementados problemas de placas com enrijecedores, sendo avaliados
casos com apenas um enrijecedor ou com dois enrijecedores ortogonais. O ultimo caso utilizado na
verificagdo dos modelos computacionais consistiu de um estudo paramétrico que avaliou a
influéncia da altura do unico enrijecedor longitudinal presente em uma placa retangular no resultado
de deflexdo maxima que ocorre no centro da mesma. Essa Ultima verificagdo ¢ importante por estar
de acordo com a principal proposta deste trabalho: analisar a influéncia de variagdes geométricas no
comportamento mecanico de estruturas em termos dos seus deslocamentos.

Para todas as simulagdes realizadas na etapa de verificagdo dos modelos, foram utilizados
dois diferentes tipos de elementos finitos: SHELL93 e SOLID95. No entanto, como foram
exploradas as opgoes triangular e quadrilatera do SHELL93 e as opgdes tetraédrica e hexaédrica do
SOLIDY5, pode-se dizer que as andlises se desenvolveram com quatro diferentes tipos de
elementos. Juntamente com a avaliagdo dos diferentes elementos, foram implementados seis
tamanhos de malha a fim de testar a independéncia dos resultados quando ao grau de discretizagdo
das estruturas. Apds analise dos resultados da etapa de verificagdo, foram selecionados, por
apresentarem melhor acurdcia e menor tempo computacional, apenas os elementos SHELL93 —
Quadrilatero e SOLIDY5 — Hexaédrico. Os resultados dessa pesquisa foram gerados com esses dois
tipos de elemento em paralelo visando também uma comparagao de resultados entre eles.

Apos a verificagao dos modelos computacionais, 0 método Design Construtal foi empregado
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para a geracdo das diferentes configuragdes geométricas de placas com enrijecedores a serem
avaliadas neste trabalho. Uma placa de referéncia sem enrijecedores foi usada para dar origem as
placas enrijecidas, as quais foram construidas por meio da transformac¢ao de uma quantidade de
material da placa de referéncia em enrijecedores longitudinais (V) e transversais (N;) para
diferentes combinagdes P (Nis, Nis). E importante frisar que, ao aplicar o método Design Construtal,
foi imposta a restricao que o volume total de material se mantivesse constante para todas as diversas
configuragdes geométricas obtidas, por conta disso, como as medidas de largura e comprimento das
placas foram mantidas iguais, o volume de material destinado aos enrijecedores foi retirado apenas
da espessura da placa de referéncia.

Ap6s definidos os modelos geométricos das placas enrijecidas, a modelagem computacional
e a simulagdo numérica foram implementadas no ANSYS® para a obtencdo dos resultados de
deflexdo transversal no centro das placas. Esses resultados foram entdo apresentados em graficos e
tabelas para facilitar a analise e compreensao.

Os graus de liberdade do problema foram analisados quanto a sua influéncia nos resultados
de deflexdo central das placas, sdo eles: o nimero de enrijecedores na dire¢do longitudinal (N), o
niumero de enrijecedores na direcdo transversal (Vi) e a relagdo (hy/t;) entre a altura (h) e a
espessura (t;) dos enrijecedores de se¢ao transversal retangular. Da mesma maneira, a influéncia da
fracdo volumétrica ¢, que representa a relacdo entre o volume de material utilizado para gerar os
enrijecedores (Vs) e o volume total de material da placa de referéncia (7)), foi também analisada.
Adicionalmente, foi observado um padrao similar entre todos os graficos de deflexdo central das
placas em fun¢do da variagdo do grau de liberdade /4% e, a partir disso, foram ajustadas curvas de
poténcia que melhor se aproximaram dos graficos de pontos, obtendo assim equagdes com elevado
grau de concordancia com os pontos ajustados que podem ser utilizadas para prever resultados além
dos simulados.

Por fim, baseando-se na técnica de Busca Exaustiva, encontrou-se, dentre todos os casos
simulados, os valores O0timos para a fragdo volumétrica ¢ e para os graus de liberdade (Ny, Nis €
hy/ts) testados. Tais valores oOtimos foram aqueles que proporcionaram as minimas deflexdes
transversais no centro das placas e que, portanto, otimizaram as estruturas do ponto de vista dos
deslocamentos transversais. Sendo assim, foi possivel através dessa pesquisa estabelecer algumas
conclusdes a respeito do problema de placas com enrijecedores e do seu comportamento mecanico-
estrutural sob carregamento transversal uniformemente distribuido em condi¢des de apoio simples

em todas as suas bordas.
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1.4. Organizacio da dissertacio

No Capitulo 1, uma introdugdo aborda a importancia da utilizagdo de placas enrijecidas
como elementos estruturais, contextualizando especialmente a aplicacdo dessas estruturas na
Engenharia Naval e Oceanica. Este capitulo apresenta também um estado da arte que mostra os
estudos que foram e ainda continuam sendo realizados sobre esse tema, além de expor os objetivos
desta dissertagdo e um resumo da metodologia utilizada para alcanga-los.

No Capitulo 2, sdo apresentadas as teorias para os problemas de placas, mostrando em
alguns casos as possiveis solugdes analiticas propostas na literatura, obtidas através de algumas
simplificagdes e aproximagdes. Neste capitulo sdo abordadas tanto as placas ndo enrijecidas como
as placas reforcadas com enrijecedores.

No Capitulo 3, sdo apresentados os conceitos fundamentais da modelagem computacional e,
de forma sucinta, sdo demonstrados os fundamentos tedricos e matematicos do Método dos
Elementos Finitos (MEF), principalmente quando aplicado a analise estrutural estatica. Além disso,
sdo detalhadas algumas caracteristicas especificas da modelagem computacional com o software
ANSYS® e verificada a eficacia dos modelos computacionais empregados nesta dissertagio ao
comparar os resultados numéricos obtidos por esses modelos com os resultados analiticos e/ou
numéricos obtidos por referéncias cientificas publicadas (procedimento de verificagdo).

No Capitulo 4, apresenta-se a Teoria Construtal, da qual deriva o método Design Construtal,
método este que foi aplicado para construir as diferentes configuracdes geométricas de placas com
enrijecedores que foram simuladas numericamente para obtengdo dos resultados desta pesquisa.

Os resultados sdo apresentados no Capitulo 5, onde ¢ avaliado o efeito da variacdo dos graus
de liberdade (A/ts, Nis € Nis) e da fracdo volumétrica (¢) na magnitude das deflexdes que surgem no
centro das placas. Os parametros geométricos otimizados sao obtidos através da técnica de Busca
Exaustiva, que ¢ aplicada dentro espaco de busca formado pelas diferentes configuracdes
geométricas simuladas. Ainda foi mostrado que € possivel ajustar curvas de poténcia para descrever
o comportamento da deflexdo central das placas em fun¢do da variacdo do grau de liberdade hy/%;.

As conclusdes a respeito desta pesquisa e sugestdes para trabalhos futuros estdo contidas no
Capitulo 6. Por fim, as referéncias bibliograficas usadas para o embasamento e realizacdo desta
dissertacdo completam a sequéncia do texto, juntamente com o Apéndice A, que consiste de uma
tabela com os coeficientes necessarios para a expansdao de uma determinada carga transversal em
série dupla de Fourier, o Apéndice B, que traz todos os resultados graficos de deflexdao no centro das
placas enrijecidas em funcao da varia¢do do grau de liberdade Ayt € 0 Apéndice C, que fornece as

constantes C1 e C2 e os coeficientes de determinacdo R* de todos os ajustes de curvas realizados.
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2. TEORIA DE PLACAS

Placas sdo estruturas planas que possuem uma dimensdo, chamada espessura, muito menor
que as outras duas dimensoes laterais, largura e comprimento. Timoshenko e Gere (1961) e Szilard
(2004) definem as placas como componentes estruturais bidimensionais planos que possuem uma
dimensao, referida como espessura, muito menor em relagdo as outras. Geometricamente podem ter
contornos retos ou curvos, sendo as quadradas, retangulares e circulares as aplicagdes mais comuns.

As placas podem atuar como componentes estruturais primarios, ou seja, resistindo aos
esforgos principais em uma estrutura, ou podem servir como elementos secundarios e terciarios que
auxiliam na distribuigdo desses esforgos principais € completam vaos laterais, plataformas de acesso
e pisos. Devido a essas diferentes aplicagdes, as placas sdo submetidas a diferentes tipos de esforgos
como cargas transversais (normais a sua superficie) e cargas atuando no seu proprio plano. Além
disso, podem estar vinculadas a diferentes condi¢des de contorno como apoios simples, bordas
livres, bordas fixas ou apoios elasticos (YASUHISA et al., 2009).

O comportamento estrutural das placas se assemelha, até certo ponto, ao comportamento de
uma malha bidimensional de vigas. No entanto, a continuidade fisica das placas lhes confere
caracteristicas especiais em termos de esfor¢os internos, o que as tornam estruturas mais resistentes
a acdo das cargas externas. Com isso, pode-se dizer que as placas formam estruturas mais leves e
mais resistentes quando comparadas a grelhas compostas por vigas interligadas de dimensdes
equivalentes (SZILARD, 2004).

Devido a complexidade das estruturas reais de engenharia, estuda-se os problemas fisicos
verdadeiros através da andlise de modelos simplificados que contém apenas as variaveis de maior
importancia para os problemas em questdo. Em virtude disso, as placas foram enquadradas em tipos
baseados na relacdo da sua espessura f com a menor dimensao lateral, chamada aqui de L, o que de

acordo com Szilard (2004) gera uma classificagdo com os seguintes intervalos:

t . . .. \ ~
1. Z<% : Membranas ou placas muito finas praticamente sem rigidez a flexao.

Suportam as cargas externas através de forgas axiais e de cisalhamento central;

I ¢ 1
50 < 7 < 10 : Placas rigidas ou placas finas com rigidez a flexdo. Suportam as

cargas externas através de momentos internos de flexdo e tor¢do aliados a forgas de

cisalhamento transversal;
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|
3. | —=<—<=: Placas moderadamente espessas, as quais sdo similares em varios
10 L 5
aspectos as placas finas, mas com a importante diferen¢a em considerar a influéncia das
deformacodes de cisalhamento transversal;
t 1 - . . L :
4. 7 > 3 : Placas espessas, as quais sdo analisadas através do estado tridimensional de

tensdes em meios continuos.

As estruturas de placas sdo estudadas através das equacdes governantes da teoria da
elasticidade. Todavia, ¢ uma tarefa muito dificil encontrar solu¢des exatas para as varias equagdes
diferenciais que surgem nos problemas envolvendo esse tipo de estrutura. Na realidade, apenas para
uma quantidade especifica e limitada de condi¢des de contorno e carregamento ¢ possivel se chegar
a resultados analiticos representativos. Algumas alternativas para driblar essas dificuldades
matematicas sdo as solucdes analiticas aproximadas ou as abordagens numérico-computacionais
como as utilizadas no decorrer deste trabalho (SZILARD, 2004).

De acordo com Szilard (2004), dependendo da natureza das cargas aplicadas, a anélise de
placas pode ser do tipo estatica ou dindmica. No que se refere as deflexdes, as teorias elasticas de
placas dividem-se entre os problemas que apresentam pequenos ou grandes deslocamentos. Para
materiais no regime linear elastico, as teorias se baseiam na relagdo linear entre tensdo e
deformagdo dada pela Lei de Hooke, j& para os regimes ndo-linear elastico e de deformacdo
plastica, as relacdes tensdo-deformacdo sdo bem mais complexas. Ainda em relagdo aos materiais,
existem teorias para tratar de problemas cujas propriedades mecanicas sdo isotropicas (iguais em
todas as dire¢des) ou anisotropicas (diferentes a depender da direcdo) e existem ainda situacdes em
que as placas sdo compostas por camadas de materiais diferentes uma sobre a outra (teoria de
laminados).

Essa dissertacdo se limita ao estudo do comportamento estrutural estatico e linear-eléstico de
placas finas, com e sem enrijecedores, feitas de material isotropico, suportadas por apoios simples e
submetidas a esforcos transversais uniformemente distribuidos. Com isso, as principais teorias
existentes sobre placas sdo apresentadas de uma forma simples e genérica no decorrer deste

capitulo, visando uma boa fundamentacao tedrica sobre a andlise desse tipo de estrutura.
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2.1. Equacao diferencial governante para placas finas

De acordo com Szilard (2004), a teoria de placas seguindo as hipoteses de Kirchhoff e Love
¢ uma abordagem simplificada do problema de placas finas submetidas a carregamentos
transversais e condi¢des de contorno diversas. Entende-se como carregamento transversal aquele
que atua na dire¢do normal a superficie da placa, causando a deflexdo transversal da mesma, ou
seja, um deslocamento para fora do plano da placa. Para uma analise estrutural mais completa, seria
necessaria a solucdo de equagdes diferenciais tridimensionais da teoria da elasticidade, entretanto,
para os casos de placas de pequena espessura a analise a partir das formulagdes bidimensionais
obtidas por Kirchhoff-Love conduz a resultados com boa acuracia e menos complicagdes
matematicas, o que coloca essa teoria numa posi¢ao importante.

As hipoteses assumidas por Kirchhoff e Love para a obtengdo da equacdo que governa o

problema de placas finas sdo:

1. Material da placa homogéneo, isotrdpico e linear-elastico;

2. Placa inicialmente plana e o seu plano médio ndo sofrendo deformacdo durante a flexdo;

3. A espessura ¢ deve ser constante, sendo a menor dimensao lateral da placa no minimo dez
vezes maior que a sua espessura;

4. As deflexdes transversais w (x,y) da placa devem ser pequenas se comparadas com sua
espessura, sendo considerada como deflexdao maxima permitida o valor de um décimo da espessura;

5. As inclinag¢des do plano médio da placa (rotagdes) sdo pequenas quando comparadas com
a unidade;

6. As segdes planas e normais ao plano médio da placa antes da sua deformacdo
permanecem planas e normais ao plano meédio da placa defletido, consequentemente, as
deformacdes por cisalhamento transversal sdo negligenciadas;

7. A tensdo normal o; na direcdo transversal a placa pode ser desprezada.

Essas hipoteses sao consideradas para a deducao da equacao diferencial governante da placa
em termos da deflexdo transversal w (x,y). Devido a geometria retangular da placa, ¢ mais
conveniente utilizar o sistema de coordenadas cartesianas x, y e z. Além disso, ¢ adotada a
convengdo pratica de engenharia que considera positivos os momentos fletores que tracionam as
fibras inferiores da placa e considera positivos os deslocamentos u, v, w e as componentes de forgas
internas e externas que apontam para o sentido positivo dos eixos coordenados.

A Figura 2.1 apresenta um modelo de placa fina, sob carregamento transversal distribuido,
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posicionada em um sistema cartesiano de coordenadas. Ja a Fig. 2.2 mostra as componentes de
tensdes internas que agem nas secoes transversais de um elemento extraido do interior dessa placa
fina. Essas tensdes internas surgem justamente para resistir aos esfor¢os externos sob os quais a

estrutura esta submetida.

p a. .

/P;(»'ﬂ ¥) Elemento [ver Fig. 2.2 para detalhes]

/v T 7‘11_ Superficie média

Figura 2.1 — Placa fina sob carregamento lateral distribuido

(Fonte: Adaptada de SZILARD, 2004)

p, dxdy

Figura 2.2 — Tensdes internas em um elemento de placa

(Fonte: SZILARD, 2004)
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Considerando o elemento infinitesimal da Fig. 2.3, que representa um elemento de placa
sujeito apenas a esforgos transversais, ¢ possivel visualizar os esforgos internos que agem nas
segOes transversais. A equacdo governante ¢ obtida através do equilibrio de forgas e momentos
nesse elemento infinitesimal, de maneira similar ao que ¢ feito na teoria elementar de vigas. No
entanto, abordagens utilizando métodos de energia ou simplificagdes da teoria da elasticidade
tridimensional também podem ser empregadas para essa dedugao.

O comportamento de uma placa se assemelha em muitos aspectos ao de uma malha de vigas
bidimensionais (grelha). Ou seja, a carga externa p. ¢ equilibrada por forgas de cisalhamento
transversal Ox e O, e por momentos fletores My e M,. No entanto, as placas possuem esforcos
(momentos) internos adicionais de tor¢do M, e M,x que as tornam estruturas com uma melhor
relacdo resisténcia/peso quando comparadas as grelhas compostas por vigas equivalentes.

Na teoria de placas, ¢ comum analisar os esfor¢os por unidade de comprimento da superficie
média. Sendo assim, os esfor¢os distribuidos diferenciam-se dos demais através das notagdes: gx, ¢,
my, my, Ny, € my. Na Fig. 2.3 ¢ possivel observar a superficie média de um elemento de placa fina
que se encontra em estado de equilibrio sob a agdo de uma carga distribuida p.. Como as
formulagdes de Kirchhoff-Love reduzem o problema de placas finas a uma andalise bidimensional,
pode-se representar os esforcos internos distribuidos por unidade de comprimento através do

elemento plano da Fig. 2.4.

Figura 2.3 — Esforgos internos em um elemento de placa

(Fonte: Adaptada de SZILARD, 2004)
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Figura 2.4 — Esforcos internos no plano médio da placa

(Fonte: SZILARD, 2004)

Afim de encontrar a equagdo que governa o problema de placas finas, utiliza-se as equagdes
fundamentais de equilibrio de forgas e momentos, comecando pelo equilibrio dos momentos em

torno do eixo y:

0x

( +6qxd )d dx p dx_O 2.0

am, amyx
z M, = (mx + dx) dy — mydy + | my, + Wdy dx —my,dx

Na Eq. (2.1) os incrementos dos esfor¢os internos sdo obtidos através da expansdo em série
de Taylor truncada na primeira ordem. Como (dx)* representa uma pequena parcela de ordem
superior, o termo (%2)(0g./0x)(dx)*dy € desprezado, fazendo com que a equacdao de torne, apds

algumas simplificagdes:
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om, Omy,
dx dy

qx (2:2)

De forma analoga, o equilibrio de momentos em torno do eixo x resulta em:

om, 0my,,
—_— 2 = 2.3
ay ax Qy ( )

Ja o equilibrio de forgas na direcdo z ¢ dado por:

= %% 4\ a d % 1) d d dxdy = 0
F,=— qx+6x x)ady + q,ady — qy+6y y |dx + qydx — p,dxdy = (2.4)
Que apods simplificagdes torna-se igual a:
0qx aqy
Y 2.5

Substituindo as Egs. (2.2) e (2.3) na Eq. (2.5) e observando que os momentos torcionais sao

iguais em modulo m,, = m,,, obtém-se:

d*m, 09°my, N 9*m, _
0x? dxdy dy?

Pz (x,y) (2.6)

A Eq. (2.6) ¢ uma equagdo de segunda ordem em funcdo dos momentos de flexdo e de
torcdo que surgem no interior de uma placa submetida a carregamento transversal distribuido. No
entanto, para encontrar as equagdes que definem o campo de tensdes, deformagdes e deslocamentos
¢ preciso ir mais além na teoria da elasticidade. Aproveitando que esses momentos internos se
relacionam com as componentes de tensdes internas que atuam nas segdes transversais do elemento
infinitesimal retirado da placa, e que essas tensdes, por sua vez, se relacionam com as deformagdes
longitudinais & € &y, € possivel prosseguir com o desenvolvimento da Eq. (2.6) através da Lei de

Hooke bidimensional para material linear-elastico, que consiste nas seguintes expressoes:

E
O, = m(fx + Ué‘y) 2.7)
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o, = —— (&, + ve,) (2.8)

onde E ¢ o modulo de elasticidade e v ¢ o coeficiente de Poisson do material.
Os momentos de tor¢ao m.y € m,, surgem no plano onde atuam as tensoes de cisalhamento
torcionais iy € Tyx, as quais se relacionam com a deformacdo de cisalhamento y,, através da Lei de

Hooke para o cisalhamento:

E

Txy = nyy = myxy = Tyx (2.9)

onde G ¢ o mddulo de cisalhamento transversal do material.

Através das analises geométricas da deflexdo da se¢do transversal e da distor¢ao angular de
um elemento infinitesimal de placa, como mostrado nas Fig. 2.5 e 2.6, encontra-se as relacdes entre
as deformagoes ¢y, &, € vy, € 0s deslocamentos transversais w. Essas andlises sdo feitas comparando
uma se¢do transversal localizada em uma coordenada y constante e a distor¢do angular sofrida por
um elemento plano localizado em uma coordenada z constante, antes e depois da deflexdo. Nesse
momento ¢ importante lembrar das hipoteses da teoria de placas finas, ou seja, as inclinagdes
(rotagdes) do plano médio da placa devem ser pequenas quando comparadas com a unidade e as
seg¢oes planas e normais ao plano médio da placa devem permanecer planas antes e depois da sua
deflexao.

I 11
X dx

Figura 2.5 — Secdo transversal de um elemento infinitesimal de placa antes e depois da deflexao

(Fonte: Adaptada de SZILARD, 2004)
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Figura 2.6 — Distor¢ao angular de um elemento infinitesimal de placa

(Fonte: Adaptada de SZILARD, 2004)

0w

& = 2 (2.10)
0*w

Sy = —Za—y2 (211)
0*w

= -2 2.12

A partir das relagdes tensdo-deformagdo e deformagao-deslocamento determinadas, aplica-se
uma integracdo dos momentos provocados pelas componentes de tensio oy, gy, Txy € Tz, que atuam
nas secoes transversais do elemento de placa sob analise. Dessa maneira, consegue-se determinar os
momentos resultantes internos de flexdo my e m, e de tor¢cdo my, € m,, em funcdo do campo de

deslocamentos da placa. As integrais a serem desenvolvidas sdo:
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+t/2

m, = f 0,zdz (2.13)
~t/2

+t/2

m, = f oyzdz (2.14)
~t/2

+t/2

Myy = j Tyyzdz (2.15)
-t/2

+t/2

Myy = j Tyxzdz (2.16)
-t/2

Com 7y = 732 €, portanto, my = M.
Por fim, substituindo as Egs. (2.13), (2.14), (2.15) e (2.16) na Eq. (2.6), ¢ deduzida a
equagao diferencial que governa o problema de placas finas de material elastico linear, submetidas a

um carregamento distribuido transversal, no regime de pequenas deflexdes:

o'w  d*w  dtw _ p,(x,v)

2.17
dx* + d0x?0y? + dy* D @.17)
onde D ¢ a rigidez a flexao da placa.
Arigidez a flexdo de uma placa fina é determinada por:
D Et3

onde ¢ ¢ a espessura da placa e E e v sdo, respectivamente, o modulo de elasticidade e o coeficiente
de Poisson do material.

Considerando que o operador diferencial Laplaciano para duas dimensdes € expresso por:

0%()  9%()
0x? + dy?

V2(s) = (2.19)
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A Eq. (2.17) diferencial parcial, linear, ndo-homogénea, de quarta ordem e coeficientes
constantes, também conhecida como equagdo bi-harmonica ndo-homogénea, pode ser escrita de

uma forma mais compacta por:

DV?V2w(x,y) = p,(x,y) (2.20)

Apesar das deformacgdes por cisalhamento transversal terem sido negligenciadas para a
obtencdo da equacgdo governante de placas finas, os esforcos de cisalhamento transversal existem e

sdo expressos, por unidade de comprimento, em fungao da deflexao w (x,y):

_ omy N omy, 0 [(9%w N 0’w\ b 3] Vw(x,y) 591
D= 55 dy T ox\ox%  ayz) ox . WY 22D

e
_om, N omy, d (0w N a*w\ D 0 Pw(x,y) 5
=5y ox dy\ox?  ady?) gy WY (2.22)

2.1.1. Condicoes de contorno das placas

O campo de deslocamentos w (x,y) que satisfaz a Eq. (2.17) s6 seré a solugcdo completa para
o problema de uma placa se, simultaneamente, forem satisfeitas as condi¢des de contorno a que esta
placa esta submetida. Portanto, a Eq. (2.17) trata-se de um PVC (Problema de Valor de Contorno) e
necessita, por ser de quarta ordem, de duas condi¢des de contorno a serem atendidas em cada borda.

As condigdes de contorno em problemas de flexao de placas podem ser de deslocamento ou
de esfor¢os internos. As condigdes de deslocamento sdo também chamadas de condig¢des de
contorno geomeétricas € envolvem a deflexdo transversal da placa ou a rotacao do seu plano médio.
Ja as condigoes de esforcos internos sao ditas estaticas e envolvem os momentos de flexao, tor¢ao e
forgas de cisalhamento transversal. As principais condi¢des de contorno para placas submetidas a

carregamento transversal sdo ilustradas na Fig. 2.7.
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Secao Bordo Livre

/ ety
X =u X =i
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Vista em planta
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Q\ Ry

(a) Engaste (b) Bordo Livre (c) Apoio Simples

Figura 2.7 — Principais condigdes de contorno para placas

(Fonte: Adaptada de SZILARD, 2004)

Condicoes de Contorno Geométricas

Um exemplo de condi¢do de contorno geométrica ¢ quando se conhece os deslocamentos e
inclinacdes dos bordos de uma placa. Tomando como exemplo uma placa retangular totalmente
engastada de comprimento a, que se desenvolve ao longo do eixo x, e largura b, que se desenvolve
ao longo do eixo y, tem-se que as deflexdes nos seus quatro bordos serdo nulas, assim como as
inclinagdes. E possivel representar matematicamente essas condi¢des de contorno através das

expressoes:

aw

(W), =0, (—) =0 em x=0 e x=a (2.23)
0x/
ow

(w), =0, (—) =0 em y=0 e y=b (2.24)
dy y

Condicoes de Contorno Estaticas
Para o caso de condi¢des de contorno estéticas, os esforgos internos ¢ que devem satisfazer
as equacgdes de restricdo. Tomando como exemplo uma placa retangular de dimensdes a e b igual a

placa da secao anterior, mas hipoteticamente com todas as bordas livres, se o momento de flexao e o
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esforgo cortante em bordos livres devem ser nulos, as expressdes para 0 momento fletor e esforgo
cortante dos contornos dessa placa devem ser igualadas a zero. Essa condi¢dao ¢ representada

matematicamente por:

(my), =0, () =0 em x=0 e x=a (2.25)

(my)y, =0, (vy)y =0 em y=0 e y=b (2.26)

onde v, e v representam os esforgos cortantes por unidade de comprimento que atuam nos planos

normais aos eixos cartesianos x € y, respectivamente.
E importante ressaltar que o esfor¢o cortante em um bordo de uma placa consiste de uma

forma genérica em duas componentes, uma devido aos esfor¢os de cisalhamento transversal g e
g, ¢ outra devido ao efeito dos momentos torcionais m e m, . Atraves da transformacdo dos
momentos torcionais m e m, em conjugados equivalentes (ver Fig. 2.8), obtém-se as chamadas
forcas suplementares de Kirchhoff (por unidade de comprimento) ¢ e q; que irdo contribuir para o

esforgo cortante total no bordo da placa.

Figura 2.8 — Cisalhamento devido aos momentos torcionais

(Fonte: Adaptada de SZILARD, 2004)
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Entdo, os esforgos cortantes totais nos bordos livres de uma placa sdo dados por:

aom

Vy =qx+qx = qx + a;y (2.27)
am

vyZQy'i'q;:CIy-l' a;x (2.28)

Finalmente, considerando as Eqgs. (2.27) e (2.28), as condigdes de contorno para o caso de

bordo livre dadas pelas Egs. (2.25) € (2.26) passam a ser expressas de forma mais detalhada por:

*w  9*w 03w a°w

a—xz+va—yzx:0, ﬁ+(2—v)Wx=O em x=0 e x=a (229)
9w N AN 0 3w 2 w '\ 0 _ 0 _

377 vorz) =0 3y v %20y , = em y= e y=0b (2.30)

Condicoes de Contorno Mistas

Sdo as condigdes de contorno que envolvem consideragdes tanto em relagdo aos
deslocamentos quanto em relagdo aos esforgos internos. Placas retangulares simplesmente apoiadas
nas quatro bordas, por exemplo, possuem condi¢des de contorno mistas que impdem deslocamentos
e momentos fletores nulos em todas as bordas. Considerando a mesma placa da se¢do anterior de

dimensdes a e b, essa condigdo ¢ representada matematicamente por:

0’w  0%*w
w), =0, (my), = W+va—y2 =0 em x=0 e x=a (2.31)
X
0w 0w
(W)y =0, (my)y = a—yz-i' Uﬁ , =0 em y=0 e y= b (2.32)

O efeito dos esforgos suplementares de cisalhamento de Kirchhoff, discutidos anteriormente
para bordos livres, também sdao importantes nas analises de placas simplesmente apoiadas. Para o
caso especifico de placas retangulares ou quadradas, esses esfor¢os adicionais ddo origem a
indesejadas forgas de canto na estrutura, além de contribuirem para o esfor¢o cortante total nos

bordos.
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As forgas suplementares de cisalhamento de Kirchhoff, obtidas por conjugados equivalentes
aos momentos torcionais, somam-se nos vértices da placa e sdo as responsaveis pelo surgimento

dessas forcas de canto, que estao identificadas nas Figs. 2.8 € 2.9 por Ry e sdo dadas por:

2

0°w
Ry = 2my, = —2D(1 —v) 9x3y

(2.33)

Caso ndo seja prevista a fixacdo dos vértices de placas simplesmente apoiadas, as forgas de
canto podem provocar o levantamento localizado dessas estruturas, como pode ser observado na
Fig. 2.9. Além do mais, em algumas aplicacdes praticas esse levantamento ¢ tdo prejudicial que

pode ocasionar falhas locais, o que requer reforgos especiais para evita-las.

Apoio simples

Figura 2.9 — Forgas de canto em uma placa apoiada

(Fonte: Adaptada de SZILARD, 2004)

2.1.2. Solucao rigorosa da equacao diferencial governante

A solugdo rigorosa ou exata para a Eq. (2.17) € uma fun¢do w (x,)) que deve satisfazer tanto
o equilibrio em relacdo a aplicagdo das cargas externas, quanto o equilibrio com relagdo as forgas de
contorno e condi¢des prescritas nos bordos de uma placa fina. Porém, devido a complexidade da
maioria dos problemas que envolvem essas estruturas, a solucdo rigorosa da equacdo bi-harmdnica

de placas finas so € possivel para casos muito simples de carregamento e condi¢des de contorno.
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De uma forma geral, a solucdo para o campo de deslocamentos da placa podera ser obtida
através da sobreposi¢ao de duas solugdes, uma homogénea e outra particular. Essa sobreposi¢dao ou
soma de duas solugdes so6 pode ser feita devido a linearidade da equacao diferencial que governa o
problema de placas finas em regimes de pequenas deflexdes. Portanto, caso seja possivel encontrar
as solucdes homogénea wy (x,y) e particular wp (x,y), a solugdo geral da equagdo governante de uma

placa fina sera dada por:

W(x' y) = WH(X' y) + WP(xl y) (234)

A interpretacdo fisica da solu¢do homogénea da Eq. (2.17) € a obtencao da deflexdo da placa
wy (x,y) quando apenas as forcas de borda estdo atuando, ou seja, a solugdo da equagdo homogénea
deve cumprir as condigdes de contorno prescritas e garantir o equilibrio em caso de forcas externas
nas bordas. No entanto, a expressao da deflexdo w (x,y) s6 estard completa se for considerado o
equilibrio das forgas externas relacionado com a carga transversal p.. Para isso, deve ser entdo
determinada a solugdo particular wp (x,y), que € a solucdo que satisfaz a equagdo diferencial nao-
homogeénea e para a qual nao hé a obrigatoriedade de atender as condi¢des de contorno.

Solugdes rigorosas para algumas estruturas formadas por placas podem ser consultadas em
livros classicos sobre o assunto, como Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959) e Szilard (2004),
nos quais os autores apresentam abordagens analiticas fechadas para os casos mais simples em

termos de geometria, carregamento e condi¢des de contorno.

2.1.3. Soluc¢ao aproximada de Navier

Uma alternativa para superar a dificuldade de se obter a solugdo rigorosa para a Eq. (2.17) ¢
a utilizacdo de alguns métodos de aproximacao, como a solugdo por séries proposta por Navier.
Esse método consiste em transformar a equacdo diferencial em uma simples equagdo algébrica,
através da expansdo da deflexdo w (x,y) e do termo de carga externa p. em séries trigonométricas
duplas senoidais.

Essa abordagem ¢ limitada a placas retangulares com condi¢des de contorno de apoio
simples em todas as suas bordas. Dessa forma, a solugdo da equacao diferencial € obtida assumindo
a solu¢do homogénea igual a zero (wx (x,y) = 0). J& a solucgdo particular wp (x,y), que serd a propria
solugdo geral w (x,y), ¢ expandida em uma série dupla de funcdes seno que atende todas as
condi¢des de contorno e deve satisfazer o equilibrio das forgas externas. A deflexdo e o termo de

carga externa expandidos em série dupla de senos fornecem as seguintes equagdes:
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SRR mrx | mmy
w(x,y) = Z z Wi Sin sin 5 (2.35)
=1n=1
mmux | mmuy
pz (x,y) = z Z Pn sin——sin— (2.36)
m=1n=

onde a ¢ a dimensdo da placa na direcdo x, b ¢ a dimensdo da placa na direcdo y, Wy, sdo
coeficientes desconhecidos € Pn, sd0 os coeficientes da expansao do termo de carga externa em
série dupla de Fourier, obtidos conforme Apéndice A param,n =1, 2, 3,..., ©

Através da substitui¢do das Egs. (2.35) e (2.36) na Eq. (2.17), sdo encontrados, através de
uma simples equacdo algébrica, os coeficientes W, que fazem a solu¢do de Navier atender a
condi¢cdo de equilibrio quanto as forcas externas. Desse modo, a solugdo final do problema de

placas finas retangulares simplesmente apoiadas ¢ dada por:

1 S nn mrtx . mmy
W<xry>—D—7ﬁZZ (mZ/a2)+(n2/b2)] ¢ g 2.37)

m=1n=1

A solugdo dessa série dupla infinita para as deflexdes geralmente converge rapidamente e,
portanto, necessita apenas do desenvolvimento de alguns poucos termos para fornecer bons
resultados. Ja a convergéncia em caso de cargas concentradas ou quando € usada para obtengao de
esfor¢os internos ¢ lenta, especialmente na proximidade das bordas, sendo necessario para esses

casos a consideragao de mais termos da série.

2.1.4. Solucao aproximada de Lévy

Um outro método para se obter a solucao aproximada da Eq. (2.17) ¢ apresentado por Levy,
ao propor uma solugdo baseada em série trigonométrica simples. Esse método possui duas etapas,
uma para a obtencdo da solu¢do homogénea wy (x,y) e outra para a obtencdo da solugdo particular
wp (x,y). A soma dessas duas solugdes compde justamente a solucdo geral w (x,y) dada pela Eq.
(2.34).

Duas condi¢des devem ser respeitadas para a aplicagdo da solug¢ao de Lévy, uma delas € que
pelo menos duas bordas opostas devem estar simplesmente apoiadas e a outra ¢ que a carga externa
deve possuir um perfil constante na dire¢do paralela aos bordos simplesmente apoiados, variando
apenas na dire¢do perpendicular a esses bordos.

Considerando uma placa retangular com dois bordos simplesmente apoiados paralelos ao
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eixo cartesiano y e carga externa variando apenas na dire¢do do eixo cartesiano x, como mostra a
Fig. 2.10, o método de Levy considera uma fun¢dao apenas em x para satisfazer o equilibrio de
forgas externas, ou seja, a solugdo particular sera dada na forma wp (x), o que simplifica a Eq. (2.17)

para:

d*w(x)  p,(x)

2.38
dx* D ( )

Apoio simples e a /

Figura 2.10 — Placa retangular simplesmente apoiada em bordos opostos

(Fonte: Adaptada de SZILARD, 2004)

A funcao proposta para a solucao particular da Eq. (2.38) € uma série trigonométrica simples
que atende as condi¢des de contorno dos apoios, o que torna a convergéncia do método mais rapida
segundo Szilard (2004). A funcdo p. (x) da carga externa também ¢é expandida em série

trigonométrica simples, fornecendo as seguintes fungoes:

mmx
wp (x) = Wi, sinT (2.39)

m=1

- mmx
p, (x) = Z P, sin (2.40)
m=1 a
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onde a ¢ a dimensdo da placa na direcdo x, b ¢ a dimensdo da placa na direcdo y, W, sdo
coeficientes desconhecidos € P, sdo os coeficientes da expansdo do termo de carga externa em série
simples de Fourier.

Assim como no método de solu¢do de Navier, ao substituir as Egs. (2.39) e (2.40) na Eq.
(2.38), sdo encontrados, através de uma simples equagdo algébrica, os coeficientes W, que fazem a
solucao particular atender a condi¢ao de equilibrio em relagdo as forgas externas.

Para a solugao homogénea wy (x,)), Lévy propde também uma série trigonométrica simples
que atende as condi¢des de contorno de apoio na direcdo x. Além disso, essa série contém uma
funcdo Y. (v), em fungdo apenas da variavel y, que precisa ser encontrada de forma que essa

solu¢do homogénea wy (x,y) satisfaca a Eq. (2.17) igualada a zero.

mmnx

- (2.41)

Wy (63) = D ¥p()sin

Devido a simetria tanto de carga como de condi¢des de contorno em relagdo ao eixo x, como
pode ser visto na Fig. 2.10, somente as fungdes pares da funcdo Y, (y) sdo consideradas. Dessa

forma, a solugdo geral proposta por Lévy assume a forma:

(2.42)

3 . mnx mmy mmy _  mmwyy . Mmmx
w(x,y) = 2 Wy, sin " + Z (Am cosh m + B, " sinh " )sm
m=1

m=1
onde 4,, € B sdo constantes que devem ser determinadas pela aplicacdo das condi¢des de contorno
das bordas paralelas ao eixo x, que serdo iguais para y =+ b/2 devido a simetria do problema.

A solucdo aproximada proposta por Lévy através da Eq. (2.42) € restrita a problemas em que
haja simetria das condi¢des de contorno das bordas opostas paralelas ao eixo x. No entanto, se
fossem consideradas também as func¢des impares da fungdo Y, (1), obter-se-ia uma solucdo geral
mais abrangente, com quatro constantes a serem determinadas pelas condi¢des de contorno da placa
sem a exigéncia da simetria acima mencionada.

De qualquer forma, o método de Lévy € mais geral do que o método proposto por Navier.
No entanto, por possuir algumas condi¢des essenciais para ser aplicado, ndo resolve qualquer
problema de andlise de placas submetidas a carga transversal. Quanto a convergéncia, o método de
Lévy ¢ mais rapido quando comparado ao de Navier, sendo necessario apenas 0s primeiros termos
da série para fornecer bons resultados, mesmo que o problema possua cargas concentradas.

Para o caso especifico de placa retangular simplesmente apoiada nas quatro bordas e

submetida a uma carga transversal uniformemente distribuida ¢, apos a aplicagdo das condicdes de
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contorno e obten¢do da solucdo particular que garante o equilibrio em relagdo a carga externa, a

solucao geral pelo método de Lévy fornece a seguinte expressao:

w(x )=4qa4 i i(l_amtanham+2 o 2a,y
Y =sp mS 2 cosha,, b
m=13,5,.. (2.43)
am 2y . h Zamy) . mmx
2cosha,, b St b St a

onde g ¢ a carga transversal uniformemente distribuida, D ¢ a rigidez a flexdo da placa, a ¢ a
dimensao da placa na diregao x, b ¢ a dimensao da placa na dire¢do y e a, ¢ um coeficiente utilizado

para simplificar a expressdo, sendo igual a:

B mmnb

Como na maioria das aplicagdes de engenharia pretende-se determinar a deflexdo méaxima
que ocorre nas estruturas, determina-se a expressdo para a deflexdo maxima wpax que ocorre no

centro dessa placa ao substituir as coordenadas x = a/2 e y = 0 (ver Fig. 2.10) na Eq. (2.43):

(m-1)

4qa* < -1) 2 a,, tanh a,, + 2

Wingy = — z D (1 -= = ) (2.45)
5D m> 2 cosh a,,

m=1,35,...

Para evitar o trabalhoso processo de encontrar a deflexdo méaxima através de equagdes que
envolvem séries infinitas, como ¢ o caso da Eq. (2.45), algumas bibliografias consagradas fornecem
tabelas com coeficientes derivados do desenvolvimento dessas séries infinitas, fazendo com que o
calculo da deflexdo maxima se torne rapido e pratico para alguns casos especificos de carregamento
e condi¢des de contorno.

Para o exemplo de placa retangular simplesmente apoiada com carga uniformemente
distribuida, a Fig. 2.11 mostra uma tabela fornecida pelo livro de Timoshenko e Krieger (1959),
onde ¢ possivel obter o coeficiente a apenas com a relagdo entre as dimensdes laterais da placa b/a.
A Eq. (2.46) serve para encontrar a deflexdo maxima no centro da placa através desse coeficiente a

obtido na segunda coluna da tabela:

4

a
Wiy = a‘% (2.46)

E importante frisar aqui que tanto Timoshenko e Krieger (1959) como Szilard (2004)
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utilizam em suas deducdes a varidvel a como sendo a largura da placa e a variavel b como sendo o
comprimento da placa (diferente de como ¢ feito ao longo de toda essa pesquisa, onde a € utilizada
para o comprimento e b para a largura). Portanto, ao utilizar a Eq. (2.46), deve-se atentar para o fato

cca493

de que o termo refere-se a largura da placa elevada a quarta poténcia e ndo o seu comprimento.

Woax Wonz Wz
ga* ga ga
b/a | =« b/fa| =« bla| =«
B ] “- e e — = =
1.0 10.00406 ¢ | g 00772 2.0 | 0.01013
1.1 1 0.00485 5 1 g 00s30 3.0 | 0.01223
121000564, 7 1900883 4.0 [ 0.01282
1.3 ﬂ.M§33 1.8 | 0.00931 5.0 | 0.01297
1.4 0.00705 1.9 0.00097 L] 0.01302

Figura 2.11 — Fator numérico a para placas retangulares uniformemente carregadas e simplesmente
apoiadas

(Fonte: Adaptada de TIMOSHENKO e KRIEGER, 1959)

2.2. Equacao diferencial governante para placas moderadamente espessas

A Teoria Classica de Placas Finas possui certas limitacdes quanto a sua aplicacdo, ja que
negligencia a deformacao por cisalhamento transversal da estrutura. Embora forneca resultados com
boa acurécia para placas finas, nas analises de placas moderadamente espessas o uso dessa teoria
classica conduz a erros da ordem do quadrado da espessura da placa (SZILARD, 2004). Para
superar essa limita¢do, existem métodos de andlise que levam em conta essas deformacdes por
cisalhamento negligenciadas, como as teorias propostas por Reissner e Mindlin e as teorias de

cisalhamento de alta ordem.

2.2.1. Teoria de Reissner

A teoria de Reissner introduz a influéncia da deformagdo por cisalhamento transversal ao
assumir uma variacao linear do campo de deslocamentos através da espessura da placa. Por causa
disso, a medida que a placa flexiona, as se¢des transversais planas, ainda que permanegam planas,
ndo mais permanecem perpendiculares a superficie média apds a deformagdo como ocorria na

Teoria Classica de Placas Finas (ver Fig. 2.12). As rotagdes w, € w, das secdes normais a superficie
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média sdo agora calculadas levando em conta o efeito de distor¢do causado pela deformagdo por

cisalhamento (SZILARD, 2004):

ow 6
__ow 6 2.47
N T 247)
ow ., 6 2.48
Y= Ty Tsa Y (2.48)

onde G é o modulo de cisalhamento transversal.

Plano médio

Deformacéo assumida

I\_ Normal ao plano médio

apos a deformacio

Figura 2.12 — Secao transversal assumida pelas teorias de Reissner e Mindlin

(Fonte: Adaptada de SZILARD, 2004)

A formulagdo de Reissner ¢ obtida pela aplicacdo do teorema de Castigliano do minimo
trabalho usando tensdes como variaveis. Esta teoria baseada em tensdes fornece trés equagdes

diferenciais simultaneas:

t?2—v
DV2V2w = p, — — V2 2.49
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ovViw  t? t2 1 dp
— _ 2, z 2.50
=Dt 0V T 0T v ox (2:30)
ovViw  t? t2 1 op
=—-D —V2%q, — — 2 2.51
I 3y 10" T 101=v ay @31)

As trés equacdes diferenciais governantes Egs. (2.49) a (2.51) representam um problema de
integracao de sexta ordem, portanto, trés condigdes de contorno independentes devem ser
mutuamente satisfeitas nas bordas da placa. No caso da Teoria Cléssica de Placas Finas, duas
condigdes de contorno apenas sdao necessarias em cada borda, isso por causa da transformacgao dos
momentos torcionais my, e myx em conjugados equivalentes, que da origem as chamadas forgas de
cisalhamento suplementares de Kirchhoff e reduz o problema de placas finas a quarta ordem

apenas.

2.2.2. Teoria de Mindlin

Ja a teoria de Mindlin, segundo Szilard (2004), ¢ baseada em deslocamentos como varidveis.
E conhecida também como teoria da deformagao de primeira ordem e resolve o problema de placas
moderadamente espessas utilizando os seguintes pressupostos cinematicos para os deslocamentos

no plano:

u= 2 (x,7) (2.52)

v =z, (x,y) (2.53)

onde v, (x,y) € w, (x,y) representam as rotacdes do plano médio.

A suposicao transversal da teoria de Mindlin € idéntica a suposi¢do de Reissner, mostrada na
Fig. 2.12. As Egs. (2.52) e (2.53) produzem valores constantes para as deformacdes de cisalhamento
transversais e para as correspondentes distribuigdes de tensdes. Uma vez que a distribuicao real da

tensdo em placas moderadamente espessas ¢ parabodlica, essa suposicao € incorreta e ndo consegue
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satisfazer a condi¢do de tensdo nula nas superficies superior e inferior da placa. Por causa disso, ¢

necessaria a utilizacao de um fator de correcdo de cisalhamento denotado por 2.

Aplicando o teorema da minima energia potencial, Mindlin obteve as seguintes equagdes

diferenciais de equilibrio:

k2Gt(Viw + ¢) + p,(x,y) =0

g[(l - V)V, + (1 +v) %] — k?Gt (z/)x + ow

g[(l - )V, + (1 +v) %] — k?Gt (zpy + ow

onde k? ¢ o fator de corre¢ao de cisalhamento e ¢ ¢ dado por:

¢= 0x dy

2.2.3. Teorias de cisalhamento de alta ordem

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

Enquanto as teorias de Reissner e Mindlin, ditas de primeira ordem, assumem que os

deslocamentos causados pela deformagado por cisalhamento dentro do plano variam linearmente, as

teorias de alta ordem se diferem por utilizar aproximagdes cinematicas mais proximas da realidade,

através da introdugdo de variagdes cubicas ou de ordem superior para esses componentes de

deslocamento (SZILARD, 2004). Dessa forma, o perfil de deslocamentos nio-linear se assemelha a

Fig. 2.13.
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Zow

Plano medio

Normal ao plano médio D)
apos a deformacio

Figura 2.13 — Sec¢ao transversal assumida pelas teorias de cisalhamento de alta ordem

(Fonte: Adaptada de SZILARD, 2004)

2.3. Equacio diferencial governante para placas espessas

Conforme afirma Szilard (2004), quando uma placa possui espessura significativa em
comparagdo com a sua menor dimensdo lateral, as equagdes governantes da elasticidade
tridimensional devem ser aplicadas para determinar o estado tridimensional de tensdes real da
estrutura.

Para descrever o estado tridimensional de tensdes em um sistema de coordenadas cartesiano
retangular ¢ utilizado um elemento infinitesimal 3D em forma de paralelepipedo (dx, dy, dz), como
mostrado na Fig. 2.14. Diferentemente da Teoria Classica de Placas Finas, agora considera-se as
componentes cartesianas de tensdo normal e cisalhamento em todas as faces do elemento, sendo os
incrementos de tensdo obtidos pelos dois primeiros termos de uma série de Taylor truncada na
primeira ordem (SZILARD, 2004).

O estado tridimensional de tensdo em qualquer ponto de um corpo elastico ¢ definido por
nove componentes de tensdo, as quais podem ser representadas por um Unico tensor. Nesse caso o
tensor ¢ uma matriz de tensdes simétrica em relacao a diagonal principal, conforme a Eq. (2.58), por

causa da lei de reciprocidade das tensdes de cisalhamento (SZILARD, 2004).



62

Zow a0,
a, + Bz dz
‘sz + Tox +
d
Y ar,,
- Ter ¥ 5y dx
! = do
—-I--q” T2t ; o+ 5 dx
a - -f Tyx +
f‘/l T TS
g+ i AT 4 aTxy
¥ l‘;’/ IT TX)' + a— dx
dx '

-

Y ou +- - -= incremento

Figura 2.14 — Elemento infinitesimal tridimensional de placa espessa

(Fonte: Adaptada de SZILARD, 2004)

Ox Txy Tyxz
[o] =|Tyx Oy Tyz (2.58)

Em geral, Szilard (2004) afirma que a solugdo de um problema de -elasticidade
tridimensional consiste em encontrar as tensdes em um corpo elastico submetido a forgas
superficiais px, py, p- € forgas de corpo X, Y e Z, sendo que em alguns casos as for¢as de corpo sdao
incorporadas as forgas superficiais para simplificar a formulagdo matematica. Em se tratando de
problemas com pequenos deslocamentos, sdo obtidas 15 equagdes lineares de campo para 15

incognitas, sdo elas:

1. Trés equacdes de equilibrio;
2. Seis relagdes cinematicas deformagao-deslocamento;

3. Seis equagdes de tensao-deformacao.

Além dessas equacdes de campo, um conjunto de condi¢gdes de contorno deve também ser
respeitado para se obter uma Unica solucdo para os problemas de elasticidade tridimensional. Os

trés tipos de condi¢des de contorno para placas espessas sao:
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(a) Estaticas: quando as forcas de superficie (px, py, p-) sdo prescritas.
(b) Cinematicas: quando os deslocamentos (u, v, w) sdo prescritos.

(c) Mistas: sao prescritas algumas for¢as de contorno e alguns deslocamentos.

2.4. Placas com enrijecedores

As estruturas de placas enrijecidas sd3o muito comuns na engenharia atual, principalmente na
estrutura de navios, pois apresentam maior relacao entre rigidez estrutural e peso. Essas placas
podem ser formadas de diferentes maneiras, uma delas ¢ através da soldagem de perfis dispostos
longitudinal e/ou transversalmente, o que confere ao conjunto uma melhor capacidade para resistir
as combinacdes de momento de flexdo, tor¢do, entre outros carregamentos. Salomon (2000) divide
as diferentes abordagens para a andlise de placas enrijecidas em trés grandes categorias: modelo de
grelhas, placa ortotrdpica e sistemas placa-vigas.

De acordo com Salomon (2000), a idealiza¢do de uma placa enrijecida como uma grelha
requer que a placa possua uma largura efetiva variando em torno de 50% a 80% do espagamento
entre os reforgcos. A largura efetiva ¢ porcdo da placa que ¢ utilizada, juntamente com a secdo
transversal do enrijecedor, para o calculo dos momentos de inércia e rigidezes a flexao e a tor¢ao
nas dire¢des longitudinal e transversal da placa, conforme pode ser visto na Fig. 2.15. Este método
de analise fornece deflexdes com erros normalmente de até 5% e ocasionalmente de até 10%,
enquanto as tensoes diferem geralmente entre 10% a 20% dos valores experimentais.

J4 o modelo de placa ortotropica tem como ideia basica converter uma placa enrijecida em
uma placa ortotrdpica equivalente de espessura Uinica, sem a presenga de enrijecedores. Na pratica,
uma placa ¢ dita ortotropica quando as suas propriedades estruturais diferem em duas dire¢des
ortogonais. Essa anisotropia estrutural pode ser introduzida por nervuras, ondulagdes, vigas
enrijecedoras ou, em alguns outros casos, o proprio material estrutural ¢ intrinsecamente
ortotropico.

De maneira similar a teoria de placas finas de Kirchhoff, mas agora assumindo quatro
constantes elasticas (Ex, E,, vx, V) para a descricdo das relacdes tensdo-deformacgdo nas duas
dire¢des principais (eixos de coordenadas x € y), a equagdo governante para o problema de placas

ortotropicas ¢ dada por:

2w 2w 2w
+ 2B +D, 3y =p,(x,y) (2.59)

D, ——
X ox* 0x20y?

onde Dy e D, sdo as rigidezes a flexdo em x e y e B ¢ a rigidez torcional efetiva da placa ortotrdpica.
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Figura 2.15 — Placa enrijecida por vigas ortogonais

(Fonte: Adaptada de SZILARD, 2004)

Para aplicagdo do modelo de placas ortotropicas na andlise de placas enrijecidas, ¢
necessario definir expressoes para determinar as propriedades seccionais de rigidez a flexdo e a
tor¢ao nas diregdes principais em que ocorre a ortotropia. Por se tratar de uma tarefa complicada, se
possivel, testes diretos para determinagdo dessas propriedades devem ser realizados. No entanto,
com base em certas consideragdes analiticas, algumas aproximagdes razoaveis para o calculo dessas
rigidezes podem ser aplicadas, como as mostradas em Szilard (2004) e Timoshenko e Krieger
(1959) para placas reforgadas por perfis ortogonais retangulares ou vigas I, placas corrugadas e lajes
de concreto reforgadas.

Segundo Szilard (2004), embora o real comportamento estrutural de placas refor¢adas com
enrijecedores ndo possa ser completamente substituido pelo de placas ortotropicas, dados
experimentais indicam boa concordancia de resultados ao aplicar tal idealizacdo em casos onde os
reforcos sdo relativamente pequenos, estdo proximos e uniformemente espagados.

Por fim, as analises que tratam placas enrijecidas como um sistema composto por placa e
vigas de refor¢o refletem o comportamento verdadeiro ou mais proximo da realidade do problema
fisico. Nesse tipo de abordagem sao impostas condigdes de compatibilidade na regido de ligacao
entre placa e viga de refor¢o, conforme a Fig. 2.16 adaptada do trabalho de Sapountzakis e

Katsikadelis (2000).
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Devido as dificuldades em resolver esses tipos de problemas de forma analitica, essa
metodologia sé foi impulsionada com o advento dos computadores digitais, que possibilitaram a
solugao desses modelos através de métodos numéricos. Entre os métodos numéricos mais utilizados
na aplicagdo dessa metodologia, o Método dos Elementos Finitos (MEF) é o mais poderoso e eficaz
para obtencdo das solu¢des numéricas com boa acuracia. Atualmente, o esforgo de pesquisa € no
sentido de tentar conseguir modelos de elementos finitos precisos e eficientes para placas reforgadas

com perfis enrijecedores (SALOMON, 2000).

Figura 2.16 — Modelo de placa enrijecida através do sistema placa — viga de refor¢o

(Fonte: Adaptada de SAPOUNTZAKIS E KATSIKADELIS, 2000)
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3. MODELAGEM COMPUTACIONAL

A Computagdo Cientifica e disciplinas correlatas foram potencializadas pela notavel
evolucdo dos equipamentos, da ciéncia da computagdo e das tecnologias de informacao e
comunicacdo, com o crescimento exponencial da capacidade de processamento e da velocidade das
redes de transmissdo de dados. Essa evolugcdo da computacdo aliada a conectividade teve forte
impacto ndo apenas no suporte a pesquisa cientifica, mas influenciou sobremaneira a propria forma
de se fazer ciéncia. A Computacao Cientifica, portanto, evoluiu do status de apenas contribuinte na
criacdo de conhecimento para o status de componente essencial nos processos de inovagao
cientifica e tecnologica e de ganho de competitividade das economias. A modelagem computacional
¢ a simulacdo numérica atualmente s3o pegas estratégicas para a criagdo de novos conhecimentos e
para o desenvolvimento de produtos e servigos inovadores (PDU-LNCC, 2016).

Neste contexto, a Computagdo Cientifica ¢ o ramo do conhecimento que tem por objetivo
criar modelos ¢ métodos matematicos € computacionais para compreender, analisar ¢ resolver
problemas cientificos e tecnoldgicos interdisciplinares. Busca avangar no desenvolvimento de
modelos, métodos, algoritmos e técnicas para simular condigdes, testar hipoteses, controlar e prever
a evolucdo de processos e fendmenos. E uma alternativa cada vez mais utilizada para técnicas e
observagdes da ciéncia experimental, principalmente nos casos em que as medigdes sao
impraticaveis, de alto risco ou muito custosas. Encontra aplicagdes em inumeras areas cientificas e
tecnologicas, sendo utilizada na indudstria, comércio e servicos, entre outras areas de interesse da
sociedade (PDU-LNCC, 2016).

Modelos matematicos, estabelecidos a partir de idealizagdes de modelos fisicos, recaem em
sistemas de equacdes diferenciais parciais ou ordinarias de elevado numero de incognitas,
demandando forte esforco matematico na sua solugdo. A aproximagdo da solugdo dessas equagdes
por procedimentos numéricos torna-se necessaria a medida em que as ciéncias ambientais,
engenharias, tecnologicas, bioldgicas e da saude avancam no sentido da satisfagdo das necessidades
humanas, tornando os problemas ainda mais complexos e desafiadores (PDU- LNCC, 2016).

A modelagem computacional destina-se a solugdo desses problemas complexos, que sao
regidos por equagdes diferenciais ordindrias e parciais e constituem problemas de valores iniciais ou
de contorno. Os métodos de elementos finitos, diferencas finitas ¢ volumes finitos sdo métodos
numéricos adaptados a implementacdo computacional € sdo os mais comuns na resolucao de
modelos matematicos baseados em equacdes diferenciais. Esses métodos sdo atrativos do ponto de

vista do custo computacional por induzirem a transformac¢do das equacdes diferenciais em sistemas
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lineares, por suas qualidades de aproximacdo e pela flexibilidade em representar geometrias
complexas (CANATO, 2007).

De modo geral, o uso da simulagdo ¢ recomendado principalmente em casos de problemas
muito complexos para tratamento analitico e quando a solu¢do ¢ muito cara ou mesmo impossivel
através de experimentos. O uso da simulacdo, principalmente quando se observam caracteristicas
estocasticas (aleatdrias), possibilita a representacdo do comportamento dos sistemas com maior
fidelidade e realismo (TANEMBAUM, 2001).

Sao fatores que tornam desejavel e atrativo o uso de técnicas de simulacao aliadas aos

beneficios computacionais:

* Tempo: em computador ¢ possivel realizar analises que, se executados sobre o sistema real,
poderiam consumir anos.

* Custo: embora a simulacdo em computador exija recursos humanos e alguns equipamentos,
geralmente o custo se mantém muito abaixo se comparado a execucdo de experimentos sobre o
sistema real.

* Impossibilidade de experimentacdo direta: ha situagdes em que experimentagdes diretas no
sistema real ndo podem ser realizadas por questdes de seguranga, de tempo, de acesso, ou ainda de
inexisténcia (sistema em construcao).

* Visualizagdo: os computadores oferecem recursos que facilitam a visualizagdo dos
resultados de uma simulagdo (graficos, tabelas, entre outros), bem como do estado do sistema
durante o exercicio de um modelo.

* Repeticdo: depois de construido, um modelo de representacdo pode ser executado varias
vezes a um custo muito baixo.

* Interferéncia: um modelo ¢ extremamente mais flexivel para a realizacdo de mudancas se

comparado a um sistema real.

Modelos de simulagdo podem ser considerados como uma descricdo do sistema real. O
exercicio de modelos de simulagdo em computador tem potencial para fornecer resultados precisos
que, quando analisados estatisticamente, produzem informacdes que auxiliam na tomada de
decisdes sobre os problemas. Entretanto, este ¢ um processo que por defini¢ao € uma aproximagao
da realidade que se deseja modelar, sendo baseado em hipoteses, suposi¢oes, simplificacdes e, por
isso, ¢ acompanhado de parcelas de erros que devem ser cuidadosamente analisadas e consideradas

para as tomadas de decisdes finais (TANEMBAUM, 2001).
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O estudo de estruturas, analisando principalmente tensdes e deformagdes mecanicas através
de simulagdes computacionais, ¢ conhecido como Mecanica dos Soélidos Computacional. Os
softwares comerciais para a Mecanica de Soélidos Computacional, atualmente, apresentam
sofisticadas interfaces aos usudrios, facilitando a defini¢ao e a solu¢do do problema e a andlise dos
resultados.

E comum, no contexto da engenharia estrutural, surgirem problemas em que a analise de
uma estrutura possui condi¢des de carregamento, condigdes de contorno e geometria complexas,
tornando praticamente impossivel a determinagdo de solugdes analiticas. A aplicabilidade do
processo de modelagem computacional e simulacdo numérica, além de possibilitar a solucao
aproximada com elevado nivel de acurdcia, permite também testar diferentes alternativas
geométricas na busca pela otimizagdo das estruturas (SZILARD, 2004).

Atualmente, existe uma gama de programas computacionais baseados em algoritmos
especificos para a analise de estruturas através de métodos numéricos. Isso implica na possibilidade
de implementagdo de um procedimento de simulacdo numérica completo que vai desde a
constru¢do da geometria do modelo, discretizagdo em malhas, aplicagdo das condi¢des de
carregamento e vinculagdo e solugcdo numérica pela resolucao de sistemas de equagdes algébricas na
etapa de processamento.

No presente trabalho, foi empregado o Método dos Elementos Finitos (MEF) para a analise
estrutural de deflexdo de placas com enrijecedores submetidas a carga transversal uniformemente
distribuida. Para a realizacio das simulagdes numéricas, foi utilizado o software ANSYS®

Mechanical APDL.

3.1. Método dos Elementos Finitos (MEF)

Na década de 1940, Courant (1943) apresentou uma solucdo polinomial por partes dos
problemas de tor¢do de Saint Venant aplicando um teorema de energia em combinacdo com
elementos triangulares. Ele assumiu uma distribui¢do linear das fun¢des de deformacao entre esses
elementos, através de uma abordagem que pode ser vista como uma extensao do método Rayleigh-
Ritz. Consequentemente, ¢ atribuida ao matematico Courant o pioneirismo no estabelecimento da
base matematica do Método dos Elementos Finitos.

No entanto, este importante trabalho de Courant foi pouco reconhecido na €poca, ja que era
impraticavel devido a falta de computadores digitais necessarios para a solugdo do grande niimero
de equagdes algébricas simultaneas resultantes. Portanto, o MEF s6 ganhou for¢a com o

desenvolvimento das tecnologias computacionais a partir da década de 1950.
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Turner et al. (1956) introduziram pela primeira vez o método dos elementos finitos para a
analise de tensOes das estruturas de aeronaves, tornando essa ferramenta numérica a mais
importante para engenheiros e cientistas que desejavam resolver problemas altamente complexos de
meios continuos eldsticos e ndo elasticos de forma econdmica. Esse trabalho ¢ considerado o marco
inicial da aplicagdo do método dos elementos finitos na solugdo de problemas de engenharia.

Em 1967, Zienkiewicz e Cheung publicaram o primeiro livro sobre o MEF. Desde entdo, o
método tornou-se firmemente estabelecido como uma ferramenta praticamente indispensavel para
engenheiros e cientistas. Além de suas aplicagdes estruturais-mecanicas originais, 0 MEF ¢é usado
atualmente para solucionar problemas tdo diversos quanto a conducdo de calor no estado
estaciondrio e a dindmica de fluidos, para citar alguns.

O método dos elementos finitos ¢ definido por Burnett (1987) como uma técnica matematica
assistida por computador para a obtencao de solugdes numéricas aproximadas de equagdes abstratas
de calculo que predizem a resposta de sistemas fisicos submetidos a influéncias externas. O
funcionamento do método ¢ descrito em etapas que vao desde a divisao do dominio do problema em
regides menores (subdominios) chamadas de elementos finitos, passando pela transformagdo das
equacdes governantes (diferenciais ou na forma variacional) em equagdes algébricas em cada
elemento, até chegar ao calculo numérico das equagdes elementares através da solucdo de um
sistema de equacdes derivado da conexdo entre elementos, obtendo assim a solugdo para todo o
dominio do problema.

Segundo Szilard (2004), o MEF considera o continuo como uma montagem de particulas de
tamanho finito conectados por nds que atuam como um mecanismo vinculativo para manter o

sistema discretizado em conjunto, conforme pode ser visto na Fig. 3.1.
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Y = _
Zw Nos compartihados

Figura 3.1 — Divisao do dominio em subdominios (elementos finitos)

(Fonte: Adaptada de SZILARD, 2004)
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Na aplicacdo do MEF para a analise de problemas da Mecanica dos S6lidos Computacional,

as seguintes etapas sao rotineiramente aplicadas:

1) discretizagdo do dominio em um numero finito de subdominios, ou elementos finitos,

2) determinagdo de fungdes interpoladoras adequadas,

3) formulacao do elemento,

4) imposi¢ao do carregamento externo e das condi¢gdes de contorno,
5) montagem do sistema discreto através da conectividade dos nos,

6) solugdo do sistema de equacdes resultantes e

7) calculos das tensoes resultantes.

Dependendo da geometria e das caracteristicas fisicas do problema, o dominio de interesse

pode ser discretizado em elementos de linha, area ou volume. Os elementos frequentemente

aplicados no MEF s3ao mostrados na Fig. 3.2. Cada elemento ¢ identificado por um nimero

especifico e ¢ definido por uma sequéncia de nods, sendo alguns nds compartilhados entre elementos

para garantir a conectividade do modelo computacional.

|e————e 2

elemente linear

D O O
L, L, 2 L,.°

X
triangular retangula quadricular

elementos de area

b, O 4P
JIN I

tetraédro prisma regular prisma irregular

elementos de volume

Figura 3.2 — Geometrias de elementos do MEF

(Fonte: MADENCI e GUVEN, 2006)
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A medida que o tamanho do elemento finito se aproxima de um elemento infinitesimal, os
resultados gerados pelo método dos elementos finitos se comparam favoravelmente com os obtidos
a partir de uma analise matematica rigorosa. A partir do momento em que o elemento apresenta um
tamanho relativamente maior quando comparado ao elemento diferencial, a malha de elementos ja
nao produz resultados tdo proximos da solucdo exata do problema, mesmo assim deve representar
uma razoavel aproximagado. Portanto, erros de aproximacao sao inerentes aos métodos numéricos e,
segundo Teixeira et al. (2009), recebem grandes parcelas referentes a equivocos durante a
discretiza¢do do dominio computacional (refino de malha adotado).

A teoria basica envolvendo o MEF ¢ bastante difundida, podendo ser encontrada facilmente
em referéncias conceituadas como Zienkiewicz (1971), Gallagher (1975), Burnett (1987),
Zienkiewicz e Taylor (1989), Kleiber e Hien (1992), Bathe (1996) e Przemieniecki (2009).

Mais recentemente, houve um enorme avangco no sentido de simplificar a anélise
computacional por elementos finitos, através da possibilidade de geragdo automatica de malhas e da
adaptacdo automatica das malhas (refinamento de malha) para a reducdo de erros em regides
criticas. Desta maneira, a ferramenta de elementos finitos esta cada vez mais proxima da engenharia
comum e pratica. Além disso, a integracdo das analises por elementos finitos com programas de
CAD esta transformando o método em uma ferramenta de analise que possibilita aos usuarios a sua
utilizagdo eficaz sem que possuam o entendimento completo da metodologia numérica que esta por

tras da resolug@o dos problemas.

3.2. Anilise estrutural com o software ANSYS®

A andlise estrutural ¢ uma das aplicagdes mais comuns do Método dos Elementos Finitos.
Dentro desse contexto, varios programas computacionais foram criados com a proposta de utilizar
essa metodologia numérica para solucionar uma ampla gama de problemas de engenharia estrutural.
Em virtude da constante melhora no desempenho dos computadores, esses softwares sdo
frequentemente atualizados para alcangar melhorias nos seus resultados, atender novas demandas e
fornecer novos recursos aos usuarios.

Nas analises realizadas nesta dissertacdo, sera utilizado o software ANSYS® Mechanical
APDL, que ¢ desenvolvido por ANSYS® Inc., uma companhia especializada em programas de
simulagdo numérica para engenharia. As andlises estruturais disponiveis neste programa incluem
analise estatica (linear e ndo-linear), modal, espectral, dindmica e de flambagem. Em todas essas
analises, as variaveis primarias calculadas sdo os deslocamentos nodais, enquanto que as demais

grandezas como deformacdes, tensdoes e forcas de reacdo sdo derivadas desses valores de
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deslocamentos previamente calculados para todo o dominio computacional (ANSY'S, 2009).

3.2.1. Analise estrutural estatica linear elastica

Entre as anélises estruturais disponiveis no ANSYS®, a analise estatica ¢ aquela que despreza
os efeitos dinamicos e, no caso especifico da andlise linear elastica, também ndo leva em conta as
nao-linearidades como plasticidade, grandes deformacdes, grandes deslocamentos, superficies de
contato, fluéncia mecanica, entre outras. A analise estatica de estruturas tem por objetivo principal
quantificar a magnitude dos esfor¢os internos e dos deslocamentos que se manifestam em qualquer
sistema estrutural quando o mesmo ¢ submetido a um carregamento arbitrario estatico,
desprezando-se o efeito das forcas de amortecimento e das forcas de inércia (MARINHO, 2002).

Considerando um corpo sujeito a um conjunto de forcas que lhe provocam uma deformacao,
com base no seu estado de equilibrio estatico a sua configuracdo ¢ modificada por um conjunto de
deslocamentos muito pequenos (deslocamentos virtuais) e compativeis com as condi¢des fronteira.
O principio dos trabalhos virtuais ou principio dos deslocamentos virtuais estabelece que o trabalho
realizado pelas tensdes internas na deformagdo virtual do corpo € igual ao trabalho realizado pelas
forcas exteriores nos deslocamentos virtuais dos seus pontos de aplicagdo (AZEVEDO, 2003).

O ANSYS® utiliza o principio dos trabalhos virtuais para a montagem do sistema de
equacdes algébricas a ser empregado no MEF. Portanto, a Eq. (3.1) mostra que o trabalho virtual
total interno € igual ao trabalho virtual externo exercido por forcas atuando em um corpo sélido. O

prefixo o0 indica que os deslocamentos ou deformacdes sdo virtuais:

SU = 6w G.1)
5U = f (6e)7{0}dV (32)
%4
SW = f (su)T{b}dV + f T [mlfi}dv (3.3)
%4 \%4

onde SU representa o trabalho virtual interno (energia de deformagcio), {de}” é o vetor transposto de
deformacdes virtuais da estrutura, {c} € o vetor das tensdes que surgem na estrutura, /' € o volume
do corpo sélido, 6W representa o trabalho virtual externo, {du}’ é o vetor transposto de

deslocamentos virtuais da estrutura, {b} é o vetor de forca por unidade de volume, {u}’ é o vetor
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transposto de deslocamentos da estrutura e {mii} ¢ o vetor de for¢ca de inércia, no qual [m] ¢é a
matriz de densidade de massa e {ii} € o vetor de aceleracdes.

A andlise estatica da estrutura de um corpo solido subdividido em regides, como mostra a
Fig. 3.3, pode ser feita considerando um elemento “e” de volume V. e desprezando o efeito inercial
de aceleragdes (i = 0). Dessa forma, a combinacao das Eqgs. (3.1) a (3.3) resulta para o elemento “e”

em:

f (e} {o,)aV = f (6u,) (bYav (3.4)
14 \%4

A

o pontos nodais

Figura 3.3 — Corpo so6lido dividido em subdominios

(Fonte: Adaptada de MARINHO, 2002)

Através da utilizagdo das fungdes de interpolagdo de deslocamentos nodais e das relacdes de

deformacgao-deslocamento e tensdo-deformagao, tem-se as seguintes equagoes:

{uc} = [N]{u} (3.5)

{6uc} = [Nel{ow} - {6u.}" = {6u}'[Ne]" (3.6)
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{ec} = [Bel{u} (3.7)
{0ec} = [Bel{6u} - {8e.}" = {su}7[Bc]" (3.8)
{Ge} = [De]{ge} = [De][Be]{u} (3.9)

onde {u.} ¢ o vetor do campo (ou funcdo) de deslocamentos do elemento, [N.] ¢ a matriz de fungdes
de interpolacao de deslocamentos nodais do elemento, {u} ¢ o vetor de deslocamentos nodais do
elemento, {Jdu.} ¢ o vetor do campo de deslocamentos virtuais do elemento, {du} é o vetor de
deslocamentos virtuais nodais do elemento, {e.} € o vetor do campo de deformagdes do elemento,
[Be] € a matriz de compatibilidade cinematica ou matriz deformacao-deslocamento do elemento,
{oe.} € o vetor do campo de deformagdes virtuais do elemento, {o.} € o vetor do campo de tensoes
do elemento e [D.] ¢ a matriz elastica do material correspondente ao elemento.

Substituindo as Eqgs. (3.5) a (3.9) na Eq. (3.4), obtém-se as seguintes equagoes:

[Kel{u} = {F.} (3.10)
[K.] = f [B.1"[D.][B.]dV 311
\%4
(£} = f [N, ] (b}dv (3.12)
174

onde {u} ¢ o vetor de deslocamentos nodais do elemento, [K.] ¢ a matriz de rigidez do elemento e
{Fe} ¢ o vetor de forgas externas sobre os nds do elemento.

Fazendo o somatorio das equacdes algébricas elementares e realizando a adequada
conectividade, através dos nods compartilhados, entre todos os elementos que compdem uma
estrutura, € realizada a montagem de um sistema de equagdes algébricas tnico, capaz de representar

a solugdo geral para toda o dominio do problema:
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[K]{u} = {F} (3.13)

onde {u} ¢ o vetor dos deslocamentos nodais de toda a estrutura, [K] ¢ a matriz de rigidez global da

estrutura e {F} € o vetor de forgcas externas sobre a estrutura (as quais sao distribuidas sobre os nés

da malha).

3.2.2. Elementos estruturais SHELL93 e SOLID95

No software ANSYS®, ha a disponibilidade de elementos do tipo barra, do tipo cascas
(bidimensionais) e elementos so6lidos (tridimensionais). Nessa pesquisa, a modelagem das placas
enrijecidas foi realizada com os elementos do tipo SHELL93 e SOLIDY5, pelas suas caracteristicas
expostas na sequéncia.

O elemento SHELL9Y3 ¢ adequado para modelar problemas de cascas envolvendo estruturas
planas ou curvas de pequena espessura. Esse elemento possui 6 graus de liberdade em cada um dos
seus 8 nds: translagdo nas diregdes nodais x, y, € z e rotagdo em torno dos eixos nodais x, y, € z. As
funcdes de interpolagdo utilizadas na sua formula¢do matematica sdo do tipo quadratica. Dentre as
suas capacidades de andlise estdo a plasticidade, grandes deslocamentos e grandes deformacdes.
Dentre as consideragdes estruturais importantes destaca-se que a tensdo na dire¢do normal ao plano
do elemento varia linearmente ao longo da espessura e a tensdo de cisalhamento transversal ¢
assumida como constante ao longo da espessura. Além disso, esse elemento possui uma versao
simplificada para gera¢do de malhas com formato triangular como mostrado na Fig. 3.3a (ANSYS,
2009).

Ja 0 SOLIDY5 ¢ um elemento de alta ordem que pode tolerar formas irregulares sem perda
significativa na sua acurdcia. Também ¢ adequado para modelar geometrias curvas e, como
mostrado na Fig. 3.3b, possui as variagdes geométricas tetraédrica, piramidal e prismatica. Esse
elemento ¢ definido por 20 n6s com 3 graus de liberdade cada: translagdes nas dire¢des nodais x, y e
z, sendo capaz de analisar plasticidade, fluéncia, grandes deslocamentos e grandes deformacdes
(ANSYS, 2009).

Na versdo triangular o elemento SHELL93 passa a ter 6 nds, enquanto que o elemento
SOLID95 na sua versdo tetraédrica passa a ter 10 nés. Como a quantidade de nos tem influéncia
direta nas funcdes de interpolacao de deslocamentos nodais dos elementos, espera-se que essas duas
versoes opcionais fornegam resultados diferentes dos gerados pelas versdes originais.

Adicionalmente, pode-se afirmar que a modelagem com o elemento SOLID95 ¢ mais
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completa e fornece resultados mais acurados em relagdo ao elemento SHELL93. Isso ocorre por que
o elemento solido considera todas as componentes do estado tridimensional de tensdes e
deformag¢des de um corpo solido, enquanto que o elemento bidimensional possui algumas

simplificagdes inerentes ao estado plano de tensdes e deformagdes.

MNOPUNVWX

Opcio Tetraédrica
MMN.OPUVWX

Opcdo Prismatica

a) Opcio Triangular b)

Figura 3.4 — a) Elemento tipo SHELL93 e b) Elemento tipo SOLID95
(Fonte: Adaptada de ANSYS, 2009).

3.3. Verificacio do modelo numérico-computacional

Testes de validacdo e verificacdo sdo inevitaveis em qualquer processo de modelagem
computacional, pois esses procedimentos ajudam os analistas a adquirir confianga na utilizagao dos
modelos desenvolvidos. Os resultados obtidos através de um modelo computacional s6 terdo forte
relacdo com sistema real se este modelo for uma boa representacao desse sistema.

De acordo com Da Silva (2006), entende-se por verificacdo de um modelo computacional
um conjunto de acdes cuja meta € certificar se o modelo conceitual foi transcrito de forma adequada
quando do uso da linguagem de simulacdo ou de programagdo. Quanto ao procedimento de
validacdo, este objetiva certificar se a transformacgdo entrada-saida (inmput-output) realizada pelo
modelo tem exatiddo satisfatoria para representar a mesma ocorréncia procedida no sistema real (ou
seja, € necessaria a comparagdo com resultados provenientes de experimentacao pratica do sistema).

Para o desenvolvimento dessa pesquisa, foi realizado o procedimento de verificagdo da
capacidade dos modelos computacionais desenvolvidos no software ANSYS® em determinar as

deflexdes no centro de placas enrijecidas submetidas a carga transversal uniformemente distribuida.



77

Tal verificacdo se deu pela comparagdo de resultados obtidos pelos modelos desenvolvidos nesse
trabalho com resultados provenientes de pesquisas ja publicadas ou solugdes analiticas quando
possiveis.

Diferentes casos de placas com e sem enrijecedores foram analisados: placa quadrada e
retangular sem enrijecedor, placa quadrada com um enrijecedor central, placa retangular com dois
enrijecedores ortogonais e, por fim, um caso especifico de placa retangular com um enrijecedor
central longitudinal, a qual foi analisada para diferentes alturas desse unico enrijecedor. Os modelos
computacionais construidos utilizaram elementos finitos bidimensionais (SHELL93) e
tridimensionais (SOLID95).

Conforme estudo realizado por Lima (2016), a modelagem de placas enrijecidas através do
elemento SHELL9Y93 necessita de uma correcdo especifica na representacdo dos enrijecedores.
Conforme a Fig. 3.5, percebe-se uma regido de sobreposi¢ao (em vermelho) na liga¢ao entre a placa
e o enrijecedor. Isso ocorre por que a modelagem realizada com o elemento SHELL93 considera
apenas a superficie média para a formagao das estruturas a serem analisadas. Nesse caso, a altura do
enrijecedor precisa receber um incremento de metade da espessura da placa, o que ird garantir a
conectividade da estrutura placa-reforco e tornara a altura do enrijecedor conforme o modelo fisico.

As andlises realizadas por Lima (2016) mostraram que, ao considerar essa corre¢ao na altura
dos enrijecedores, a modelagem de placas enrijecidas através do elemento SHELL93 forneceu
melhores resultados, enquanto as placas sem essa correcdo tiveram a sua rigidez estrutural
significativamente reduzida. Portanto, as simulacdes que utilizaram o elemento SHELL93 ao longo

desta pesquisa foram todas feitas considerando esse ajuste na altura dos enrijecedores.

—..
edor |

Figura 3.5 — Modelagem de placa enrijecida utilizando elemento finito SHELL93
(Fonte: Adaptada de LIMA, 2016)
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3.3.1. Placa quadrada simplesmente apoiada sem enrijecedores

A verificacdo dos modelos computacionais a serem utilizados no decorrer dessa dissertagdo
comecou pela simulagdo numérica de um caso comum de placa fina quadrada sem nenhum
enrijecedor, simplesmente apoiada em todas as suas quatro bordas. As condigdes de apoio simples
restringem o movimento das quatro bordas na direcdo Z, além disso, uma carga distribuida de 10
kN/m? foi aplicada na direcdo ortogonal ao plano médio da placa, que é constituida de um material
com moddulo de elasticidade £ = 210 GPa e coeficiente de Poisson v = 0,3. Pela Fig. 3.6, nota-se
que, além da condi¢do de contorno U. = 0 em toda a borda, foram impostas restri¢des nas diregdes
X (Ux=0)e Y (U,=0), necessarias para evitar o movimento de corpo rigido da placa.

A solugdo numérica foi realizada através da modelagem com quatro tipos de elementos
disponiveis no software ANSYS® (SHELL93 — Triangular, SHELL93 — Quadrilatero, SOLID95 —
Tetraédrico e SOLID95 — Hexaédrico). Apos obtidos os resultados, estes foram comparados com a
solu¢do analitica dada pela Eq. (2.46) derivada da aproximacdo de Lévy-Navier conforme
Timoshenko e Krieger (1959).

A Figura 3.7 mostra um exemplo da discretizacdo do dominio computacional em elementos
finitos para cada modelo desenvolvido. Até um certo tamanho de elemento conseguiu-se manter
iguais as quantidades de elementos das malhas do modelo SHELL93 — Quadrildatero e SOLID95 —
Hexaédrico, enquanto a modelagem com SHELL93 — Triangular apresentava o dobro do niimero de
entidades. Conforme diminuiu-se o tamanho do elemento, a discretizagdo da espessura da placa
passou a ser possivel através do elemento s6lido e com isso as malhas geradas com SOLID95 —
Hexaédrico acabaram superando em numero de elementos as malhas geradas com o elemento de

area quadrilatero.

Apoio simples
. / A Corte AA Carregamento transversal

- uniformemente distribuido o ~Us=0

Uz=0

(toda a borda)
Ny
Y < lx J |
L. | MO
]

Obs.: Medidas em m L{

- l Apoiosimples Ux =0 \
B A Uy =0
- |

a) b)

h\
z_<
A

1,414
o

Figura 3.6 — Placa quadrada sem enrijecedor: a) modelo fisico [Adaptado de Silva (2010)] e b)

condi¢des de contorno e carregamento
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Figura 3.7 — Malhas M1 para o dominio computacional da placa quadrada sem enrijecedor: a)
SHELL93 — Triangular, b) SHELL93 — Quadriladtero, c) SOLID95 — Tetraédrico e d) SOLID95 —

Hexaédrico

Foram geradas seis malhas (M1, M2, M3, M4, M5 e M6) com seis tamanhos de elemento
diferentes para cada um dos quatro modelos, sendo que, para uma mesma numeragao de malha, a
modelagem com SOLIDY5 — Tetraédrico foi realizada com tamanho de elemento duas vezes maior
em relacdo aos outros casos, pois a carateristica peculiar desse elemento em gerar malhas com
grande quantidade de entidades aumentava demasiadamente os tempos computacionais de solugao
numérica. Essa metodologia de geracdo de malha foi estendida para todos os demais exemplos
analisados neste capitulo.

Apos executar os procedimentos de solucdo e pos-processamento dos dados, obteve-se os
resultados numéricos para as simulacdes realizadas. O grafico da Fig. 3.8 apresenta os resultados
obtidos nas simulagdes numéricas, através dos quais € possivel avaliar a diferenca relativa entre
malhas consecutivas. A diferenga relativa entre malhas consiste no valor absoluto da diferenca
percentual entre os resultados de duas malhas consecutivas, ou seja, representa 0 quanto maior ou
menor € o resultado da malha seguinte em relacdo a malha imediatamente anterior.

Através da analise da diferenga relativa entre os resultados das malhas consecutivas foi
definida aquela que era refinada o suficiente para garantir resultados suficientemente acurados. Esse
limite minimo de refinamento precisa ser respeitado para que a malha ndo interfira
significativamente na magnitude da solucdo. Por outro lado, refinar a malha muito mais do que o
necessario ¢ inviavel do ponto de vista de custos e tempos computacionais de processamento.

Esse procedimento de analise de malhas ¢ de suma importancia em trabalhos envolvendo
modelagem computacional e ¢ conhecido como andlise de convergéncia de malha ou teste de
independéncia de malha. Uma malha suficientemente refinada ¢ tratada como a malha independente
para o problema em questdo. As malhas independentes para a verificacdo desse exemplo numérico

foram definidas como sendo aquelas que apresentaram, com menor niimero de elementos possiveis,
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diferenga em relacdo a malha seguinte de até 0,1 %.

1,10

L

i +

Solucdo analitica: U, = 1,055 mm
(Timoshenko e Krieger, 1959)

SHELL93 - Triangular -«SHELL93 - Quadrildtero
~-SOLIDY5 - Tetraédrico ®SOLID95 - Hexaédrico

0,85
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 45000

Numero de elementos finitos

Figura 3.8 — Convergéncia de malha para a placa quadrada sem enrijecedor

A Tabela 3.1 compara os resultados obtidos pela malha independente de cada modelo,
mostrando uma boa concordancia com a solu¢do analitica. A Fig. 3.9 mostra a configuragao
deformada da placa quadrada, indicando no centro da mesma os resultados de deflexdo obtidos

através da malha independente de cada modelo.

Tabela 3.1. Comparagdo dos resultados para a placa quadrada sem enrijecedor

Malha U, (mm) Diferenca (%)
. Solucao anqlitica 1055 e
(Timoshenko e Krieger, 1959) ’
SHELL93 — Triangular (M3: 3.200 elementos) 1,069 1,33 %
SHELL93 — Quadrilatero (M2: 400 elementos) 1,069 1,33 %
SOLIDY5 — Tetraédrico (M4: 11.095 elementos) 1,065 0,95 %

SOLIDY95 — Hexaédrico (M5: 12.800 elementos) 1,069 1,33 %
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ANSYS) ANSYS)
Malha 3: SHELL93 - Trianguiar Malha 2: SHELL93 - Quadrildtero

U.=1.069 mm / U.=1,069 mm’

ANSYS ANSYS
Malha 4: SOLID95 - Tefraédrico Malha 5: SOLID95 - Hexaédrice

U.= 1,065 mm / U= = 1,069 mm’

I I I
0 mm 1.069 mm

Figura 3.9 — Deformada da placa quadrada sem enrijecedor (malhas independentes)

3.3.2. Placa retangular simplesmente apoiada sem enrijecedores

Este exemplo numérico consistiu em simular numericamente uma placa fina retangular sem
nenhum enrijecedor, simplesmente apoiada em todas as suas quatro bordas, como mostra a Fig.
3.10. Foram impostas ao modelo as mesmas condi¢des de contorno, carregamento, assim como as
mesmas caracteristicas do material da placa quadrada analisada anteriormente. Também para este
problema, foi possivel comparar a solu¢do numérica com a solugdo analitica dada pela Eq. (2.46).

Em cada modelo a malha independente foi definida como sendo aquela que apresentou, com
menor nimero de elementos possiveis, diferenca relativa de até 0,15 % em relacio a malha
seguinte. A Fig. 3.11 mostra um exemplo da discretizacdo do dominio computacional em elementos

finitos para cada tipo de elemento utilizado.
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Apoio simples Us=0
/ A Corte AA
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Uz=0
(toda a borda)
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Obs.: Medidas em m U:=0
Uy =0
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L 7 am | Carregamento transversal
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Figura 3.10 — Placa retangular sem enrijecedor: a) modelo fisico [Adaptado de Silva (2010)] e b)

condi¢des de contorno e carregamento

Figura 3.11 — Malhas M1 para o dominio computacional da placa retangular sem enrijecedor: a)
SHELL93 — Triangular, b) SHELL93 — Quadrilatero, ¢c) SOLIDY5 — Tetraédrico e d) SOLID95 —

Hexaédrico

O gréfico da Fig. 3.12 mostra o comportamento convergente dos resultados para os quatro
modelos empregados nas simulagdes, evidenciando também a proximidade das solu¢cdes numéricas
em relagdo a solucdo analitica. A proximidade dos resultados numéricos com a solu¢do analitica
comprova a validade da Teoria Classica de Placas quando aplicada em placas finas no regime de
pequenas deflexdes, ou seja, deslocamentos de até no maximo um décimo (1/10) da espessura da
placa. Nesse caso, como a espessura da placa analisada era de 20 mm, a deflexdo de 0,658 mm

ficou bem abaixo do limite de 2 mm e, portanto, a solugao analitica apresentou boa acuracia.
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Figura 3.12 — Convergéncia de malha para a placa retangular sem enrijecedor.

A Tabela 3.2 compara os resultados obtidos através das malhas definidas como

independentes, onde € possivel observar uma boa concordancia com a solugao analitica:

Tabela 3.2. Comparagdo dos resultados para a placa retangular sem enrijecedor

Modelo U, (mm) Diferenca (%)
. Solucao ana}itica 0658 e
(Timoshenko e Krieger, 1959) ’
SHELL93 — Triangular (M2: 1.600 elementos) 0,664 0,91 %
SHELL93 — Quadrilatero (M1: 200 elementos) 0,664 0,91 %
SOLID95 — Tetraédrico (M4: 22.073 elementos) 0,663 0,76 %
SOLIDY5 — Hexaédrico (M2: 800 elementos) 0,662 0,61 %

A Figura 3.13 mostra a configuracdo deformada da placa retangular considerando as malhas

independentes de cada modelo:
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ANSYS) ANSYS)
Malha 2: SHELL93 - Triangular Malha 1: SHELL93 - Quadrildtero
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ANSYS ANSYS
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Figura 3.13 — Deformada da placa retangular sem enrijecedor (malhas independentes)

3.3.3. Placa quadrada simplesmente apoiada com um enrijecedor central

Para avaliar a modelagem computacional de placas com enrijecedores, inicialmente tomou-
se como base o exemplo utilizado nos artigos publicados por Rossow e Ibrahimkhail (1978) e
Tanaka e Bercin (1997). Esse exemplo, também analisado por Silva (2010), consiste em uma placa
fina quadrada com um enrijecedor no meio do vao e apoio simples em todas as suas quatro bordas,
como mostra a Fig. 3.14.

O material dessa placa possui £ = 11.721,09 kN/cm? e v = 0,3. As condi¢des de contorno
impostas foram apoios simples que restringem o movimento das quatro bordas na direcdo z,
inclusive as bordas do enrijecedor. A pressdao ou forga distribuida aplicada na placa foi igual a

0,000689 kN/cm?. A Fig. 3.12 mostra as dimensdes da placa e o seu modelo computacional obtido

através do ANSYS®.
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A solugdo numérica para este caso foi comparada com as solugdes encontradas pelas
referéncias acima mencionadas, cada uma delas utilizando um método em particular. Silva (2010)
utilizou o Método dos Elementos Finitos, combinando elementos bidimensionais (SHELL63) para
modelagem da placa com elementos de viga (BEAM44) para modelagem do enrijecedor, enquanto
Rossow e Ibrahimkhail (1978) e Tanaka e Bercin (1997) utilizaram, respectivamente, o Método das

Restri¢oes e o0 Método dos Elementos de Contorno.

‘..-.”’_7. Apoio simples
N 3 Carregamento transversal Us=0
o uniformemente distribuido <. Uz=0
o Corte AA P (toda a borda)
s A 3
uw
A 8]
o A o
t 0,0254
A Apoiosimples
. U
I | 2,54 | .
X 1 i Obs.: Medidas em cm
Uy=0
a) b)

Figura 3.14 — Placa quadrada com um enrijecedor: a) modelo fisico [Adaptado de Silva (2010)] e b)

condi¢des de contorno e carregamento

A Figura 3.15 mostra um exemplo da discretizacdo do dominio computacional em elementos
finitos para cada tipo de elemento utilizado. As malhas foram geradas de forma que os nds dos
elementos na regido de interseccdo entre a placa e o enrijecedor coincidissem, dessa maneira
conseguiu-se garantir a conectividade adequada para todo o dominio.

No caso dos elementos SHELL93, a conectividade foi facilmente obtida ao discretizar a
placa e o enrijecedor com mesmo tamanho méximo de elemento, dessa forma o proprio software
garantiu a conectividade entre eles. J4 na modelagem com o SOLID95 — Tetraédrico foram gerados
dois volumes, um para a placa e outro para o enrijecedor, para serem unidos em um unico volume a
ser discretizado pela malha tetraédrica livre do proprio programa, que garantiu a conectividade
automaticamente. Por outro lado, a conectividade entre elementos na modelagem com o SOLID95 —

Hexaédrico foi garantida através da criagdo de quatro volumes (um para o enrijecedor e trés para a
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placa: lado direito da placa, lado esquerdo e tira central de mesma espessura do enrijecedor).

Figura 3.15 — Malhas M1 para o dominio computacional da placa quadrada com um enrijecedor: a)
SHELL93 — Triangular, b) SHELL93 — Quadrilatero, ¢c) SOLIDY5 — Tetraédrico e d) SOLID95 —

Hexaédrico

As malhas independentes para este problema foram definidas como sendo aquelas que
apresentaram, com menor numero de elementos possiveis, diferenca relativa de até 1,29% em

relagdo a malha seguinte. O grafico da Fig. 3.16 mostra o comportamento dos resultados.

0.0045
0,0040
f?—’l‘:E‘ e * *
0,0035 H==----- Rossow @ ibrahimkhail (1978) e Silva (2010):U. 0,003 mm
0.0030 [ e
E 0.0025
é -]
—~ 0,0020
0,0015 i
0.0010 SHELL93 - Triangular -&SHELL93 - Quadrilatero
’ —--SOLID9S - Tetraédrico BSOLIDY95 - Hexaéedrico
0.0005
0.0000
0 10000 20000 30000 40000 50000

Numero de elementos finitos

Figura 3.16 — Convergéncia de malha para a placa quadrada com um enrijecedor

A Tabela 3.3 compara os resultados obtidos através das malhas independentes de cada

modelo com as solugdes obtidas pelas referéncias. A Fig. 3.17 mostra a configuragdo deformada da



placa quadrada com um enrijecedor central.

Tabela 3.3. Comparagdo dos resultados para a placa quadrada com um enrijecedor
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Malha 1: SHELL93 - Triangular

U. = 0,0038 mm

Malha 1: SHELL93 - Quadrildtero

SHELL93 SOLIDY5 Rossow e Tanaka .

E P!?cz{ d Ibrahimkhail | e Bercin g:)l;’:;

nrijecida Triangular | Quadrilatero | Tetraédrico | Hexaédrico (1978) (1997) ( )
M1: 240 M1: 120 M3: 3.075 M1: 120

Malha - R— R—

elementos elementos elementos elementos

U: (mm) 0,0038 0,0038 0,0039 0,0038 0,0035 0,0031 0,0035

ANSYS ANSYS

jUz =0,0038 mm

ANSYS

Malha 3: SOLID95 - Tetraédrico

U.=0,0039 mm

Malha 1: SOLID95 - Hexaédrico

U.=0,0038 mm
)

ANSYS

0.0072 mm

Figura 3.17 — Deformada da placa quadrada com um enrijecedor (malhas independentes)
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3.3.4. Placa retangular simplesmente apoiada com dois enrijecedores ortogonais

Dando continuidade a verificagdo da modelagem computacional de placas com
enrijecedores, tomou-se o exemplo utilizado nos artigos publicados por Rossow e Ibrahimkhail
(1978), Bedair (1997) e Silva (2010). Esse exemplo consiste em uma placa fina retangular com dois
enrijecedores que se cruzam ortogonalmente no centro da placa, como mostra a Fig. 3.18.

Silva (2010) utilizou novamente o Método dos Elementos Finitos, assim como Rossow e
Ibrahimkhail (1978) continuou usando o Método das Restri¢cdes. Bedair (1997), por sua vez, fez
uma analise através do método da programacao sequencial quadratica (SQP — Sequential Quadratic
Programming).

Para esse problema, o material utilizado possui médulo de elasticidade £ = 20.684,27
kN/cm? e coeficiente de Poisson v = 0,3. As bordas da placa, incluindo as bordas dos enrijecedores
longitudinal e transversal, foram simplesmente apoiadas. A placa foi submetida a a¢do de uma forga
distribuida igual a 0,006895 kN/cm?. A Fig. 3.18 apresenta o modelo fisico e o modelo obtido
dentro da plataforma computacional do ANSYS®, sendo possivel observar o carregamento

distribuido ¢ as condigdes de contorno mencionadas.

Apoio simples

/ 3 cotera gJ: Corte BB / U=0

AllA ' N '

Ll oy < Uz=0

~ =2 By
o B % ~ rf | P (toda a borda)
. = ) J 1,27 ’1/1/4: Hllll ll 1\1;\
'H_' | | ll I | I
H—I‘ 1,27 \\\1‘ | ! | lll.ﬁ‘l ! l\I\l“
| Apaiosimples Uz=0 o b ] | | | I l>
|

- Y ke ¥ | !/
L 152.4 o 0/<1 - l,{.,
1 1 ~! DS
y

L- % Obs.: Medidas em cm Carregamento transversal B
a) uniformemente distribuido b) Uy=0

Figura 3.18 — Placa retangular com dois enrijecedores ortogonais: a) modelo fisico [Adaptado de

Silva (2010)] e b) condic¢des de contorno e carregamento

A Figura 3.19 mostra a discretizagdo do dominio computacional em elementos finitos para
esse problema. As malhas foram geradas de maneira semelhante ao que foi feito para o problema de
placa enrijecida anterior, de forma a garantir a conectividade adequada para todo o dominio. No
caso dos elementos SHELL9Y3, a conectividade foi obtida ao se dividir o enrijecedor transversal de

altura maior em duas superficies adjacentes. Para o caso da modelagem com o SOLID95 —
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Tetraédrico, foram gerados trés volumes para constru¢do do modelo, um para placa e um para cada
enrijecedor. Ja para a modelagem com o SOLID95 — Hexaédrico, foi necessaria a criagao de
dezessete volumes (nove para compor a placa e oito para compor os enrijecedores longitudinal e

transversal).

Figura 3.19 — Malhas M1 para o dominio computacional da placa com dois enrijecedores
ortogonais: a) SHELL93 — Triangular, b) SHELL93 — Quadrilatero, c) SOLID95 — Tetraédrico e d)
SOLIDY5 — Hexaédrico

As malhas independentes para este problema foram definidas como sendo aquelas que
apresentaram, com menor nimero de elementos possiveis, diferenca relativa de até¢ 0,10 % em
relagdo a malha seguinte.

O grafico da Fig. 3.20 mostra o comportamento dos resultados de cada malha para cada
modelo/tipo de elemento, evidenciando um comportamento convergente entre os modelos, porém
diferente em torno de 19% a 27% dos resultados das referéncias. Como ja mencionado, Silva (2010)
usou um modelo numérico que adotava o elemento SHELL63 para a placa e BEAM44 para os
enrijecedores. O elemento SHELLG63 possui 6 graus de liberdade por n6 (como o elemento
SHELL93), porém possui 4 nds e fungdes de interpolagdo lineares tendo, portanto, menor acuracia
que o SHELL93. Além disso, uma malha pouco refinada (40x20 na placa) com 860 elementos foi
usada em Silva (2010). Por esse motivo, esse exemplo foi simulado numericamente reproduzindo o
modelo empregado por Silva (2010), mas com uma malha mais refinada (160x80 na placa)
contendo 13.040 elementos. O resultado dessa simulacdao ¢ também apresentado no grafico da Fig.
3.20, onde ¢ possivel notar uma maior proximidade do resultado dessa nova simulagdo com os

resultados obtidos pelos modelos propostos na presente pesquisa.
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0,29
0,28 * =
027 ¢ _ . _ SHELLG3 ¢ BEAM44: U, = 02671 mm (Valha 16030 na placal) __ _
0,26

- 025 SHELL93 - Triangular -«SHELL93 - Quadrilatero
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Silva (2010): U, =0,2183 mm
0,21
T e S
0.19
0 20000 40000 60000 80000 100000

Numero de elementos finitos

Figura 3.20 — Convergéncia de malha para a placa com dois enrijecedores ortogonais

A Tabela 3.4 compara os resultados obtidos pelos modelos numéricos com as solugdes
obtidas pelas referéncias e a Fig. 3.21 mostra a configuragcdo deformada da placa retangular com
dois enrijecedores ortogonais, indicando a deflexdo no centro das mesmas para as malhas

independentes.

Tabela 3.4. Comparagdo dos resultados para a placa com dois enrijecedores ortogonais

Placa SHELL93 SOLID9S Rossowe | pojair |  Silva
Enriiecid Ibrahimkhail 1997 2010
nrijecida Triangular | Quadrilatero | Tetraédrico | Hexaédrico (1978) ( ) ( )
M2: 2.040 M2:1.020 M4: 26.166 | M3:3.928
Malha —— ——— ———
elementos elementos elementos elementos
U: (mm) 0,2779 0,2780 0,2782 0,2781 0,2245 0,2032 0,2183
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ANSYS ANSYS
Malha 2: SHELL93 - Triangular Malha 2: SHELL93 - Quadrildtero

U.=0,2779 mm

i

ANSYS ANSYS
Malha 4: SOLID95 - Tetraédrico Malha 3: SOLID95 - Hexaédrico

U:=0,2782 mm

0 mm

Figura 3.21 — Deformada da placa com dois enrijecedores ortogonais (malhas independentes)

3.3.5. Variacio da altura de um enrijecedor central em uma placa retangular

Por fim, visando avaliar a eficicia da modelagem computacional aplicada a estudos
paramétricos, investigou-se a influéncia da variagdo da altura do enrijecedor de uma placa fina
retangular simplesmente apoiada em todas as suas bordas, conforme a Fig. 3.22.

Nesse problema, a forca distribuida aplicada sobre a placa foi de 10 kN/m? e o mddulo de
elasticidade e coeficiente de Poisson utilizados foram, respectivamente, 3,0.10” kN/m? e 0,154. A
principal caracteristica desse problema ¢ a avaliacdo das placas para diferentes valores de altura de
enrijecedor, com isso, foi possivel avaliar a qualidade do modelo computacional quando ocorrem
variagcoes de parametros geométricos. Na Fig. 3.23 ¢ possivel observar um exemplo das malhas
geradas para os quatro modelos verificados, no caso especifico da placa retangular com altura de

enrijecedor /s = 2,00 m.
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Carregamento transversal
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Figura 3.22 — Placa retangular com dois enrijecedores ortogonais: a) modelo fisico [ Adaptado de

Silva (2010)] e b) condi¢des de contorno e carregamento: 4; = 2,00 m

Figura 3.23 — Malhas M1 para o dominio computacional da placa retangular com um enrijecedor (4
= 2,00 m): a) SHELL93 — Triangular, b) SHELL93 — Quadrilatero, c) SOLID95 — Tetraédrico e d)
SOLID95 — Hexaédrico
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Esse mesmo exemplo foi analisado por Sapountzakis e Katsikadelis (2000) através do
Método da Equagdao Analoga e por Silva (2010) pelo Método dos Elementos Finitos. Os graficos
das Figs. 3.24 a 3.28 apresentam os resultados das simulagdes realizadas para as diferentes alturas
de enrijecedor /.

O caso com altura de enrijecedor 4, = 0 m equivale a condi¢gdo de uma placa sem
enrijecedor, cuja solugdo analitica foi calculada pela Eq. (2.46), conforme Timoshenko e Krieger
(1959), e apresentada no grafico da Fig. 3.24. Notou-se, para esse caso com 4, = 0 m, que houve um
comportamento convergente dos resultados obtidos pelos quatro modelos em estudo, além do mais
os modelos concordaram entre si e se aproximaram das solucdes de Silva (2010), Sapountzakis e
Katsikadelis (2000) e da solucdo analitica obtida pelo método aproximado de Lévy
(TIMOSHENKO e KRIEGER, 1959).

O limite que define o regime de pequenas deflexdes, conforme Szilard (2004), consiste em
um décimo da espessura da placa sob analise. Esse limite define o campo de aplicagdo da Eq. (2.46)
advinda da Teoria Classica de Placas Finas, a qual ¢ restrita a aplicacdes onde ocorrem pequenos
deslocamentos. Para o caso especifico de 4; = 0 m, as deflexdes obtidas através da solugao analitica
dada pela Eq. (2.46), apesar de terem sido maiores que o limite de pequenas deflexdes,

apresentaram resultados bem proximos dos resultados numéricos.

o—8 <
Solugdo analitica: U,= 32,44 mm (Timoshenko e Krieger, 1959)
................................................ Silva (2010):U; =32,20 MM oo
| S;p-ouT'ltz-aIas-eT(a;i;aaeﬁs-{Z-OO-O]? U-I =- 35,0-0 r-m;r ---------
g
E 3150
Dm
31,00 , _ , .y
SHELL93 - Triangular -&SHELL93 - Quadrilatero
30.50 —-SOLIDY5 - Tetraédrico #SOLID95 - Hexaédrico
L
30,00
0 50000 100000 150000

Numero de elementos finitos

Figura 3.24 — Convergéncia de malha para a placa com um enrijecedor central: 4, =0 m
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£
~N 15.00
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10,00 SHELL93 - Triangular -%«SHELL93 - Quadrilatero
500 --SOLIDY5 - Tetraédrico ®SOLID95 - Hexaédrico
0,00

0 50000 100000 150000 200000

Numero de elementos finitos

Figura 3.25 — Convergéncia de malha para a placa com um enrijecedor central: 4, = 0,20 m
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0 50000 100000 150000 200000

Numero de elementos finitos

Figura 3.26 — Convergéncia de malha para a placa com um enrijecedor central: 4, = 0,60 m
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Figura 3.27 — Convergéncia de malha para a placa com um enrijecedor central: 4, = 1,25 m
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Figura 3.28 — Convergéncia de malha para a placa com um enrijecedor central: 4, = 2,00 m



96

Através da analise dos demais graficos (Figs. 3.25 a 3.28), percebeu-se um comportamento
convergente dos resultados produzidos pelos quatro modelos. Além disso, elementos do mesmo tipo
concordaram entre si, ou seja, as versdes tetraédrica e hexaédrica do elemento SOLID95
apresentaram resultados proximos, assim como ocorreu com as versoes triangular e quadrilatera do
elemento SHELLY3.

A Tabela 3.5 mostra os resultados obtidos através das malhas independentes dos quatro
modelos, além das solucdes obtidas pelas referéncias utilizadas para comparacdo. As malhas
independentes para este problema ndo apresentaram diferenca relativa acima de 0,63 % em relagao

a malha seguinte.

Tabela 3.5. Comparagdo dos resultados para a placa retangular com um enrijecedor

Altura do SHELLY3 SOLIDY5 Sapountzakis
e
enrijecedor A; Silva (2010) . .
(m) Triangular | Quadrilatero | Tetraédrico | Hexaédrico Kaglé(&;i)ehs
M2: 1.600 M1: 200 M4: 22.077 M3:3.200
Malha — —_—
elementos elementos elementos elementos
0,00
U: (mm) 32,78 32,82 32,73 32,76 32,20 32,00
M2: 1.680 M1: 220 M4: 24.269 M2: 960
Malha - _—
elementos elementos elementos elementos
0,20
U: (mm) 30,38 30,41 26,16 26,06 29,90 19,50
M2:1.760 M1: 220 M4: 29.612 M3: 4.480
Malha — —
elementos elementos elementos elementos
0,60
U: (mm) 16,29 16,30 15,17 15,18 16,10 4,20
M2: 1.840 M1: 240 M4: 37.183 M3: 5.680
Malha J— ——
elementos elementos elementos elementos
1,25
U. (mm) 4,64 4,64 4,69 4,69 4,50 0,70
M1: 520 M1: 260 M4: 46.005 M3: 6.880
Malha -——- -——-
elementos elementos elementos elementos
2,00
U: (mm) 1,61 1,61 1,67 1,67 1,60 0,20

Nota-se que os resultados com elementos bidimensionais melhor se aproximaram dos
resultados de Silva (2010), j4 que este autor também utilizou elementos bidimensionais para a

modelagem da placa (SHELL63). No entanto, cabe destacar que o modelo numérico empregando o
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elemento finito tridimensional SOLID95 — Hexaédrico, pela sua quantidade de nos e regularidade
da malha, ¢ o que tende a produzir resultados com maior acuracia, uma vez que para esse elemento
ndo sdo realizadas as simplificagdes que ocorrem nos elementos bidimensionais comumente
utilizados para a modelagem de placas ou cascas.

Conforme aumentou-se a altura do enrijecedor, percebeu-se nos graficos uma maior
aproximacao dos modelos SHELL93 e Silva (2010) em relagdo aos resultados dos modelos
SOLIDY5. Essa tendéncia indica que os elementos de placa — ou de vigas no caso de Silva (2010) —
ndo estavam representando muito bem o modelo fisico do problema quando o enrijecedor possuia
altura pequena comparado a sua largura. No entanto, quando o enrijecedor passou a ter maior
esbeltez (nos casos com altura /; = 1,25 m e Ay = 2,00 m), a modelagem por elementos de placa ou
por elementos de viga se tornou adequada. Dessa forma, com o aumento da altura do enrijecedor, os
resultados de Silva (2010) e dos quatro modelos propostos nessa pesquisa passaram a concordar
todos entre si.

Exceto na situagdo da placa sem enrijecedor (s = 0 m), os resultados obtidos por
Sapountzakis e Katsikadelis (2000) apresentaram bastante divergéncia quando comparados com os
resultados dos demais modelos. Segundo Silva (2010), essa divergéncia ocorreu por causa das
diferengas entre a formulagdo do Método dos Elementos Finitos utilizada por este e a formulacao do
Método da Equagao Analoga utilizada por Sapountzakis e Katsikadelis (2000).

A Fig. 3.29 apresenta a configuracdo deformada das placas retangulares enrijecidas com
enrijecedor de altura A, = 2,00 m, junto com a indicagdo dos valores obtidos para a deflexdo no
centro da estrutura utilizando as malhas independentes.

Em virtude de todos os exemplos numéricos analisados, foi possivel concluir que os quatro
modelos computacionais propostos foram devidamente verificados. Além do mais, observou-se que
o melhor desempenho em termos de resultados acurados e tempos computacionais ocorreram com
as versoes quadrildtera do elemento bidimensional SHELL93 e hexaédrica do elemento
tridimensional SOLID9Y95. Portanto, o estudo de otimizacdo geométrica de placas enrijecidas
desenvolvido nessa dissertacdo foi realizado utilizando apenas esses dois modelos computacionais:
SHELL93 — Quadrilatero e SOLID95 — Hexaédrico.

Além disso, ¢ importante frisar que o motivo de conduzir as analises dessa pesquisa com
dois tipos de elementos (SHELL93 e SOLID95) foi uma forma de verificar se haveria divergéncias

significativas de resultados entre eles ao serem empregados em uma analise de placas enrijecidas
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ANSYS ANSYS
Malha 1: SHELL93 - Triangular Malha 1: SHELL93 - Quadrildtero

U:=1,61 mm

ANSYS ANSYS
Malha 4: SOLID95 - Tetraédrico Malha 3: SOLID95 - Hexaédrico

;Uz. = 1,67 mm JUz. = 1.68 mm

0 mm 2,16 mm

Figura 3.29 — Deformada da placa com um enrijecedor central: 4s = 2,00 m (malhas independentes)
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4. TEORIA CONSTRUTAL

A Teoria Construtal, desenvolvida por Adrian Bejan, surgiu a partir da observacdo da
complexidade das formas que surgem na natureza. E a visualizacdo de que a geragdo das
configuragdes geométricas em sistemas de fluxo ou escoamento ¢ um fendmeno fisico que nao
ocorre por acaso, mas baseia-se em um principio fisico denominado Lei Construtal.

De acordo com Bejan (2000), se houvesse um principio responsavel pela geragao de todas as
formas geométricas da natureza, uma vez que esse principio se manifestaria em todos os lugares, se
tornaria uma lei que ligaria a fisica a biologia. Esse pensamento explicaria, por exemplo, a
organizacdo, a complexidade e¢ a diversidade dos sistemas abertos onde existem fluxos ou
escoamentos, seja na natureza ou na engenharia.

Ao se considerar a Teoria Construtal, Bejan e Lorente (2008) mostraram que os fluxos sdo
tratados e configurados como um fendomeno baseado em um principio cientifico, de forma que a
geometria ali presente representa a capacidade de movimento e luta de um mecanismo, pelo qual o
sistema de fluxo ou escoamento alcanga o objetivo global sob restricdes globais e, por isso,
consegue sobreviver no tempo. A forma das se¢des transversais dos rios € a maneira como as veias
se interligam para atingir o pulmao sdo, por exemplo, determinadas por esse principio, isto €, existe
uma dire¢do para onde os sistemas abertos (vivos) caminham para melhorar seu desempenho.

Considera-se que as melhores configuragdes que conectam um componente da geometria de
fluxo com os demais componentes sdo em forma de arvore e, por esta razdo, arquiteturas de fluxo
dendriticos ocupam uma posi¢ao de destaque na natureza. As arvores sdo exemplos onde fluxos ou
escoamentos conseguem fazer conexdes entre pontos discretos € continuos de uma geometria. Em
outras palavras, entre um ponto e infinidades de pontos, entre um volume e um ponto, uma area e
um ponto, entre uma curva e um ponto, além do fluxo poder emanar em qualquer direcdo, como de
volume-para-ponto ou de ponto-para-volume (BEJAN e LORENTE, 2008; BEJAN e ZANE, 2012).

A Teoria Construtal diz que a geracdo de formas e evolugdo fisica sdo considerados
fendmenos macroscopicos que surgem naturalmente com a finalidade de fornecer condicdes de
fluxo ou escoamento cada vez melhores. A evolucao ¢ de carater multiescalar, de forma que cada
componente de um fluxo ou escoamento do sistema evolui de maneira conjunta. Como esses
elementos se fundem em estruturas cada vez maiores, uma hierarquia emerge de tal forma que os
componentes de tamanho variados conseguem trabalhar juntos para que tudo flua de forma mais
facil. Essa situagdo ¢ explicitada quando componentes menores de um sistema como riachos,

arvores e ruas, se fundem em bacias hidrograficas, florestas e redes de transportes. Além dos
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exemplos dados, as redes neurais em um cérebro e os alvéolos pulmonares sdo também exemplos
classicos de um sistema de ramificacdo. A Fig. 4.1 compara o delta (a foz) de um rio do Norte da

Sibéria com um modelo de um pulmao humano (BEJAN e LORENTE, 2013).

Figura 4.1 — Comparag¢do do design da natureza em uma bacia hidrografica ¢ um pulmao humano

(Fonte: BEJAN e LORENTE, 2013)

Bejan e Lorente (2008) afirmaram, a partir da Teoria Construtal, que o sistema de fluxo ou
escoamento ¢ unicamente destinado a permanecer imperfeito. Sendo assim, a dire¢do da evolucao
do sistema ird ocorrer no sentido de melhor distribuir essas imperfei¢cdes para que todo o corpo
fluido escoe de maneira mais facil. Dessa forma, o fendmeno natural ndo eliminara as imperfeicoes,
mas ira distribui-las para gerar a geometria menos imperfeita para o sistema naquele momento, ja
que ainda permitird a evolucao continua do mesmo.

De acordo com Reis (2006), a Teoria Construtal conseguiu atrair muitos educadores e
pesquisadores de diversas areas (engenharia, fisica, sociologia, dentre outras), que passaram a
aplicar a Lei Construtal para uma melhor engenharia, além de uma melhor organizacdo de
movimentagao e conexao de pessoas, produtos e informagoes.

A aplicagdo da Teoria Construtal na analise de estruturas mecanicas possui tratamento
semelhante ao dado para as configuragdes de fluxo ou escoamento, uma vez que nas estruturas
mecanicas podem ser considerados fluxos de tensdes através dos componentes solidos. A estrutura
solida resultante da aplicagdo deste principio € aquela com menos regides de concentracdo de

tensdes, o que ¢ conseguido quando as tensdes sdo distribuidas uniformemente através do material
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disponivel, de acordo com o principio que decorre da Lei Construtal (Bejan e Lorente, 2008).

4.1. Lei Construtal

De acordo com Bejan e Lorente (2006), existe um principio que afirma, a partir de
observagdes comuns, que se um sistema de fluxo, movimento ou escoamento possui liberdade
suficiente para alterar a sua configuragdo, logo o sistema exibe configuragcdes que dao
progressivamente melhores vias de acesso para as correntes que fluem através dele. Este principio
foi formulado em 1996 como a Lei Construtal da geracdo de configuragdo de fluxo e evolucdo, de
forma que para um sistema de fluxo ou escoamento finito persistir no tempo, 0 mesmo deve evoluir
de tal modo que proporcione o acesso mais facil para as correntes que fluem através dele.

A Lei Construtal ¢ entdo formulada pelo seguinte enunciado (Bejan e Lorente, 2008):

“Para que um sistema de fluxo de tamanho finito persista no tempo (viva), sua configurag¢do
(design) deve evoluir livremente no tempo de modo a proporcionar melhores e mais fdceis vias de

acessos para as suas correntes (fluido, energia, espécies, etc.).”

Portanto, essa lei ¢ a base para a Teoria Construtal da geragdo de configuragdo de fluxo e,
segundo Bejan e Lorente (2008), este principio prevé a forma natural de bacias hidrogréficas, a

concepcao do design animal, engenharia, dindmicas sociais, dentre outros.

4.2. Método Design Construtal

A aplicagdo da Lei Construtal se d4 através do método Design Construtal, o qual serve para
predizer muitos fendmenos na natureza e designs em engenharia. Este método ¢ empregado para a
obtencdo de configuragdes que aperfeicoam os sistemas de fluxo ou de escoamento, através da
distribuicao 6tima das imperfeigoes.

O método Design Construtal guia o projetista no tempo, na direcdo de arquiteturas de fluxo
ou escoamento (fluidos, calor, tensdes) que possuam maior desempenho global em condi¢des de
acesso especificas. Deve-se ter em mente que a arquitetura descoberta para um conjunto de
condi¢Oes se refere a configuracdo construtal apenas para estas condigdes especificas, pois para
outro conjunto de condigdes, ter-se-4 nova configuracdo construtal. Ou seja, a configuragao
construtal ndo ¢ universal, ndo representa a solugdo para todos os problemas de design, o que ¢
universal € a Lei Construtal e ndo apenas um de seus designs (Bejan e Lorente, 2008).

Segundo Bejan (2000), o Design Construtal ¢ um método que permite a obten¢ao de uma

geometria que possibilita a melhor performance de sistemas quando submetidos a alguma espécie
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de fluxo ou escoamento. Para tal, o fluxo ou escoamento deve ser maleavel e a geometria deve ser
deduzida visando maximizar o desempenho global. Além disso, deve-se submeter a geometria a
restri¢des globais e a variagdes de determinados graus de liberdade.

No presente trabalho, o Design Construtal foi aplicado visando a otimizagdo geométrica de
placas de aco com enrijecedores submetidas a carga transversal uniformemente distribuida. Através
do Design Construtal foi possivel definir o espaco de busca, ou em outras palavras, foi possivel
determinar as diferentes configuragdes geométricas de placas com enrijecedores a serem estudadas.
Entdo, foi analisado o comportamento mecanico, quanto a deflexdo, dessas placas com diferentes
configuragdes geométricas, mas sem alteracdo do volume total de material empregado na

construgdo das mesmas.

4.3. Busca Exaustiva

Para determinar a geometria 6tima com o melhor desempenho dentre todos os arranjos
geométricos derivados do método Design Construtal, foi utilizada nessa pesquisa uma técnica de
busca por forga bruta, também conhecida como Busca Exaustiva.

A técnica de Busca Exaustiva, segundo Khoury e Harder (2016), ¢ um método de pesquisa
estocastico simples, funcional e 1util. Além disso, sua simplicidade o torna um bom método para a
realizacdo de um processo de otimizagdo. O método de Busca Exaustiva refere-se a qualquer
algoritmo de busca que sistematicamente analisa possiveis solu¢cdes uma apoOs a outra, até que se
encontre uma solucao que seja aceitavel ou até que o nimero maximo de tentativas atinja o nivel
predefinido.

Embora a Busca Exaustiva seja pouco sofisticada, ela tem a vantagem de ser capaz de
pesquisar qualquer fung¢do, mesmo que esta tenha um comportamento complexo, irregular,
multiplos 6timos locais e até mesmo descontinuidades. Nao had nesse procedimento nenhuma
suposicao sobre a caracteristica da fun¢do e a sua aplicacdo ndo requer nenhum ponto de partida,
uma interpolacdo ou uma derivada, sendo necessario apenas um intervalo de analise. Portanto, esse
método pode realizar uma busca e gerar bons resultados em situacdes de completa auséncia de

conhecimento (Khoury e Harder, 2016).

4.4. Estudo de caso

Para a aplicagdo do método Design Construtal no problema de placas com enrijecedores
submetidas a carga transversal, toma-se como base uma placa de referéncia de comprimento a,
largura b e espessura ¢, da qual deve ser retirada uma fracdo de volume de material ¢ da sua

espessura para originar diferentes combinagdes de enrijecedores longitudinais Njs e transversais Ny,
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com diferentes alturas /s, e espessuras #. Dessa forma, novas espessuras #, dependentes do
pardmetro ¢ passam a valer para as placas enrijecidas. A Fig. 4.2 mostra um modelo de uma placa
enrijecida, com Njs = 2 e Ni = 3, onde ¢é possivel observar os pardmetros geométricos a serem

estudados.

Figura 4.2 — Modelo de placa com enrijecedores longitudinais e transversais: P (2,3)

(Fonte: Adaptada de LIMA, 2016)

A fragdo de volume de material ¢ retirada da placa de referéncia para originar os
enrijecedores ¢ um parametro de restricdo do método Design Construtal para cada valor especifico
de ¢ analisado, mas também pode ser tratada como grau de liberdade do problema ao ser variada. E

definida matematicamente por:

_ Nis(ahgts) + Nes[(b — Nistg)hst]

¢ = abt “.D

==

onde Vs ¢ o volume da placa transformado em reforcos e V- € o volume da placa ndo enrijecida
utilizada como referéncia.

Tendo em vista que a largura e o comprimento da placa sdo, via de regra, dados de projeto, a
fracdo de volume a ser convertida em enrijecedores serd deduzida integralmente da espessura da
placa de referéncia. Dessa forma, todas as placas analisadas possuem mesma largura e comprimento
e todos os arranjos geométricos possuem a mesma quantidade de material, possibilitando uma

avaliagdo comparativa entre eles. A manutencdo da mesma quantidade de material em todas as
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placas € a principal restri¢ao aplicada nessa pesquisa por meio do Design Construtal.

Apos definida uma fragdo volumétrica ¢ para analise, os graus de liberdade que surgem
devido a aplicagao do Design Construtal nesse problema sdo: a relagdo hyt; € a quantidade de
enrijecedores longitudinais Nj; e transversais Ni. Cabe informar que todos os enrijecedores
apresentam secdo transversal retangular, mesma altura nas dire¢des longitudinal e transversal e

espacamentos longitudinais Sjs e transversais S.; equidistantes, dados por:

b
Sis = —(le D 4.2)
g a
ts = (Nts—+1) (4.3)

Para cada ¢, foram analisadas placas formadas por 25 combinagdes de enrijecedores
longitudinais e transversais, obedecendo o formato P (Ni, Nis) através da variagdo dos seguintes
graus de liberdade: Ni=2,3,4,5,6 ¢ Nis=2,3,4,5, 6. Foram adotados valores comerciais de
espessura de chapas de aco para as espessuras utilizadas nos enrijecedores, portanto, a altura dos
enrijecedores /; e, consequentemente, a relagdo hy/t; deriva de valores de espessura f; previamente
estabelecidos.

As diferentes alturas de enrijecedor /s para os diferentes arranjos geométricos foram obtidas
pela Eq. (4.1). No entanto, s6 foram simulados os casos em que a altura dos enrijecedores ndo
violou as seguintes restrigdes geométricas: sy < 0,3 m (para evitar uma despropor¢do exagerada
entre a altura do enrijecedor e as dimensoes laterais da placa) e hy/t; > 1 (para evitar que a espessura
do enrijecedor fosse maior que sua altura, o que descaracterizaria o refor¢o que, em geral, deve
possuir altura maior que a sua espessura).

Para gerar os resultados dessa pesquisa, adotou-se uma placa de referéncia com espessura de
20 mm, largura 1 m e comprimento 2 m. As fragcdes volumétricas adotadas foram ¢ = 0,1; 0,2; 0,3;
0,4 e 0,5. Quanto ao material das placas, foram utilizados modulo de elasticidade e coeficiente de
Poisson, respectivamente, iguais a 200 GPa e 0,3. Todas as placas foram simuladas com condi¢des
de contorno de apoio simples em todas as suas quatro bordas (incluindo as bordas dos
enrijecedores) e submetidas a um carregamento uniformemente distribuido de 10 kN/m?. A Fig. 4.3
apresenta, esquematicamente, as configuragdes geométricas geradas pela aplicagdo do Design

Construtal, as quais foram, posteriormente, simuladas através do software ANSYS®.
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5. RESULTADOS E DISCUSSOES

Como mencionado anteriormente, uma placa ndo enrijecida de espessura ¢ = 20 mm, largura
b =1 m e comprimento a = 2 m foi adotada como referéncia para essa pesquisa, sendo essa placa
constituida de um ago com modulo de elasticidade £ = 200 GPa e coeficiente de Poisson v =0,3. As
condi¢des de contorno aplicadas as bordas foram apoios simples, incluindo as bordas dos
enrijecedores no caso das placas enrijecidas e a carga distribuida uniforme no valor de 10 kN/m?.
Os elementos finitos utilizados nas analises numéricas, via ANSYS®, foram o elemento

bidimensional SHELL93 — Quadrildtero e o elemento tridimensional SOLID95 — Hexaédrico.

5.1. Teste de Convergéncia de Malhas

Ja que o refinamento da malha adotado em simulagdes, via elementos finitos, ¢ uma das
maiores fontes de erros em analises numéricas, faz-se necessario a realizacdo de testes de
convergéncia de malha (testes de independéncia de malha). Esse tipo de teste tem como objetivo
avaliar a influéncia do refinamento da malha adotado na magnitude e variabilidade dos resultados
obtidos. Dessa forma, esse teste ¢ util para a determinacao de tamanhos de elementos adequados
que reduzam, ao minimo possivel, os erros decorrentes de uma discretizagao mal implementada.

Para a determinacao do refinamento adequado das malhas a serem utilizadas nas simulagdes
numeéricas, foram realizados testes de convergéncia de malha para cada pardmetro ¢ (fracdo
volumétrica). Foram adotadas as geometrias mais complexas para a realizacdo dos testes de malha,
ou seja, as placas com configuragdo P (6,6) e menor espessura de enrijecedor. Além disso, foram
aplicadas as mesmas condi¢cdes de contorno e carregamento a serem empregadas para todas as
demais placas analisadas nessa pesquisa, a saber, bordas simplesmente apoiadas e carga

uniformemente distribuida de 10 kN/m?, conforme mostra a Fig. 5.1.

ANSYS ANSYS

Figura 5.1 — Modelo para teste de convergéncia de malhas: a) SHELL93 e b) SOLID95
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Para a realizagdo dos testes foram utilizadas 4 malhas (M1, M2, M3 e M4), sendo o tamanho

do elemento de cada malha baseado em uma fracao da largura da placa, conforme a legenda da Fig.

5.2. Considerando as simulacdes apresentadas nos graficos da Fig. 5.2, observa-se em todos os

casos de fracdo volumétrica avaliados uma estabilizacdo dos resultados a partir da malha M3 para

ambos os tipos de elementos SHELL93 e SOLIDY5.

Portanto, as malhas utilizadas para gerar os resultados dessa pesquisa consideraram o

tamanho méximo de elemento correspondente ao tamanho da malha M3, ou seja, 1/60 da largura da

placa (aproximadamente 16,67 mm). A Fig. 5.3 mostra a discretiza¢do da placa P (6,6) utilizando

elemento correspondente @ malha independente M3, para o caso de fragdo volumétrica ¢ = 0,5.
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ANSYS ANSYS

a) : b)

Figura 5.3 — Malha independente para fracdo volumétrica ¢ = 0,5: a) SHELL93 e b) SOLID95

5.2. Analise para a fracao volumétrica ¢ = 0,5

Os resultados foram primeiramente gerados para o parametro ¢ = 0,5. Isso significa que
metade da espessura da placa foi convertida em enrijecedores seguindo as diversas combinagdes P
(Nis, Nis) apresentadas na Fig. 4.3. Foram utilizados valores comerciais de chapas de ago variando
de 1/8 pol (3,18 mm) a 3 pol (76,20 mm) para a espessura dos enrijecedores, de forma que para
cada combinagdo P (N, Nis) obtiveram-se ainda diferentes configuracdes devido a variagdo do grau
de liberdade hy/t;. Vale lembrar que as configuragdes com altura de enrijecedor maior que 0,3 m ou
com relagdo /y/t, menor que 1 foram descartadas, pelos motivos explicados no capitulo anterior.

Apo6s a simulagdo numérica de todas as configuragdes de placas enrijecidas, foram gerados
graficos de dispersdo de pontos com os valores das deflexdes no centro das placas para cada
combinagdo P (Nis, Ni), em fungdo da variagdo do grau de liberdade /7. Notou-se que a simples
transformagdo de parte do material da placa de referéncia em enrijecedores melhorou o
comportamento mecanico quanto a deflexdo de todas as placas enrijecidas, ja que todas as
configuragdes analisadas apresentaram deflexdo menor em relacdo a placa ndo enrijecida (U. =
0,698 mm — obtida pela Eq. (2.46) de TIMOSHENKO E KRIEGER, 1959). Observou-se, através

dos gréficos das Figs. 5.4 a 5.8, que mesmo a pior geometria, no caso a P (6,2) com Ayt = 1,02,
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apresentou resultado de deflexao U- = 0,443 mm (modelo SHELL9Y93) 36,53 % menor que a deflexao

obtida para a placa de referéncia.
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Através dos graficos apresentados nas Figs 5.4 a 5.8, percebeu-se que o aumento da relagdo
hs/ts provocava uma reducdo no valor de deslocamento central das placas U., o que pode ser
explicado pelo aumento do momento de inércia da se¢do transversal das novas estruturas formadas.
A partir dai foi possivel ajustar curvas de poténcia aos resultados graficos conforme a Eq. (5.1), as
quais descreveram matematicamente e com boa acurdcia essa relagdo entre deflexdo central U: e a
relagdo hy/t,. Para exemplificar os ajustes de curvas realizados, ¢ apresentado na Fig. 5.9 um grafico
com a equacdo das curvas de poténcia que melhor se adequam aos resultados de deflexdo central

obtidos para as placas P (6,2) e P (6,5), com ¢ = 0,5 e modelo SHELLY3 - Quadrilatero.

Cc2

v, = c1(3) 5.)

onde C1 e C2 sdo constantes que dependem da quantidade de enrijecedores longitudinais N e

transversais Ng.
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Figura 5.9 — Ajuste de curva para P (6,2) e P (6,5): ¢ = 0,5 e modelo SHELL93
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Além das equagdes das curvas de poténcia, o grafico da Fig. 5.9 apresenta os valores para os
coeficientes de determinacdo R* de cada ajuste. Tal coeficiente ¢ um parametro cujo valor varia
entre 0 e 1 e indica a qualidade do ajuste, ou seja, quanto mais proximo o R? for da unidade, maior a
proximidade da curva em relagdo aos pontos ajustados. Nos dois casos apresentados, as placas P
(6,2) e P (6,5) tiveram ajustes com qualidade superior a 99 %.

No Apéndice C, sdo apresentadas as tabelas com todos os valores de C1, C2 e R? referentes
as curvas ajustadas para todos os resultados gerados nessa pesquisa, assim como o intervalo do grau
de liberdade Ay, utilizado nas simulagdes numéricas para a obtencao dos pontos que geraram essas
curvas. E importante salientar que todos os valores de C2 apresentaram sinal negativo,
corroborando justamente o comportamento observado no grafico da Fig. 5.9 de diminuicdo da
deflexdo central das placas conforme se aumentava a relacdo Ay/.

Outro ponto importante ¢ que ao comparar os resultados, por exemplo, da placa P (6,2) com
hy/ts = 35,62 ¢ P (6,2) com hy/t; = 1,02, foi observada uma reducdo de quase 94 % em termos de
deslocamento transversal do ponto central da placa. Vale lembrar que a aplicacdo do Design
Construtal implicou em um volume total constante de aco empregado na constru¢do das placas,
portanto, esse consideravel ganho de rigidez estrutural ocorreu apenas devido a influéncia da
variagao da geometria, por causa de uma melhor distribuicdo do material ao longo da estrutura.

O método Design Construtal permitiu avaliar a influéncia de todos os pardmetros
geométricos (graus de liberdade) no comportamento mecdnico quanto a deflexdo das placas
enrijecidas sob andlise. Dessa forma os graus de liberdade Ni, Nis € hy/ts foram avaliados com o
objetivo de encontrar a menor deflexdo central dentre todos os arranjos geométricos estudados, para
cada fragdo volumétrica ¢ adotada. Para isso, foram inicialmente determinadas as relagdes hy/t
otimas, chamadas (hy/t;). , isto ¢, as relacdes hyt; que minimizaram pela primeira vez as deflexdes
no centro das placas para cada combinagdo P (Njs, Nis). As deflexdes minimizadas apenas uma vez
em relagdo ao grau de liberdade syt foram chamadas (U:).

O gréfico da Fig. 5.10 mostra os deslocamentos centrais das placas enrijecidas minimizados
pelo primeiro critério (U:)m, considerando cada combinacdo de numero de enrijecedores

longitudinais Njs € nimero de enrijecedores transversais N.
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Figura 5.10 — Influéncia da varia¢ao do N; no valor de (U:), para ¢ = 0,5 e Niy=2 a 6: a) SHELL93
e b) SOLID95

Através da Fig. 5.10, percebeu-se que um aumento na quantidade de enrijecedores nem
sempre proporcionava um aumento da rigidez da placa. Ao manter-se o volume de material
constante, o aumento de enrijecedores diminuia a quantidade de material a ser empregada na altura
dos reforcos, o que também diminuia o momento de inércia da secdo transversal e,
consequentemente, reduzia a rigidez. Outra importante observagdo ¢ que os resultados apresentaram
um comportamento oscilatorio conforme se aumentava o numero de enrijecedores transversais (N),
ou seja, placas com quantidade impar de enrijecedores transversais apresentaram melhores
resultados quando comparadas as que possuiam quantidade par. Essa tendéncia pode ser explicada
pelo fato das placas com quantidade impar de enrijecedores possuirem um enrijecedor localizado
exatamente na linha central que divide as placas pela metade, o que reduzia, portanto, a deflexao no
centro geométrico dessas configuracdes.

A Tabela 5.1 apresenta, para ambos os modelos (SHELL93 e SOLIDY5) e para cada valor
(Nis), a geometria otimizada pela segunda vez em funcdo da quantidade de enrijecedores
transversais (Ny). Nesse caso, o valor 6timo de (Ni) passou a ser denominado de (Ni)o, que
representa a quantidade de enrijecedores transversais que minimizou pela segunda vez a deflexao
transversal no centro da placa, entdo chamada de (U:)n». Consequentemente, a relagdo (hy/%5)oo duas

vezes otimizada foi também definida.
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Tabela 5.1. Valores de (Nis)o, (hs/ts)oo € (Uz)mm para cada N com ¢ = 0,5

No O tmm)  hmm) e o () (€ ()
2 5 8,00 280,27 35,03 0,0086 0,0084
3 5 6,35 288,83 45,48 0,0096 0,0094
4 3 6,35 288,33 4541 0,0132 0,0129
5 5 4,75 282,94 59,57 0,0124 0,0121
6 5 4,75 249,77 52,58 0,0160 0,0156

Notou-se, pela Tab. 5.1, que os deslocamentos (U:)nn tenderam a valores mais elevados
quando se aumentava o grau de liberdade Nj. Isso ocorreu justamente por causa da aplicagdo do
método Design Construtal, que impds a restri¢do de volume de material constante para a fabricacao
de todas as configuragdes geométricas analisadas. Mantendo o volume constante, um aumento no
numero de enrijecedores longitudinais N acarretava em um maior uso da por¢do de material para
formagdo da quantidade de reforgos da estrutura, ocasionando a diminui¢ao da altura dos reforgos e
refletindo diretamente no momento de inércia e rigidez do conjunto.

Ao considerar todas as analises realizadas, finalmente foi encontrada a geometria que
apresentou a melhor performance em termos de deslocamentos, para a fragdo volumétrica ¢ = 0,5
adotada. A configuragdo geométrica P (2,5) (em destaque na Tab. 5.1), definida pela relagao
(hs/ts)ooo = 35,03 trés vezes otimizada, (Ni)oo = 5 duas vezes otimizado € (Ni)o = 2 uma vez
otimizado, apresentou o menor deslocamento central trés vezes minimizado (U:)mmm = 0,0086 mm
para as simulagdes realizadas com o elemento SHELL93 e (Uz)mmm = 0,0084 mm para as simulacdes
realizadas com o elemento SOLID95.

Observou-se que ganhos de performance estrutural consideraveis puderam ser alcangados ao
se trabalhar na configuragdo geométrica de estruturas de placas enrijecidas. Para o pardmetro ¢ =
0,5, por exemplo, houve uma reducdo na deflexdo transversal do centro da placa de 98,77 % em
relagdo a deflexdo da placa sem enrijecedores utilizada como referéncia. Em outras palavras, o
deslocamento obtido para a placa enrijecida otimizada foi em torno de 81 vezes menor quando
comparado ao deslocamento obtido para a placa de referéncia sem reforgos (a deflexdo no centro da
placa enrijecida otimizada correspondeu a apenas 1,23 % da deflexdo obtida no centro da placa de

referéncia).
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A configuracdo deformada e a distribui¢do de tensdes de von Mises da placa enrijecida
otimizada P (2,5) sdo apresentadas para os elementos SHELL93 e SOLID95 nas Figs. 5.11 a 5.13.
As tensdes de von Mises com valores abaixo do limite de escoamento (250 MPa), tanto para o
modelo com elementos SHELL93, como para o modelo com SOLID95, indicaram que as analises

realizadas ocorreram dentro do regime elastico de tensdes e deformacdes.

Figura 5.11 — Deformada da placa otimizada para ¢ = 0,5: a) SHELL93 e b) SOLID95

ANSYS ANSYS

1398,65 Pa 3,89 MPa

Figura 5.12 — Tensoes de von Mises na parte superior para ¢ = 0,5: a) SHELL93 e b) SOLID95
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1398,65 Pa

Figura 5.13 — Tensdes de von Mises na parte inferior para ¢ = 0,5: a) SHELL93 e b) SOLID95

Para uma analise mais detalhada em termos de tensdes, testes de independéncia de malha
para analises de tensdes deveriam ter sido previamente realizados. Portanto, esses resultados de
tensdes de von Mises serviram apenas para uma simples verificacdo dos esforcos internos que
surgiram na estrutura, de forma que se pudesse ter apenas uma ideia sobre a ordem de grandeza e o
regime de tensdes e deformacdes ao qual a placa estava submetida nesses casos especificos

analisados.

5.3. Analise para a fracio volumétrica ¢ = 0,4

As analises para todos os outros valores de fragdo volumétrica ¢ foram similares ao que foi
apresentado na sec¢do anterior para ¢ = 0,5. No Apéndice B, Figs. Bl até B20, sdo apresentados os
graficos mostrando a variag¢do da deflexdo transversal no centro das placas enrijecidas em fun¢do da
variacdo do grau de liberdade A/t para todos os casos de fracdo volumétrica estudados e para as
diferentes combinagdes P (N, Nis). No Apéndice C, Tabelas C.1 até C.10, podem ser consultados
todos os valores das constantes C1 e C2 que definiram as curvas de poténcia ajustadas para todos os
resultados gerados nessa pesquisa, assim como o coeficiente de determina¢do R* de cada ajuste,
considerando ambas as simulagdes com os elementos finitos SHELL93 ¢ SOLIDY5.

Nas andlises de resultados que se seguem, sdo apresentados apenas os graficos com as
combinacdes P (Ni, Nis) otimizadas uma vez segundo a relagdo (hy/%)., as tabelas com as

geometrias otimizadas pela segunda vez segundo o niimero de enrijecedores transversais Otimo
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(N1s)o €, por fim, as configuragdes deformadas e distribuicao de tensdo de von Mises das placas com
melhor performance, em termos de deslocamento transversal, para cada parametro ¢ adotado.

O grafico da Fig. 5.14 mostra os deslocamentos centrais minimizados uma vez (U:), para as
placas enrijecidas, considerando cada combinacdo de niimero de enrijecedores longitudinais Ny e

numero de enrijecedores transversais Ny, mas agora com fra¢ao volumétrica ¢ = 0,4.

0,035

0,030

g 0.025 ¢
~
g 0.020
= 0,015 - _
~N
S oo | N <
0,005 +
0.000 ‘ ‘
2 3 4 5 6 2 3 4 5 6
NtS NtS
= N,=2 = N,=3 = N,=4 N =5 = N,=6

Figura 5.14 — Influéncia da variagdo do Ny no valor de (U:), para ¢ =0,4 e Ny =2 a 6: a) SHELL93
e b) SOLID95

A Tabela 5.2 apresenta, para ambos os modelos (SHELLY93 e SOLIDY5) e para cada valor

(Nis), a geometria otimizada pela segunda vez em fungdo da quantidade de enrijecedores

transversais (Ng).

Tabela 5.2. Valores de (Ni)o, (hs/ts)oo € (Uz)mm para cada Nz com ¢ = 0,4

Ve Ot b Gve G M (U m
2 5 6,35 281,95 44,40 0,0100 0,0098
3 6 4,75 282,72 59,52 0,0113 0,0111
4 5 4,75 261,02 54,95 0,0146 0,0143
5 5 4,75 226,35 47,65 0,0197 0,0192

6 5 3,18 297,64 93,60 0,0153 0,0149
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A partir da Tab. 5.2, finalmente foi encontrada a geometria que apresenta a melhor
performance em termos de deslocamentos para ¢ = 0,4. A configuracdo geométrica P (2,5), definida
pela relagdo (hs/ts)o00 = 44,40 trés vezes otimizada, (Nis)oo = 5 duas vezes otimizado e (Njs)o = 2 uma
vez otimizado, apresenta o menor deslocamento central trés vezes minimizado (U:)mmm = 0,0100
mm para as simulagdes realizadas com o elemento SHELLY93 e (U-)mmm = 0,0098 mm para as
simulacdes realizadas com o elemento SOLID95. Houve uma reducdo na deflexdo transversal do
centro da placa de 98,57 % em relagdo a deflexdo da placa sem enrijecedores utilizada como
referéncia (ou seja, o deslocamento obtido ¢ quase 70 vezes menor quando comparado ao
deslocamento obtido para a placa de referéncia).

A configuracdo deformada e a distribuicdo de tensdes de von Mises dessa placa enrijecida

otimizada P (2,5) sdo apresentadas para os elementos SHELL93 e SOLID9Y5 nas Figs. 5.15a 5.17.

0,015 mm

Figura 5.15 — Deformada da placa otimizada para ¢ = 0,4: a) SHELL93 e b) SOLID95
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1656,8 Pa 3,44 MPa

Figura 5.16 — Tensdes de von Mises na parte superior para ¢ = 0,4: a) SHELL93 e b) SOLID9Y5
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o s —
1656.8 Pa 3,44 MPa

Figura 5.17 — Tensdes de von Mises na parte inferior para ¢ = 0,4: a) SHELL93 e b) SOLID95

5.4. Analise para a fracdo volumétrica ¢ = 0,3
O grafico da Fig. 5.18 mostra os deslocamentos uma vez minimizados (U:), no centro das
placas enrijecidas, considerando cada combinagdo de niimero de enrijecedores longitudinais Ny e

numero de enrijecedores transversais Ny, mas agora com fracdo volumétrica ¢ = 0,3.
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Figura 5.18 — Influéncia da varia¢ao do N; no valor de (U:), para ¢ = 0,3 e Niy=2 a 6: a) SHELL93
e b) SOLID95

A Tabela 5.3 apresenta as geometrias otimizadas pela segunda vez em fungdo de (Ns). A
configuragdo geométrica P (2,5), definida pela relacao (hy/ts)ooo = 59,41 trés vezes otimizada, (Nis)oo
= 5 duas vezes otimizado e (Ni), = 2 uma vez otimizado, apresenta o0 menor deslocamento central
trés vezes minimizado (U:)mmm = 0,0126 mm para as simulacdes realizadas com o elemento
SHELL93 e (U-)mmm = 0,0123 mm para as simulagdes realizadas com o elemento SOLID95. Para

fracdo volumétrica ¢ = 0,3, houve uma reducdo na deflexdo transversal central da placa de 98,19 %.

Tabela 5.3. Valores de (Nis)o, (hs/ts)oo € (Uz)mm para cada Nz com ¢ = 0,3

Ve O m) ) Gvge G M (U
2 5 4,75 282,20 59,41 0,0126 0,0123
3 3 4,75 282,04 59,38 0,0174 0,0171
4 5 3,18 291,70 91,73 0,0163 0,0159
5 5 3,18 252,91 79,53 0,0216 0,0211

6 5 3,18 223,23 70,20 0,0279 0,0272




As Figs. 5.19 a 5.21 apresentam a deformada e a distribui¢do de tensdes de von Mises.
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Figura 5.19 — Deformada da placa otimizada para ¢ = 0,3: a) SHELL93 ¢ b) SOLID95

.
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Figura 5.20 — Tensdes de von Mises na parte superior para ¢ = 0,3: a) SHELL93 e b) SOLID95
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Figura 5.21 — Tensdes de von Mises na parte inferior para ¢ = 0,3: a) SHELLY3 e b) SOLID95

5.5. Analise para a fracdo volumétrica ¢ = 0,2

O gréfico da Fig. 5.22 mostra os deslocamentos uma vez minimizados (U:)» no centro das
placas enrijecidas, considerando cada combinagdo de niimero de enrijecedores longitudinais Ny e
numero de enrijecedores transversais Ny, mas agora com fragdo volumétrica ¢ = 0,2. Notou-se, que
o comportamento oscilatorio dos graficos devido a variagdo de enrijecedores transversais pares e
impares comegou a diminuir conforme a fracdo volumétrica ¢ foi diminuindo, ou seja, conforme a
espessura da placa enrijecida #, aumentava, a tendéncia de zigue-zague dos graficos desaparecia.

A Tabela 5.1 apresenta as geometrias otimizadas pela segunda vez. A placa P (2,5), definida
pela relag@o (As/ts)o0o = 88,21 trés vezes otimizada, (Nis)oo = S duas vezes otimizado e (Ni)o = 2 uma
vez otimizado, apresentou o menor deslocamento central trés vezes minimizado (U:)mmm = 0,0180
mm para as simulagdes realizadas com o elemento SHELLY93 e (U-)mmm = 0,0177 mm para as
simula¢des realizadas com o elemento SOLID95. Para o parametro ¢ = 0,2, houve, portanto, uma

reducdo na deflexdo transversal do centro da placa de 97,42 %.
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Figura 5.22 — Influéncia da varia¢ao do N; no valor de (U:), para ¢ = 0,2 e Niy=2 a 6: a) SHELL93
e b) SOLID95

Tabela 5.4. Valores de (Ni)o, (hs/ts)oo € (Uz)mm para cada Nis com ¢ = 0,2

Nis  (Nu)o t(mm) hg(mm)  (h/too (gi}”gég;‘) (lgg”i’}g’;‘;)
2 5 3,18 280,52 88,21 0,0180 0,0177
3 3 3,18 280,42 88,18 0,0251 0,0245
4 3 3,18 229,50 72,17 0,0373 0,0365
5 5 3,18 168,61 53,02 0,0528 0,0515

6 5 3,18 148,82 46,80 0,0696 0,0679
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As Figs. 5.23 a 5.25 apresentam a configuracdo deformada e a distribuicdo de tensdes de

von Mises dessa placa enrijecida otimizada P (2,5), para ¢ = 0,2.

Figura 5.23 — Deformada da placa otimizada para ¢ = 0,2: a) SHELL93 ¢ b) SOLID95

e
0,020 mm

ANSYS

ANSYS

3033,7 Pa

6,56 MPa

Figura 5.24 — Tensdes de von Mises na parte superior para ¢ = 0,2: a) SHELL93 e b) SOLID95
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Figura 5.25 — Tensdes de von Mises na parte inferior para ¢ = 0,2: a) SHELLY3 e b) SOLID95

5.6. Analise para a fracdo volumétrica ¢ = 0,1

O gréfico da Fig. 5.26 mostra os deslocamentos uma vez minimizados (U:)» no centro das
placas enrijecidas, considerando cada combinagdo de niimero de enrijecedores longitudinais Ny e
transversais N, mas agora com fragdo volumétrica ¢ = 0,1. Percebeu-se, nesse caso, a nao

existéncia da oscilagdo devido ao numero de enrijecedores transversais pares ou impares.

0,050 F
O’OOO | | | | | |
2 3 4 5 6 2 3 4 5 6
Nts Nts
= N,=2 = N,=3 = N,=4 Ni =5 = N,=6

Figura 5.26 — Influéncia da varia¢ao do N; no valor de (U:), para ¢ = 0,1 e Niy=2 a 6: a) SHELL93
e b) SOLIDY5
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A Tabela 5.1 apresenta as geometrias otimizadas pelo grau de liberdade (V). A configuragdo
geométrica P (2,3), definida pela relagao (hy/ts)ooo = 56,66 trés vezes otimizada, (Ni)oo = 3 duas
vezes otimizado e (Ni)o = 2 uma vez otimizado, apresentou o menor deslocamento central trés
vezes minimizado (U:)mmm = 0,0652 mm para as simulag¢des realizadas com o elemento SHELL93 e
(U)mmm = 0,0639 mm para as simula¢des realizadas com o elemento SOLID95. Portanto, houve

uma reducao na deflexdo transversal de 90,66 % em relagdo a placa de referéncia ndo enrijecida.

Tabela 5.5. Valores de (Nis)o, (hs/ts)oo € (Uz)mm para cada Nz com ¢ = 0,1

No (Voo (mm)  hyGmm) (e e () (€ ()
2 3 3,18 180,19 56,66 0,0652 0,0639
3 3 3,18 140,21 44,09 0,1115 0,1094
4 3 3,18 114,75 36,08 0,1679 0,1649
5 3 3,18 97,11 30,54 0,2310 0,2269
6 5 3,18 74,41 23,40 0,2902 0,2852

As Figs. 5.27 a 5.29 mostram a configuracdo deformada e a distribuicdo de tensdes de von

Mises dessa placa enrijecida otimizada P (2,3) para os elementos SHELL93 e SOLID95 e ¢ = 0,1.

ANSYS ANSYS

0 mm 0,068 mm

Figura 5.27 — Deformada da placa otimizada para ¢ = 0,1: a) SHELL9Y3 e b) SOLID95



130

ANSYS ANSYS

I I
8295,27 Pa 19,8 MPa

Figura 5.28 — Tensodes de von Mises na parte superior para ¢ =0,1: a) SHELL93 e b) SOLID95
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Figura 5.29 — Tensdes de von Mises na parte inferior para ¢ = 0,1: a) SHELLY3 e b) SOLID95

5.7. Analise da influéncia da fra¢ao volumétrica ¢

Por fim, foi avaliada a influéncia do parametro ¢ sobre os resultados de deflexdo central das
placas enrijecidas, agora tratando este parametro ndo somente como uma restricdo, mas também
como um grau de liberdade do problema. O grafico da Fig. 5.30 mostra os deslocamentos centrais
minimizados trés vezes (U:)mmm para cada fragdo volumétrica analisada ¢. A partir desse grafico foi

possivel determinar a placa com a melhor performance global entre todos os resultados gerados
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nessa pesquisa, mostrando que a melhor configuracdo foi a placa Otima obtida com fragdo
volumétrica uma vez otimizada ¢, = 0,5, relagao (hs/ts)o000 = 35,03 quatro vezes otimizada, (Ns)ooo =
5 trés vezes otimizado e (Ni)oo = 2 duas vezes otimizado, a qual apresentou deslocamento central
quatro vezes minimizado (U:)mmmm = 0,0086 mm para as simulagdes realizadas com o elemento
SHELL93 ¢ (U)mmmm = 0,0084 mm para as simulagdes realizadas com o elemento SOLID9YS.
Portanto, constatou-se que a melhor de todas as configuracdes obtidas por todas essas analises
realizadas proporcionou uma reducao global na deflexdo transversal do centro da placa enrijecida

de 98,77 % em relacdo a placa de referéncia ndo enrijecida utilizada para comparagao.

0,070

0.060 = SHELL93 - Quadrilatero
) SOLID9S5 - Hexaédrico

0,050 -

0.1 0.2 0,3 0.4 0.5

Figura 5.30 — Influéncia da variacdo da fragdo volumétrica ¢ no resultado de deflexdo transversal

Foi também possivel observar pela analise da Fig. 5.30 que, a partir de ¢ = 0,3, existiu uma
tendéncia de estabilizacdo no valor da deflexdo minimizada. Portanto, ndo existiram diferencas
significativas para o deslocamento transversal do ponto central da placa para valores de fracao
volumétrica entre 0,3 < ¢ < 0,5. No entanto, ao fazer uma analise simplificada das tensdes méximas
de von Mises encontradas, percebeu-se um ponto de minima tensdo em ¢ = 0,4, o que reforga a
importancia de uma anélise mais completa desse problema combinando os resultados de deflexdo
com os resultados de tensdo, ja4 que a placa otimizada em termos de minimizagdo das tensdes nao

foi exatamente a mesma placa 6tima obtida pela minimizac¢do dos deslocamentos.
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6. CONCLUSOES

Ao usar o software ANSYS® para analisar os modelos computacionais de placas enrijecidas,
juntamente com a aplicagdo do método Design Construtal, foi possivel realizar uma avaliagdao sobre
a influéncia de diferentes parametros geométricos no comportamento mecanico, em termos de
deslocamentos, de placas enrijecidas, as quais sdo estruturas importantes e amplamente utilizadas na
engenharia mecanica e naval, mais especificamente no setor de reparacdo e constru¢do de
embarcagoes.

Observou-se que, através da redistribuicdo do material empregado na construgdo de placas
enrijecidas, foi possivel alcangar uma melhoria significativa na rigidez estrutural dessas estruturas.
Também foi demonstrado que, além do numero de enrijecedores transversais e¢ longitudinais, a
relagdo hy/ts teve uma forte influéncia na rigidez das placas.

Além disso, para cada combinacdo dos graus de liberdade Nis e Nis foi possivel definir uma
curva de poténcia ajustada para descrever matematicamente a relagdo entre o deslocamento central
e o grau de liberdade Ay/%. Os coeficientes de determinacao R? dos ajustes, que servem como um
indicador de qualidade, apresentaram valores todos superiores a 92 %, chegando a valores com até
99,99 % de grau de exatidao, indicando a boa acuracia dos ajustes realizados. As equagdes dessas
curvas ajustadas possuem grande utilidade ao possibilitar a obtengdo de deslocamentos no centro
das placas para outros valores de /4y dentro dos intervalos simulados ou, at¢ mesmo, extrapolar
esses resultados para valores fora desses intervalos, sendo esta uma contribuig¢do cientifica inédita
proposta por essa pesquisa.

A andlise das diferentes placas enrijecidas com mesmo volume de material mostrou que o
aumento do numero de enrijecedores nem sempre implicava em reducao na deflexdo das placas,
ressaltando a importancia da realizacdo de estudos de otimizacdo geométrica para uma melhor
utilizacdo do material em projetos e construgdes que utilizam essas estruturas. Confirmou-se, o que
Jé era esperado, que a geometria possuia grande influéncia no comportamento estrutural de placas
enrijecidas, onde, por exemplo, a placa P (6,2) com Ay/t; = 35,62 apresentou um deslocamento quase
94 % menor quando comparada a uma placa também P (6,2) com Ay, = 1,02, na situacao especifica
de ¢ = 0,5 e modelagem com SHELL93 — Quadrilatero.

As geometrias Otimas para a maioria das fragdes volumétricas estudadas tiveram
configuragdao P (2,5), sendo diferente apenas para a fragdo volumétrica ¢ = 0,1, na qual a placa
Otima obtida apresentou configuragdo P (2,3). Ja que os espacamentos dos refor¢os foram mantidos

equidistantes, percebeu-se um padrao no espacamento dos enrijecedores das configuragdes 6timas P
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(2,5), onde todos os refor¢os ficaram afastados em 0,33 m um do outro.

As deflexdes transversais no centro de todas as placas otimizadas foram mais de 90 %
menores do que a deflexdo central da placa sem enrijecedores utilizada como referéncia. A placa
otima global dentre todas as configuragdes analisadas foi encontrada para a fragdo volumétrica uma
vez otimizada ¢, = 0,5, com relacao (hy/ts)oooo = 35,03 quatro vezes otimizada, (Ni)ooo = 5 trés vezes
otimizado e (Ny)oo = 2 duas vezes otimizado, a qual apresentou deslocamento central quatro vezes
minimizado (U:)mmmm = 0,0086 mm para as simulagdes realizadas com o elemento SHELL93 e
(U2)mmmm = 0,0084 mm para as simulacdes realizadas com o elemento SOLID95. Dessa forma, a
melhor configuracdo geométrica de placa enrijecida obtida por essa pesquisa proporcionou uma
reducdo global na deflex@o transversal do centro da placa de 98,77 % em relacdo a placa de
referéncia sem enrijecedores.

Devido a proximidade dos resultados gerados pelos dois modelos (SHELL93 e SOLID95),
conclui-se também que a modelagem de placas finas com elementos tipo casca se mostrou mais
vantajosa, ja que apresentou resultados com boa acuricia e menor tempo/custo computacional.

Ao observar o comportamento da configuragdo deformada das geometrias 6timas de cada
fragdo volumétrica ¢ (Figs. 5.11, 5.15, 5.19, 5.23 e 5.27), foi possivel observar que a espessura da
placa sofreu varios deslocamentos localizados (pontos em vermelho) para ¢ = 0,5 (Fig. 5.11). Isso
ocorreu por causa da grande quantidade de material destinada aos enrijecedores, o que deixou a
espessura da placa enrijecida #, demasiadamente fina. Para valores menores do pardmetro ¢, menos
material da placa de referéncia foi transformado em enrijecedores, com isso a espessura da placa
enrijecida #, tornou-se mais grossa, fazendo com que a configuracdo deformada da placa se
aproximasse cada vez mais da configuragdo deformada da placa sem enrijecedores, isto ¢, com
menos deslocamentos locais € um deslocamento mais global da estrutura ocorrendo préximo da
regido central da mesma.

Outro comportamento interessante percebido durante as andlises foi a estabilizagdo dos
resultados de deflexdo conforme se aumentava a relacao Ayt Através dos graficos das Figs. 5.4 a
5.8 e das figuras do apéndice B (Fig. B.1 até a Fig. B.20), observou-se uma tendéncia assintdtica
para a maioria dos resultados de deflexdo central das placas com Ay, acima de 20. Portanto, exceto
para alguns casos de ¢ = 0,1 onde esse comportamento assintotico foi pouco acentuado ou
inexistente, a maioria dos casos simulados ndo apresentou ganho significativo de desempenho, em
termos de reducdo de deflexdo, para relagdes Ayt acima de 20 (hys/ts > 20). Essa conclusdo ¢
importante, pois um aumento demasiado da relagdo Ayf; pode ser prejudicial a estrutura por tornar

ainda mais esbeltos os enrijecedores e possibilitar o surgimento de problemas de estabilidade
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(flambagem) ou concentragdo de tensdes. Isso reforga a necessidade de um estudo em paralelo que
considere as tensdes que surgem nessas estruturas simuladas e a possibilidade de ocorréncia de
flambagem local dos perfis enrijecedores.

Dessa maneira, através da aplicacdo de modelagem computacional junto ao método Design
Construtal, verificou-se que foi possivel obter recomendacdes geométricas otimizadas para placas
enrijecidas com objetivo de minimizar os deslocamentos no centro dessas estruturas. Além disso,
através desse estudo foi possivel estabelecer algumas ideias gerais sobre o comportamento
mecanico de estruturas formadas por placas e enrijecedores, ideias estas que podem servir como

base para o auxilio e orientagdo de demais projetos de pesquisa relacionados a esse tema.

6.1. Propostas de continuidade

Como propostas de continuidade desse trabalho, sdo sugeridas as seguintes acdes:

1. Considerar maiores valores de fragcdes volumétricas (¢ > 0,5) para avaliar a influéncia de
uma grande por¢ao de material sendo transformada em enrijecedores.

2. Considerar diferentes combinagdes de placas P (N, Nis) com Njs € Nis podendo ser iguais
a0 ou 1 e também para Nj e Ny maiores do que 6.

3. Considerar diferentes espagamentos entre enrijecedores.

4. Realizar um estudo das tensdes nas placas enrijecidas, para que se encontrem placas
otimizadas também sob esse importante critério de resisténcia.

5. Realizar um estudo de estabilidade quanto a possiveis ocorréncias de flambagem local em
enrijecedores demasiadamente esbeltos.

6. Ampliar a andlise estrutural ao incluir ndo linearidades que surgem devido aos processos
de fabricacao das placas com enrijecedores por processos de soldagem.

7. Realizar um estudo de placas refor¢cadas com perfis de diferentes segOes transversais
como perfis I, bulbo, entre outros, visando a investiga¢cdo da influéncia de mais graus de liberdade
no comportamento de placas enrijecidas submetidas a carregamento transversal.

8. Além de tudo isso, ha a possibilidade de variar as condi¢des de contorno das placas, bem

como o tipo de carregamento.
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APENDICE A — Tabela de expansao de cargas transversais p; (x,y) em

série dupla trigonométrica (Fourier)

Carga Coeficientes da Expansao
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Figura A.1 — Expansao de carregamentos transversais p: (x,)) em série dupla de Fourier

(Fonte: Adaptada de SZILARD, 2004)



APENDICE B - Grificos U; (mm) x hy# para ¢ = 0,4; 0,3; 0,2 e 0,1
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Figura B.1 — Deflexdo central para ¢ = 0,4 e Nis = 2: a) SHELL93 e b) SOLID95
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Figura B.2 — Deflexao central para ¢ = 0,4 e Nis=3: a) SHELL93 ¢ b) SOLID95
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Figura B.3 — Deflexao central para ¢ = 0,4 e Nis=4: a) SHELL93 ¢ b) SOLID95
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Figura B.4 — Deflexao central para ¢ = 0,4 e Nis=5: a) SHELL93 ¢ b) SOLID95
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Figura B.5 — Deflexao central para ¢ = 0,4 e Nis= 6: a) SHELL93 ¢ b) SOLID95
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Figura B.7 — Deflexao central para ¢ = 0,3 e Nis=3: a) SHELL93 ¢ b) SOLID95
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APENDICE C — Tabelas com as constantes C1 e C2 e coeficiente de

determinaciao R* dos ajustes de curvas

Tabela C.1. Valores de C1, C2 e R?* para ¢ = 0,5 ¢ SHELL9Y3

161

P (Nis, Nis) C1 2 R? Intervalo
P(2,2) 0,150 -0,592 0,9921 1,06 < hy/t; < 20,84
P(2,3) 0,138 -0,823 0,9998 1,16 < hyt; < 17,91
P(2.4) 0,140 20,608 0,9890 1,02 < hy/ty < 27,79
P(2,5) 0,143 -0,807 0,9994 1,18 < hy/t; < 35,03
P (2,6) 0,148 -0,683 0,9949 1,07 < hy/t; < 31,55
P (3,2) 0,218 -0,800 0,9996 1,01 < hyt; <27,72
P (3.,3) 0,196 -0,802 0,9995 1,17 < hy/t; < 35,00
P(3.4) 0,192 -0,797 0,9997 1,07 < hy/t; < 31,55
P (3.5) 0,191 -0,797 0,9995 1,13 < hy/t; <4548
P (3,6) 0,194 -0,796 0,9996 1,04 < hy/t; < 41,73
P(4,2) 0,293 -0,764 0,9994 1,05 < hy/t; <31,45
P (4.,3) 0,261 -0,796 0,9995 1,12 < hy/t; <45,40
P 4.4) 0,245 -0,751 0,9988 1,03 < hyt; < 41,69
P (4,5) 0,245 20,801 0,9997 1,13 < hy/ts < 38,53
P (4,6) 0,240 -0,766 0,9995 1,05 < hy/t; < 35,82
P(5,2) 0,380 -0,789 0,9996 1,01 < hyt; < 41,55
P(5,3) 0,335 -0,799 0,9996 1,11 < hy/ts < 38,43
P (5.4) 0,313 -0,793 0,9996 1,04 < hy/ts < 35,75
P (5.,5) 0,301 -0,793 0,9993 1,39 < hy/t; < 59,57
P (5,6) 0,295 -0,791 0,9994 1,31 < hy/t; < 55,90
P (6,2) 0,470 -0,785 0,9994 1,02 < hy/t; < 35,62
P (6,3) 0,412 -0,794 0,9994 1,37 < hy/t; < 59,43
P (6,4) 0,378 -0,780 0,9993 1,30 < hy/t; < 55,80
P (6,5) 0,361 -0,794 0,9995 1,23 < hy/t; < 52,58
P (6,6) 0,348 -0,782 0,9995 1,17 < hy/t; < 49,72




Tabela C.2. Valores de C1, C2 e R? para ¢ = 0,5 e SOLID95
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P (Nis, Nis) Cl1 2 R? Intervalo
P(2,2) 0,134 -0,578 0,9917 1,06 < hy/ts < 20,84
P (2,3) 0,129 -0,804 0,9999 1,16 < hyt; < 17,91
P(2,4) 0,127 -0,591 0,9891 1,02 < hy/ts < 27,79
P(2,5) 0,135 -0,793 0,9996 1,18 < hy/t; < 35,03
P (2,6) 0,137 -0,670 0,9955 1,07 < hy/ts < 31,55
P (3,2) 0,204 -0,781 0,9996 1,01 < hy/t; <27,72
P (3,3) 0,182 -0,783 0,9997 1,17 < hy/t; < 35,00
P (3,4) 0,179 -0,778 0,9997 1,07 < hy/t; <31,55
P(3,5) 0,178 -0,781 0,9995 1,13 < hy/t; <45,48
P (3,6) 0,181 -0,780 0,9995 1,04 < hy/t; < 41,73
P (4,2) 0,273 -0,746 0,9995 1,05 < hy/t; < 31,45
P (4,3) 0,242 -0,778 0,9995 1,12 < hy/t; < 45,40
P (4,4) 0,227 -0,735 0,9990 1,03 < hy/t; < 41,69
P (4,5) 0,228 -0,784 0,9995 1,13 < hy/t; < 38,53
P (4,6) 0,223 -0,751 0,9994 1,05 < hy/ts < 35,82
P(5,2) 0,351 -0,770 0,9991 1,01 < hy/ts < 41,55
P (5,3) 0,309 -0,779 0,9992 1,11 < hyt; < 38,43
P (5.,4) 0,289 -0,774 0,9991 1,04 < hy/t; < 35,75
P (5,5) 0,280 -0,779 0,9993 1,39 < hy/t; < 59,57
P (5,6) 0,276 -0,777 0,9993 1,31 < hy/t; < 55,90
P (6,2) 0,436 -0,766 0,9985 1,02 < hy/ts < 35,62
P (6,3) 0,383 -0,778 0,9993 1,37 < hy/ts < 59,43
P (6,4) 0,352 -0,766 0,9992 1,30 < hy/ts < 55,80
P (6,5) 0,335 -0,777 0,9992 1,23 < hy/t; < 52,58
P (6,6) 0,322 -0,767 0,9992 1,17 < hy/ts < 49,72




Tabela C.3. Valores de C1, C2 e R?* para ¢ = 0,4 ¢ SHELL9Y3
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P (Nis, Nis) Cl1 2 R? Intervalo
P(2,2) 0,184 -0,662 0,9952 1,07 < hy/ts < 29,55
P (2,3) 0,175 -0,784 0,9994 1,20 < hy/t; < 35,96
P(2,4) 0,176 -0,672 0,9962 1,06 < hy/ts < 31,50
P(2,5) 0,183 -0,781 0,9994 1,09 < hy/ts < 44,40
P (2,6) 0,187 -0,714 0,9979 1,15 < hy/ts < 39,98
P (3,2) 0,275 -0,771 0,9997 1,04 < hy/t; < 31,44
P (3,3) 0,250 -0,775 0,9996 1,09 < hy/t; < 44,37
P (3,4) 0,247 -0,771 0,9995 1,15 < hy/t; <39,98
P(3,5) 0,246 -0,781 0,9996 1,06 < hy/t; < 36,39
P (3,6) 0,248 -0,770 0,9991 1,38 < hy/t; < 59,52
P (4,2) 0,371 -0,751 0,9995 1,14 < hy/t; < 39,88
P (4,3) 0,334 -0,775 0,9994 1,04 < hy/t; <36,32
P (4,4) 0,314 -0,742 0,9987 1,38 < hy/t; < 59,47
P (4,5) 0,313 -0,773 0,9995 1,28 < hy/t; < 54,95
P (4,6) 0,307 -0,754 0,9993 1,19 < hy/t; < 51,07
P(5,2) 0,482 -0,762 0,9993 1,35 < hy/t; < 59,33
P (5,3) 0,425 -0,769 0,9994 1,26 < hy/ts < 54,85
P (5.,4) 0,397 -0,764 0,9993 1,18 < hy/t; < 51,00
P (5,5) 0,381 -0,767 0,9992 1,11 < hyt; < 47,65
P (5,6) 0,371 -0,763 0,9990 1,05 < hy/t; < 44,72
P (6,2) 0,585 -0,754 0,9989 1,16 < hy/t; < 50,86
P (6,3) 0,512 -0,761 0,9988 1,10 < hy/ts < 47,55
P (6,4) 0,472 -0,752 0,9987 1,04 < hy/ts < 44,64
P (6,5) 0,455 -0,759 0,9992 1,53 < hy/ts < 93,60
P (6,6) 0,437 -0,751 0,9992 1,45 < hy/t; < 88,46




Tabela C.4. Valores de C1, C2 e R? para ¢ = 0,4 ¢ SOLID95

164

P (Nis, Nis) Cl1 2 R? Intervalo
P(2,2) 0,172 -0,653 0,9956 1,07 < hy/ts < 29,55
P (2,3) 0,165 -0,772 0,9995 1,20 < hy/t; < 35,96
P(2,4) 0,165 -0,660 0,9966 1,06 < hy/ts < 31,50
P(2,5) 0,174 -0,771 0,9995 1,09 < hy/ts < 44,40
P (2,6) 0,178 -0,706 0,9981 1,15 < hy/ts < 39,98
P (3,2) 0,260 -0,756 0,9995 1,04 < hy/t; < 31,44
P (3,3) 0,235 -0,760 0,9994 1,09 < hy/t; < 44,37
P (3,4) 0,233 -0,760 0,9994 1,15 < hy/t; <39,98
P(3,5) 0,232 -0,767 0,9993 1,06 < hy/t; < 36,39
P (3,6) 0,237 -0,762 0,9991 1,38 < hy/t; < 59,52
P (4,2) 0,351 -0,739 0,9992 1,14 < hy/t; < 39,88
P (4,3) 0,312 -0,759 0,9989 1,04 < hy/t; <36,32
P (4,4) 0,298 -0,733 0,9988 1,38 < hy/t; < 59,47
P (4,5) 0,295 -0,762 0,9993 1,28 < hy/t; < 54,95
P (4,6) 0,290 -0,744 0,9992 1,19 < hy/t; < 51,07
P(5,2) 0,456 -0,751 0,9991 1,35 < hy/t; < 59,33
P (5,3) 0,398 -0,755 0,9990 1,26 < hy/ts < 54,85
P (5.,4) 0,373 -0,751 0,9989 1,18 < hy/t; < 51,00
P (5,5) 0,355 -0,753 0,9986 1,11 < hyt; < 47,65
P (5,6) 0,347 -0,749 0,9983 1,05 < hy/t; < 44,72
P (6,2) 0,549 -0,741 0,9981 1,16 < hy/t; < 50,86
P (6,3) 0,475 -0,744 0,9978 1,10 < hy/ts < 47,55
P (6,4) 0,439 -0,737 0,9978 1,04 < hy/t; < 44,64
P (6,5) 0,427 -0,748 0,9991 1,53 < hy/ts < 93,60
P (6,6) 0,411 -0,741 0,9990 1,45 < hy/t; < 88,46




Tabela C.5. Valores de C1, C2 e R? para ¢ = 0,3 e SHELL9Y3
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P (Nis, Nis) C1 2 R? Intervalo
P(2,2) 0,255 -0,688 0,9989 1,04 < hy/t; < 31,42
P (2,3) 0,245 -0,753 0,9995 1,04 < hy/t; <4275
P(2,4) 0,247 -0,695 0,9989 1,07 < hy/ts < 37,44
P(2,5) 0,259 -0,754 0,9992 1,37 < hy/ts < 59,41
P (2,6) 0,264 -0,719 0,9989 1,23 < hy/t; < 53,49
P (3,2) 0,378 -0,734 0,9992 1,06 < hy/t; <37,38
P (3,3) 0,352 -0,745 0,9993 1,36 < hy/t; < 59,38
P (3,4) 0,344 -0,738 0,9993 1,23 < hy/t; < 53,49
P(3,5) 0,341 -0,745 0,9991 1,13 < hy/t; < 48,67
P (3,6) 0,341 -0,738 0,9988 1,04 < hy/ts < 44,64
P (4,2) 0,503 -0,718 0,9989 1,22 < hy/t; < 53,39
P (4,3) 0,455 -0,732 0,9986 1,12 < hy/t; < 48,60
P (4,4) 0,430 -0,717 0,9984 1,03 < hy/t; < 44,60
P (4,5) 0,428 -0,732 0,9991 1,49 < hy/t; <91,73
P (4,6) 0,419 -0,720 0,9991 1,39 < hy/t; < 85,23
P(5,2) 0,614 -0,704 0,9967 1,02 < hy/ts < 44,50
P (5,3) 0,569 -0,723 0,9990 1,47 < hy/t; < 91,62
P (5.,4) 0,533 -0,718 0,9989 1,38 < hy/t; < 85,15
P (5,5) 0,511 -0,721 0,9986 1,29 < hy/t; < 79,53
P (5,6) 0,496 -0,717 0,9983 1,22 < hy/t; < 74,61
P (6,2) 0,751 -0,700 0,9979 1,36 < hy/t; < 84,99
P (6,3) 0,667 -0,708 0,9977 1,28 < hy/t; < 79,41
P (6,4) 0,618 -0,702 0,9976 1,21 < hy/t; < 74,52
P (6,5) 0,586 -0,705 0,9970 1,14 < hy/t; < 70,20
P (6,6) 0,562 -0,699 0,9967 1,09 < hy/ts < 66,35




Tabela C.6. Valores de C1, C2 e R? para ¢ = 0,3 e SOLID95
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P (Nis, Nis) C1 2 R? Intervalo
P(2,2) 0,244 -0,681 0,9991 1,04 < hy/t; < 31,42
P (2,3) 0,234 -0,744 0,9993 1,04 < hy/t; <4275
P(2,4) 0,236 -0,687 0,9990 1,07 < hy/ts < 37,44
P(2,5) 0,250 -0,748 0,9992 1,37 < hy/ts < 59,41
P (2,6) 0,255 -0,714 0,9989 1,23 < hy/t; < 53,49
P (3,2) 0,360 -0,724 0,9986 1,06 < hy/t; <37,38
P (3,3) 0,336 -0,736 0,9992 1,36 < hy/t; < 59,38
P (3,4) 0,328 -0,730 0,9990 1,23 < hy/t; < 53,49
P(3,5) 0,325 -0,735 0,9986 1,13 < hy/t; < 48,67
P (3,6) 0,325 -0,729 0,9982 1,04 < hy/ts < 44,64
P (4,2) 0,480 -0,710 0,9984 1,22 < hy/t; < 53,39
P (4,3) 0,430 -0,721 0,9978 1,12 < hy/t; < 48,60
P (4,4) 0,407 -0,707 0,9976 1,03 < hy/t; < 44,60
P (4,5) 0,408 -0,725 0,9990 1,49 < hy/t; <91,73
P (4,6) 0,401 -0,714 0,9989 1,39 < hy/t; < 85,23
P(5,2) 0,579 -0,691 0,9950 1,02 < hy/ts < 44,50
P (5,3) 0,539 -0,714 0,9986 1,47 < hy/t; < 91,62
P (5.,4) 0,506 -0,709 0,9984 1,38 < hy/t; < 85,15
P (5,5) 0,483 -0,712 0,9980 1,29 < hy/t; < 79,53
P (5,6) 0,469 -0,707 0,9976 1,22 < hy/t; < 74,61
P (6,2) 0,712 -0,691 0,9971 1,36 < hy/t; < 84,99
P (6,3) 0,627 -0,697 0,9967 1,28 < hy/t; < 79,41
P (6,4) 0,583 -0,692 0,9966 1,21 < hy/t; < 74,52
P (6,5) 0,550 -0,693 0,9958 1,14 < hy/t; < 70,20
P (6,6) 0,529 -0,688 0,9954 1,09 < hy/ts < 66,35




Tabela C.7. Valores de C1, C2 e R? para ¢ =0,2 ¢ SHELL9Y3
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P (Nis, Nis) C1 2 R? Intervalo
P(2,2) 0,400 -0,660 0,9987 1,35 < hy/t; < 59,28
P (2,3) 0,393 -0,706 0,9985 1,16 < hy/t; < 50,86
P(2,4) 0,389 -0,669 0,9982 1,02 < hy/ts < 44,53
P(2,5) 0,410 -0,701 0,9989 1,42 < hy/t; < 88,21
P (2,6) 0,413 -0,681 0,9986 1,28 < hy/t; < 79,41
P (3,2) 0,550 -0,657 0,9956 1,01 < hy/t; <44,48
P (3,3) 0,534 -0,682 0,9983 1,41 < hy/t; < 88,18
P (3,4) 0,516 -0,672 0,9977 1,28 < hy/t; < 79,41
P(3,5) 0,507 -0,673 0,9965 1,17 < hy/t; < 72,23
P (3,6) 0,501 -0,663 0,9954 1,07 < hy/ts < 66,24
P (4,2) 0,701 -0,637 0,9955 1,27 < hy/t; < 79,31
P (4,3) 0,641 -0,647 0,9942 1,16 < hy/t; < 72,17
P (4,4) 0,606 -0,635 0,9936 1,07 < hy/t; < 66,21
P (4,5) 0,614 -0,653 0,9942 1,29 < hy/t; < 61,15
P (4,6) 0,597 -0,642 0,9933 1,20 < hy/ts < 56,82
P(5,2) 0,791 -0,597 0,9882 1,06 < hy/ts < 66,10
P (5,3) 0,760 -0,623 0,9909 1,28 < hy/t; < 61,08
P (5.,4) 0,715 -0,618 0,9903 1,20 < hy/t; < 56,77
P (5,5) 0,682 -0,615 0,9889 1,12 < hy/t; < 53,02
P (5,6) 0,657 -0,607 0,9878 1,06 < hy/t; < 49,74
P (6,2) 0,903 -0,572 0,9839 1,18 < hy/ts < 56,66
P (6,3) 0,823 -0,580 0,9839 1,11 < hyt; < 52,94
P (6,4) 0,772 -0,576 0,9836 1,05 < hy/ts < 49,68
P (6,5) 0,785 -0,601 0,9871 1,32 < hy/ts < 46,80
P (6,6) 0,753 -0,594 0,9863 1,25 < hy/t; < 44,23




Tabela C.8. Valores de C1, C2 e R? para ¢ = 0,2 e SOLID95
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P (Nis, Nis) C1 2 R? Intervalo
P(2,2) 0,390 -0,658 0,9986 1,35 < hy/t; < 59,28
P (2,3) 0,379 -0,701 0,9981 1,16 < hy/t; < 50,86
P(2,4) 0,376 -0,665 0,9977 1,02 < hy/ts < 44,53
P(2,5) 0,398 -0,698 0,9987 1,42 < hy/t; < 88,21
P (2,6) 0,402 -0,678 0,9983 1,28 < hy/t; < 79,41
P (3,2) 0,528 -0,649 0,9942 1,01 < hy/t; <44,48
P (3,3) 0,514 -0,677 0,9978 1,41 < hy/t; < 88,18
P (3,4) 0,498 -0,667 0,9971 1,28 < hy/t; < 79,41
P(3,5) 0,487 -0,667 0,9956 1,17 < hy/t; < 72,23
P (3,6) 0,482 -0,657 0,9944 1,07 < hy/ts < 66,24
P (4,2) 0,675 -0,632 0,9943 1,27 < hy/t; < 79,31
P (4,3) 0,612 -0,640 0,9929 1,16 < hy/t; <72,17
P (4,4) 0,581 -0,628 0,9921 1,07 < hy/t; < 66,21
P (4,5) 0,589 -0,648 0,9931 1,29 < hy/t; < 61,15
P (4,6) 0,574 -0,637 0,9920 1,20 < hy/ts < 56,82
P(5,2) 0,753 -0,588 0,9854 1,06 < hy/ts < 66,10
P (5,3) 0,725 -0,616 0,9891 1,28 < hy/t; < 61,08
P (5,4) 0,683 -0,610 0,9884 1,20 < hy/t; < 56,77
P (5,5) 0,649 -0,607 0,9868 1,12 < hy/t; < 53,02
P (5,6) 0,627 -0,599 0,9855 1,06 < hy/t; <49,74
P (6,2) 0,861 -0,563 0,9805 1,18 < hy/t; < 56,66
P (6,3) 0,780 -0,570 0,9805 1,11 < hyt; < 52,94
P (6,4) 0,734 -0,567 0,9804 1,05 < hy/ts < 49,68
P (6,5) 0,748 -0,593 0,9849 1,32 < hy/ts < 46,80
P (6,6) 0,719 -0,587 0,9840 1,25 < hy/t; < 44,23




Tabela C.9. Valores de C1, C2 e R* para ¢ = 0,1 e SHELL9Y3
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P (Nis, Nis) C1 2 R? Intervalo
P(2,2) 0,663 -0,519 0,9854 1,05 < hy/ts < 66,07
P (2,3) 0,666 -0,542 0,9831 1,18 < hy/t; < 56,66
P(2,4) 0,643 -0,511 0,9792 1,04 < hy/ts < 49,60
P(2,5) 0,672 -0,524 0,9790 1,23 < hy/t; <44,11
P(2,6) 0,657 -0,499 0,9750 1,11 < hyt; <39,71
P (3,2) 0,767 -0,448 0,9664 1,03 < hy/t; <49,56
P (3,3) 0,769 -0,471 0,9704 1,23 < hy/t; < 44,09
P (3,4) 0,736 -0,454 0,9671 1,11 < hyt; < 39,71
P(3,5) 0,710 -0,440 0,9631 1,01 < hy/ts < 36,12
P (3,6) 0,749 -0,457 0,9703 1,35 < hy/t; < 33,12
P (4,2) 0,839 -0,384 0,9522 1,10 < hy/ts < 39,66
P (4,3) 0,790 -0,386 0,9512 1,01 < hy/t; <36,08
P (4,4) 0,820 -0,410 0,9623 1,35 < hy/t; < 33,10
P (4,5) 0,789 -0,401 0,9600 1,25 < hy/t; <30,58
P (4,6) 0,765 -0,388 0,9578 1,26 < hy/t; < 28,41
P(5,2) 0,904 -0,341 0,9474 1,34 < hy/t; < 33,05
P (5,3) 0,857 -0,347 0,9484 1,24 < hy/t; < 30,54
P (5,4) 0,824 -0,342 0,9480 1,16 < hy/t; < 28,38
P (5,5) 0,796 -0,337 0,9469 1,08 < hy/t; <26,51
P (5,6) 0,774 -0,329 0,9455 1,02 < hy/t; < 24,87
P (6,2) 0,892 -0,277 0,9314 1,15 < hy/t; < 28,33
P (6,3) 0,853 -0,286 0,9341 1,07 < hy/ts < 26,47
P (6,4) 0,825 -0,285 0,9348 1,01 < hy/ts < 24,84
P (6,5) 0,864 -0,320 0,9558 1,49 < hy/t; < 23,40
P (6,6) 0,840 -0,315 0,9553 1,41 < hy/t; < 22,12




Tabela C.10. Valores de C1, C2 e R* para ¢ = 0,1 e SOLID95
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P (Nis, Nis) C1 2 R? Intervalo
P(2,2) 0,650 -0,518 0,9840 1,05 < hy/ts < 66,07
P (2,3) 0,653 -0,541 0,9818 1,18 < hy/t; < 56,66
P(2,4) 0,631 -0,511 0,9777 1,04 < hy/ts < 49,60
P(2,5) 0,661 -0,524 0,9778 1,23 < hy/t; <44,11
P (2,6) 0,647 -0,498 0,9736 1,11 < hyt; < 39,71
P (3,2) 0,749 -0,445 0,9630 1,03 < hy/t; < 49,56
P (3,3) 0,752 -0,469 0,9680 1,23 < hy/t; < 44,09
P (3,4) 0,721 -0,452 0,9646 1,11 < hyt; < 39,71
P(3,5) 0,695 -0,438 0,9602 1,01 < hy/t; < 36,12
P (3,6) 0,736 -0,456 0,9684 1,35 < hy/t; < 33,12
P (4,2) 0,820 -0,381 0,9474 1,10 < hy/ts < 39,66
P (4,3) 0,770 -0,383 0,9463 1,01 < hy/t; <36,08
P (4,4) 0,804 -0,408 0,9595 1,35 < hy/t; < 33,10
P (4,5) 0,773 -0,399 0,9569 1,25 < hy/t; < 30,58
P (4,6) 0,750 -0,386 0,9546 1,26 < hy/t; < 28,41
P(5,2) 0,884 -0,337 0,9417 1,34 < hy/t; < 33,05
P (5,3) 0,836 -0,343 0,9430 1,24 < hy/t; < 30,54
P (5,4) 0,805 -0,339 0,9427 1,16 < hy/t; < 28,38
P (5,5) 0,777 -0,334 0,9413 1,08 < hy/t; <26,51
P (5,6) 0,756 -0,326 0,9395 1,02 < hy/t; < 24,87
P (6,2) 0,869 -0,272 0,9217 1,15 < hy/t; < 28,33
P (6,3) 0,829 -0,280 0,9248 1,07 < hy/ts < 26,47
P (6,4) 0,803 -0,281 0,9255 1,01 < hy/ts < 24,84
P (6,5) 0,845 -0,317 0,9519 1,49 < hy/t; < 23,40
P (6,6) 0,823 -0,313 0,9516 1,41 < hy/t; <22,12




