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RESUMO

O ritmo circadiano governa a maioria das atividades inconscientes de todos os seres
vivos. Alterações prolongadas oriundas de influências externas, como dor crônica, podem
causar desajustes em diversas funções importantes do corpo humano. Uma maneira de
propormos ações para minimizar os efeitos das alterações no ritmo circadiano influencia-
dos por interferências externas é modelarmos e estudarmos as propriedades matemáticas
deste modelo, principalmente o ritmo circadiano sob influência externa da dor. Usaremos
como base o modelo de fase proposto por Strogatz [16], o qual analisa o ritmo circadi-
ano relacionando o ciclo sono-vigı́lia ao ciclo da temperatura corporal pelo acoplamento
de dois osciladores não lineares que descrevem estes ciclos. Incorporamos um novo os-
cilador, o qual descreve o ciclo da dor ao modelo de fase e analisaremos as diferentes
possibilidades de acoplamento. O modelo que adotaremos é uma primeira abordagem que
não tem o intuito de representar a realidade em detalhes, mas acreditamos que ele possa
capturar os elementos chave dos dados experimentais. Em outras palavras, adotaremos
um sistema de osciladores acoplados, modelados por um sistema de Equaçoes Diferen-
ciais Ordinarias (EDO’s) de primeria ordem. Para tal sistema obtemos resultados de boa
colocação, existência, unicidade e dependência continua dos dados iniciais. Uma das van-
tagens da simplicidade do sistema proposto é que este pode ser resolvido analiticamente
sob certas hipóteses simplificadoras. Assim, nos permite analisar os resultados através,
de considerações matemáticas simples, sem a necessidade de imposições biológicas es-
pecı́ficas.

Palavras-chave: Ritmo Circadiano, Modelagem, Osciladores, Dor.



ABSTRACT

The circadian rhythm governs most of the unconscious activities of all living beings.
Prolonged changes from external influences such as chronic pain, can cause imbalances
in several important functions of the human body. One way to propose actions to min-
imize the effects of changes in the circadian rhythm influenced by external interference
is to model and study the mathematical properties of this model, especially the circadian
rhythm under external influence of pain. We use based on the phase model proposed
by Strogatz [16], which analyzes the circadian rhythm relating sleep-wake cycle to body
temperature cycle by coupling two nonlinear oscillators which describe these cycles. We
incorporate a new oscillator, which describes the pain cycle phase to model and analyze
the different possibilities of coupling. The model that has been adopted is a first approach
that it is not intended to represent reality in detail, but we believe that it can capture the
key elements of the experimental data. In other words, we adopted one coupled oscillator
system, modeled by a system of ordinary differential equations (ODE’s) of first order. For
this system we obtain results of good placement, existence, uniqueness and dependence
continues for initial data. One of the advantages of simplicity of the proposed system is
that it can be solved analytically under certain simplifying assumptions.Thus, it allows us
to analyze the results through simple mathematical considerations, without the need for
specific biological constraints.

Palavras-chave: Circadian Rhythm, Modeling, Oscillators, Pain.
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5 ANÁLISES DOS MODELOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
5.1 Modelo de Strogatz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
5.2 Modelo influenciado pela dor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
5.2.1 Caso 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103



5.2.2 Caso 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
5.2.3 Caso 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
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INTRODUÇÃO

A cronobiologia é um ramo das Ciências Biológicas que visa estudar os ritmos
biológicos e os relógios biológicos que geram estes ritmos. Os ritmos biológicos se refe-
rem às mudanças cı́clicas que se repetem regularmente em um determinado tempo e estão
relacionadas às alterações dos processos fisiológicos [15]. Como principal caracterı́stica,
estes ritmos biológicos governam a maioria das atividades inconcientes de todos os seres
vivos.

O ritmo circadiano regula diversas funções importantes do corpo humano, a
determinação de um modelo que represente os dados reais de forma fidedigna poderá
ser utilizado para gerar procedimentos médicos mais eficientes. Descobrir como se com-
porta o ritmo circadiano de um paciente antes, durante e depois de um processo cirurgico,
por exemplo, pode melhorar procedimentos médicos em pacientes futuros como o tempo
de internação, a dependência de efeitos quı́micos para controlar a dor e entre outros proce-
dimentos.

Uma forma de analisarmos o ritmo circadiano é modelá-lo e estudarmos as pro-
priedades matemáticas deste modelo. Usaremos como base o modelo de fase do
matemático Steven Henry Strogatz [17] o qual relaciona o ciclo da atividade-repouso
ao ciclo da temperatura corporal, a fim de modelar o ritmo circadiano. Nossa proposta de
modelar este ritmo consiste em relacionar estes dois ciclos e também o ciclo da dor.

Cada ciclo biológico destes será conduzido por um oscilador não-linear. Desta forma,
acoplaremos estes osciladores e estudaremos as equações dinâmicas obtidas. Precisamos
considerar a sincronização e/ou dessincronização entre os ciclos a fim de concluir se o
ritmo circadiano está sincronizado ou dessincronizado.

No Capı́tulo 1 definiremos ritmo circadiano, os ciclos biológicos utilizados e
as condições para que estes ciclos tenham uma relação de sincronização ou de
dessincronização, a fim de possibilitar ao leitor um melhor compreendimento dos termos
que serão utilizados ao longo trabalho.

Visando a análise matemática dos modelos, apresentaremos no capı́tulo 2 um breve
estudo de EDO’s com definições, teoremas, corolários, proposições e demostrações
que serão abordados ao decorrer do trabalho. No capı́tulo seguinte, entraremos na
apresentação do modelo de Strogatz, que relaciona o ciclo da temperatura corporal ao
ciclo da atividade-repouso para modelar o ritmo circadiano.

Nossa proposta de modelagem estará disposta do Capı́tulo 4, em que acoplaremos
o oscilador condutor da dor ao sistema de fase apresentado no Capı́tulo 3 por Strogatz.
Explicitamos aqui que nossa proposta de modelagem apresenta caracterı́stica inovadoras
que precisamos devidamente estudá-las. Logo, no Capı́tulo 5 analisaremos os diferentes
casos de acoplamento para os osciladores, estipulando valores aos parâmetros e gerando
gráficos que nos trazem caracterı́sticas do ritmo circadiano.



Por fim, deixaremos nossas considerações finais e nossas propostas futuras de estudo
no Capı́tulo 6, visto que ainda temos muito para estudar a fim de obter um modelo que
represente os dados reais de forma fidedigna. E finalmente apresentaremos as referências
bibliográficas.



1 RITMOS E CICLOS BIOLÓGICOS

Os ritmos biológicos se classicam de acordo com o seu perı́odo aproximado, repre-
sentado pela tabela 1.

Tabela 1: Ritmos biológicos
Ritmo ciclo

circameral 12 horas
circadiano 24 horas
circalunar 28 dias
circanual 365 dias

Estes ritmos, em alguns casos, apresentam o prefixo ultra, que representa um ciclo
maior que o estimado, e em outros casos, o prefixo infra que representa um ciclo menor
que o estimado [12].

1.1 Ritmo Circadiano

O ritmo circadiano é como um marca-passo localizado no cérebro, que regula os rit-
mos materias e psicológicos do ser humano, ele influencia na digestão em vigı́lia, na
renovação das células e entre outras funções.

Este relógio que monitora o ciclo de atividades do corpo humano localiza-se, especifi-
camente, no núcleo supraquiasmático. Esse núcleo é conectado a outras partes do cérebro
e assim funciona como um marca-passo que regula o ritmo [2].

Ao dizer que o ritmo circadiano tem um ciclo de 24 horas, significa que fazemos as
mesmas atividades, de modo geral, num horário aproximado todos os dias. Consequente-
mente, se não tivermos um ritmo circadiano sincronizado, a funcionalidade diária dos
orgãos será afeta, o que pode gerar mal estar é algumas doenças [13, 4].
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1.2 Ciclo temperatura corporal

A temperatura corporal está intimamente relacionada com a agitação molecular,
quanto maior a temperatura de um corpo, maior é agitação de suas moléculas, vice-versa.

A variação térmica circadiana é um fenomeno natural e geralmente não ultrapassa
os 0.6oC (1oF). Variações acima deste patamar são consideradas de alerta, urgência pe-
los especialistas. No entanto, naturalmente a temperatura corporal é menor pela manhã,
aumenta ao longo do dia e é máxima pelo inı́cio da noite [10], gerando assim um ciclo
periódico.

O controle da temperatura corporal é feita pelo hipotálamo, que é uma região do
encéfalo, localizado abaixo do tálamo e acima da hipófise.

1.3 Ciclo atividade-repouso

O ciclo atividade-repouso, ou também chamado de ciclo sono-vigı́lia, é um ciclo
periódico (ou com pouca interferência) que representa o perı́odo em dormimos ou ficamos
acordados diariamente. Assim como o controle da temperatura corporal, a regulagem do
sono é feita pelo hipotálamo.

Existe uma relação do ciclo atividade-repouso com aspectos externos [4], ou seja,
a claridade do dia/noite, refeições diferentes e viagens, são alguns destes aspectos que
podem influenciar no perı́odo.

1.4 Ciclo dor

A dor é um dos componentes essenciais de defesa do organismo. Ela pode ser definida
como uma experiência subjetiva que pode estar associada à lesão real ou potencial nos
tecidos, podendo ser descrita tanto em termos destas lesões quanto por ambas as carac-
terı́sticas [3].

O tálamo, localizado acima do hipotálamo, é responsável pela sensação de dor.

Neste trabalho temos o interesse de verificar a influência da dor como um agente
externo nos ciclos da atividade-repouso e da temperatura.

1.5 Sincronização e Dessincronização

A relação entre dois ou mais ciclos, sejam eles o ciclo da temperatura corporal, o ciclo
da atividade-repouso, ou mesmo o ciclo da dor, pode ser sincronizada ou dessincronizada.

A definição de sincronização consiste no ato de duas ou mais coisas estarem em sin-
cronia, interagirem com perfeita interação ou conexão e ao mesmo tempo. Assim, pode-se
dizer que se a relação entre dois ou mais ciclos é sincronizada, então estes ciclos estão
prefeitamente interados.
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Visto isso, a definição de dessincronização é o oposto de sincronização. Assim, diz-se
que se a relação entre dois ou mais ciclos é dessincronizada, então estes ciclos não estão
prefeitamente interados ou mesmo sincronizados.

Matematicamente falando, se considerarmos estes ciclos descritos por osciladores não
lineares, tais ciclos apresentam uma frequência intrı́nseca, que é a regulariedade do ciclo,
e uma força de acoplamento, que determina o quanto um ciclo influencia no outro. Temos
dois casos:

1- Se a soma das forças de acoplamento for maior que o módulo da diferença das
frequências intrı́nsecas, então a relação entre estes osciladores é sincronizada. Isto
acontece pelo fato das forças de acoplamento terem maior influencia no sistema e
consequentemente tais ciclos se sincronizam.

2- Se a soma das forças de acoplamento for menor que o módulo da diferença das
frequências intrı́nsecas, então a relação entre estes osciladores é dessincronizada.
Isto acontece pelo fato das forças de acoplamento não terem tanta influencia no
sistema e consequentemente a frequência intrı́nseca de cada oscilador permanecerá
inalterada (ou quase isso) deixando o sistema dessincronizado.

Por fim, se todos os ciclos analisados e utilizados para modelarem ritmo circadiano
estiverem sincronizados, então podemos dizer que o ritmo circadiano está sincronizado,
caso contrário o ritmo circadiano está dessincronizado.



2 EQUAÇÕES DIFERENCIAIS ORDINÁRIAS

Neste capı́tulo apresentaremos alguns resultados de equações diferenciais ordinárias
(EDO’s) [11, 6, 8, 7, 5] que serão usadas ao longo do trabalho.

Uma equação é dita equação diferencial ordinária quando envolve as derivadas de
uma função desconhecida de uma só variável independente, ou seja, é uma equação que
a incógnita é uma função que aparece na equação em forma de suas derivadas.

As equações diferenciais são utilizadas em diversas áreas, como na Biologia, Fı́sica,
Econômia e principalmente na Matemática e Engenharias visando uma melhor (ou única)
descrição dos problemas estudados.

Um sistema formado por uma equação diferencial ordinária (EDO) de ordem n e n
condições complementares que determinam, em um mesmo valor da variável indepen-
dente, o valor da função incógnita e de suas derivadas é chamado de problema de valor
inicial (PVI). As condições complementares são ditas condições iniciais.

As equações estudadas neste capı́tulo, e depois ao longo do trabalho, são equações
diferenciais da forma 

du

dt
= f(u)

u(t0) = u0

(2.1)

onde f : U ⊂ Rm → Rm, m ∈ N, u = (θi, θj), com i, j ∈ N e u0 pertence ao
subconjunto U de Rm. Temos portanto, um sistema de equações diferenciais ordinárias
de primeira ordem.

A solução da equação acima é uma função u = u(t) = u(t;u0), que indica o estado
do sistema no instante t, a partir do estado inicial u0 no instante t = t0 = 0. Uma equação
do tipo (2.1), com f = f(u) = f(θ1, θ2) não envolvendo a variável t explicitamente, é
dita autônoma. O mapeamento (t, u0)→ (t;u0) é dito um sistema dinâmico ou fluxo, que
pode ser global ou local, ou seja, se as soluções u = u(t;u0) estão definidas para todo
t ∈ R, ou apenas em um certo intervalo contendo t = t0.

Consideremos f : W ⊂ R × Rm → Rm, m ∈ N, definida em algum subconjunto W
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de R× Rm, o sistema (2.1) toma a forma
du

dt
= f(t, u)

u(t0) = u0

(2.2)

com (t0, u0) ∈ W. Uma equação da forma (2.2), com f dependendo da variável t
explicitamente é dita não-autônoma. A solução da equação (2.2) é uma função u =

u(t) = u(t; t0, u0), que indica o estado do sistema no instante t, a partir do estado inicial
u0 no instante t = t0. O mapeamento (t, t0, u0)→ (t; t0, u0) é dito um processo que pode
ser global ou local, em que também, se as soluções u = u(t;u0) estão definidas para todo
t ∈ R, ou apenas em um certo intervalo contendo t = 0.

Buscaremos ao longo deste capı́tulo estudar existência, unicidade e estabilidade das
soluções de EDO’s, onde

• Existência da solução - o fenômeno representado pode, efetivamente, ocorrer dentro
das condições estudadas.

• Unicidade da solução - mudanças nas condições iniciais dadas no sistema implica
em soluções diferentes.

• Estabilidade da solução - pequenas modificações introduzidas no sistema, acar-
retam em pequenas modificações na solução do sistema.

Por simplicidade vale mostrar que um problema que satisfaça as premissas de ex-
istência, unicidade e dependência contı́nua dos dados é dito um problema bem posto no
sentido de Hadamard.

2.1 Boa colocação para sistemas de EDO’s

Nesta seção abordaremos as condições necessárias e suficientes para garantir que o
problema (2.2) é bem posto no sentido de Hadamard.

Iniciaremos apresentando a definição de função Lipschitziana.

Definição 2.1 Uma função f(t, u), (t, u) ∈ W ⊂ R × Rm é dita Lipschitziana com

solução a segunda variável de f ∈ Lipx(W).

O próximo resultado garante a existência de uma única solução para o PVI (2.2).

Teorema 2.2 (Picard-Lindelöf) Sejam (t0, u0) ∈ R×Rm e W = {(t, u) ∈ R×Rm; |u−
u0| ≤ r, |t − t0| ≤ δ}, r, δ > 0. Se f ∈ Lipu(W), então existe um único u ∈ C 1([t0 −
ε, t0 + ε],Rm), tal que (t, u(t)) ∈ W, satisfaz o PVI (2.2), onde ε = min{δ, r/M} e

M = maxW|f |.
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Demonstração 2.3 (Existência) Seja I = [t0 − ε, t0 + ε] e defina em I a sequência de

funções

u0(t) ≡ u0, un(t) = u0 +

∫ t

t0

f(s, un−1(s)) ds, n = 1, 2, · · · .

Por indução, obtemos

|un(t)− u0| ≤
∫ t

t0

|f(s, un−1(s))| ds ≤ M |t− t0| ≤ m
r

M
= r,

de modo que (t, un(t)) ∈W, ∀t ∈ I . Agora,

|u1(t)− u0(t)| ≤ M |t− t0|,

e, por indução,

|un(t)− un−1(t)| ≤
∫ t

t0

L|un−1(s)− un−2(s)| ds ≤ Ln−1M

(n− 1)!

∫ t

t0

|s− t0|n−1 ds

≤ Ln−1M |t− t0|n

n!
≤ Ln−1Mεn

n!
,

=⇒ |un+m(t)− un(t)| ≤
n+m∑
n+1

|uj(t)− uj−1(t)| ≤ M

L

∞∑
n+1

Ljεj

j!
=

M

L

Lnεn

n!
eεL,

=⇒ un → u ∈ C (I,Rm) uniformemente.

No limite:

u(t) = u0 +

∫ t

t0

f(s, u(s)) ds,

de modo que u é C 1 em I , u′ = f(t, u), u(t0) = u0 e, como W é fechado, (t, u(t)) ∈W.

(Unicidade) Se y ∈ C 1(I,Rm) também é tal que t, y(t) ∈ W, y′ = f(t, y) e y(t0 =

u0), então, em [t0, t0 + ε], w(t) = |y(t)− u(t)| satisfaz

w(t) ≤
∫ t

t0

Lw(s) ds.

Integrando em t de t0 a t1, com t0 < t1 ≤ t0 + ε, obtemos∫ t1

t0

w(t) dt ≤ L

∫ t1

t0

∫ t

t0

w(s) ds dt = L

∫ t

t0

∫ t1

s

w(s) dt ds

= L

∫ t1

t0

w(s)(t1 − s) ds ≤ L(t1 − t0)

∫ t1

t0

w(t) dt,

de modo que para 0 < t − t0 < L−1 temos w(t) = 0. É fácil continuar essa argume-
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tor para concluir que em todo o intervalo [t0, t0 + ε], w ≡ 0, ou seja, y(t) ≡ x(t).

A demonstração é análoga em [t0 − ε, t0] (ou apenas inverta o tempo). Uma outra

demonstração de unicidade pode ser obtida através do lema de Gronwall, que veremos

depois para a continuidade das soluções em relação à condição inicial u0. 2

Observação 2.4 A continuidade de f em t pode ser relaxada para incluir termos inde-

pendentes de x que sejam descontı́nuos ou até distribuições [11].

Teorema 2.5 (Peano) Seja (t0, u0) ∈ R×Rm, e seja W = {(t, u) ∈ R×Rm; |u− u0| ≤
r, |t− t0 ≤ δ}, r, s > 0. Se f ∈ C (W,Rm), então existe u ∈ C1((t0 − ε, t0 + ε),Rm), tal

que (t, u(t)) ∈W, u′ = f(t, u) e u(t0) = u0, onde ε = min{δ, r/M} e M = maxW|f |.

Demonstração 2.6 Pelo Teorema de Stone-Weierstrass [5], ∃ polinômios pn → f uni-

formemente em W (que podemos tomar tais que maxW|f − pn| ≤ 1/n). Então pelo

Teorema de Picard, existe uma solução un ∈ C 1(In,Rm) de u′n = pn(t, un), xn(t0) = u0,

com (t, un(t)) ∈W, onde In = [t0− εn, t0 + εn] e εn = min{δ, r/(M + n−1)}. Como W

e limitado, {un}n é uniformemente limitada. Além disso,

|un(t)− un(s)| ≤
∫ t

s

|pn(τ, un(τ))| dτ ≤ (M + n−1)|t− s| ≤ (M + 1)|t− s|,

ou seja, {un}n é equicontı́nua. O Teorema de Arzela-Ascoli [5] nos diz que existe u ∈
C (I,R) e uma subsequência unj → u pontualmente em I = (t0 − ε, t0 + ε) = UnIn

e uniformemente em qualquer subintervalo compacto de I . No limite quando j → ∞,

obtemos

u(t) = u0 +

∫ t

t0

f(s, u(s)) ds,

de modo que u ∈ C 1(I,Rm), u′ = f(t, u) e x(t0) = u0. 2

Observação 2.7 O Teorema de Peano não garante a unicidade, no entanto as hipóteses

sobre f foram relatadas.

2.1.1 Soluções maximais

Os Teoremas de Picard e de Peano não garantem um intervalo máximo de existência
da solução.Nesta subseção trataremos dos resultados que garantem maximilidade do in-
tervalo onde as soluções existem.

Definição 2.8 (Solução maximial) Seja W ⊂ R × Rm aberto e seja f ∈ Liploc,u(W).

Para cada (t0, u0) ∈ W, defina o intervalo Im(t0, u0) como sendo a união de todos

os intervalos I ⊂ R contendo t0 tais que existe u ∈ C 1(I,Rm) com (t, u(t)) ∈ W,
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u′ = f(t, u) e u(t0) = u0. (Note que pelo Teorema de Picard existe pelo menos um

intervalo I dessa forma.) Pela unicidade de soluções, garantida elo Teorema de Picard,

duas soluções definidas respectivamente em intervalos I e J como acima coincidem na

intersecção I ∩ J e, portanto, podemos concluir que há uma única solução em todo o

intervalo aberto Im(t0, u0), que denotamos por u(t; t0, u0).

Definição 2.9 Denotamos por T+
m(t0, u0) e T−m(t0, u0) o supremo e o ı́nfimo, respectiva-

mente, do intervalo Im(t0, u0). Então Im(t0, u0) = (T−m(t0, u0), T+
m(t0, u0)), com −∞ ≤

T−m(t0, u0) < t0 < T+
m(t0, u0) < +∞. Além disso, definimos I+

m(t0, u0) = [t0, T
+
m(t0, u0))

e I−m(t0, u0) = (T−m(t0, u0), t0]. No caso autônomo, definimos Im(u0) = Im(0, u0),

T+
m(u0) = T+

m(0, u0), T−m(u0) = T−m(0, u0), I+
m(u0) = [0, T+

m(u0)) e I−m(u0) = (T−m , 0].

Teorema 2.10 Seja W ⊂ R×Rm aberto e seja f ∈ Lipu(W). Seja (t0, u0) ∈W. Então

(t, u(t; t0, u0))→ ∂W, quando t↗ T+
m(t0, u0) e t↘ T−m(t0, u0),

no sentido de que ∀K ⊂ W compacto, existe I ⊂ Im(t0, u0) compacto tal que

(t, u(t; t0, u0)) ∈W \K, ∀t ∈ Im(t0, u0) \ I .

Demonstração 2.11 Se o resultado fosse falso, terı́amos T+(t0, u0) < +∞ e existiriam

um compacto K ⊂ W e uma sequência tj ↗ T+
m(t0, u0) tais que (tj, u(tj)) ∈ K, ∀j,

onde u(tj) = u(tj, t0, u0). (Ou então terı́amos algo análogo para T−m(t0, u0).) Sendo K

compacto, então dist(w, ∂W) ≥ ε, ∀w ∈ K, para algum ε > 0. Considerando, então, a

famı́lia de equações {
y′j = f(t, yj)

yj(tj) = u(tj)

terı́amos, pelo Teorema de Picard, soluções únicas yj definidas, respectivamente, em

intervalos [tj − τj, tj + τj], onde τj = min{δj, rj/Mj}, com δj, rj > ε/2 e Mj ≤
maxBε/2(K)|f |. Com isso, τj ≥ τ para algum τ > 0 e existiria um J ∈ N tal que

T+
m − τ < tJ < T+

m onde T+
m = T+

m(t0, u0), de forma que tJ + τ > T+
m .

Basta agora mostrar que

ũ(t) =

{
u(t), T−m(t0, u0) < t ≤ tJ ,

yJ(tj), tj < t < tJ + τ,

seria solução de ũ′ = f(f, ũ) com ũ(t0) = u0, pois ela estaria definida além de T+
m o que

seria uma contradição com a definição de T+
m .
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Para t > tJ ,

ũ(t) = yJ(t) = yJ(tJ) +

∫ t

tJ

f(s, yJ(s)) ds

= u(tJ) +

∫ t

tJ

f(s, ũ(s)) ds

= u(t0) +

∫ tJ

t0

f(s, u(s)) ds +

∫ t

tJ

f(s, ũ(s)) ds

= u0 +

∫ t

t0

f(s, ũ(s)) ds,

o que obviamente também valeria para T−m(t0, u0) < t ≤ t. Portanto, ũ seria C 1 e seria

uma solução em (T−m(t0, u0), TJ+τ) com TJ ] = τ > T+
m , o que completa a demonstração.

2

Observação 2.12 Se W = (a,+∞)×U, então o teorema acima diz que ou T+
m(t0, u0) =

+∞ ou T+
m(t0, u0) < +∞ e, nesse caso, x(t; t0, u0)→ ∂U, quando t↗ T+

m(t0, u0). Em

partIcular, se U = Rm, então ou T+
m(t0, u0) = +∞ ou T+

m(t0, u0) < +∞ e, nesse caso,

|u(t, t0, u0)| → +∞ quando t↗ T+
m(t0, u0). Analogamente para T−m(t0, u0).

Corolário 2.13 A demonstração acima de que ũ é solução de ũ′ = f(t, ũ) com ũ(t0) =

u0 mostra que u(t; t1, u(t1; t0, u0)) = u(t; t0, u0), ∀(t0, u0) ∈W, ∀t, t1 ∈ Im(t0, u0), com

Im(t1, u(t1; t0, u0)) = Im(t0, u0).

2.2 Dependência nas condições iniciais e nos parâmetros

Para garantir que o problema (2.1) é bem posto no sentido de Hadamard, vamos ten-
tar aqui estabelecer a dependência contı́nua. Faremos isso assumindo hipóteses sobre a
função f .

2.2.1 Dependência Lipschitz

Antes de analisarmos o que o que é possı́vel obter em termos de estabilidade (de-
pendência contı́nua) vamos ao seguinte Lema, conhecido como Lema de Gronwall [8].

Lema 2.14 (Gronwall) Sejam ξ, β : [t0, t1]→ R contı́nuas tais que β ≥ 0 e

ξ(t) ≤ ξ0 +

∫ t

t0

β(s)ξ(s) ds, ∀t ∈ [t0, t1],

para algum ξ0 ∈ R. Então,

ξ(t) ≤ ξ0e
∫ t
t0
β(s) ds

, ∀t ∈ [t0, t1].
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Demonstração 2.15 Defina

η(t) = ξ0 +

∫ t

t0

β(s) ds.

=⇒ η ∈ C 1([t0, t1]), ξ(t) ≤ η(t) e η′(t) = β(t)ξ(t) ≤ β(t)η(t),

=⇒
(
η(t)e

−
∫ t
t0
β(s) ds

)′
≤ 0 =⇒ η(t)e

−
∫ t
t0
β(s) ds − η(t0) ≤ 0,

=⇒ ξ(t) ≤ η(t) ≤ η(t0)e
∫ t
t0
β(s) ds

= ξ0e
∫ t
t0
β(s) ds

.

2

Teorema 2.16 Seja W ⊂ R × Rm e seja f ∈ Lipu(W) com constante de Lipschitz L.

Então, para quaisquer (t0, u1) e (t0, u2) em W temos

|u(t; t0, u1)− u(t; t0, u2)| ≤ |u1 − u2|eL|t−t0|,

para todo t ∈ Im(t0, u1) ∩ Im(t0, u2).

Demonstração 2.17 Usando a forma integral da equaão diferencial, temos que a função

w(t) = |u(t; t0, u1)− u(t; t0, u2)| satisfaz

w(t) ≤ |u1 − u2|+ L

∫ t

t0

w(s) ds,

para todo t ∈ [t0, T
+
m(t0, u1)) ∩ [t0, T

+
m(t0, u2)). Uma aplicação do lema de Gronwal a

w prova o resultado desejado quando t ≥ t0. O resultado para t < t0 pode ser obtido

invertendo-se o tempo e utilizando-se a equação diferencial por τ 7→ u(−τ, t0, u0). 2

Corolário 2.18 Seja W ⊂ R × Rm aberto e seja f ∈ Lipu(W). Então, para qualquer

compacto K ⊂W, existe LK ≥ 0 tal que para quaisquer (t0, u1) e (t0, u2) em K temos

|u(t; t0, u1)− u(t; t0, u2)| ≤ |u1 − u2|eLK |t−t0|,

para todo t ∈ Im(t0, u1) ∩ Im(t0, u2) tal que u(s; t0, u1), u(s; t0, u2) ∈ K, para todo s

entre t0 e t.

Demonstração 2.19 Basta considerar f restrita ao compacto K e aplicar o Teorema

2.2.3. 2

Corolário 2.20 Seja W ⊂ R × Rm aberto e seja f ∈ Lipu(W). Dados (t0, u1), (t0, u2)

∈ W e dado um intervalo I incluı́do compactamente em Im(t0, u1) ∩ Im(t0, u2), existe

LI ≥ 0 tal que

|u(t; t0, u1)− u(t; t0, u2)| ≤ |u1 − u2|eLI |t−t0|,

para todo t ∈ I .
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Demonstração 2.21 Basta aplicar o corolário anterior ao conjunto (compacto em W)

K = {u(t; t0, u1); t ∈ Ĩ} ∪ {u(t; t0, u2); t ∈ Ĩ},

onde Ĩ é o menor intervalo que contém I , t1 e t2. 2

Teorema 2.22 Seja W ⊂ R × Rm e seja f ∈ Lipu(W) limitada. Seja L a constante de

Lipschitz de f em relação a u e seja M o supremo de f em W. Entao, para quaisquer

(t1, u1) e (t2, u2) em W com t1 ∈ Im(t2, u2) e t2 ∈ Im(t1, u2), temos

|u(t; t1, u1)− u(t; t2, u2)| ≤ {|u1 − u2|+M |t1 − t2|}eL(min|t−t1|,|t−t2|),

para todo t ∈ Im(t1, u1) ∩ Im(t2, u2).

Demonstração 2.23 Como

u(t; ti, ui) = ui +

∫ t

ti

f(s, u(s; ti, ui)) ds, i = 1, 2,

a diferença w(t) = |u(t; t1, u1) − u(t; t2, u2)| satisfaz, em [ti,+∞) ∩ Im(t1, u1) ∩
Im(t2, u2), para i = 1 ou i = 2,

w(t) ≤ |u1 − u2|

+

∣∣∣∣∫ t2

t1

f(s, u(t; tj, uj)) ds

∣∣∣∣+

∫ t

ti

|f(s, u(s; t1, u1))− f(s, u(s; t2, u2))| ds

≤ |u1 − u2|+MK |t1 − t2|+ LK

∫ t

ti

w(s) ds,

onde j = 1, se i = 2, e j = 2 se i = 1. O resultado para t ≥ t0 pode agora ser

facilmente obtido com o uso do lema de Gronwall. O resultado para t < t0 pode ser

obtido invertendo-se o tempo. 2

Corolário 2.24 Seja W ⊂ R × Rm aberto e seja f ∈ Lipu(W). Então, para qualquer

compacto K ⊂ W, existem constantes LK , MK ≥ 0 tais que para quaisquer (t1, u1) e

(t2, u2) em K com t1 ∈ Im(t2, u2) e t2 ∈ Im(t1, u1), temos

|u(t; t1, u1)− u(t; t2, u2)| ≤ {|u1 − u2|+MK |t1 − t2|}eLK(min(|t−t1|,|t−t2|)),

para todo t ∈ Im(t1, u1) ∩ Im(t2, u2) tal que u(s; t1, u1), u(s; t2, u2) ∈ K para todo s

entre t1 e t e entre t2 e t.

Demonstração 2.25 Basta considerarmos f restrita ao compactoK e aplicar o Teorema

2.22.
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2

Corolário 2.26 Seja W ⊂ R × Rm aberto e seja f ∈ Lipu(W). Dados (t1, u1), (t2, u2)

∈ W e dado um intervalo I incluı́do compactamente em Im(t1, u1) ∩ Im(t2, u2), existem

L1, M1 ≥ 0 tais que

|u(t; t1, u1)− u(t; t2, u2)| ≤ {|u1 − u2|+MI |t1 − t2|}eLI(min(|t−t1|,|t−t2|)),

para todo t ∈ I .

Demonstração 2.27 Basta aplicar o corolário anterior ao conjunto (compacto W)

K = {u(t; t1, u1); t ∈ Ĩ} ∪ {u(t; t2, u2); t ∈ Ĩ},

onde Ĩ é o menor intervalo que contém I , t1 e t2. 2

Proposição 2.28 Seja W ⊂ R×Rm aberto e seja f ∈ Lipu(W). Seja D = {(t, t0, u0) ∈
R × R × Rm; (t0, u0) ∈ W e t ∈ Im(t0, u0)}, que é o domı́nio de definição da solução

u(t; t0, u0) da equação u′ = f(t, u), u(t0) = u0. Então D é aberto e a transformação

(t0, u0) 7→ u(t; t0, u0) é localmente Lipschitz contı́nua onde estiver definida.

Demonstração 2.29 Pelo resultado de existência local da solução é facil deduzir que

qualquer ponto da forma (t0, t0, u0) com (t0, u0) ∈W, é interior a D com T 6= t0. Vamos

considerar o caso em que T > t0, pois o outro caso é análogo.

Como o intervalo [t0, T ] é compacto e W é aberto, existe um compacto K ⊂ W

que é uma vizinhança do conjunto compacto u([t0, u0], t0, u0). Mais precisamente, sendo

u([t0, u0], t0, u0) compacto, existe um ε > 0 tal que a bola fechada em Rm de raio ε e

centrada em x(t, t0, u0) está toda continda em K para qualquer t ∈ [t0, T ]. Note que

com isso temos T−m(t0, u0) < t0 − ε < T + ε < T+
m(t0, u0) pelo Teorema 2.10.

Sejam LK e MK como no Corolário 2.9 para o compacto K. Seja δ > 0 suficiente-

mente pequeno tal que δ(1 +MK)eLK(T+ε−t0) < ε, que implica, em particular, em δ < ε,

de modo que u(t; t0, u0) está definidp para t ∈ [t0 − δ, T = ε]. Então, para qualquer

(t1, u1) tal que |t1 − t0|+ |u1 − u0| < δ < ε, temos pelo Corolário 2.9 que

|u(t; t1, u1)− u(t; t0, u0)| ≤ {|u1 − u0|+MK |t1 − t0|}eLK(mint−t1,t−t0)

≤ (1 +MK)δeLK(T+ε−t0) < ε,

para todo t ∈ [t0 − δ, T + ε] ∩ Im(t1, u1). Portanto, u(t; t1, u1) ∈ K para todo t ∈
[t0 − δ, T + ε] ∩ Im(t1, u1). Pelo Teorema 2.10, u(t; t1, u1) se “aproxima” do bordo ∂W,

e, portanto, sai do compacto K, quando t se “aproxima” dos extremos de Im(t1, u1).

Logo necessariamente [t0 − δ, T + ε] ⊂ Im(t1, u1). Em outras palavras, o conjunto

{(t, u1, t1); |t − T | < ε, |t1 − t0| + |u1 − u0| < δ} está contido em D, o que mostra que

D é aberto. A continuidade Lipschitz segue da estimativa acima.
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2

Observação 2.30 Note que a Proposição 2.11 mostra que a aplicação (t0, u0) 7→
T+
m(t0, u0) é semicontı́nua inferior em W e a aplicação (t0, u0) 7→ T−m(t0, u0) é semi-

contı́nua superior em W.

2.2.2 Dependência CK

Nesta seção trataremos da dependência contı́nua da solução u(t; t0, u0, λ) do problema{
u′ = f(t, u, λ),

u(t0) = u0,
(2.3)

onde λ ∈ Rl, l ∈ N, é um parâmetro (ou vários) do problema.
Um de nossos propósitos é analisar a dependência do problema (3.1)-(3.2) com

relação as constantes de acoplamento e as frequências intrı́nsecas. Para tal utilizamos
o Teorema de Ponto Fixo citado no seguinte teorema.

Teorema 2.31 (Ponto Fixo de Banach-Cacciopoli) Seja (M,d) um espaço métrico com-

pleto e T : M → M uma contração, isto é, ∃ θ ∈ [0, 1), tal que d(T (y), T (x)) ≤
θ d(y, u), ∀u, y ∈M . Então, existe um único ponto fixo ū ∈M ,isto é, ū = T (ū), e, além

disso, ∀u0 ∈M , T n(u0)→ ū, quando n→∞.

Demonstração 2.32 Seja u0 ∈ M e considere a sequência un = T n(u0) = T (un−1),

n ∈ N. Então,

d(un+1, un) = d(T (un), T (un−1)) ≤ θ d(un, un−1) ≤ · · · ≤ θn d(T (u0), u0).

Logo,

d(un+m, un) ≤
n+m−1∑
j=n

d(uj+1, uj) ≤
n+m∑
j=n

θj d(T (u0), u0) ≤ θn

1− θ
d(T (u0), (u0)).

Portanto, {un}n é uma sequência de Cauchy em M e converge para um certo ū ∈ M ,

poisM é completo. Pela continuidade de T , passando ao limite na relação un = T (un−1)

obtemos ū = T (ū). Se y ∈ M é tal que y = T (y), então d(ū, y) = d(T (ū), T (y)) ≤
θd(ū, y), logo ū = y pois θ 6= 1. Como u0 é arbitrário e ū é único, as contas acima

mostram que T n(u0)→ ū, ∀u0 ∈M . 2

Corolário 2.33 Seja (M,d) um espaço métrico completo e T : M → M um operador

contı́nuo tal que TK seja uma contração para algum k ∈ N. Então existe um único ponto

fixo x̄ ∈M de T e para qualquer u0 ∈M , temos T n(u0)→ ū.
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Demonstração 2.34 Aplique o teorema anterior a TK para achar um ponto fixo ū ∈ M
de TK . Tome u0 = T (ū) de modo que

ū = lim
n
T nK(T (ū)) = lim

n
T (T nK(ū)) = T (lim

n
T nK(ū)) = T (ū),

o que mostra que ū é o ponto fixo de T . A unicidade, agora, é facil e a convergência segue

do fato de que qualquer subsequência da forma T nk+l(u0) = T nk(T l(u0)) converge para

ū, quando n→∞, onde l = 0, 1, 2, . . . , k − 1.
2

Teorema 2.35 (Princı́pio da Contração Uniforme) Sejam X e Y espaços de Banach,

U ⊂ X , V ⊂ Y abertos e T : Ū × V → Ū uma contração uniforme em Ū , isto é, existe

θ ∈ [0, 1) tal que d(T (u1, y)− T (u2, y)) ≤ θd(u1− u2), ∀u1, u2 ∈ Ū , ∀y ∈ V . Seja g(y)

o único ponto fixo de T (·, y) em Ū , g : V → Ū . Se T ∈ C k(Ū × V,X), k ∈ N, então

g ∈ C k(V,X). (T analı́tico⇒ g analı́tico, também.)

Demonstração 2.36 (Continuidade)

g(y1)− g(y2) = T (g(y1), y1)− T (g(y2), y2)

= T (g(y1), y1)− T (g(y1), y2) + T (g(y1), y2)− T (g(y2), y2),

⇒ d(g(y1)− g(y2)) ≤ d(T (g(y1), y1)− T (g(y1), y2)) = θd(g(y1)− g(y2)).

Como 0 ≤ θ < 1 e T é contı́nuo,

d(g(y1)− g(y2)) ≤ 1

1− θ
d(T (g(y1), y1)− T (g(y1), y2))→ 0,

quando y2 → y1, o que prova a continuidade de g = g(y).

(Diferenciabilidade) Da relação g(y) = T (g(y), y), temos formalmente

Dyg(y) = DxT (g(y), y)Dyg(y) +DyT (g(y), y).

Portanto Dyg(y) ∈ L(Y,X), se existir, é ponto fixo do operador Φ : L(Y,X) × Y →
L(Y,X) definido por

Φ(M, y) = DxT (g(y), y)M +DyT (g(y), y),

que é contı́nuo quando T é C 1. Note que ||DxT (g(y), y)|| ≤ θ, para todo y ∈ V , de

forma que

||Φ(M1, y)− Φ(M2, y)|| ≤ θ||M1 −M2||.

Sendo Φ uma contração uniforme, temos para cada y ∈ V um ponto fixo M(y). Pre-

cisamos mostrar que M(y) é de fato a diferencial de g(y).
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Temos que

|g(y + h)− g(y)−M(y)h|

= |T (g(y + h), y + h)− T (g(y), y)−DxT (g(y), y)M(y)h−DyT (g(y), y)h|

≤ |T (g(y + h), y + h)− T (g(y), y)−DxT (g(y), y)(g(y + h)− g(y))

−DyT (g(y), y)h|+ |DxT (g(y), y)(g(y + h)− g(y)−M(y)h)|

≤ |T (g(y + h), y + h)− T (g(y), y)−DxT (g(y), y)(g(y + h)− g(y))

−DyT (g(y), y)h|+ θ|g(y + h)− g(y)−M(y)h|.

E ainda

|g(y + h)− g(y)−M(y)h|
|h|

≤
(

1

1− θ

) (
|T (g(y + h), y + h)− T (g(y), y)

|h|

+
−DxT (g(y), y)(g(y + h)− g(y))−DyT (g(y), y)h|

|h|

)
≤

(
1

1− θ

) (
|T (g(y + h), y + h)− T (g(y), y)−DxT (g(y), y)(g(y + h)− g(y))

|g(y + h)− g(y)|+ |h|

+
−DyT (g(y), y)h|

|g(y + h)− g(y)|+ |h|

) (
|g(y + h)− g(y)|+ |h|

|h|

)
Mas T é C 1 de modo que por continuidade existe uma constante K ≥ 0 tal que para |h|
suficientemente pequeno temos

|g(y+h)−g(y)| ≤ (usando 2.4 ≤ 1

1− θ
|T (g(y), y+h)−T (g(y), h)| ≤ 1

1− θ
K|h|.

Com isso,

|g(y + h)− g(y)−M(y)h|
|h|

≤
(

1

1− θ

) (
|T (g(y + h), y + h)− T (g(y), y)−DxT (g(y), y)(g(y + h)− g(y))

|g(y + h)− g(y)|+ |h|

+
−DyT (g(y), y)h|

|g(y + h)− g(y)|+ |h|

) (
1 +

K

1− θ

)
.

Quando |h| → 0, temos |g(y + h) − g(y)| → 0 pela estimatica acima, de modo que o

quociente

|T (g(y + h), y + h)− T (g(y), y)−DxT (g(y), y)(g(y + h)− g(y))−DyT (g(y), y)h|
|g(y + h)− g(y)|+ |h|

→ 0,
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pela definição de T (x, y) ser diferenciável em (x, y). Portanto,

|g(y + h)− g(y)−M(y)h|
|h|

→ 0, quando h→ 0,

mostrando que g = g(y) é diferenciável com Dyg(y) = M(y).

(Continuidade C k) Prosseguimos por indução. Assim, sendo T de classe C k, temos

que Φ definido acima é de casse C k−1, de forma que seu ponto fixo Dyg(y) é C k−1 em y

pela hipótese de indução, o que implica em g = g(y) ser de classe C k. 2

Com o princı́pio da contração uniforme, podemos facilmete provar o teorema da função
implı́cita e, consequentemente, o da função inversa, como mostramos a seguir.

Teorema 2.37 (Função Implı́cita) Sejam X , Y e Z espaços de Banach, U ⊂ X e V ⊂ Y

abertos e (u0, y0) ∈ U×V . Seja F : U×V → Z de classe C k, k ≥ 1, com F (u0, y0) = 0

eDuf(u0, y0) inversı́vel com inversa limitada. Então existem U0×V0 ⊂ U×V vizinhança

aberta de (u0, y0) e ϕ : V0 → U0 de classe C k tais que F (ϕ(y), y) = 0, ∀y ∈ V0. Mais

precisamente, temos que F (u, y) = 0, com (u, y) ∈ U0 × V0, se e somente se u = ϕ(y).

(E se F é analı́tica, então ϕ é analı́tica.)

Demonstração 2.38 Temos

F (u, y) = 0⇐⇒ DuF (u0, y0)−1F (u, y) = 0⇐⇒ u = u−DuF (u0, y0)−1F (u, y).

Defina Φ : U × V → Z por Φ(u, y) = u−DuF (u0, y0)F (u, y). Note que Φ é C k. Além

disso,

DuΦ(u0, y0) = I −DuF (u0, y0)−1DuF (u0, y0) = I − I = 0,

onde I é o operador identidade em X . Com isso, fixando um θ ∈ (0, 1), temos

||DxΦ(u, y)|| ≤ θ < 1, ∀(u, y) ∈ U1 × V1,

em uma certa vizinhança U1 × V1 ⊂ U × V de (u0, y0). Logo,

|Φ(u1, y)− Φ(u2, y)| ≤ θ|u1 − u2|, ∀(u1, y), (u2, y) ∈ U1 × V1.

Podemos, também, assumir, graças à continuidade de DyF , que nessa mesma vizinhança

U1 × V1 de (u0, y0), temos ||DyF (u, y)|| ≤ K, para algum K ≥ 0.

Seja agora ε > 0 suficientemente pequeno tal que U0 ⊂ U1, onde U0 = {u ∈ U ; |u−
u0| < ε}. Seja também δ > 0 suficientemente pequeno tal que V0 = {y ∈ V ; |y−y0| < δ}
e tal que V0 ⊂ V1 e delta < (1− θ)ε/K. Então,

|Φ(u, y)− u0| = |Φ(u, y)− Φ(u0, y0)| ≤ |Φ(u, y)− Φ(u0, y)|+ |Φ(u0, y)− Φ(u0, y0)|

≤ θ|u− y0|+K|y − y0| ≤ θε+Kδ < ε, ∀(u, y) ∈ Ū0 × V0.
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Logo, Φ : U0 × V0 → U0 é de classe C k e é uma contração uniforme. Portanto, o ponto

fixo g(y) = Φ(g(y), y) é de classe C k e é a função procurada tal que F (g(y), y) = 0.

Como o ponto fixo g(y) é único em U0 segue que F (u, y) = 0, (u, y) ∈ U0 × V0 se e

somente se u = g(y). 2

Observação 2.39 A função Φ = Φ(u, y) que aparece na demostração do teorema da

função inversa está associada ao método de Newton para achar zero de funções. De

fato, sendo Φ(·, y) uma contração, a sequência un = Φ(un−1, y) converge para o zero

g(y) de Φ(·, y). Nessa forma, esse método é apropriado para achar zero de funções por

continuação, isto é, conhecendo-se o zero u0 de F (·, y) pode-se achar o zero de F (·, y)

para y próximo de y0. (Note que precisamos de DuF
−1 no ponto (u0, y0).)

Teorema 2.40 (Função Inversa) Sejam X e Y espaços de Banach. U ⊂ X aberto,

u0 ∈ U e f : U → Y de classe C k, k ∈ N, comDf(u0) inversı́vel e com inversa limitada.

Então existem U0 ⊂ U e V0 ⊂ Y , vizinhanças abertas de u0 e f(u0), respectivamente,

e uma função g : V0 → U0 de classe C k tal que g(f(u)) = u, ∀u ∈ U0, e f(g(y)) = y,

∀y ∈ V . (f analı́tica⇒ g analı́tica.)

Demonstração 2.41 Aplique o teorema da função implı́cita à função (u, y)→ f(u)−y :

U×Y → X×Y . Com isso, obtemos g : V0 → U1 de classe C k , com U1 e V0 vizinhanças

abertas de u0 e f(u0), respectivamente, e tal que f(x) = y, com (x, y) ∈ U1 × V0 , se e

somente se u = g(y). Seja, então, U0 = f−1(V0) ∩ U1, de modo que U0 ⊂ U1 também

é uma vizinhança aberta de u0 . Além disso, é fácil ver que f(g(y)) = y, ∀y ∈ V0 e

g(f(u)) = u, ∀u ∈ U0. 2

Observação 2.42 Os teoremas da função implı́cita e da função inversa são de fato equiv-

alentes. Para provar o teorema da função implı́cita a partir do da função inversa, note

que a hipótese de DxF (u0, y0) ser inversı́vel com inversa limitada implica em X ser iso-

morfo a Z e que podemos construir uma função Φ : U × V → X × Y definida por

Φ(u, y) = (duF (u0, y0)−1F (u, y), y) que é inversivel com inversa limitada em (u0, y0),

pois DΦ(u0, y0) tem a forma

DΦ(u0, y0) =

[
Iu ∗
0 IY

]
,

onde IX e IY são os operadores identidade em X e Y , respectivamente. O teorema

da função inversa garante, então, a existência da inversa Φ−1 de classe C k em uma

vizinhança de (u0, y0). Pela forma de Φ(u, y), é fácil ver que Φ−1(u, y) tem a forma

Φ−1(u, y) = (Ψ(u, y), y). Temos, então, que u = DuF (u0, y0)−1F (Ψ(u, y), y). Fazendo

u = 0, obtemos 0 = DuF (u0, y0)−1F (Ψ(0, y), y), logo F (Ψ(0, y), y) = 0, de modo que

g(y) = Ψ(0, y) é a função procurada.
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Voltemos para a dependência das soluções de uma equação diferencial nas condições
iniciais e nos parâmetros.

Teorema 2.43 Sejam W ⊂ R× Rm e Λ ⊂ Rl abertos. Seja f : W× Λ→ Rm de classe

C k, k ∈ N. Seja u(t; t0, u0, λ) a solução de{
u′ = f(t, u, λ),

u(t0 = u0,

que está definida em D = {(t, t0, u0, λ)}; (t0, u0, λ) ∈ W × Λ, t ∈ Im(t0, u0, λ), onde

Im(t0, u0, λ) é o intervalo maximal de existência de cada solução. Então D é aberto,

(t, t0, u0, λ) 7→ u(t, t0, x0, λ) é de classe C k em D e t 7→ u(t, t0, u0, λ) é de classe C k+1

em Im(t0, u0, λ) com ∂k+1
t u(t, t0, u0, λ) contı́nua em D.

Demonstração 2.44 A demonstração do fato de D ser aberto segue como na

demonstração da Proposição 2.32.

Seja V ⊂ W aberto incluı́do compactamente em W. Logo, para algum ε > 0 sufi-

cientemente pequeno, a vizinhança fechada V ε de raio ε do compacto V está contida em

W. Seja M o máximo de f no compacto V ε e seja L a constante de Lipschitz de f em

relação a u em V ε . Seja δ > 0 suficientemente pequeno tal que δ ≤ ε/2, δM ≤ ε/2

e δL ≤ 1/2. Vamos mostrar, utilizando o teorema do ponto fixo uniforme, que para

qualquer (t0, u0, λ) ∈ V × Λ, a solução u(t; t0, u0, λ) está definida no mesmo intervalo

[t0 − δ, t0 + δ] e é de classe C k em (t, t0, u0, λ).

Considere a mudança de variáveis τ = (t − t0) e seja y(τ) = u((t0 + τ) − u0), de

modo que y = y(τ ; t0, u0, λ) satisfaz a equação

y′(τ) = f(t0 + τ, y(τ), λ), y(0) = u0. (2.4)

Com isso, se u(t; t0, u0, λ) está definido para t0 − δ ≤ t ≤ t0 + δ e é tal que

|u(t; t0, u0, λ) − u0| ≤ ε/2 nesse intervalo, então y(τ, t0, u0, λ) está definido em [−δ, δ],
é tal que |y(τ ; t0, u0, λ)− u0| ≤ ε/2 é o ponto fixo de

Φ(y, u0, λ)(τ) = u0 +

∫ τ

0

f(t0 + s, y(s), λ) ds, ∀τ ∈ [−δ, δ].

O domı́nio de definição de Φ é Σ× V × Λ, onde

Σ = {y ∈ C ([−δ, δ];Rm); |y(t)− u0| ≤ ε/2,∀t ∈ [−δ, δ]},

que é a bola fechada de raio ε/2 e centro em ≡ u0 do espaço de Banach das funções

contı́nuas de [−δ, δ] em Rm com a norma do máximo ||y|| = max[−δ,δ]|y(t)|. Note que

Φ está bem definido nesse domı́nio pois no integradno da definição de Φ, temos (t0 +
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s, y(s)) ∈ V ε ⊂ W quando y ∈ Σ. De fato, (t0, u0) ∈ V e |(t0 + s, y(s)) − (t0, u0)| ≤
|s|+ |y(s)− u0| ≤ δ + ε/2 ≤ ε.

Sendo f de classe C k, segue que Φ também e de classe C k. Temos, também, que

|Φ(y, t0, u0, λ)(τ)− u0| ≤M |τ | ≤Mδ ≤ ε

2
, ∀τ ∈ [−δ, δ].

Logo Φ(y, t0, u0, λ) ∈ Σ. Além disso,

|Φ(y1, t0, u0, λ)(τ)− Φ(y2, t0, u0, λ)| ≤ L

∣∣∣∣∫ τ

0

|y1(s)− y2(s) ds

∣∣∣∣
≤ δL||y1 − y2|| ≤

1

2
||y1 − y2||, ∀τ ∈ [−δ, δ]

pois δL < 1/2. Então,

||Φ(y1, t0, u0, λ)− Φ(y2, t0, u0, λ)|| ≤ 1

2
||y1 − y2||,

o que mostra que Φ : Σ × V × Λ → Σ é uma contração uniforme. Como f é de classe

C k, então Φ também é de classe C k. Portanto, pelo princı́pio da contração uniforme

(Teorema 2.35), existe y = y(t0, u0, λ) : V × Λ → Σ de classe C k que é ponto fixo de

Φ(·, t0, u0, λ). Então, y(τ ; t0, u0, λ) é solução de (2.4) e, com isso, temos u(t; t0, u0, λ) =

y(t− t0; t0, u0, λ) de classe C k em (t0, u0, λ) ∈ V × Λ.

Quando à regularidade em t, podemos deduzir por indução que u é de classe C k+1

em t, pelo menos localmente, isto é, em [t0 − δ, t0 + δ], e é C k juntamente nas variáveis

(t, t0, u0, λ). De fato, como a norma em Σ é a forma do máximo e y = y(t0, u0, λ)

é contı́nua com valores em Σ, segue que u = u(t; t0, u0, λ) é contı́nua juntamente em

(t, t0, u0, λ). Da equação diferencial, segue, então, que ∂tu é contı́nua em (t; t0, u0, λ).

Assumindo por indução que u é de classe C j em (t, t0, u0, λ), para j < k, temos, pela

equação diferencial u′ = f(t, u), que u é de classe C j+1 em t com ∂j+1
t dependendo con-

tinuamente em todas as variáveis (t; t0, u0, λ). Como u(t; t0, u0, λ) é também de classe

C k, logo C j+1, em (t0, u0, λ), segue que u é C j+1 juntamente em (t; t0, u0, λ). Isso

completa a indução, mostrando que u é C k em (t; t0, u0, λ). Da equação diferencial

u′ = f(t, u, λ), concluı́mos finalmete, que ∂k+1
t existe e é contı́nua em (t; t0, u0, λ).

Para estender essa regularidade para t ∈ Im(t0, u0) longe de t0 , note que, pelo

Corolário 2.17, podemos dividir o intervalo [t0, t] em subintervalos de extremos t0 <

t0 + δ < t0 + 2δ < . . . < t0 + nδ < t e escrever

x(t; t0, u0, λ) = u(t; t0 + nδ, u(t0 + nδ; t0, u0, λ), λ)

= u(t; t0 + nδ, u(t0 + nδ; t0 + (n− 1)δ, . . . u(t0 + δ, t0, u0, λ), . . . , λ, λ).

Portanto, enquanto t for tal que a solução entre t0 e t está toda contida em V , temos
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que u(t; t0, u0, δ) se escreve como uma composição finita de funções com a regularidade

desejada, e, portanto, também tem essa regularidade.

Como V é aberto arbitrário incluı́do compactamente no aberto W, podemos estender

esse resultado para todo o W e para todo o intervalo aberto de definição das soluções,

completando a demostração. 2

Observação 2.45 Vimos, primeiramente, que se f = f(t, u) é contı́nua em (t, u) e Lip-

schitz em u, então u(t; t0, u0) é C 1 em t e Lipschitz em (t0, u0). Vimos, em seguida, que

se f(t, u, λ) é C k em (t, u, λ), k ∈ N, então u(t; t, u0) é C k em (t, t0, u0, λ) e C k+1 em t

com ∂k+1
t u(t; t0, u0, λ) contı́nua em (t; t0, u0, λ). Mas podemos ter uma informação mais

precisa olhando para a demonstração do Teorema 2.43:

A regularidade em u0 depende apenas da regularidade de f(t, u, λ) em u. Mais pre-

cisamente, se f(t, u, 1λ) é contı́nua em (t, u) e é C k em u, então u(t; t0, u0, λ) é C k em

u0 . Para isso, note que Φ na demonstração do Teorema 2.43 é de classe C k em (z, u0) e

os outros parâmetros t0 e λ podem ser mantidos fixos na aplicação do teorema do ponto

fixo uniforme.

A regularidade apenas em t0 depende, em geral, da regularidade de f = f(t, u, λ) em

(t, u) e não apenas em t. Mesmo que f seja C∞ em t, mas apenas C k em u, a solução

u(t; t0, u0, λ) é, em geral, apenas C k em t0 , a menos que f seja independente de t e,

nesse caso, a regularidade em t0 é a mesma que a em t, ou seja, C k+1, o que veremos em

seguida.

A regularidade de u(t; t0, u0, λ) em λ depende da regularidade de f(t, u, λ) em

(u, λ). Mais precisamente, se f(t, u, λ) é contı́nua em (t, u, λ) e é C k em (u, λ), então

u(t; t0, u0, λ) é C k em (u0, λ). Para isso, note que Φ na demonstração do Teorema 2.43 é

de classe C k em (z, u0, λ) e o outro parâmetro t0 pode ser mantido fixo na aplicação do

teorema do ponto fixo uniforme.

A regularidade de u(t; t0, u0, λ) em t é a mesma que a regularidade de f(t, u, λ) em

(t, u) “mais um”. Mais precisamente, se f(t, u, λ) é C k em (t, u), então u(t; t0, u0, λ) é

C k+1 em t com ∂k+1
t u(t; t0, u0, λ) contı́nua em (t; t0, u0), o que pode ser deduzido através

da equação diferencial u′ = f(t, u).

Não veremos a regularidade analı́tica em detalhes, mas, por exemplo, se f =

f(t, u, λ) é analı́tica em (u, λ), então u(t; t0, u0, λ) é analı́tica em (t0, u0, λ), e se

f = f(t, u, λ) é analı́tica em (t, u, λ), então u(t; t0, u0, λ) é analı́tica em (t, t0, u0, λ).

Finalmente, o estudo da regularidade em λ poderia ter sido reduzido ao caso do da

regularidade em u considerando o sistema equivalente
u′ = f(t, x, λ),

λ′ = 0,

u(t0) = u0,

λ(t0) = λ0.
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2.3 Soluções Globais

Proposição 2.46 Seja f ∈ Lipu(R× Rm) com

|f(t, u)| ≤ a|u|+ b, ∀(t, w) ∈ R× Rm,

onde a, b ≥ 0. Então, Im(t0, u0) = R para todo (t0, u0) ∈ R× Rm.

Demonstração 2.47 Temos,

|u(t)| =

∣∣∣∣u0 +

∫ t

t0

f(s, u(s)) ds

∣∣∣∣
≤ |u0|+

∣∣∣∣∫ t

t0

a|u(s)|+ b ds

∣∣∣∣
≤ |u0|+ b|t− t0|+ a

∣∣∣∣∫ t

t0

|u(s)| ds
∣∣∣∣ .

Portanto, usando o Lema de Gronwall, obtemos

|u(t)| ≤ (|u0|+ b|t− t0|)ea|t−t0|,

logo u(t) é limitado para t limitado. Então, pelo Teorema 2.14, segue que T−m(t0, u0) =

−∞ e T+
m(t0, u0) = +∞, isto é, Im(t0, u0) = R. 2



3 MODELO DE STROGATZ

Neste Capı́tulo apresentaremos o modelo do ritmo circadiano, proposto por Strogatz
[17], obtido através da relação do ciclo atividade-repouso ou ciclo sono-vigı́lia, com o
ciclo da temperatura corporal. Estes ciclos são conduzidos por osciladores não-lineares
acoplados.

3.1 Estrutura

Consideremos θ1(t) e θ2(t) dois osciladores de fase. As fases são olhadas como pontos
sobre a circunferência (t), do cı́rculo unitário ou, equivalentemente, como o conjunto de
números complexos de módulo 1. A forma de acoplamento é representado pela figura 1.

Figura 1: Modelo de fase de Strogatz

As equações dinâmicas do modelo de fase são dadas por

θ̇1(t) = ω1 −B cos(2π(θ2(t)− θ1(t))) (3.1)

θ̇2(t) = ω2 + A cos(2π(θ1(t)− θ2(t))) (3.2)
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onde ω1 e ω2 são as frenquências intrı́nsecas. Os parâmetros A e B são forças de acopla-
mento, isto é, determinam o quanto um dos osciladores influencia no outro. Os parâmetros
ω1, ω2, A, B são positivos ou não nulos.

O sinais que antecedem as forças de acoplamento são determinados pela posição dos
osciladores, visto que quando os osciladores movem-se no sentido anti-horário a força
de acoplamento do oscilador θ2(t) é contrária ao movimento do oscilador θ1(t), logo o
sinal é negativo, já a força de acoplamento do oscilador θ1(t) coincide com o sentido do
oscilador θ2(t) o que faz o sinal ser positivo.

O oscilador θ1(t) descreve o ciclo da temperatura corporal, enquanto o oscilador θ2(t)

conduz o ciclo da atividade-repouso (sono-vigı́lia).

O sono (repouso) é definido por uma fração f2 do ciclo θ2(t). Supomos aqui que o
repouso perdure por todo o perı́odo [0, f2]. Assim, temos que

θ2(t0 = 0) = 0 (3.3)

e ainda que θ2(t) = 0 para qualquer 0 ≤ t ≤ f2.

No inı́cio da atividade temos

θ2(t = f2) = F2. (3.4)

Também, é sabido que no inı́cio do repouso a temperatura é baixa. Assim, a menos de
uma mudança de escala, podemos considerar que

θ1(t0 = 0) = 0. (3.5)

A equação 3.5 significa que o ponto no oscilador θ1(t) está na fase “zero”, con-
siderando como sendo o ponto minı́mo no ciclo da temperatura endógena (interior).

Para estudarmos a sincronização e dessincronização entre os osciladores, considere-
mos a diferença de fase

ψ(t) = θ1(t)− θ2(t) (3.6)

e derivando (3.6) em relação a t, das equações (3.1) e (3.2), obtemos que

ψ̇(t) = Ω−D cos(2πψ(t)) (3.7)

onde {
Ω = ω1 − ω2

D = A+B.
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Aqui Ω é a diferença das frequências intrı́nsecas dos dois osciladores e D é o acopla-
mento total do sistema.

3.2 Sincronização

Utilizando a definição de sincronização apresentada na seção 1.5, temos que a
sincronização é ocorre quando D > |Ω|. Considerando o caso sincronizado assumimos
que

k =

∣∣∣∣DΩ
∣∣∣∣ > 1.

Em seguida, a fase de relação sincronizada internamente ψ(t) é obtida através da
solução de (3.7), de modo que ψ̇(t) = 0 tem uma solução, ou seja

Ω−D cos(2πψ(t)) = 0 ⇐⇒ cos(2πψ(t)) =
Ω

D

⇐⇒ 2πψ(t) = arccos

(
Ω

D

)
⇐⇒ ψ(t) = ± 1

2π
arccos

(
Ω

D

)
. (3.8)

Estas são duas soluções implı́citas em (3.8). Temos que a solução estável é aquela que
dψ̇/dψ < 0 [9, 14]. O intervalo definido para arccos é [0, π], assim

ψ(t) =
1

2π
arccos

(
Ω

D

)
(3.9)

é a solução estável.

De (3.9) também podemos encontrar a frequência de “compromisso”ω∗α adotada pelo
sistema sincronizado, ou seja, o tempo que o sistema leva para completar um ciclo .
Assim, durante a sincronia interna, substituindo a equação (3.9) no sistema (3.1)-(3.2),
obtemos que

θ̇1(t) = ω1 −B
(

Ω

D

)
= ω1 −B

(
ω1 − ω2

A+B

)
θ̇2(t) = ω2 + A

(
Ω

D

)
= ω2 + A

(
ω1 − ω2

A+B

)
.

Sendo θ̇1(t) = θ̇2(t) = ω∗α durante a sincronização, obtemos que

ω∗α =
Aω1 +Bω2

A+B
. (3.10)

Esta frequência difere da frequência intrı́sica ω1 e ω2 por valores ∆ω1 e ∆ω2, em que

∆ω1 = ω∗α − ω1 =
Aω1 +Bω2

A+B
− ω1 = −B(ω1 − ω2)

A+B
= −BΩ

D
,
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e da mesma maneira

∆ω2 = ω∗α − ω2 =
Aω1 +Bω2

A+B
− ω2 =

A(ω1 − ω2)

A+B
=
AΩ

D
.

Notemos que as frequências durante a sincronização dos osciladores são deslocados
de seus valores intrı́nsecos na proporção das forças de acoplamento, ou seja,∣∣∣∣∆ω1

∆ω2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣BA
∣∣∣∣ .

Observemos que θ1(t) e θ2(t) são encontrados pela integração da equação (3.10) em
relação a t, assim ∫ f2

0

θ̇1(t) dt =

∫ f2

0

θ̇2(t) dt. (3.11)

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo aplicado a (3.11), temos que

θ1(f2)− θ1(0) = θ2(f2)− θ2(0) + const

.

Das condições iniciais (3.3), (3.5), e por (3.4), temos que

const = θ1(f2)− F2.

Portanto, no caso sincronizado, a solução do sistema (3.1)-(3.2), com condições inici-
ais (3.3) e (3.5) é dado analiticamente por

θ1(t) =

(
Aω1 +Bω2

A+B

)
t (3.12)

θ2(t) =

(
Aω1 +Bω2

A+B

)
t+

(
Aω1 +Bω2

A+B

)
f2 − F2. (3.13)

3.3 Dessincronização

Utilizando a definição de dessincronização apresentada na seção 1.5, temos que a
dessincronização ocorre quando D < |Ω|. Para o caso dessincronizado assumimos que

k =

∣∣∣∣DΩ
∣∣∣∣ < 1.
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O tempo está dimensionado de modo que

ψ̇(t) =
dψ(t)

dt
.

Seja β o batimento de frequência entre os osciladores θ1(t) e θ2(t), ou seja, o tempo
em que a diferença de fase leva para completar um ciclo. Então

1

β
=

∫ 1/β

0

dt =

∫ 1

0

dψ(t)

ψ̇(t)
=

∫ 1

0

dψ(t)

Ω−D cos(2πψ(t))
. (3.14)

Observemos que a função cosseno com frequência 2π é simétrica no intervalo [0, 1].
Assim, podemos reescrever (3.14) como

1

β
= 2

∫ 1
2

0

dψ(t)

Ω−D cos(2πψ(t))
. (3.15)

Consideremos a seguinte mudança de variáveis

ρ(t) = tan(πψ(t)). (3.16)

Então,

cos(2πψ(t)) =
1− ρ(t)2

1 + ρ(t)2
(3.17)

e

dψ(t) =
dρ(t)

π(1 + ρ(t)2)
. (3.18)

Como

ψ(0) = 0 e ψ(1) =
1

2
(3.19)

temos que

ρ(0) = 0 e ρ

(
1

2

)
= tan

π

2
= +∞. (3.20)
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Das equações (3.16)-(3.20), podemos reescrevemos (3.15) como

1

β
= 2

∫ +∞

0

dρ(t)

π(1 + ρ(t)2)

Ω−D
(

1− ρ(t)2

1 + ρ(t)2

)
= 2

∫ +∞

0

(
1

π(1 + ρ(t)2)

)
·
(

1 + ρ(t)2

Ω + Ωρ(t)2 −D +Dρ(t)2

)
dρ(t)

=
2

π

∫ +∞

0

dρ(t)

(Ω−D) + (Ω +D)ρ(t)2

=
2

π(Ω +D)

∫ +∞

0

dρ(t)(√
Ω−D
Ω +D

)2

+ ρ(t)2

. (3.21)

E, assim integramos indefinidamente (3.21) em relação a t, logo

1

β
=

(
2

π(Ω +D)

)
·

 1√
Ω−D
Ω+D

 ·
arctan

 ρ(t)√
Ω−D
Ω+D


=

(
2

π(Ω +D)

)
·
(√

Ω +D√
Ω−D

)
·
(

arctan

(
ρ(t)
√

Ω +D√
Ω−D

))
. (3.22)

Como D < |Ω|, temos ρ(t)→ +∞ e, assim

arctan

(
ρ(t)
√

Ω +D√
Ω−D

)
∼=
π

2

Portanto, a equação (3.22) toma a forma

1

β
=

1

(
√

Ω +D) · (
√

Ω−D)
=

1√
Ω2 −D2

.

E a frequência de batimento satisfaz

β = (Ω2 −D2)1/2 = Ω

(
1− D2

Ω2

)1/2

. (3.23)

Temos dois casos especiais:

(i) Para D = 0, ou seja, A + B = 0, a frequência de batimento se reduz a β = Ω =

ω1−ω2, isto é, a frequência de batimentos não interativos. Em outras palavras, não
há interação entre os osciladores, as forças de acoplamento são nulas, dadas que
não podem ser negativas.

(ii) Segue de (3.23) que D → |Ω|. Neste caso o sistema aproxima-se do acoplamento
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crı́tico, ou seja, é o momento em que o sistema passa de dessincronizado para sin-
cronizado e assim o batimento de frequência é nulo.

Seja τar o perı́odo do ciclo atividade-repouso. Como a função cos(2πψ(t)) assume os
valores extremos +1 ou −1, segue da equação (3.2) que o tempo τar necessário para que
θ2(t) completar um ciclo é dada por

1

ω2 + A
≤ τar ≤

1

ω2 − A
. (3.24)

A equação (3.24) prevê limites grosseiros para τar. Estimativas mais satisfatórias
podem ser obtidas encontrando a solução exata de (3.1)-(3.2) no caso dessincronizado.

Analisaremos um caso especial do modelo, isto é, o caso em que B = 0. Neste caso
particular não há parecer para o oscilador condutor da atividade-repouso, ou seja, não há
força de acoplamento saindo do oscilador 2. Esta é uma primeira aproximação razoável
para o valor de τar.

Da condição inicial (3.5), temos que θ1(0) = 0. Dimensionalizando o tempo de forma
que

ω1 = λ,

segue de (3.1) que

θ1(t) = λt.

No caso em que B = 0, as equações (3.1) e (3.2) são simplificadas como

θ̇1(t) = λ

θ̇2(t) = ω2 + A cos(2π(θ1(t)− θ2(t))).

Da derivada da equação (3.6) em relação a t, obtemos

ψ̇(t) = θ̇1(t)− θ̇2(t) = Ω−D cos(2πψ(t)) (3.25)

com {
Ω = ω1 − ω2 = λ1 − ω2

D = A+B = A.

Redimensionando outra vez o tempo, temos

T (t) = Ωt (3.26)
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e deixando

ψ̇(T ) =
dψ(T )

dT
.

Em seguida a equação (3.25) toma a forma

ψ̇(T ) = 1− D

Ω
cos(2πψ(T )) = 1− k cos(2πψ(T )) (3.27)

A equação (3.27) pode ser resolvida por separação de variáveis, seguido de integração.
Assim obtemos que

T (t) + const =

∫
dψ(T )

1− k cos(2πψ(T ))
. (3.28)

Consideremos a seguinte mudança de variáveis

x(T ) = tan(πψ(T )).

Então,

cos(2πψ(T )) =
1− x(T )2

1 + x(T )2

e

dψ(T ) =
dx(T )

π(1 + x(T )2)
.

Portanto, com as equações (3.29)-(3.29), reescrevemos (3.28) como

T (t) + const =

∫ dx(T )

π(1 + x(T )2)

1− k
(

1− x(T )2

1 + x(T )2

)
=

∫ (
dx(T )

π(1 + x(T )2)

)
·
(

1 + x(T )2

1− k + x(T )2 + kx(T )2

)
=

1

π

∫
dx(T )

(1− k) + (1 + k)x(T )2
=

1

π(1 + k)

∫
dx(T )(√

1− k
1 + k

)2

+ x(T )2

. (3.29)
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Assim, (3.29) toma a forma

T (t) + const =

(
1

π(1 + k)

)
·

 1√
1− k
1 + k

 ·
arctan

 x(T )√
1− k
1 + k




⇐⇒ (T (t) + const)(π
√

1− k2) = arctan

 x(T )√
1− k
1 + k


⇐⇒ tan

(
(T (t) + const)(π

√
1− k2)

)
=

x(T )√
1− k
1 + k

⇐⇒

(√
1− k
1 + k

)
tan
(

(T (t) + const)(π
√

1− k2)
)

= x(T ). (3.30)

Voltamos para variável ψ(T ), logo

tan(πψ(T )) =

(√
1− k
1 + k

)
tan
(

(T (t) + const)(π
√

1− k2)
)

⇐⇒ ψ(T ) =
1

π
arctan

((√
1− k
1 + k

)
tan
(

(T (t) + const)(π
√

1− k2)
))

. (3.31)

De (3.26), obtemos que

ψ(t) =
1

π
arctan

((√
1− k
1 + k

)
tan
(

(Ωt+D(0))(π
√

1− k2)
))

sendo

D(0) = arctan

(
1

π
tan(πψ(0))

)
k =

D

λ− ω2

.

Assim, pela diferença de fase (3.6), obtemos que

θ2(t) = θ1(t)− ψ(t).

Portanto, no caso dessincronizado e com B = 0 a solução do sistema (3.1)-(3.2), com
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condições iniciais (3.3) e (3.5) é dado por

θ1(t) = λt (3.32)

θ2(t) = λt− 1

π
arctan

((√
1− k
1 + k

)
tan
(

(Ωt+D(0))(π
√

1− k2)
))

. (3.33)



4 MODELO INFLUENCIADO PELA DOR

Neste capı́tulo analisaremos quatro diferentes formas de acoplamento ao sistema de
fase de Strogatz [16], conforme apresentado no capı́tulo 3, de forma a incorporar o efeito
externo da dor na modelagem. Estas análises seguirão o mesmo metodo apresentado por
Strogatz em cada um dos casos.

Considerando θ1(t), θ2(t) e θ3(t) três osciladores não-lineares, de modo que ω1, ω2

e ω3 são as frenquências intrı́nsecas e A, B e C são as forças de acoplamento. Todos
parâmetros são considerados positivos ou nulos. O oscilador θ1(t) descreve o ciclo da
temperatura corporal, o oscilador θ2(t) descreve o ciclo da atividade-repouso e o oscilador
θ3(t) descreve o ciclo da dor.

Além das considerações de Strogatz para os osciladores θ1(t) e θ2(t), afirmamos que
no inı́cio do repouso não há evidências de dor, ou seja,

θ3(t = 0) = 0, (4.1)

em outras palavras, o ponto t no oscilador θ3(t) está na fase 0, igualmente ao oscilador
θ1(t), sendo também o ponto mı́nimo no ciclo da dor.

O momento em que a dor surge é dado por

θ3(t = f3) = F3, (4.2)

ou seja, supomos que não há evidências de dor por todo o perı́odo [0, f3], θ3(t) = 0 para
qualquer 0 ≤ t ≤ f3.

A estrutura de acoplamento é representada nas seções a seguir.

4.1 Caso 1

Neste primeiro caso consideramos que a dor não influencia diretamente na tempe-
ratura, e da mesma forma a temperatura não influencia diretamente na dor. Porém, como
nosso sistema não é linear, a dor influencia de forma indireta na temperatura e é influenci-
ada de forma indireta por ela. Desta forma, acoplamos o oscilador que conduz o ciclo da
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dor apenas ao oscilador que conduz o ciclo atividade-repouso, representado pela Figura
2.

Figura 2: Caso 1 de acoplamento

Para analisarmos tal sistema vamos considerar dois osciladores como sendo um os-
cilador principal. Temos duas formas de fazermos isso, tais serão apresentadas a seguir.

4.1.1 Situação 1

4.1.1.1 Estrutura

Oscilador principal

Seja Θ12(t) o oscilador principal, formado pelos osciladores θ1(t) e θ2(t), de modo
que um influencia no outro diretamente, ou seja, a temperatura influencia e é influenci-
ada diretamente pelo ciclo da atividade-repouso. Consideraremos que no inı́cio do ciclo
da temperatura e no inı́cio do ciclo atividade-repouso, a temperatura é baixa e não há
movimento, assim, a menos de uma mudança de escala, podemos considerar que

Θ12(t0 = 0) = 0. (4.3)

Vamos agora analisar as propriedades deste oscilador principal. Como já descrito no
capı́tulo 3 as equações dinâmicas são dadas pelas equações (3.1) e (3.2). Reescremos elas,

θ̇1(t) = ω1 −B cos(2π(θ2(t)− θ1(t))) (4.4)

θ̇2(t) = ω2 + A cos(2π(θ1(t)− θ2(t))). (4.5)

Considere a diferença de fase

ψ1(t) = θ1(t)− θ2(t). (4.6)

Derivando a equação (4.6) em relação a t e subtraindo as equações (4.4) e (4.5) ,



47

obtemos

ψ̇1(t) = Ω1 −D1 cos(2πψ1(t)) (4.7)

onde {
Ω1 = ω1 − ω2

D1 = A+B

Neste caso Ω1 é a diferença das frenquências intrı́nsecas no oscilador principal e D1 é
o acoplamento total neste oscilador.

Sistema total

Analisando agora a relação entre o oscilador principal Θ12(t) com o oscilador que
conduz o ciclo da dor θ3(t), as equações dinâmicas do modelo são dadas por

Θ̇12(t) = Ω1 − C cos(2π(θ3(t)−Θ12(t))) (4.8)

θ̇3(t) = ω3 +D1 cos(2π(Θ12(t)− θ3(t))). (4.9)

Consideremos então, a diferença de fase

ψ2(t) = Θ12(t)− θ3(t). (4.10)

Derivando (4.10) em relação a t e subtraindo as equações (4.8) e (4.9) obtemos

ψ̇2(t) = Ω2 −D2 cos(2πψ2(t)) (4.11)

onde {
Ω2 = Ω1 − ω3 = ω1 − ω2 − ω3

D2 = D1 + C = A+B + C.

Observemos que Ω2 é a diferença das frenquências intrı́nsecas entre o oscilador prin-
cipal e o oscilador θ3(t) e D2 é o acoplamento total deste sistema.

4.1.1.2 Sincronização Geral

Oscilador Principal

Pela definição de sincronização apresentada na seção 1.5, temos que a sincronização
no oscilador principal ocorre quando D1 > |Ω1|. Então assumimos que

k1 =

∣∣∣∣D1

Ω1

∣∣∣∣ > 1.
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A fase de relação sincronizada internamente ψ1(t) é obtida através da resolução de
(4.7), de modo que ψ̇1(t) = 0 tenha uma solução. Da equação (3.8), com a renomeação
das variáveis com o ı́ndice 1, obtemos que

ψ1(t) = ± 1

2π
arccos

(
Ω1

D1

)
.

Temos duas soluções implı́citas, de [17] a solução estável é aquela que dψ̇/dψ < 0.
Tomando o intervalo [0, π] para arccos,

ψ1(t) =
1

2π
arccos

(
Ω1

D1

)
(4.12)

é a solução estável.

Usando (4.12) podemos encontrar a frequência de “compromisso”ω∗α1
adotada pelo

sistema sincronizado do oscilador principal. Durante a sincronia interna obtemos (4.4) e
(4.5) como sendo

θ̇1(t) = ω1 −B
(

Ω1

D1

)
= ω1 −B

(
ω1 − ω2

A+B

)
θ̇2(t) = ω2 + A

(
Ω1

D1

)
= ω2 + A

(
ω1 − ω2

A+B

)
.

Sendo θ̇1(t) = θ̇2(t) = ω∗α1
, logo

ω∗α1
=
Aω1 +Bω2

A+B
. (4.13)

E ainda, a frequência intrı́nseca de cada oscilador é dada por

∆ω1 = ω∗α1
− ω1 = −BΩ1

D1

∆ω2 = ω∗α1
− ω2 =

AΩ1

D1

.

As frequências, durante a sincronização, dos osciladores são deslocados de seus va-
lores intrı́nsecos na proporção das forças de acoplamento, ou seja,∣∣∣∣∆ω1

∆ω2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣BA
∣∣∣∣ .

Observemos que θ1(t) e θ2(t) são encontrados pela integração da equação (4.13) em
relação a t, assim ∫ f2

0

θ̇1(t) dt =

∫ f2

0

θ̇2(t) dt. (4.14)
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Pelo Teorema Fundamental do Cálculo aplicado a (4.14), obtemos

θ1(f2)− θ1(0) = θ2(f2)− θ2(0) + const.

Das condições iniciais (3.3) e (3.5), e ainda por (3.4), temos que

const = θ1(f2)− F2.

Logo, no caso sincronizado, a solução do sistema (4.4)-(4.5), com condições iniciais
(3.3) e (3.5) é dado por

θ1(t) =

(
Aω1 +Bω2

A+B

)
t (4.15)

θ2(t) =

(
Aω1 +Bω2

A+B

)
t+

(
Aω1 +Bω2

A+B

)
f2 − F2. (4.16)

Sistema Total

Também pela definição de sincronização apresentada na seção 1.5, temos que a
sincronização entre o oscilador principal e o oscilador condutor da dor ocorre quando
D2 > |Ω2|. Então assumimos que

k2 =

∣∣∣∣D2

Ω2

∣∣∣∣ > 1.

A fase de relação sincronizada internamente ψ2(t) é obtido através da resolução de
(4.11), de modo que ψ̇2(t) = 0 tem uma solução. Da equação (3.8), com a renomeação
das variáveis com o ı́ndice 2, obtemos que

ψ2(t) = ± 1

2π
arccos

(
Ω2

D2

)
.

Das duas soluções implı́citas, de [17] a solução estável é aquela em que dψ̇/dψ < 0,
logo tomamos o intervalo [0, π] para a função cosseno, e

ψ2(t) =
1

2π
arccos

(
Ω2

D2

)
(4.17)

é a solução estável.

Usando (4.17) podemos encontrar a frequência de “compromisso”ω∗α2
adotada pelo
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sistema sincronizado. Durante a sincronia interna obtemos (4.8) e (4.9) como sendo

Θ̇12(t) = Ω1 − C
(

Ω2

D2

)
= ω1 − ω2 − C

(
ω1 − ω2 − ω3

A+B + C

)

θ̇3(t) = ω3 +D1

(
Ω2

D2

)
= ω3 + (A+B)

(
ω1 − ω2 − ω3

A+B + C

)
.

Sendo Θ̇12(t) = θ̇3(t) = ω∗α2
, logo

ω∗α2
=

(A+B)(ω1 − ω2) + Cω3

A+B + C
. (4.18)

E, ainda, a frequência intrı́nseca de cada oscilador é dada por

∆Ω1 = ω∗α2
− Ω1 = −Ω2C

D2

∆ω3 = ω∗α2
− ω3 =

Ω2D1

D2

.

As frequências, durante a sincronização, dos osciladores são deslocados de seus va-
lores intrı́nsecos na proporção das forças de acoplamento, ou seja,∣∣∣∣∆Ω1

∆ω3

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ C

A+B

∣∣∣∣ .
Observemos que Θ12(t) e θ3(t) são encontrados pela integração da equação (4.18) em

relação a t, assim ∫ f3

0

Θ̇12(t) dt =

∫ f3

0

θ̇3(t) dt. (4.19)

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo aplicado a (4.19), temos que

Θ12(f3)−Θ12(0) = θ3(f3)− θ3(0) + const.

Das condições inicais (4.1) e (4.3), e por (4.2), temos

const = Θ12(f3)− F3.

Logo, no caso sincronizado, a solução do sistema (4.8)-(4.9), com condições iniciais
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(4.1) e (4.3) é dado por

Θ12(t) =

(
(A+B)(ω1 − ω2) + Cω3

A+B + C

)
t (4.20)

θ3(t) =

(
(A+B)(ω1 − ω2) + Cω3

A+B + C

)
t

+

(
(A+B)(ω1 − ω2) + Cω3

A+B + C

)
f3 − F3. (4.21)

4.1.1.3 Dessincronização Geral

Oscilador principal

Da definição de dessincronização disposta na seção 1.5, temos que a dessincronização
no oscilador principal ocorre quando D1 < |Ω1|. Então assumimos que

k1 =

∣∣∣∣D1

Ω1

∣∣∣∣ < 1.

O tempo está dimensionado de modo que

ψ̇1(t) =
dψ1(t)

dt
.

O batimento de frequência β1 entre os osciladores θ1(t) e θ2(t) é obtido por

1

β1

=

∫ 1/β1

0

dt =

∫ 1

0

dψ1(t)

ψ̇1(t)
=

∫ 1

0

dψ1(t)

Ω1 −D1 cos(2πψ1(t))
. (4.22)

Da equação (3.23) , com a renomeação das variáveis com o ı́ndice 1, a frequência de
batimento β1 satisfaz

β1 = (Ω2
1 −D2

1)1/2 = Ω1

(
1− D2

1

Ω2
1

)1/2

.

Os dois casos especiais são

(i) Para D1 = 0, isto é, A + B = 0, a frequência de batimento se reduz a β1 = Ω1 =

ω1−ω2, isto é, não há interação entre os osciladores, pois as forças de acoplamento
são nulas.

(ii) Segue de (4.23) que D1 → |Ω1|, isto é, (A + B) → |(ω1 − ω2)|, isto é, nos
aproximamos do acoplamento crı́tico, em que o sistema mude se dessincronizado
para sincronizado.

Seja τar o perı́odo do ciclo atividade-repouso. Veja que a função cos(2πψ1(t)) assume
os valores extremos +1 ou −1, segue da equação (4.5) que o tempo τar necessário para
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que θ2(t) completar um ciclo é dada por

1

ω2 + A
≤ τar ≤

1

ω2 − A
. (4.23)

A equação (4.23), prevê limites grosseiros para τar. Estimativas mais satisfatórias
podem ser obtidas encontrando a solução exata de (4.4)-(4.5) no caso dessincronizado.

Um caso especial do modelo a ser analisado é o caso em que B = 0. Neste caso
particular não há parecer para o oscilador condutor da atividade-repouso. Esta é uma
primeira aproximação razoável para o valor de τar.

Da condição inicial (3.5), temos que θ1(0) = 0. Dimensionalizando o tempo de forma
que

ω1 = λ1,

segue de (4.4) que

θ1(t) = λ1t.

No caso em que B = 0, as equações (4.4) e (4.5) são simplificadas

θ̇1(t) = λ1

θ̇2(t) = ω2 + A cos(2π(θ1(t)− θ2(t))).

Derivando a equação (4.6) em relação a t, obtemos que

ψ̇1(t) = θ̇1(t)− θ̇2(t) = Ω1 −D1 cos(2πψ1(t)) (4.24)

com {
Ω1 = ω1 − ω2 = λ1 − ω2

D1 = A+B = A.

Redimensionalisando outra vez o tempo, temos

T1(t) = Ω1t (4.25)

e deixando

ψ̇1(t) =
dψ1(t)

dT1(t)
.



53

Em seguida a equação (4.24) toma a forma

ψ̇1(T1) = 1− D1

Ω1

cos(2πψ1(T1)) = 1− k1 cos(2πψ1(T1)).

A equação (4.26) pode ser resolvida por separação de variáveis. Da equação (3.31),
com a renomeação das variáveis com o ı́ndice 1, obtemos que

ψ1(T1) =
1

π
arctan

((√
1− k1

1 + k1

)
tan

(
(T1(t) + const)(π

√
1− k2

1)

))
. (4.26)

De (4.25) e (4.26), temos que

ψ1(t) =
1

π
arctan

((√
1− k1

1 + k1

)
tan

(
(Ω1t+D1(0))(π

√
1− k2

1)

))
.

sendo

D1(0) = arctan

(
1

π
tan(πψ1(0))

)
k1 =

A

λ1 − ω2

.

Assim, pela diferença de fase (4.6), obtemos que

θ2(t) = θ1(t)− ψ1(t).

Portanto, no caso dessincronizado e com B = 0 a solução do sistema (4.4)-(4.5), com
condições iniciais (3.3) e (3.5) é dado por

θ1(t) = λ1t (4.27)

θ2(t) = λ1t−
1

π
arctan

((√
1− k1

1 + k1

)

tan

(
(Ω1t+D1(0))(π

√
1− k2

1)

))
. (4.28)

Sistema total

Pela definição de dessincronização apresentada na seção 1.5, temos que a
dessincronização entre o oscilador principal e o oscilador condutor da dor ocorre quando
D2 < |Ω2|. Então assumimos que

k2 =

∣∣∣∣D2

Ω2

∣∣∣∣ < 1.
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O tempo está dimensionado de modo que

ψ̇2(t) =
dψ2(t)

dt
.

O batimento de frequência β2 entre os osciladores Θ12(t) e θ3(t) é obtido por

1

β2

=

∫ 1/β2

0

dt =

∫ 1

0

dψ2(t)

ψ̇2(t)
=

∫ 1

0

dψ2(t)

Ω2 −D2 cos(2πψ2(t))
. (4.29)

Da equação (3.23) , com a renomeação das variáveis com o ı́ndice 2, a frequência de
batimento β2 satisfaz

β2 = (Ω2
2 −D2

2)1/2 = Ω2

(
1− D2

2

Ω2
2

)1/2

. (4.30)

Os dois casos especiais são

(i) Para D2 = 0, isto é, A + B + C = 0, a frequência de batimento se reduz a
β2 = Ω2 = ω1 − ω2 − ω3, isto é, não há interação entre os osciladores, pois as
forças de acoplamento são todas nulas.

(ii) Segue de (4.30) que D2 → |Ω2|, isto é, (A+B + C)→ |(ω1 − ω2 − ω3)|, ou seja,
o sistema aproxima-se do acoplamento crı́tico.

Seja τd o perı́odo do ciclo da dor, pela a função cos(2πψ2(t)) assume os valores ex-
tremos +1 ou −1, segue da equação (4.9) que o tempo τd necessário para que θ3(t) com-
pletar um ciclo é dada por

1

ω3 +D1

≤ τd ≤
1

ω3 −D1

. (4.31)

A equação (4.31), prevê limites grosseiros para τd. Estimativas mais satisfatórias
podem ser obtidas encontrando a solução exata de (4.8)-(4.9).

Considerando o caso especial analisado no oscilador principal, tal que B = 0, e ainda
considerando que C = 0, ou seja, a força de acoplamento do oscilador θ3(t) é também
nula, teremos uma primeira aproximação razoável para o valor de τd.

Da equação (4.24) temos que

ω1 = λ1.

Da condição inicial (4.3), em que Θ12(0) = 0. Dimensionalisamos o tempo de forma
que

Ω1 = λ2, (4.32)
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com λ1 > 0, segue de (4.8) e (4.32) que

Θ12(t) = λ2t. (4.33)

No caso em que B = C = 0, as equações (4.8) e (4.9), são simplificadas como

Θ̇12(t) = λ2

θ̇3(t) = ω3 + A cos(2π(Θ12(t)− θ3(t))).

Derivando a equação (4.10) em relação a t, obtemos

ψ̇2(t) = Θ̇12(t)− θ̇3(t) = Ω2 −D2 cos(2πψ2(t)) (4.34)

com {
Ω2 = λ2 − ω3

D2 = A.

Redimensionando outra vez o tempo, temos

T2(t) = Ω2t (4.35)

e deixando

ψ̇2(t) =
dψ2(t)

dT2(t)
.

Em seguida a equação (4.34) toma a forma

ψ̇2(T2) = 1− D2

Ω2

cos(2πψ2(T2)) = 1− k2 cos(2πψ2(t)).

A equação (4.36) pode ser resolvida por separação de variáveis. Da equação (3.31),
com a renomeação das variáveis com o ı́ndice 2, obtemos que

ψ2(T1) =
1

π
arctan

((√
1− k2

1 + k2

)
tan

(
(T2(t) + const)(π

√
1− k2

2)

))
. (4.36)

De (4.35) e (4.36), temos que

ψ2(t) =
1

π
arctan

((√
1− k2

1 + k2

)
tan

(
(Ω2t+D2(0))(π

√
1− k2

2)

))
,
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sendo

D2(0) = arctan

(
1

π
tan(πψ2(0))

)
k2 =

A

λ2 − ω3

.

Assim, pela diferença de fase (4.10), obtemos que

θ3(t) = Θ12(t)− ψ2(t).

Portanto, no caso dessincronizado e comB = C = 0, a solução do sistema (4.8)-(4.9),
com condições iniciais (4.1) e (4.3) é dado por

Θ12(t) = λ2t (4.37)

θ3(t) = λ2t−
1

π
arctan

((√
1− k2

1 + k2

)

tan

(
(Ω2t+D2(0))(π

√
1− k2

2)

))
. (4.38)

4.1.1.4 Misto

Oscilador principal sincronizado e sistema total dessincronizado

A sincronização no oscilador principal foi analisada na primeira parte da subseção
4.1.1.2. Da mesma maneira, a dessincronização no sistema total foi analisada na segunda
parte da subseção 4.1.1.3.

A diferença que encontramos, é que neste caso não precisamos considerar ω1 = λ1,
nem B = 0, pois não consideramos o oscilador principal dessincronizado, as demais
restrições se igualam.

Pela definição de sincronização e dessincronização apresentadas na seção 1.5, temos
que a sincronização no oscilador principal ocorre quando D1 > |Ω1| e a dessincronização
no sistema total ocorre quando D2 < |Ω2|. Então assumimos que

k1 =

∣∣∣∣D1

Ω1

∣∣∣∣ > 1

k2 =

∣∣∣∣D2

Ω2

∣∣∣∣ < 1.

Portanto, no caso em que o oscilador principal é sincronizado e o sistema total é
dessincronizado, com C = 0 e condições iniciais (3.3), (3.5), (4.1) e (4.3), as soluções
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dos sistemas (4.4)-(4.5) e (4.8)-(4.9) são dadas por

θ1(t) =

(
Aω1 +Bω2

A+B

)
t (4.39)

θ2(t) =

(
Aω1 +Bω2

A+B

)
t+

(
Aω1 +Bω2

A+B

)
f2 − F2 (4.40)

e

Θ12(t) = λ2t (4.41)

θ3(t) = λ2t−
1

π
arctan

((√
1− k2

1 + k2

)

tan

(
(Ω2t+D2(0))(π

√
1− k2

2)

))
(4.42)

com

Ω1 = λ2

Ω2 = λ2 − ω3

k2 =
D2

Ω2

=
A+B

λ2 − ω3

D2(0) = arctan

(
1

π
tan(πψ2(0))

)
.

Oscilador principal dessincronizado e sistema total sincronizado

A dessincronização no oscilador principal foi analisada na primeira parte da subseção
4.1.1.3. Assim, reescreveremos a análise e equações principais. Da mesma maneira, a
sincronização no sistema total foi analisada na segunda parte da subseção 4.1.1.2.

Utilizando a definição de sincronização e dessincronização apresentadas na seção
1.5, temos que a dessincronização no oscilador principal ocorre quando D1 < |Ω1| e
a sincronização no sistema total ocorre quando D2 > |Ω2| . Então assumimos que

k1 =

∣∣∣∣D1

Ω1

∣∣∣∣ < 1.

k2 =

∣∣∣∣D2

Ω2

∣∣∣∣ > 1.

Portanto, no caso em que o oscilador principal é dessincronizado e o sistema total é
sincronizado, com B = 0 e condições iniciais (3.3), (3.5), (4.1) e (4.3) as soluções dos
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sistemas (4.4)-(4.5) e (4.8)-(4.9) são dadas por

θ1(t) = λ1t (4.43)

θ2(t) = λ1t−
1

π
arctan

((√
1− k1

1 + k1

)

tan

(
(Ω1t+D1(0))(π

√
1− k2

1)

))
(4.44)

e

Θ12(t) =

(
(A+B)(ω1 − ω2) + Cω3

A+B + C

)
t (4.45)

θ3(t) =

(
(A+B)(ω1 − ω2) + Cω3

A+B + C

)
t

+

(
(A+B)(ω1 − ω2) + Cω3

A+B + C

)
f3 − F3. (4.46)

com

Ω1 = λ1 − ω2

k1 =
A

λ1 − ω2

D1(0) = arctan

(
1

π
tan(πψ1(0))

)
.

4.1.2 Situação 2

A partir daqui as análises a serem feitas nesta situação e nas duas situações dos casos
2 e 3 seguem os mesmos passos das análises feitas nas seções 4.1.1.1, 4.1.1.2 e 4.1.1.3,
assim alteramos os devidos parâmetros e apresentaremos apenas as equações de maior
relevância.

4.1.2.1 Estrutura

Oscilador principal

Seja (Θ23(t)) o oscilador principal, formado pelos osciladores θ2(t) e θ3(t), de modo
que um influencia no outro diretamente, ou seja, o ciclo atividade repouso influencia e
é influenciado diretamente pelo ciclo da dor. Consideraremos que no inı́cio do ciclo da
dor e no inı́cio do ciclo da atividade-repouso, a dor é nula e não há movimento. Assim, a
menos de uma mudança de escala, podemos considerar que

Θ23(t0 = 0) = 0. (4.47)
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As equações dinâmicas deste oscilador principal são dadas por

θ̇2(t) = ω2 − C cos(2π(θ3(t)− θ2(t))) (4.48)

θ̇3(t) = ω3 +B cos(2π(θ2(t)− θ3(t))). (4.49)

A diferença de fase é

ψ3(t) = θ2(t)− θ3(t), (4.50)

onde

ψ̇3(t) = Ω3 −D3 cos(2πψ3(t)) (4.51)

e {
Ω3 = ω2 − ω3

D3 = B + C

Ω3 é a diferença das frenquências intrı́nsecas no oscilador principal e D3 é o acopla-
mente total neste oscilador.

Sistema total

Analisando agora a relação entre o oscilador que conduz o ciclo da temperatura θ1(t)

com o oscilador principal Θ23(t), as equações dinâmicas do modelo são

θ̇1(t) = ω1 −D3 cos(2π(Θ23(t)− θ1(t))) (4.52)

Θ̇23(t) = Ω3 + A cos(2π(θ1(t)−Θ23(t))). (4.53)

A diferença de fase considerada aqui é

ψ4(t) = θ1(t)−Θ23(t), (4.54)

com

ψ̇4(t) = Ω4 −D4 cos(2πψ4(t)) (4.55)

e {
Ω4 = ω1 − Ω3 = ω1 − ω2 + ω3

D4 = A+D3 = A+B + C.

Ω4 é a diferença das frenquências intrı́nsecas entre o oscilador θ1(t) e o oscilador
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principal, e D4 é o acoplamento total deste sistema.

4.1.2.2 Sincronização Geral

Oscilador Principal

Considerando a definição de sincronização apresentada na seção 1.5, temos que a
sincronização no oscilador principal ocorre quando D3 > |Ω3|. Então assumimos que

k3 =

∣∣∣∣D3

Ω3

∣∣∣∣ > 1.

E assim

ψ3(t) =
1

2π
arccos

(
Ω3

D3

)
(4.56)

é a solução estável.

Substituindo (4.56) no sistema (4.48)-(4.49) e sendo θ̇2(t) = θ̇3(t) = ω∗α1
, obtemos

que

ω∗α3
=
Bω2 + Cω3

B + C
. (4.57)

Notemos que θ2(t) e θ3(t) são encontrados pela integração da equação (4.57) em
relação a t, assim ∫ f2

0

θ̇2(t) dt =

∫ f2

0

θ̇3(t) dt. (4.58)

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo aplicado a (4.58), temos que

θ2(f2)− θ2(0) = θ3(f2)− θ3(0) + const .

Das condições iniciais (3.3)-(4.1), e ainda por (3.4), obtemos que

const = −θ3(f2) + F2.

Logo no caso sincronizado a solução do sistema (4.48)-(4.49), com condições iniciais
(3.3) e (4.1) é dado por

θ2(t) =

(
Bω2 + Cω3

B + C

)
t (4.59)

θ3(t) =

(
Bω2 + Cω3

B + C

)
t−
(
Bω2 + Cω3

B + C

)
f2 + F2. (4.60)
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Sistema Total

Também pela definição de sincronização apresentada na seção 1.5, temos que a
sincronização entre o oscilador condutor da dor e o oscilador principal ocorre quando
D4 > |Ω4|. Então assumimos que

k4 =

∣∣∣∣D4

Ω4

∣∣∣∣ > 1.

E assim

ψ4(t) =
1

2π
arccos

(
Ω4

D4

)
(4.61)

é a solução estável.

Substituindo (4.61) no sistema (4.52)-(4.53) e sendo θ̇1(t) = Θ̇23(t) = ω∗α4
, obtemos

que

ω∗α4
=
Aω1 + (B + C)(ω2 − ω3)

A+B + C
. (4.62)

Observemos que θ1(t) e Θ23(t) são encontrados pela integração da equação (4.62) em
relação a t, assim ∫ f1

0

θ̇1(t) dt =

∫ f1

0

Θ̇23(t) dt, (4.63)

aqui consideramos um θ1(f1) = F1 qualquer, em nenhum momento definimos que a
temperatura permanece nula no intervalo [0, f1], a única afirmação é que f1 > 0.

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo aplicado a (4.1.2.2), temos que

θ1(f1)− θ1(0) = Θ23(f1)−Θ23(0) + const .

Das condições iniciais (3.5) e (4.47), temos que

const = −Θ23(f1) + F1.

Logo no caso sincronizado a solução do sistema (4.52)-(4.53), com condições iniciais
(3.5) e (4.47), é dado por

θ1(t) =

(
Aω1 + (B + C)(ω2 − ω3)

A+B + C

)
t (4.64)

Θ23(t) =

(
Aω1 + (B + C)(ω2 − ω3)

A+B + C

)
t

−
(
Aω1 + (B + C)(ω2 − ω3)

A+B + C

)
f1 + F1. (4.65)
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4.1.2.3 Dessincronização Geral

Oscilador principal

Da definição de dessincronização disposta na seção 1.5, temos que a dessincronização
no oscilador principal ocorre quando D3 < |Ω3|. Então assumimos que

k3 =

∣∣∣∣D3

Ω3

∣∣∣∣ < 1.

O batimento de frequência β3 satisfaz

β3 = (Ω2
3 −D2

3)1/2 = Ω3

(
1− D2

3

Ω2
3

)1/2

.

Consideramos

B = 0

ω3 = λ3,

logo

θ3(t) = λ3t.

Redimensionalisando o tempo de forma que

T3(t) = Ω3t (4.66)

e, renomeando as variáveis da equação (3.31) com o ı́ndice 3, obtemos que

ψ3(T3) =
1

π
arctan

((√
1− k3

1 + k3

)
tan

(
(T3(t) + const)(π

√
1− k2

3)

))
. (4.67)

De (4.66) e (4.67), obtemos que

ψ3(t) =
1

π
arctan

((√
1− k3

1 + k3

)
tan

(
(Ω3t+D3(0))(π

√
1− k2

3)

))
.

sendo

D3(0) = arctan

(
1

π
tan(πψ3(0))

)
k3 =

C

ω2 − λ3

.
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Assim, pela diferença de fase (4.51), obtemos que

θ2(t) = θ3(t) + ψ3(t).

Portanto, no caso dessincronizado e com B = 0, a solução do sistema (4.48)-(4.49),
com condições iniciais (3.5) e (4.1) é dado por

θ2(t) = λ3t+
1

π
arctan

((√
1− k3

1 + k3

)

tan

(
(Ω3t+D3(0))(π

√
1− k2

3)

))
(4.68)

θ3(t) = λ3t. (4.69)

Sistema total

Pela definição de dessincronização apresentada na seção 1.5, temos que a
dessincronização entre o oscilador condutor da temperatura e o oscilador principal ocorre
quando D4 < |Ω4|. Então assumimos que

k4 =

∣∣∣∣D4

Ω4

∣∣∣∣ < 1.

O batimento de frequência β4 satisfaz

β4 = (Ω2
4 −D2

4)1/2 = Ω4

(
1− D2

4

Ω2
4

)1/2

.

Consideramos

A = 0

Ω3 = λ4,

logo

Θ23(t) = λ4t.

Redimensionalisando o tempo de forma que

T4(t) = Ω4t (4.70)
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e renomeando as variáveis da equação (3.31) com o ı́ndice 4, obtemos que

ψ4(T4) =
1

π
arctan

((√
1− k4

1 + k4

)
tan

(
(T4(t) + const)(π

√
1− k2

4)

))
. (4.71)

De (4.70) e (4.71), obtemos que

ψ4(t) =
1

π
arctan

((√
1− k4

1 + k4

)
tan

(
(Ω4t+D4(0))(π

√
1− k2

4)

))
.

sendo

D4(0) = arctan

(
1

π
tan(πψ4(0))

)
(4.72)

k4 =
C

ω1 − λ4

. (4.73)

Assim, pela diferença de fase (4.54), obtemos que

θ1(t) = Θ23(t) + ψ4(t).

Portanto, no caso dessincronizado e com A = B = 0 a solução do sistema (4.52)-
(4.53), com condições iniciais (3.5) e (4.47) é dado por

θ1(t) = λ4t+
1

π
arctan

((√
1− k4

1 + k4

)

tan

(
(Ω4t+D4(0))(π

√
1− k2

4)

))
(4.74)

Θ23(t) = λ4t. (4.75)

4.1.2.4 Misto

Oscilador principal sincronizado e sistema total dessincronizado

A sincronização no oscilador principal foi analisada na primeira parte da subseção
4.1.2.2. Da mesma maneira, a dessincronização no sistema total foi analisada na segunda
parte da subseção 4.1.2.3.

A diferença que encontramos, é que neste caso não precisamos considerar ω3 = λ3,
nem B = 0, pois não consideramos o oscilador principal dessincronizado, as demais
restrições se igualam.

Pelas definições de sincronização e dessincronização apresentadas na seção 1.5, temos
que a sincronização no oscilador principal ocorre quando D3 > |Ω3| e a dessincronização
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no oscilador principal ocorre quando D4 < |Ω4|. Então assumimos que

k3 =

∣∣∣∣D3

Ω3

∣∣∣∣ > 1

k4 =

∣∣∣∣D4

Ω4

∣∣∣∣ < 1.

Portanto, no caso em que o oscilador principal é sincronizado e o sistema total é
dessincronizado e com A = 0, as soluções dos sistemas (4.48)-(4.49) e (4.52)-(4.53),
com condições iniciais (3.3), (3.5), (4.1) e (4.47) são dadas por

θ2(t) =

(
Bω2 + Cω3

B + C

)
t (4.76)

θ3(t) =

(
Bω2 + Cω3

B + C

)
t−
(
Bω2 + Cω3

B + C

)
f2 + F2. (4.77)

e

θ1(t) = λ4t+
1

π
arctan

((√
1− k4

1 + k4

)

tan

(
(Ω4t+D4(0))(π

√
1− k2

4)

))
(4.78)

Θ23(t) = λ4t (4.79)

com

Ω3 = ω2 − ω3

Ω4 = ω1 − λ4

k4 =
D4

Ω4

=
B + C

ω1 − λ4

D4(0) = arctan

(
1

π
tan(πψ4(0))

)
.

Oscilador principal dessincronizado e sistema total sincronizado

A dessincronização no oscilador principal foi analisada na primeira parte da subseção
4.1.2.3. Do mesmo modo, a sincronização no sistema total foi analisada na segunda parte
da subseção 4.1.2.2, as principais equações da análise serão apresentadas a seguir.

Utilizando as definições de sincronização e dessincronização apresentadas na seção
1.5, temos que a dessincronização no oscilador principal ocorre quando D3 < |Ω3| e a
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sincronização no sistema total ocorre quando D4 > |Ω4|. Então assumimos que

k3 =

∣∣∣∣D3

Ω3

∣∣∣∣ < 1

k4 =

∣∣∣∣D4

Ω4

∣∣∣∣ > 1.

Portanto, no caso em que o oscilador principal é dessincronizado e o sistema total é
sincronizado, com B = 0 e condições iniciais (3.3), (3.5), (4.1) e (4.47), as soluções dos
sistemas (4.48)-(4.49) e (4.52)-(4.53), são dadas por

θ2(t) = λ3t+
1

π
arctan

((√
1− k3

1 + k3

)

tan

(
(Ω3t+D3(0))(π

√
1− k2

3)

))
(4.80)

θ3(t) = λ3t. (4.81)

e

θ1(t) =

(
Aω1 + (B + C)(ω2 − ω3)

A+B + C

)
t (4.82)

Θ23(t) =

(
Aω1 + (B + C)(ω2 − ω3)

A+B + C

)
t

−
(
Aω1 + (B + C)(ω2 − ω3)

A+B + C

)
f1 + F1. (4.83)

com

Ω3 = ω2 − λ3

k3 =
D3

Ω3

=
C

ω2 − λ3

D3(0) = arctan

(
1

π
tan(πψ3(0))

)
.

4.2 Caso 2

Neste caso consideramos que a dor não influencia diretamente na atividade-repouso,
e da mesma forma a atividade-repouso não influencia diretamente na dor. Porém, como
nosso sistema não é linear a dor influencia de forma indireta na atividade-repouso e é
influenciada de forma indireta por ela. Desta forma, acoplamos o oscilador que conduz
o ciclo da dor apenas ao oscilador que conduz o ciclo da temperatua, representado pela
Figura 3.

Para analisarmos tal sistema vamos considerar dois osciladores como sendo um os-
cilador principal. Temos duas formas de fazermos isso, tais serão apresentadas a seguir.
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Figura 3: Caso 2 de acoplamento

4.2.1 Situação 3

4.2.1.1 Estrutura

Oscilador principal

Seja (Θ31(t)) o oscilador principal, formado pelos osciladores θ3(t) e θ1(t), de modo
que um influencia no outro diretamente, ou seja, a dor influencia e é influenciada direta-
mente pela temperatura. Consideraremos que no inı́cio do ciclo da dor e no inı́cio do ciclo
da temperatura, a dor é nula e a temperatura é baixa, assim, a menos de uma mudança de
escala, podemos considerar que

Θ31(t0 = 0) = 0. (4.84)

As equações dinâmicas deste oscilador principal são

θ̇3(t) = ω3 − A cos(2π(θ1(t)− θ3(t))) (4.85)

θ̇1(t) = ω1 + C cos(2π(θ3(t)− θ1(t))). (4.86)

A diferença de fase no oscilador principal é

ψ5(t) = θ3(t)− θ1(t), (4.87)

onde

ψ̇5(t) = Ω5 −D5 cos(2πψ5(t)) (4.88)
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e {
Ω5 = ω3 − ω1

D5 = A+ C.

Ω5 é a diferença das frenquências intrı́nsecas no oscilador principal e D5 é o acopla-
mento total neste oscilador.

Sistema total

Analisando agora a relação entre o oscilador principal (Θ31(t)) com o oscilador que
conduz o ciclo atividade-repouso (θ2(t)), as equações dinâmicas do modelo são

Θ̇31(t) = Ω5 −B cos(2π(θ2(t)−Θ31(t))) (4.89)

θ̇2(t) = ω2 +D5 cos(2π(Θ31(t)− θ2(t))). (4.90)

A diferença de fase considerada aqui é

ψ6(t) = Θ31(t)− θ2(t). (4.91)

com

ψ̇6(t) = Ω6 −D6 cos(2πψ6(t)) (4.92)

e {
Ω6 = Ω5 − ω2 = ω3 − ω1 − ω2

D6 = D5 +B = A+B + C.

Ω6 é a diferença das frenquências intrı́nsecas entre o oscilador principal e o oscilador
θ2(t), e D6 é o acoplamento total deste sistema.

4.2.1.2 Sincronização Geral

Oscilador Principal

Pela definição de sincronização apresentada na seção 1.5, temos que a sincronização
no oscilador principal ocorre quando D5 > |Ω5|. Então assumimos que

k5 =

∣∣∣∣D5

Ω5

∣∣∣∣ > 1.

E assim

ψ5(t) =
1

2π
arccos

(
Ω5

D5

)
(4.93)
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é a solução estável.

Substituindo (4.93) no sistema (4.85)-(4.86) e sendo θ̇3(t) = θ̇1(t) = ω∗α5
, obtemos

que

ω∗α5
=
Aω1 + Cω3

A+ C
. (4.94)

Notemos que θ3(t) e θ1(t) são encontrados pela integração da equação (4.94) em
relação a t, assim ∫ f3

0

θ̇3(t) dt =

∫ f3

0

θ̇1(t) dt. (4.95)

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo aplicado a (4.95), temos que

θ3(f3)− θ3(0) = θ1(f3)− θ1(0) + const .

Das condições iniciais (4.1) e (3.5), e ainda por (4.2), obtemos que

const = −θ1(f3) + F3.

Logo no caso sincronizado a solução do sistema (4.85)-(4.86), com condições iniciais
(3.5) e (4.1), é dado por

θ3(t) =

(
Aω1 + Cω3

A+ C

)
t (4.96)

θ1(t) =

(
Aω1 + Cω3

A+ C

)
t−
(
Aω1 + Cω3

A+ C

)
f3 + F3. (4.97)

Sistema Total

Também pela definição de sincronização apresentada na seção 1.5, temos que a
sincronização entre o oscilador principal e o oscilador condutor do ciclo atividade-repouso
ocorre quando D6 > |Ω6|. Então assumimos que

k6 =

∣∣∣∣D6

Ω6

∣∣∣∣ > 1.

E assim

ψ6(t) =
1

2π
arccos

(
Ω6

D6

)
(4.98)

é a solução estável.
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Substituindo (4.98) no sistema(4.89)-(4.90) e tendo Θ̇31 = θ̇2 = ω∗α6
, obtemos que

ω∗α6
=

(A+ C)(ω3 − ω1) +Bω2

A+B + C
. (4.99)

Observemos que Θ31(t) e θ2(t) são encontrados pela integração da equação (4.99) em
relação a t, assim ∫ f2

0

Θ̇31(t) dt =

∫ f2

0

θ̇2(t) dt. (4.100)

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo aplicado a (4.100), temos que

Θ31(f2)−Θ31(0) = θ2(f2)− θ2(0) + const .

Das condições iniciais (3.3) e (4.84), e ainda por (3.4), obtemos que

const = Θ31(f2)− F2.

Logo no caso sincronizado a solução do sistema (4.89)-(4.90), com condições iniciais
(3.3) e (4.84), é dado por

Θ31(t) =

(
(A+ C)(ω3 − ω1) +Bω2

A+B + C

)
t (4.101)

θ1(t) =

(
(A+ C)(ω3 − ω1) +Bω2

A+B + C

)
t

+

(
(A+ C)(ω3 − ω1) +Bω2

A+B + C

)
f2 − F2. (4.102)

4.2.1.3 Dessincronização Geral

Oscilador principal

Da definição de dessincronização disposta na seção 1.5, temos que a dessincronização
no oscilador principal ocorre quando D5 < |Ω5|. Então assumimos que

k5 =

∣∣∣∣D5

Ω5

∣∣∣∣ < 1.

O batimento de frequência β5 satisfaz

β5 = (Ω2
5 −D2

5)1/2 = Ω5

(
1− D2

5

Ω2
5

)1/2

.
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Consideramos

A = 0

ω3 = λ5,

logo

θ3(t) = λ5t.

Redimensionalisando o tempo de forma que

T5(t) = Ω5t (4.103)

e, renomeando as variáveis da equação (3.31) com o ı́ndice 5, obtemos que

ψ5(T5) =
1

π
arctan

((√
1− k5

1 + k5

)
tan

(
(T5(t) + const)(π

√
1− k2

5)

))
. (4.104)

De (4.103) e (4.104), obtemos que

ψ5(t) =
1

π
arctan

((√
1− k5

1 + k5

)
tan

(
(Ω5t+D5(0))(π

√
1− k2

5)

))
.

sendo

D5(0) = arctan

(
1

π
tan(πψ5(0))

)
k5 =

C

λ5 − ω1

.

Assim, pela diferença de fase (4.87), obtemos que

θ1(t) = θ3(t)− ψ5(t).

Portanto, no caso dessincronizado a solução do sistema (4.85)-(4.86), com A = 0 e
condições iniciais (3.5) e (4.1), é dado por

θ3(t) = λ5t (4.105)

θ1(t) = λ5t−
1

π
arctan

((√
1− k5

1 + k5

)

tan

(
(Ω5t+D5(0))(π

√
1− k2

5)

))
. (4.106)
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Sistema total

Pela definição de dessincronização apresentada na seção 1.5, temos que a
dessincronização entre o oscilador principal e o oscilador condutor da dor ocorre quando
D6 < |Ω6|. Então assumimos que

k6 =

∣∣∣∣D6

Ω6

∣∣∣∣ < 1.

O batimento de frequência β6 satisfaz

β6 = (Ω2
6 −D2

6)1/2 = Ω6

(
1− D2

6

Ω2
6

)1/2

.

Consideramos

B = 0

Ω5 = λ6,

logo

Θ31 = λ6t.

Redimensionalisando o tempo de forma que

T6(t) = Ω6t (4.107)

e, renomeando as variáveis da equação (3.31) com o ı́ndice 6, obtemos que

ψ6(T6) =
1

π
arctan

((√
1− k6

1 + k6

)
tan

(
(T6(t) + const)(π

√
1− k2

6)

))
. (4.108)

De (4.107) e (4.108), obtemos que

ψ6(t) =
1

π
arctan

((√
1− k6

1 + k6

)
tan

(
(Ω6t+D6(0))(π

√
1− k2

6)

))

sendo

D6(0) = arctan

(
1

π
tan(πψ6(0))

)
(4.109)

k6 =
C

λ6 − ω3

. (4.110)
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Pela diferença de fase (4.91), obtemos que

θ2(t) = Θ31(t)− ψ6(t).

Portanto, no caso dessincronizado a solução do sistema (4.89)-(4.90), comA = B = 0

e condições iniciais (3.3) e (4.84), é dado por

Θ31(t) = λ5t (4.111)

θ2(t) = λ5t−
1

π
arctan

((√
1− k6

1 + k6

)

tan

(
(Ω6t+D6(0))(π

√
1− k2

6)

))
. (4.112)

4.2.1.4 Misto

Oscilador principal sincronizado e sistema total dessincronizado

A sincronização no oscilador principal foi analisada na primeira parte da subseção
4.2.1.2. Da mesma maneira, a dessincronização no sistema total foi analisada na segunda
parte da subseção 4.2.1.3, as principais equações da análise serão apresentadas a seguir.

A diferença que encontramos, é que neste caso não precisamos considerar ω3 = λ5,
nem A = 0, pois não consideramos o oscilador principal dessincronizado, as demais
restrições se igualam.

Pelas definições de sincronização e dessincronização apresentadas na seção 1.5, temos
que a sincronização no oscilador principal ocorre quando D5 > |Ω5| e a dessincronização
no oscilador principal ocorre quando D6 < |Ω6|. Então assumimos que

k5 =

∣∣∣∣D5

Ω5

∣∣∣∣ > 1

k6 =

∣∣∣∣D6

Ω6

∣∣∣∣ < 1.

Portanto, no caso em que o oscilador principal é sincronizado e o sistema total é
dessincronizado, com B = 0 e condições iniciais (3.3), (3.5), (4.1) e (4.84) as soluções
dos sistemas (4.85)-(4.86) e (4.89)-(4.90) são dadas por

θ3(t) =

(
Aω1 + Cω3

A+ C

)
t (4.113)

θ1(t) =

(
Aω1 + Cω3

A+ C

)
t−
(
Aω1 + Cω3

A+ C

)
f3 + F3. (4.114)
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e

Θ31(t) = λ6t (4.115)

θ2(t) = λ6t−
1

π
arctan

((√
1− k6

1 + k6

)

tan

(
(Ω6t+D6(0))(π

√
1− k2

6)

))
(4.116)

com

Ω5 = λ6

Ω6 = λ6 − ω2

k6 =
D6

Ω6

=
A+ C

λ6 − ω2

D6(0) = arctan

(
1

π
tan(πψ6(0))

)
.

Oscilador principal dessincronizado e sistema total sincronizado

A dessincronização no oscilador principal foi analisada na primeira parte da subseção
4.2.1.3. Do mesmo modo, a sincronização no sistema total foi analisada na segunda parte
da subseção 4.2.1.2, reescreveremos as principais equações da análise.

Utilizando as definições de sincronização e dessincronização apresentadas na seção
1.5, temos que a dessincronização no oscilador principal ocorre quando D5 < |Ω5| e a
sincronização entre o oscilador principal e o oscilador condutor da dor ocorre quando
D6 > |Ω6|. Então assumimos que

k5 =

∣∣∣∣D5

Ω5

∣∣∣∣ < 1

k6 =

∣∣∣∣D6

Ω6

∣∣∣∣ > 1.

Portanto, no caso em que o oscilador principal é dessincronizado e o sistema total é
sincronizado, com A = 0 e condições iniciais (3.3), (3.5), (4.1) e (4.84) as soluções dos
sistemas (4.85)-(4.86) e (4.89)-(4.90), são dadas por

θ3(t) = λ5t (4.117)

θ1(t) = λ5t−
1

π
arctan

((√
1− k5

1 + k5

)

tan

(
(Ω5t+D5(0))(π

√
1− k2

5)

))
. (4.118)
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e

Θ31(t) =

(
(A+ C)(ω3 − ω1) +Bω2

A+B + C

)
t (4.119)

θ1(t) =

(
(A+ C)(ω3 − ω1) +Bω2

A+B + C

)
t

+

(
(A+ C)(ω3 − ω1) +Bω2

A+B + C

)
f2 − F2 (4.120)

com

Ω5 = λ5 − ω2

k5 =
D5

Ω5

=
C

λ5 − ω2

D5(0) = arctan

(
1

π
tan(πψ5(0))

)
.

4.2.2 Situação 4

4.2.2.1 Estrutura

Oscilador principal

Seja (Θ12(t)) o oscilador principal, formado pelos osciladores θ1(t) e θ2(t), de modo
que um influencia no outro diretamente, ou seja, o ciclo da temperatura influencia e é
influenciado diretamente pelo ciclo atividade-repouso.

No caso 1, observe que tal sistema foi analisado, em que também os osciladores θ1(t)

e θ2(t) formavam o oscilador principal Θ12(t). Aproveitando as mesmas considerações e
análises feitas na seção 4.1.1.1, em que as equações dinâmicas do modelo são

θ̇1(t) = ω1 −B cos(2π(θ2(t)− θ1(t))) (4.121)

θ̇2(t) = ω2 + A cos(2π(θ1(t)− θ2(t))) (4.122)

A diferença de fase é

ψ7(t) = θ1(t)− θ2(t). (4.123)

onde

ψ̇7(t) = Ω7 −D7 cos(2πψ7(t)) (4.124)

e {
Ω7 = ω1 − ω2

D7 = A+B.
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Ω7 é a diferença das frenquências intrı́nsecas no oscilador principal e D7 é o acopla-
mento total neste oscilador.

Sistema total

Analisando agora a relação entre o oscilador que conduz o ciclo da dor θ3(t) com o
oscilador principal Θ12(t), as equações dinâmicas do modelo são

θ̇3(t) = ω3 −D7 cos(2π(Θ12(t)− θ3(t))) (4.125)

Θ̇12(t) = Ω7 + C cos(2π(θ3(t)−Θ12(t))). (4.126)

A diferença de fase considerada é

ψ8(t) = θ3(t)−Θ12(t), (4.127)

onde

ψ̇8(t) = Ω8 −D8 cos(2πψ8(t)) (4.128)

e {
Ω8 = ω3 − Ω7 = ω3 − ω1 + ω2

D8 = A+D7 = A+B + C.

Ω8 é a diferença das frenquências intrı́nsecas entre o oscilador θ3(t) e o oscilador
principal, e D8 é o acoplamento total deste sistema.

4.2.2.2 Sincronização Geral

Oscilador Principal

Considerando a definição de sincronização apresentada na seção 1.5, temos que a
sincronização no oscilador principal ocorre quando D7 > |Ω7|, assim assumimos que

k7 =

∣∣∣∣D7

Ω7

∣∣∣∣ > 1.

E assim, da subseção 4.1.1.2, reescrevemos a solução do sistema (4.121)-(4.122) que
é dado por

θ1(t) =

(
Aω1 +Bω2

A+B

)
t (4.129)

θ2(t) =

(
Aω1 +Bω2

A+B

)
t+

(
Aω1 +Bω2

A+B

)
f2 − F2. (4.130)
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Sistema Total

Também pela definição de sincronização apresentada na seção 1.5, temos que a
sincronização entre o oscilador condutor da dor e o oscilador principal ocorre quando
D8 > |Ω8|. Então assumimos que

k8 =

∣∣∣∣D8

Ω8

∣∣∣∣ > 1.

E assim

ψ8(t) =
1

2π
arccos

(
Ω8

D8

)
(4.131)

é a solução estável.

Substituindo (4.131) no sistema (4.125)-(4.126) e sendo θ̇3(t) = Θ̇12(t) = ω∗α8
, obte-

mos que

ω∗α8
=

(A+B)(ω1 − ω2) + Cω3

A+B + C
. (4.132)

Observemos que θ3(t) e Θ12(t) são encontrados pela integração da equação (4.132)
em relação a t, assim ∫ f3

0

θ̇3(t) dt =

∫ f3

0

Θ̇12(t) dt. (4.133)

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo aplicado a (4.133), temos que

θ3(f3)− θ3(0) = Θ12(f3)−Θ12(0) + const .

Das condições iniciais (4.1) e (4.3), e ainda por (4.2), temos

const = −Θ12(f3) + F3.

Logo no caso sincronizado a solução do sistema (4.125)-(4.126), com condições ini-
ciais (4.1) e (4.3), é dado por

θ3(t) =

(
Cω3 + (A+B)(ω1 − ω2)

A+B + C

)
t (4.134)

Θ12(t) =

(
Cω3 + (A+B)(ω1 − ω2)

A+B + C

)
t

−
(
Cω3 + (A+B)(ω1 − ω2)

A+B + C

)
f3 + F3. (4.135)
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4.2.2.3 Dessincronização Geral

Oscilador principal

Da definição de dessincronização disposta na seção 1.5, temos que a dessincronização
no oscilador principal ocorre quando D7 < |Ω7|. Então assumimos que

k7 =

∣∣∣∣D7

Ω7

∣∣∣∣ < 1.

O batimento de frequência β7 satisfaz

β7 = (Ω2
7 −D2

7)1/2 = Ω7

(
1− D2

7

Ω2
7

)1/2

.

Consideramos

B = 0

ω1 = λ7,

logo

θ1(t) = λ7t. (4.136)

Redimensionalisando o tempo de forma que

T7(t) = Ω7t

e, renomeando as variáveis da equação (3.31) com o ı́ndice 7, obtemos que

ψ7(T7) =
1

π
arctan

((√
1− k7

1 + k7

)
tan

(
(T7(t) + const))(π

√
1− k2

7)

))
. (4.137)

De (4.136) e (4.138), obtemos que

ψ7(t) =
1

π
arctan

((√
1− k7

1 + k7

)
tan

(
(Ω7t+D7(0)))(π

√
1− k2

7)

))

sendo

D7(0) = arctan

(
1

π
tan(πψ7(0))

)
k7 =

A

λ7 − ω2

.
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Assim, pela diferença de fase (4.123), temos que

θ2(t) = θ1(t)− ψ7(t). (4.138)

Portanto, no caso dessincronizado a solução do sistema (4.121)-(4.122), com B = 0

e condições iniciais (3.3) e (3.5), é dado por

θ1(t) = λ7t (4.139)

θ2(t) = λ7t−
1

π
arctan

((√
1− k7

1 + k7

)

tan

(
(Ω7t+D7(0))(π

√
1− k2

7)

))
. (4.140)

Sistema total

Pela definição de dessincronização apresentada na seção 1.5, temos que a
dessincronização entre o oscilador condutor da temperatura e o oscilador principal ocorre
quando D8 < |Ω8|. Então assumimos que

k8 =

∣∣∣∣D8

Ω8

∣∣∣∣ < 1.

O batimento de frequência β8 satisfaz

β8 = (Ω2
8 −D2

8)1/2 = Ω8

(
1− D2

8

Ω2
8

)1/2

.

Consideramos

B = 0

Ω7 = λ8,

logo

Θ12(t) = λ8t.

Redimensionalisando o tempo de forma que

T8(t) = Ω8t (4.141)
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e renomeando as variáveis da equação (3.31) com o ı́ndice 8, obtemos que

ψ8(T8) =
1

π
arctan

((√
1− k8

1 + k8

)
tan

(
(T8(t) + const)(π

√
1− k2

8)

))
. (4.142)

De (4.141) e (4.143), obtemos que

ψ8(T8) =
1

π
arctan

((√
1− k8

1 + k8

)
tan

(
(Ω8t+D8(0))(π

√
1− k2

8)

))
,

sendo

D8(0) = arctan

(
1

π
tan(πψ8(0))

)
k8 =

A

ω3 − λ8

.

Assim, pela diferença de fase (4.127) obtemos

θ3(t) = Θ12(t) + ψ8(t). (4.143)

Portanto, no caso dessincronizado, com B = C = 0 e condições iniciais (4.1) e (4.3),
a solução do sistema (4.125)-(4.126) é dado por

θ3(t) = λ8t+
1

π
arctan

((√
1− k8

1 + k8

)

tan

(
(Ω8t+D8(0))(π

√
1− k2

8)

))
(4.144)

Θ12(t) = λ8t. (4.145)

4.2.2.4 Misto

Oscilador principal sincronizado e sistema total dessincronizado

A sincronização no oscilador principal foi analisada na primeira parte da subseção
4.2.2.2. Da mesma maneira, a dessincronização no sistema total foi analisada na segunda
parte da subseção 4.2.2.3, apresentaremos as principais equações da análise.

A diferença que encontramos, é que neste caso não precisamos considerar ω1 = λ7,
nem B = 0, pois não consideramos o oscilador principal dessincronizado, as demais
restrições se igualam.

Pelas definições de sincronização e dessincronização apresentadas na seção 1.5, temos
que a sincronização no oscilador principal ocorre quando D7 > |Ω7| e a dessincronização
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no oscilador principal ocorre quando D8 < |Ω8|. Então assumimos que

k7 =

∣∣∣∣D7

Ω7

∣∣∣∣ > 1

k8 =

∣∣∣∣D8

Ω8

∣∣∣∣ < 1.

Portanto, no caso em que o oscilador principal é sincronizado e o sistema total é dess-
incronizado, com A = B = 0 e condições iniciais (3.3), (3.5), (4.1) e (4.3) as soluções
dos sistemas (4.121)-(4.122) e (4.125)-(4.126), são dadas por

θ1(t) =

(
Aω1 +Bω2

A+B

)
t (4.146)

θ2(t) =

(
Aω1 +Bω2

A+B

)
t+

(
Aω1 +Bω2

A+B

)
f2 − F2. (4.147)

e

θ3(t) = λ8t+
1

π
arctan

((√
1− k8

1 + k8

)

tan

(
(Ω8t+D8(0))(π

√
1− k2

8)

))
(4.148)

Θ12(t) = λ8t (4.149)

(4.150)

com

Ω7 = ω1 − ω2

Ω8 = ω3 − λ8

k8 =
D8

Ω8

=
A+B

ω3 − λ8

D8(0) = arctan

(
1

π
tan(πψ8(0))

)
.

Oscilador principal dessincronizado e sistema total sincronizado

A dessincronização no oscilador principal foi analisada na primeira parte da subseção
4.2.2.3. Do mesmo modo, a sincronização no sistema total foi analisada na segunda parte
da subseção 4.2.2.2, as principais equações da análise serão apresentadas a seguir.

Utilizando as definições de sincronização e dessincronização apresentadas na seção
1.5, temos que a dessincronização no oscilador principal ocorre quando D7 < |Ω7| e a
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sincronização no sistema total ocorre quando D8 > |Ω8|. Então assumimos que

k7 =

∣∣∣∣D7

Ω7

∣∣∣∣ < 1

k8 =

∣∣∣∣D8

Ω8

∣∣∣∣ > 1.

Portanto, no caso em que o oscilador principal é dessincronizado e o sistema total é
sincronizado, com B = 0 e condições iniciais (3.3), (3.5), (4.1) e (4.3) as soluções dos
sistemas (4.121)-(4.122) e (4.125)-(4.126), são dadas por

θ1(t) = λ7t (4.151)

θ2(t) = λ7t+
1

π
arctan

((√
1− k7

1 + k7

)

tan

(
(Ω7t+D7(0))(π

√
1− k2

7)

))
. (4.152)

e

θ3(t) =

(
Cω3 + (A+B)(ω1 − ω2)

A+B + C

)
t (4.153)

Θ12(t) =

(
Cω3 + (A+B)(ω1 − ω2)

A+B + C

)
t

−
(
Cω3 + (A+B)(ω1 − ω2)

A+B + C

)
f3 + F3. (4.154)

com

Ω7 = λ7 − ω2

k7 =
D7

Ω7

=
A

λ7 − ω2

D7(0) = arctan

(
1

π
tan(πψ7(0))

)
.

4.3 Caso 3

Neste caso, consideramos que a temperatura não influencia diretamente na atividade-
repouso, e da mesma forma a atividade-repouso não influencia diretamente na temper-
atura. Porém, como nosso sistema não é linear a temperatura influencia de forma indireta
na atividade-repouso e é influenciada de forma indireta por ela. Desta forma, acoplamos
o oscilador que conduz o ciclo da dor pela esquerda ao oscilador que conduz o ciclo da
temperatua e pela direita ao oscilador condutor do ciclo-atividade repouso, representado
pela Figura 4.

Para analisarmos tal sistema vamos considerar dois osciladores como sendo um os-
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Figura 4: Caso 3 de acoplamento

cilador principal. Temos duas formas de fazermos isso, tais serão apresentadas a seguir.

4.3.1 Situação 5

4.3.1.1 Estrutura

Oscilador principal

Seja Θ13(t) o oscilador principal, formado pelos osciladores θ1(t) e θ3(t), de modo
que um influencia no outro diretamente, ou seja, a temperatura influencia e é influenciada
diretamente pela dor. Consideraremos que no inı́cio do ciclo da temperatura e no inı́cio
do ciclo da dor, a temperatura é baixa e a dor é nula, assim, a menos de uma mudança de
escala, podemos considerar que

Θ13(t0 = 0) = 0. (4.155)

As equações dinâmicas deste modelo são

θ̇1(t) = ω1 − C cos(2π(θ3(t)− θ1(t))) (4.156)

θ̇3(t) = ω3 + A cos(2π(θ1(t)− θ3(t))). (4.157)

A diferença de fase é

ψ9(t) = θ1(t)− θ3(t), (4.158)

onde

ψ̇9(t) = Ω9 −D9 cos(2πψ9(t)) (4.159)
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e {
Ω9 = ω1 − ω3

D9 = A+ C.

Ω9 é a diferença das frenquências intrı́nsecas no oscilador principal e D9 é o acopla-
mento total neste oscilador.

Sistema total

Analisando agora a relação entre o oscilador principal (Θ13(t)) com o oscilador que
conduz o ciclo atividade-repouso (θ2(t)), as equações dinâmicas do modelo são

Θ̇13(t) = Ω9 −B cos(2π(θ2(t)−Θ13(t))) (4.160)

θ̇2(t) = ω2 +D9 cos(2π(Θ13(t)− θ2(t))). (4.161)

A diferença de fase é

ψ10(t) = Θ13(t)− θ2(t), (4.162)

com

˙ψ10(t) = Ω10 −D10 cos(2πψ10(t)) (4.163)

e {
Ω10 = Ω9 − ω2 = ω1 − ω3 − ω2

D10 = D9 +B = A+B + C.

Ω10 é a diferença das frenquências intrı́nsecas entre o oscilador principal e o oscilador
θ2(t), e D10 é o acoplamento total deste sistema.

4.3.1.2 Sincronização Geral

Oscilador Principal

Pela definição de sincronização apresentada na seção 1.5, temos que a sincronização
no oscilador principal ocorre quando D9 > |Ω9|. Então assumimos que

k9 =

∣∣∣∣D9

Ω9

∣∣∣∣ > 1.

E assim

ψ9(t) =
1

2π
arccos

(
Ω9

D9

)
(4.164)
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é a solução estável.

Substituindo (4.164) no sistema (4.156)-(4.157) e sendo θ̇1(t) = θ̇3(t) = ω∗α9
, obte-

mos que

ω∗α9
=
Aω1 + Cω3

A+ C
. (4.165)

Notemos que θ1(t) e θ3(t) são encontrados pela integração da equação (4.165) em
relação a t, assim ∫ f3

0

θ̇1(t) dt =

∫ f3

0

θ̇3(t) dt. (4.166)

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo aplicado a (4.166), temos que

θ1(f3)− θ1(0) = θ3(f3)− θ3(0) + const .

Das condições iniciais (3.5) e (4.1), e ainda por (4.2), obtemos que

const = θ1(f3)− F3.

Logo, no caso sincronizado a solução do sistema (4.156)-(4.157), com condições ini-
ciais (3.5) e (4.1), é dado por

θ1(t) =

(
Aω1 + Cω3

A+ C

)
t (4.167)

θ3(t) =

(
Aω1 + Cω3

A+ C

)
t+

(
Aω1 + Cω3

A+ C

)
f3 − F3. (4.168)

Sistema Total

Também pela definição de sincronização apresentada na seção 1.5, temos que a
sincronização entre o oscilador principal e o oscilador condutor da dor ocorre quando
D10 > |Ω10|. Então assumimos que

k10 =

∣∣∣∣D10

Ω10

∣∣∣∣ > 1.

E assim

ψ10(t) =
1

2π
arccos

(
Ω10

D10

)
(4.169)

é a solução estável.

Substituindo (4.169) no sistema (4.160)-(4.161), e sendo Θ̇13 = θ̇2 = ω∗α10
, obtemos
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que

ω∗α10
=

(A+ C)(ω1 − ω3) +Bω2

A+B + C
. (4.170)

Observe que Θ13(t) e θ2(t) são encontrados pela integração da equação (4.170) em
relação a t, assim ∫ f2

0

Θ̇13(t) dt =

∫ f2

0

θ̇2(t) dt. (4.171)

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo aplicado a (4.171), temos que

Θ13(f2)−Θ13(0) = θ2(f2)− θ2(0) + const .

Das condições iniciais (3.3) e (4.155), e ainda por (3.4), temos

const = Θ13(f2)− F2.

Logo no caso sincronizado a solução do sistema (4.160)-(4.161), com condições ini-
ciais (4.3) e (4.155), é dado por

Θ13(t) =

(
(A+ C)(ω1 − ω3) +Bω2

A+B + C

)
t (4.172)

θ2(t) =

(
(A+ C)(ω1 − ω3) +Bω2

A+B + C

)
t

+

(
(A+ C)(ω1 − ω3) +Bω2

A+B + C

)
f2 − F2. (4.173)

4.3.1.3 Dessincronização Geral

Oscilador principal

Da definição de dessincronização disposta na seção 1.5, temos que a dessincronização
no oscilador principal ocorre quando D9 < |Ω9|. Então assumimos que

k9 =

∣∣∣∣D9

Ω9

∣∣∣∣ < 1.

O batimento de frequência β9 satisfaz

β9 = (Ω2
9 −D2

9)1/2 = Ω9

(
1− D2

9

Ω2
9

)1/2

.
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Consideramos

A = 0

ω3 = λ9

logo

θ3(t) = λ9t.

Redimensionanlisando o tempo de forma que

T9(t) = Ω9t (4.174)

e, renomeando as variáveis da equação (3.31) com o ı́ndice 9, obtemos que

ψ9(T9) =
1

π
arctan

((√
1− k9

1 + k9

)
tan

(
(T9(t) + const)(π

√
1− k2

9)

))
. (4.175)

De (4.174) e (4.176), obtemos que

ψ9(t) =
1

π
arctan

((√
1− k9

1 + k9

)
tan

(
(Ω9t+D9(0))(π

√
1− k2

9)

))
.

sendo

D9(0) = arctan

(
1

π
tan(πψ9(0))

)
k9 =

C

ω1 − λ9

.

Assim, pela diferença de fase (4.158), obtemos que

θ1(t) = θ3(t) + ψ9(t). (4.176)

Portanto no caso dessincronizado, com A = 0 e condições iniciais (3.5) e (4.1), a
solução do sistema (4.156)-(4.157) é dado por

θ1(t) = λ9t+
1

π
arctan

((√
1− k9

1 + k9

)

tan

(
(Ω9t+D9(0))(π

√
1− k2

9)

))
(4.177)

θ3(t) = λ9t. (4.178)



88

Sistema total

Pela definição de dessincronização apresentada na seção 1.5, temos que a
dessincronização entre o oscilador principal e o oscilador condutor da atividade-repouso
ocorre quando D10 < |Ω10|. Então assumimos que

k10 =

∣∣∣∣D10

Ω10

∣∣∣∣ < 1.

O batimento de frequência β10 satisfaz

β10 = (Ω2
10 −D2

10)1/2 = Ω10

(
1− D2

10

Ω2
10

)1/2

. (4.179)

Consideramos

B = 0

Ω9 = λ10,

logo

Θ13(t) = λ10t.

Redimensionalisando o tempo de forma que

T10(t) = Ω10t (4.180)

e, renomeando as variáveis da equação (3.31) com o ı́ndice 10, obtemos que

ψ10(T10) =
1

π
arctan

((√
1− k10

1 + k10

)
tan

(
(T10(t) + const)(π

√
1− k2

10)

))
.(4.181)

De (4.180) e (4.182), obtemos que

ψ10(t) =
1

π
arctan

((√
1− k10

1 + k10

)
tan

(
(Ω10t+D10(0))(π

√
1− k2

10)

))
.

sendo

D10(0) = arctan

(
1

π
tan(πψ10(0))

)
k10 =

C

λ10 − ω3

.
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Assim, pela diferença de fase (4.162), temos que

θ2(t) = Θ13(t) + ψ10(t). (4.182)

Portanto, no caso dessincronizado, comA = B = 0 e condições iniciais (3.3) e (4.84),
a solução do sistema (4.160)-(4.161) é dado por

Θ13(t) = λ10t (4.183)

θ2(t) = λ10t+
1

π
arctan

((√
1− k10

1 + k10

)

tan

(
(Ω10t+D10(0))(π

√
1− k2

10)

))
. (4.184)

4.3.1.4 Misto

Oscilador principal sincronizado e sistema total dessincronizado

A sincronização no oscilador principal foi analisada na primeira parte da subseção
4.3.1.2. Da mesma maneira, a dessincronização no sistema total foi analisada na segunda
parte da subseção 4.3.1.3, as principais equações da análise serão apresentadas a seguir.

A diferença que encontramos, é que neste caso não precisamos considerar ω3 = λ9,
nem A = 0, pois não consideramos o oscilador principal dessincronizado, as demais
restrições se igualam.

Pelas definições de sincronização e dessincronização apresentadas na seção 1.5, temos
que a sincronização no oscilador principal ocorre quando D9 > |Ω9| e a dessincronização
no oscilador principal ocorre quando D10 < |Ω10|. Então assumimos que

k9 =

∣∣∣∣D9

Ω9

∣∣∣∣ > 1

k10 =

∣∣∣∣D10

Ω10

∣∣∣∣ < 1.

Portanto, no caso em que o oscilador principal é sincronizado e o sistema total é
dessincronizado, com B = 0 e condições iniciais (3.3), (3.5), (4.1) e (4.155), as soluções
dos sistemas (4.156)-(4.157) e (4.89)-(4.90), são dadas por

θ1(t) =

(
Aω1 + Cω3

A+ C

)
t (4.185)

θ3(t) =

(
Aω1 + Cω3

A+ C

)
t+

(
Aω1 + Cω3

A+ C

)
f3 − F3. (4.186)
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e

Θ13(t) = λ9t (4.187)

θ2(t) = λ9t+
1

π
arctan

((√
1− k10

1 + k10

)

tan

(
(Ω10t+D10(0))(π

√
1− k2

10)

))
(4.188)

com

Ω9 = λ2

Ω10 = λ2 − ω2

k10 =
D10

Ω10

=
A+ C

λ2 − ω2

D10(0) = arctan

(
1

π
tan(πψ10(0))

)
.

Oscilador principal dessincronizado e sistema total sincronizado

A dessincronização no oscilador principal foi analisada na primeira parte da subseção
4.3.1.3. Do mesmo modo, a sincronização no sistema total foi analisada na segunda parte
da subseção 4.3.1.2, reescreveremos as principais equações da análise.

Utilizando a definição de dessincronização apresentada na seção 1.5, temos que a
dessincronização no oscilador principal ocorre quando D9 < |Ω9| e a sincronização entre
o oscilador principal e o oscilador condutor da dor ocorre quando D10 > |Ω10|. Então
assumimos que

k9 =

∣∣∣∣D9

Ω9

∣∣∣∣ < 1

k10 =

∣∣∣∣D10

Ω10

∣∣∣∣ > 1.

Portanto, no caso em que o oscilador principal é dessincronizado e o sistema total é
sincronizado, com A = 0 a solução dos sistemas (4.85)-(4.86) e (4.160)-(4.161), com
condições iniciais (3.3), (3.5), (3.3) e (4.1) são dadas por

θ1(t) = λ9t+
1

π
arctan

((√
1− k9

1 + k9

)

tan

(
(Ω9t+D9(0))(π

√
1− k2

9)

))
(4.189)

θ3(t) = λ9t. (4.190)
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e

Θ13(t) =

(
(A+ C)(ω1 − ω3) +Bω2

A+B + C

)
t (4.191)

θ2(t) =

(
(A+ C)(ω1 − ω3) +Bω2

A+B + C

)
t

+

(
(A+ C)(ω1 − ω3) +Bω2

A+B + C

)
f2 − F2. (4.192)

com

Ω9 = ω1 − λ9

k9 =
D9

Ω9

=
C

ω1 − λ9

D9(0) = arctan

(
1

π
tan(πψ9(0))

)
.

4.3.2 Situação 6

4.3.2.1 Estrutura

Oscilador principal

Seja (Θ32(t)) o oscilador principal, formado pelos osciladores θ3(t) e θ2(t), de modo
que um influencia no outro diretamente, ou seja, o ciclo da dor influencia e é influenciado
diretamente pelo ciclo da atividade-repouso. Consideraremos que no inı́cio do ciclo da
atividade-repouso e no inı́cio do ciclo da dor, não há movimento e a dor é nula. Assim, a
menos de uma mudança de escala, podemos considerar que

Θ32(t0 = 0) = 0. (4.193)

As equações dinâmicas deste modelo são

θ̇3(t) = ω2 −B cos(2π(θ2(t)− θ3(t))) (4.194)

θ̇2(t) = ω2 + C cos(2π(θ3(t)− θ2(t))). (4.195)

Considere a diferença de fase

ψ11(t) = θ3(t)− θ2(t), (4.196)

onde

ψ̇11(t) = Ω11 −D11 cos(2πψ11(t)) (4.197)
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e {
Ω11 = ω3 − ω2

D11 = B + C.

Ω11 é a diferença das frenquências intrı́nsecas no oscilador principal e D11 é o acopla-
mento total neste oscilador.

Sistema total

Analisando agora a relação entre o oscilador que conduz o ciclo da temperatura (θ1(t))
com o oscilador princpal (Θ32(t)), as equações dinâmicas do modelo são

θ̇1(t) = ω1 −D11 cos(2π(Θ32(t)− θ1(t))) (4.198)

Θ̇32(t) = Ω11 + A cos(2π(θ1(t)−Θ32(t))). (4.199)

A diferença de fase é

ψ12(t) = θ1(t)−Θ32(t), (4.200)

com

˙ψ12(t) = Ω12 −D12 cos(2πψ12(t)) (4.201)

e {
Ω12 = ω1 − Ω11 = ω1 − ω3 + ω2

D12 = A+D11 = A+B + C.
(4.202)

Ω12 é a diferença das frenquências intrı́nsecas entre o oscilador θ1(t) e o oscilador
principal, e D12 é o acoplamento total deste sistema.

4.3.2.2 Sincronização Geral

Oscilador Principal

Considerando a definição de sincronização apresentada na seção 1.5, temos que a
sincronização no oscilador principal ocorre quando D11 > |Ω11|. Então assumimos que

k11 =

∣∣∣∣D11

Ω11

∣∣∣∣ > 1.

E assim

ψ11(t) =
1

2π
arccos

(
Ω1

D11

)
(4.203)
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é a solução estável.

Substituindo (4.203) no sistema (4.194)-(4.195) e sendo θ̇3(t) = θ̇2(t) = ω∗α11
, obte-

mos que

ω∗α3
=
Cω3 +Bω2

C +B
. (4.204)

Notemos que θ3(t) e θ2(t) são encontrados pela integração da equação (4.204) em
relação a t, assim ∫ f2

0

θ̇3(t) dt =

∫ f2

0

θ̇2(t) dt. (4.205)

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo aplicado a (4.205), temos que

θ3(f2)− θ3(0) = θ2(f2)− θ2(0) + const .

Das condições iniciais (4.1)-(3.3), e ainda por (3.4), temos

const = θ3(f2)− F2.

Logo no caso sincronizado a solução do sistema (4.194)-(4.195), com condições ini-
ciais (3.3) e (4.1), é dado por

θ3(t) =

(
Cω3 +Bω2

C +B

)
t (4.206)

θ2(t) =

(
Cω3 +Bω2

C +B

)
t+

(
Cω3 +Bω2

C +B

)
f2 − F2. (4.207)

Sistema Total

Também pela definição de sincronização apresentada na seção 1.5, temos que a
sincronização entre o oscilador condutor da dor e o oscilador principal ocorre quando
D12 > |Ω12|. Então assumimos que

k12 =

∣∣∣∣D12

Ω12

∣∣∣∣ > 1.

E assim

ψ12(t) =
1

2π
arccos

(
Ω12

D12

)
(4.208)

é a solução estável.

Substituindo (4.208) no sistema (4.198)-(4.199) e sendo θ̇1(t) = Θ̇23(t) = ω∗α4
, obte-
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mos que

ω∗α4
=
Aω1 + (B + C)(ω2 − ω3)

A+B + C
. (4.209)

Observemos que θ1(t) e Θ32(t) são encontrados pela integração da equação (4.209)
em relação a t, assim ∫ f1

0

θ̇1(t) dt =

∫ f1

0

Θ̇32(t) dt, (4.210)

aqui consideramos um f1 = F1 qualquer, em nenhum momento definimos que a temper-
atura permanece nula no intervalo [0, f1], a única afirmação é que f1 > 0.

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo aplicado a (4.3.2.2), temos que

θ1(f1)− θ1(0) = Θ32(f1)−Θ32(0) + const .

Das condições iniciais (3.5)-(4.193), obtemos que

const = −Θ32(f1) + F1.

Logo no caso sincronizado a solução do sistema (4.198)-(4.199), com condições ini-
ciais (3.5) e (4.193), é dado por

θ1(t) =

(
Aω1 + (B + C)(ω3 − ω2)

A+B + C

)
t (4.211)

Θ32(t) =

(
Aω1 + (B + C)(ω3 − ω2)

A+B + C

)
t

−
(
Aω1 + (B + C)(ω3 − ω2)

A+B + C

)
f1 + F1. (4.212)

4.3.2.3 Dessincronização Geral

Oscilador principal

Da definição de dessincronização disposta na seção 1.5, temos que a dessincronização
no oscilador principal ocorre quando D11 < |Ω11|. Então assumimos que

k11 =

∣∣∣∣D11

Ω11

∣∣∣∣ < 1.

O batimento de frequência β11 satisfaz

β11 = (Ω2
11 −D2

11)1/2 = Ω11

(
1− D2

11

Ω2
11

)1/2

.
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Consideramos

B = 0

ω3 = λ11,

logo

θ3(t) = λ11t.

Redimensionalisando o tempo de forma que

T11(t) = Ω11t (4.213)

e, renomeando as variáveis da equação (3.31) com o ı́ndice 11, obtemos que

ψ11(T11) =
1

π
arctan

((√
1− k11

1 + k11

)
tan

(
(T11(t) + const)(π

√
1− k2

11)

))
.(4.214)

De (4.213) e (4.214), obtemos que

ψ11(t) =
1

π
arctan

((√
1− k11

1 + k11

)
tan

(
(Ω11t+D11(0))(π

√
1− k2

11)

))

sendo

D11(0) = arctan

(
1

π
tan(πψ11(0))

)
k11 =

C

λ11 − ω2

.

Assim, pela diferença de fase (4.197), temos que

θ2(t) = θ3(t)− ψ11(t).

Portanto, no caso dessincronizado e com B = 0 a solução do sistema (4.194)-(4.195),
com condições iniciais (3.3) e (4.1) é dado por

θ3(t) = λ11t (4.215)

θ2(t) = λ11t−
1

π
arctan

((√
1− k11

1 + k11

)

tan

(
(Ω11t+D11(0))(π

√
1− k2

11)

))
. (4.216)
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Sistema total

Pela definição de dessincronização apresentada na seção 1.5, temos que a
dessincronização entre o oscilador condutor da temperatura e o oscilador principal ocorre
quando D12 < |Ω12|. Então assumimos que

k12 =

∣∣∣∣D12

Ω12

∣∣∣∣ < 1.

O batimento de frequência β12 satisfaz

β12 = (Ω2
12 −D2

12)1/2 = Ω12

(
1− D2

12

Ω2
12

)1/2

.

Consideramos

A = 0

Ω11 = λ12,

logo

Θ32(t) = λ12t.

Redimensionalisando o tempo de forma que

T12(t) = Ω12t (4.217)

e renomeando as variáveis da equação (3.31) com o ı́ndice 12, obtemos que

ψ12(T12) =
1

π
arctan

((√
1− k12

1 + k12

)
tan

(
(T12(t) + const)(π

√
1− k2

12)

))
.(4.218)

De (4.217) e (4.218), obtemos que

ψ12(t) =
1

π
arctan

((√
1− k12

1 + k12

)
tan

(
(Ω12t+D12(0))(π

√
1− k2

12)

))

sendo

D12(0) = arctan

(
1

π
tan(πψ12(0))

)
k12 =

C

ω1 − λ12

.
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Assim, pela diferença de fase (4.200), temos que

θ1(t) = Θ32(t) + ψ12(t).

Portanto no caso dessincronizado, com A = B = 0 e condições iniciais (3.5) e
(4.193), a solução do sistema (4.198)-(4.199) é dado por

θ1(t) = λ12t+
1

π
arctan

((√
1− k12

1 + k12

)

tan

(
(Ω12t+D12(0))(π

√
1− k2

12)

))
(4.219)

Θ32(t) = λ12t. (4.220)

4.3.2.4 Misto

Oscilador principal sincronizado e sistema total dessincronizado

A sincronização no oscilador principal foi analisada na primeira parte da subseção
4.3.2.2. Da mesma maneira, a dessincronização no sistema total foi analisada na segunda
parte da subseção 4.3.2.3, apresentaremos as principais equações da análise.

A diferença que encontramos, é que neste caso não precisamos considerar ω3 = λ11,
nem B = 0, pois não consideramos o oscliador principal dessincronizado, as demais
restrições se igualam.

Pelas definições de sincronização e dessincronização apresentadas na seção 1.5,
temos que a sincronização ocorre no oscilador principal quando D11 > |Ω11| e a
dessincronização ocorre no sistema total quando D12 < |Ω12|. Então assumimos que

k11 =

∣∣∣∣D11

Ω11

∣∣∣∣ > 1

k12 =

∣∣∣∣D12

Ω12

∣∣∣∣ < 1.

Portanto, no caso em que o oscilador principal é sincronizado e o sistema total é
dessincronizado, com A = B = 0 e condições iniciais (3.3), (3.5), (4.1) e (4.193) as
soluções dos sistemas (4.194)-(4.195) e (4.198)-(4.199), são dadas por

θ3(t) =

(
Cω3 +Bω2

C +B

)
t+

(
Cω3 +Bω2

C +B

)
f2 − F2 (4.221)

θ2(t) =

(
Cω3 +Bω2

C +B

)
t (4.222)



98

e

θ1(t) = λ12t+
1

π
arctan

((√
1− k12

1 + k12

)

tan

(
(Ω12t+D12(0))(π

√
1− k2

12)

))
(4.223)

Θ32(t) = λ12t (4.224)

(4.225)

com

Ω11 = ω3 − ω2

Ω12 = ω1 + λ12

k12 =
D12

Ω12

=
B + C

ω1 + λ12

D12(0) = arctan

(
1

π
tan(πψ12(0))

)
.

Oscilador principal dessincronizado e sistema total sincronizado

A dessincronização no oscilador principal foi analisada na primeira parte da subseção
4.3.2.3. Do mesmo modo, a sincronização no sistema total foi analisada na segunda parte
da subseção 4.1.2.2, as principais equações da análise serão apresentadas a seguir.

Utilizando as definições de sincronização e dessincronização apresentadas na seção
1.5, temos que a dessincronização no oscilador principal ocorre quando D11 < |Ω11| a
sincronização entre o oscilador principal e o oscilador condutor da dor ocorre quando
D4 > |Ω4|. Então assumimos que

k11 =

∣∣∣∣D11

Ω11

∣∣∣∣ < 1 (4.226)

k12 =

∣∣∣∣D12

Ω12

∣∣∣∣ > 1. (4.227)

Portanto no caso dessincronizado, com B = 0 e condições iniciais (4.1) e (3.3), a
solução do sistema (4.194)-(4.195) é dado por

Portanto, no caso em que o oscilador principal é dessincronizado e o sistema total é
sincronizado, com B = 0 e condições iniciais (3.3), (3.5), (4.1) e (4.193), as soluções dos
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sistemas (4.194)-(4.195) e (4.198)-(4.199) são dadas por

θ3(t) = λ11t (4.228)

θ2(t) = λ11t−
1

π
arctan

((√
1− k11

1 + k11

)

tan

(
(Ω11t+D11(0))(π

√
1− k2

11)

))
. (4.229)

e

θ1(t) =

(
Aω1 + (B + C)(ω3 − ω2)

A+B + C

)
t (4.230)

Θ32(t) =

(
Aω1 + (B + C)(ω3 − ω2)

A+B + C

)
t

−
(
Aω1 + (B + C)(ω3 − ω2)

A+B + C

)
f1 + F1. (4.231)

com

Ω11 = λ11 − ω2

k11 =
D11

Ω11

=
C

λ11 − ω2

D11(0) = arctan

(
1

π
tan(πψ11(0))

)
.
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4.4 Caso 4

Neste caso consideramos que a temperatura influencia diretamente na atividade-
repouso e é diretamente influenciada por ela; consideramos que a atividade-repouso in-
fluencia diretamente na dor e é influênciada diretamente por ela; consideramos que a dor
influencia diretamente na temperatura e é influenciada diretamente por ela. Desta forma,
acoplamos o oscilador que conduz o ciclo da dor ao oscilados que onduz o ciclo da tem-
peratua e também ao oscilador que conduz o ciclo-atividade repouso, representado pela
Figura 5.

Figura 5: Caso 4 de acoplamento

Observe aqui, que diferente dos casos anteriores, não podemos considerar dois os-
ciladores como sendo um oscilador principal, visto que não existe apenas um oscilador
(do meio) que receba duas forças de acoplamento, mas todos os três osciladores recebem.

Pensando nisso, está forma de acoplamento será um dos trabalhos futuros a serem
estudados. O objetivo será encontrar uma outra forma de análise, visando talvez um
método distinto do apresentado por Strogatz.



5 ANÁLISES DOS MODELOS

Neste capı́tulo estabeleceremos alguns valores para os parâmetros dos casos estuda-
dos, a fim de analisar o comportamento do ritmo circadiano para um paciente que se
encontre na possı́vel situação.

Definimos que o valor dado para cada frequência equivale ao número de vezes que o
ciclo sofreu alterações “bruscas” em um dia, ou seja, ω1 que é a frequência do ciclo da
temperatura corporal representa quantas vezes a temperatura sofreu mudança, ω2 que é a
frequência do ciclo da atividade-repouso representa quantas vezes uma pessoa mudou do
estado de repouso (dormindo) para o estado de movimento (não dormindo). Por fim, ω3

que é a frequência do ciclo da dor, representa quantas vezes houve evidências de dor.

Definimos também, que os parâmetros f2 equivale a fração do dia que a pessoa per-
maneceu em repouso, e f3 equivale a fração do dia em que não houve evidências de dor.
Relacionamos tais parâmetros as frequências ω2 e ω3, respectivamente. Os parâmetros F2

e F3, sendo 0 ≤ F2 ≤ 1 e 0 ≤ F3 ≤ 1, foram fixados tais que F2 = 0.1, considerando
que quando ocorre a mudança do estado de repouso para o estado de movimento não há
uma grande movimentação, e F3 = 0.3, considerando que a “proporção” inicial da dor é
de 30%.

Em cada situação estabelecemos um valor que se encaixe nas estimativas e que não
fuja da realidade, notemos que existem um vasta quantia de possibilidades, mas que ape-
nas algumas foram consideradas.

A ferramenta utilizada para gerar os gráficos é o scilab [1] que é uma ferramenta de
distribuição gratuı́ta e de código livre, disponı́vel em várias plataformas.

Para entendermos como funciona o ritmo circadiano, é preciso deixar claro que os
gráficos geram uma caracterı́stica do ritmo circadiano e não o ritmo circadiano em si,
onde tal caracterı́stica ainda precisa ser estudada. Notemos também, que cada dia está
definido pelo intervalo i < t < i+ 1 com i ∈ Z.
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5.1 Modelo de Strogatz

Para uma pessoa em condições “normais”, como já citamos na seção 1.2, a temper-
atura corporal é menor pela manhã, aumenta ao longo do dia e é máxima pelo inı́cio
da noite, portanto sofre três importantes alterações ao longo do dia, logo consideramos
ω1 = 3.

Normalmente uma pessoa dorme uma terça parte das 24 horas continuamente, ou seja,
sofre duas importantes alterações e, assim, definimos ω2 = 2 e f2 = 1/3.

Strogatz afirma em seu trabalho que quanto maior a frequência, menor é a força de
acoplamento. A fim de tentar imitar a realidade, seguir as ideias de Strogatz e satisfazer
a definição de sincronização definimos por fim que A = 3 e B = 4. Logo, utilizando as
equações (3.12) e (3.13), que são as soluções para o caso sincronizado, obtemos o gráfico
representado pela figura 6.

Figura 6: Caso Strogatz Sincronizado

Observamos pelo gráfico, dado pela figura 6, que no perı́odo diário, ou seja, quando
termina um dia e começa outro, o sistema permanece com as mesmas caracterı́sticas,
isto é, observamos sempre duas retas paralelas, logo tal caracterı́stica sugere um ritmo
circadiano sincronizado.

No caso dessincronizado, definimos que A = 0.75, visto que B = 0 e precisamos
satisfazer a definição de dessincronzação. Definimos também que λ = 3, pois λ = ω1.
Portanto, com as equações (3.32) e (3.33) obtemos o gráfico representado pela figura 7.

Nesta situação, observamos pelo gráfico, dado pela figura 7, que no perı́odo diário a
equação θ1(t) que descreve o ciclo da temperatura corporal segue sem alterações, sendo
apenas influenciada pela frequência da temperatura, pois consideramos a força de acopla-
mento que sai do oscilador θ2(t) como nula. Já a equação θ2(t) que descreve o ciclo da
atividade-repouso, observada em cada intervalo diário, não apresenta as mesmas carac-
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Figura 7: Caso Strogatz Dessincronizado

terı́sticas, o que assim nos sugere um ritmo circadiano dessincronizado.

5.2 Modelo influenciado pela dor

Definimos algumas relações entre as frequências intrı́nsecas representadas pela tabela
2. Temos que, quando há influência da dor há uma grande possibilidade da frequência da
temperatura corporal e da frequência da atividade-repouso não apresentarem os valores
normais, como na seção 5.1, assim surgiu a necessidade de definir algumas relações entre
as frequências.

Tabela 2: Relações entre as frequências
Relação 1 ω3 > ω1 > ω2

Relação 2 ω3 > ω2 > ω1

Relação 3 ω1 > ω2 > ω3

Relação 4 ω1 > ω3 > ω2

Relação 5 ω2 > ω1 > ω3

Relação 6 ω2 > ω3 > ω1

Notemos que as relações que envolvem igualdade entre as frequências não foram con-
sideradas porque obteriamos uma grande quantidade de possibilidades, optamos então por
restrigir este número, mas é possı́vel considrerar estas relações.

5.2.1 Caso 1

5.2.1.1 Situação 1

Relação 1



104

Neste primeiro caso e primeira situação, sem perda de generalidade, definimos as
frequências tais que ω1 = 6, ω2 = 4, e ω3 = 8.

Para satisfazer as condições do caso sincronizado, os parâmetros foram considerados
tais que f2 = 1

4
, f3 = 1

8
, A = 12, B = 16 e C = 8. Logo, com as equações (4.15), (4.16),

(4.20) e (4.21), obtemos o gráfico representado pela figura 8.

Figura 8: Situação 1 Sincronizado

Observamos pelo gráfico, dado pela figura 8 que, como no caso de Strogatz no perı́odo
diário, o sistema permanece com as mesmas caracterı́sticas, ou seja, tal caracterı́stica
sugere um ritmo circadiano sincronizado.

A partir daqui, consideramos λ1 = 6 e λ2 = 2.

Para o caso dessincronizado, com B = C = 0, consideramos que A = 1.5 e, com as
equações (4.27), (4.28), (4.37) e (4.38), obtemos o gráfico representado pela figura 9.

Figura 9: Situação 1 Dessincronizado
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Nesta situação, observamos pelo gráfico, dado pela figura 9, que as equações θ1(t) e
Θ12(t) que descrevem os ciclos da temperatura corporal e do oscilador principal seguem
sem alterações, sendo apenas influenciadas pelas frequências da temperatura e do os-
cilador principal, pois consideramos as forças de acoplamento que saem dos osciladores
θ2(t) e θ3(t) como nulas. Já as equações θ2(t) e θ3(t) que descrevem os ciclos da
atividade-repouso e da dor, observadas em cada intervalo diário, não apresentam como
caracterı́stica uma repetição neste perı́odo, mas em um perı́odo maior, logo tal carac-
terı́stica nos sugere um ritmo circadiano dessincronizado.

Agora, os parâmetros considerados para o caso em que o oscilador principal é sin-
cronizado e o sistema total é dessincronizado e com C = 0, são tais que A = 1 e B = 2 e,
considerando as equações (4.39),(4.40), (4.41) e (4.42), obtemos o gráfico representado
pela figura 10.

Figura 10: Situação 1 Misto 1

No caso misto 1, observamos pelo gráfico, dado pela figura 10, que as equações θ1(t)

e θ2(t) tem as mesmas caracterı́sticas, se observarmos dia-dia, isto é, são sempre retas
paralelas, o que nos sugere um ritmo circadiano sincronizado. A equação Θ12(t) que
descreve o ciclo do oscilador principal segue sem alterações, sendo apenas influenciada
pela sua frequência, visto que a força de acoplamento que sai do oscilador θ3(t) é nula,
mas a equação θ3(t) que descreve o ciclo da dor, observada em cada intervalo diário,
não apresenta repetição neste perı́odo, mas em um perı́odo maior. Então, de um modo
geral, podemos dizer que o ritmo circadiano obtido através destas caracterı́sticas será
dessincronizado.

Por fim, os parâmetros considerados para o caso em que o oscilador principal é dess-
incronizado e o sistema total é sincronizado e com B = 0, são tais que A = 1 e C = 6

logo, com as equações (4.43), (4.44), (4.45) e (4.46), obtemos o gráfico representado pela
figura 11.
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Figura 11: Situação 1 Misto 2

Similar ao sistema misto 1, se observarmos o gráfico em que o sistema é misto 2, dado
pela figura 11, vimos que temos duas equações que apresentam caracterı́sticas de um ritmo
circadiano sincronizado, sendo elas Θ12(t) e θ3(t), mas a equação que descreve o ciclo
atividade-repouso, θ2(t) tem um perı́odo maior que o diário, mesmo que a equação θ1(t)

esteja sendo apenas influencia pela sua frequência intrı́nseca, logo, de um modo geral, o
ritmo circadiano obtido com tais caracterı́sticas será dessincronizado.

As equações utilizadas e análises apresentadas em cada gráfico das próximas relações
são as mesmas utilizadas e apresentadas nesta relação, o que difere uma relação da outra
são os valores estipulados para as frequências e parâmetros definindo assim se o gráfico
será crescente ou não e seu coeficiente angular e o perı́odo. Assim, a fim de não nos torn-
armos repetitivos deixaremos nos anexos a tabela com os valores dados aos parâmetros e
os gráficos obtidos nas demais relações da situação 1, portanto, nos demais casos apre-
sentaremos apenas a relação 1 e quais foram os valores dados aos parâmetros e equações
utilizadas, em outras palavras, apenas apresentaremos aqui a relação 1 para todas as
situações, mas que, em anexo trazemos as demais relações da situação 1

5.2.1.2 Situação 2

Relação 1

Nesta situação, sem perda de generalidade, definimos as frequências tais que ω1 = 6,
ω2 = 4, e ω3 = 8.

Para satisfazer as condições do caso sincronizado, os parâmetros foram considerados
tais que f2 = 1

4
, f1 = 1

6
, F1 = 0.2, onde f1 e F1 são pontos escolhidos quaisquer. A = 12,

B = 16 e C = 8. Logo, com as equações (4.59), (4.60), (4.64) e (4.65), obtemos o gráfico
representado pela figura 12.
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Figura 12: Situação 2 Sincronizado

Consideramos a partir daqui que λ3 = 8 e λ4 = −4. Para o caso dessincronizado,
com A = B = 0, consideramos que C = 1.5 e, com as equações (4.68), (4.69), (4.74) e
(4.75), obtemos o gráfico representado pela figura 13.

Figura 13: Situação 2 Dessincronizado

Os parâmetros considerados para o caso em que o oscilador principal é sincronizado
e o sistema total é dessincronizado e com A = 0, são tais que B = 4 e C = 3 e,
considerando as equações (4.76), (4.77), (4.78) e (4.79), obtemos o gráfico representado
pela figura 14.

Por fim, os parâmetros considerados para o caso em que o oscilador principal é dess-
incronizado e o sistema total é sincronizado e com B = 0, são tais que A = 10 e C = 1

logo, com as equações (4.80), (4.81), (4.82) e (4.83), obtemos o gráfico representado pela
figura 15.
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Figura 14: Situação 2 Misto 1

Figura 15: Situação 2 Misto 2

5.2.2 Caso 2

5.2.2.1 Situação 3

Relação 1

Nesta situação, sem perda de generalidade, definimos as frequências tais que ω1 = 7,
ω2 = 4, e ω3 = 8.

Para satisfazer as condições do caso sincronizado, os parâmetros foram considerados
tais que f2 = 1

4
, f3 = 1

8
, A = 10, B = 16 e C = 8. Logo, com as equações (4.96), (4.97),

(4.101) e (4.102), obtemos o gráfico representado pela figura 16.

Consideramos a partir daqui que λ5 = 8 e λ6 = 1. Para o caso dessincronizado, com
A = B = 0, consideramos que C = 0.8 e, com as equações (4.139), (4.106), (4.111) e
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Figura 16: Situação 3 Sincronizado

(4.112), obtemos o gráfico representado pela figura 17.

Figura 17: Situação 3 Dessincronizado

Os parâmetros considerados para o caso em que o oscilador principal é sincronizado
e o sistema total é dessincronizado e com B = 0, são tais que A = 1 e C = 0.8 e, con-
siderando as equações (4.113), (4.114), (4.115) e (4.116), obtemos o gráfico representado
pela figura 18.

Por fim, os parâmetros considerados para o caso em que o oscilador principal é dess-
incronizado e o sistema total é sincronizado e com A = 0, são tais que B = 3 e C = 0.8

logo, com as equações (4.117), (4.118), (4.119) e (4.120), obtemos o gráfico representado
pela figura 19.
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Figura 18: Situação 3 Misto 1

Figura 19: Situação 3 Misto 2

5.2.2.2 Situação 4

Relação 1

Nesta situação, sem perda de generalidade, definimos as frequências tais que ω1 = 6,
ω2 = 4, e ω3 = 8.

Para satisfazer as condições do caso sincronizado, os parâmetros foram considerados
tais que f2 = 1

4
, f3 = 1

8
, A = 12, B = 16 e C = 8. Logo, com as equações (4.129),

(4.130), (4.134) e (4.135), obtemos o gráfico representado pela figura 20.

Consideramos a partir daqui que λ7 = 6 e λ8 = 2. Para o caso dessincronizado, com
B = C = 0, consideramos que A = 1.5 e, com as equações (4.139), (4.178), (4.144) e
(4.145), obtemos o gráfico representado pela figura 21.

Os parâmetros considerados para o caso em que o oscilador principal é sincronizado
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Figura 20: Situação 4 Sincronizado

Figura 21: Situação 4 Dessincronizado

e o sistema total é dessincronizado e com C = 0, são tais que A = 2 e B = 3 e, con-
siderando as equações (4.146), (4.147), (4.148) e (4.150), obtemos o gráfico representado
pela figura 22.

Por fim, os parâmetros considerados para o caso em que o oscilador principal é dess-
incronizado e o sistema total é sincronizado e com B = 0, são tais que A = 1 e C = 6

logo, com as equações (4.151), (4.152), (4.153) e (4.154), obtemos o gráfico representado
pela figura 23.
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Figura 22: Situação 4 Misto 1

Figura 23: Situação 4 Misto 2

5.2.3 Caso 3

5.2.3.1 Situação 5

Relação 1

Nesta situação, sem perda de generalidade, definimos as frequências tais que ω1 = 6,
ω2 = 4, e ω3 = 8.

Para satisfazer as condições do caso sincronizado, os parâmetros foram considerados
tais que f2 = 1

4
, f3 = 1

8
, A = 12, B = 16 e C = 8. Logo, com as equações (4.167),

(4.168), (4.172) e (4.173), obtemos o gráfico representado pela figura 24.

Consideramos a partir daqui que λ9 = 8 e λ10 = −2. Para o caso dessincronizado,
com A = B = 0, consideramos que C = 1.5 e, com as equações (4.177), (4.178), (4.183)
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Figura 24: Situação 5 Sincronizado

e (4.184), obtemos o gráfico representado pela figura 25.

Figura 25: Situação 5 Dessincronizado

Os parâmetros considerados para o caso em que o oscilador principal é sincronizado
e o sistema total é dessincronizado e com A = 0, são tais que B = 4 e C = 3 e, con-
siderando as equações (4.185), (4.186), (4.187) e (4.188), obtemos o gráfico representado
pela figura 26.

Por fim, os parâmetros considerados para o caso em que o oscilador principal é dess-
incronizado e o sistema total é sincronizado e com B = 0, são tais que A = 2 e C = 3

logo, com as equações (4.189), (4.190), (4.191) e (4.192), obtemos o gráfico representado
pela figura 27.
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Figura 26: Situação 5 Misto 1

Figura 27: Situação 5 Misto 2

5.2.3.2 Situação 6

Relação 1

Nesta situação, sem perda de generalidade, definimos as frequências tais que ω1 = 7,
ω2 = 6, e ω3 = 8.

Para satisfazer as condições do caso sincronizado, os parâmetros foram considerados
tais que f2 = 1

6
, f1 = 1

7
, F1 = 0.2, onde f1 e F1 são pontos escolhidos quaisquer. A = 12,

B = 16 e C = 8. Logo, com as equações (4.206), (4.207), (4.211) e (4.212), obtemos o
gráfico representado pela figura 28.

Consideramos a partir daqui que λ11 = 8 e λ12 = 2. Para o caso dessincronizado,
com A = B = 0, consideramos que C = 1 e, com as equações (4.215), (4.216), (4.219)
e (4.220), obtemos o gráfico representado pela figura 29.
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Figura 28: Situação 6 Sincronizado

Figura 29: Situação 6 Dessincronizado

Os parâmetros considerados para o caso em que o oscilador principal é sincronizado
e o sistema total é dessincronizado e com A = 0, são tais que B = 1 e C = 2 e, con-
siderando as equações (4.221), (4.222), (4.223) e (4.225), obtemos o gráfico representado
pela figura 30.

Por fim, os parâmetros considerados para o caso em que o oscilador principal é dess-
incronizado e o sistema total é sincronizado e com B = 0, são tais que A = 5 e C = 1

logo, com as equações (4.228), (4.229), (4.230) e (4.231), obtemos o gráfico representado
pela figura 31.
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Figura 30: Situação 6 Misto 1

Figura 31: Situação 6 Misto 2



6 CONSIDERAÇÕS FINAIS

Ao longo do trabalho podemos observar a simplicidade dos modelos estudados, tais
modelos ainda não podem garantir de forma fidedigna a modelagem do ritmo circadiano,
mas temos uma primeira abordagem que pode ser facilmente discutida com pesquisadores
da área médica, visto que tais soluções existem, são únicas e dependem continuamente
dos dados iniciais como garantimos.

Em relação aos diferentes casos e situações não se pode ainda classificar como “mais
realı́stico” algum deles, visto que as caracterı́sticas são grandes. O que podemos dizer é
que disponibilizamos uma quantidade de situações que enquandram diferentes perfis, e
que assim seria necessário trabalhar com dados reais para melhor estudá-los.

O professor Dr. Wolnei Caumo (UFRGS) nos disponibilizou um banco de dados reais
que foram obtidos pela medição do ritmo circadiano de pacientes num perı́odo antes,
durante e depois de um processo cirurgico. Tais pacientes eram mulheres que fizeram
uma cirurgia de retirada do útero. Temos assim o objetivo de classificar cada paciente em
uma das relações definidas e com isso calibrar nossos parâmetros em cada um dos casos
e situações.

Em relação a estipulação de valores para as frequências e parâmetros acreditamos
que as forças de acoplamento são as que mais precisam ser estudadas, pois precisamos
encontrar uma forma de relacioná-las com as frequências de cada ciclo e em cada situação.
Os demais parâmetros e as frequências também precisam ser mais estudados, mas estes
estão claramente relacionados com cada pessoa.

Temos também o intuito de obter uma forma de solucionar o caso 4 de acoplamento e
assim, aplicar a forma de resolução nos demais casos, podendo comparar as soluções.

Um outra finalidade que pretendemos alcançar é resolver a dessincronização de forma
analı́tica sem precisa definir uma das forças de acoplamento como sendo nula, dando
mais realidade ao modelo. E ainda de forma analı́tica encontrar a relação exata entre o
oscilador principal e os osciladores que o geraram em cada situação.

Por fim, esperamos contribuir com a área médica gerando procedimentos mais efi-
cientes.
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ANEXO A GRÁFICOS

Apresentaremos em cada página a seguir os valores e os gráficos obtidos das demais
relações da situação 1, ou seja, da relação 2 situação 1, relação 3 situação 1, relação 4
situação 1, relação 5 situação 1 e por fim, relação 6 situação 1, respectivamente. Dos
demais casos não serão apresentadas as demais relações.
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A.1 Caso 1 - Situação 1

Relação 2

Definimos as frequências como sendo ω1 = 4, ω2 = 6 e ω3 = 8. Os parâmetros
definidos estão representados na tabela 3.

Tabela 3: Parâmetros Situação 1 - Relação 2
Parâmetro Sincronizado Dessincronizado Misto 1 Misto 2

f2 1/6 - 1/6 1/6
f3 1/8 - 1/8 1/8
A 16 1.33 3 1
B 12 0 2 0
C 8 0 0 10
λ1 - 4 4 4
λ2 - −2 −2 −2

Os gráficos obtidos são dados pela figura 32, na ordem da tabela.

Figura 32: Situação 1 Relação 2
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Relação 3

Definimos as frequências como sendo ω1 = 5, ω2 = 4 e ω3 = 3. Os parâmetros
definidos estão representados na tabela 4.

Tabela 4: Parâmetros Situação 1 - Relação 3
Parâmetro Sincronizado Dessincronizado Misto 1 Misto 2

f2 1/4 - 1/4 1/4
f3 1/3 - 1/3 1/3
A 5 0.83 0.8 0.8
B 8 0 1 0
C 9 0 0 2
λ1 - 5 5 5
λ2 - 1 1 1

Os gráficos obtidos são dados pela figura 33, na ordem da tabela.

Figura 33: Situação 1 Relação 3
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Relação 4

Definimos as frequências como sendo ω1 = 6, ω2 = 4 e ω3 = 5. Os parâmetros
definidos estão representados na tabela 5.

Tabela 5: Parâmetros Situação 1 - Relação 4
Parâmetro Sincronizado Dessincronizado Misto 1 Misto 2

f2 1/4 - 1/4 1/4
f3 1/5 - 1/5 1/5
A 6 0.88 1 1
B 12 0 1.5 0
C 10 0 0 3
λ1 - 6 6 6
λ2 - 4 4 4

Os gráficos obtidos são dados pela figura 34, na ordem da tabela.

Figura 34: Situação 1 Relação 4
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Relação 5

Definimos as frequências como sendo ω1 = 4, ω2 = 6 e ω3 = 3. Os parâmetros
definidos estão representados na tabela 6.

Tabela 6: Parâmetros Situação 1 - Relação 5
Parâmetro Sincronizado Dessincronizado Misto 1 Misto 2

f2 1/6 - 1/6 1/6
f3 1/3 - 1/3 1/3
A 8 1.33 2 1
B 6 0 1 0
C 9 0 0 5
λ1 - 4 4 4
λ2 - −2 −2 −2

Os gráficos obtidos são dados pela figura 35, na ordem da tabela.

Figura 35: Situação 1 Relação 5
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Relação 6

Definimos as frequências como sendo ω1 = 4, ω2 = 7 e ω3 = 6. Os parâmetros
definidos estão representados na tabela 7.

Tabela 7: Parâmetros Situação 1 - Relação 6
Parâmetro Sincronizado Dessincronizado Misto 1 Misto 2

f2 1/7 - 1/7 1/7
f3 1/6 - 1/6 1/6
A 16 2 5 2
B 7 0 2 0
C 12 0 0 8
λ1 - 4 4 4
λ2 - −3 −3 −3

Os gráficos obtidos são dados pela figura 36, na ordem da tabela.

Figura 36: Situação 1 Relação 6


