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“O conhecimento que temos das coisas é pequeno, na verdade, quando comparado

com a tmensidao daquilo em que ainda somos ignorantes.”

Pierre Simon Marquis de Laplace (1749 - 1827)
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RESUMO

AMARAL, Gleyber Conceicao Martuchele do. Andalise comparativa do desem-
penho numérico de técnicas de inversao da Transformada de Laplace.
2016. Dissertacao (Mestrado) - Programa de Pés-Graduagao em Modelagem Com-
putacional. Universidade Federal do Rio Grande, Rio Grande.

Neste trabalho, apresenta-se uma andlise comparativa de trés técnicas
numéricas utilizadas para solucionar problemas relacionados a Transformada Inversa
de Laplace. Os métodos apresentados tém embasamento tedrico nas formulacoes das
Séries de Poténcias e da Integral Complexa de Inversao. Inicialmente, procurou-se
avaliar o desempenho numérico dos algoritmos implementados para inverter a Trans-
formada de Laplace utilizando os métodos de Expansao em Série de Poténcias, Qua-
dratura Gaussiana e Talbot. Realizaram-se testes no sentido de quantificar o po-
tencial de resolucao desses recursos ao serem aplicados as transformadas de funcoes
elementares. Esta andalise foi estendida a um problema de transporte de néutrons, na
versao em ordenadas discretas Sy, em geometria Cartesiana unidimensional, com-
parando os resultados numéricos com a inversao analitica, obtida através da férmula
de desenvolvimento de Heaviside. Convém ressaltar que neste estudo nao se pre-
tende indicar o melhor método para calcular a Transformada inversa de Laplace,
e sim avaliar a eficiéencia numérica com base nos resultados obtidos a partir das

simulagoes realizadas.

Palavras-Chave: Transformada de Laplace, Transformada Inversa, Técnicas numéri-

cas, Problema de transporte.
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ABSTRACT

AMARAL, Gleyber Conceicao Martuchele do. Comparative analysis of the nu-
merical performance of techniques of inversion of the Laplace transform.
2016. Master Thesis - Graduate Program in Computational Modeling. Federal
University of Rio Grande, Rio Grande.

In this work we present a comparative analysis of three numerical te-
chniques used to solve problems related to inverse Laplace transform. The methods
presented are theoretical grounding in the the Power Series and Integral Complex
Inversion formulations. Initially, we tried to evaluate the performance of numeri-
cal algorithms implemented to reverse the Laplace transform using the methods of
expansion in Power Series, Gaussian Quadrature and Talbot. Tests were carried
out which aimed to quantify the solving potential of these features to be applied to
the transformations elementary functions. This analysis was extended to a neutron
transport problem, on Sy discrete ordinates over version one-dimensional Cartesian
geometry, comparing the numerical results with the analytical solution obtained by
development of Heaviside formula. It is worth noticing that this study is not in-
tended to indicate the best way to calculate the inverse Laplace transform, but to
evaluate the numeric efficiency based on results obtained by the simulation perfor-

med.

Keywords: Laplace Transform, Inverse Transform, Numerical techniques, Trans-

port problem.
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1 INTRODUCAO

A Matematica formal, tal qual é conhecida hoje, e a forma como se
aplicam seus conceitos as mais variadas areas do campo cientifico e tecnoldgico,
nao foi concebida em um momento utnico da histéria. Desde os tempos antigos,
houve muitas tentativas em propor explicacoes consistentes para a ocorréncia de
certos fendmenos naturais instituindo simbologias préprias para descrever os fatos

observados na natureza ou através de experimentos.

Com a evolugao do formalismo matemaético, surgiram conceitos que
possibilitaram o tratamento quantitativo desses fendmenos que passaram a ser re-
presentados por modelos heuristicos, embasados nas explicagoes sobre as causas ou
mecanismos naturais, e empiricos, assentados nas observagoes diretas ou nos resul-
tados de experiéncias. Esses modelos sao frequentemente utilizados para analisar
o comportamento de sistemas complexos presentes em diferentes areas da Ciéncia.
Assim, a importancia do estudo de tais modelos deve-se ao fato de que, a partir
deles, é possivel expressar por meio de uma linguagem simbdlica a representagao

simplificada de uma situacao real.

Para melhor compreensao de determinados eventos fisicos, quimicos
ou biolégicos é muito comum buscar subsidios em instrumentos que permitam a
sua andlise. Inseridos nesse contexto, os modelos matematicos contribuem para o
entendimento de uma situagao dada, podendo oferecer alternativas de como agir
sobre ela, ao fazer previsoes e estimativas, efetuando simulagoes que reproduzam de

maneira sintetizada os acontecimentos reais.

A modelagem fenomenoldgica, assim como a construcao dos modelos
matematicos, tem fundamentagao nas hipdteses formuladas e nas leis que regem o
comportamento de um sistema conhecido [8]. Dessa forma, efetua-se a andlise desse
sistema com base nas grandezas variaveis (de tempo, temperatura, espago, volume,

concentragao, intensidade, etc.) que, de modo geral, sdo expressas por equagoes



diferenciais. Estas equagoes sao muito comuns em problemas envolvendo sistemas
fisicos, processos quimicos, dinamica das populagoes, entre outros. No entanto, suas

solugoes nem sempre sao obtidas com facilidade.

Os métodos convencionais para resolucao de equagoes diferenciais, que
aparecem em problemas com elevado grau de complexidade, por terem muitas
variaveis envolvidas, tornam as operacgoes algébricas de dificil trato exigindo, muitas

vezes, o emprego de técnicas mais robustas.

Nesta perspectiva, por volta do século XVIII, alguns mateméticos inici-
aram uma busca por alternativas capazes de solucionar certas equagoes diferenciais
cujas solugoes pareciam impossiveis de serem calculadas. De acordo com Tonidandel
[52], um dos precursores desses estudos foi Leonard Euler (1707 - 1783) ao tentar re-
solver, sem sucesso, uma equacao linear de segunda ordem com coeficientes variaveis
empregando uma técnica de transformacao integral. Ainda neste mesmo periodo,
Pierre Simon de Laplace (1749 - 1827), ao tratar problemas envolvendo equagoes

diferenciais e de diferencas, procurou estipular uma solugao para a equacao
S = Ay(s) + BAy(s)+C A y(s) + ..., (1.1)

onde A, B, C, ..., sao funcoes de s consideradas expansiveis em séries de poténcias e

y(s) seria uma fungao desconhecida, para a qual, Laplace considerou que

y(s) = /esxcﬁ(a:)d:c, (1.2)

uma integral definida, com limites de integracao nao especificados. Nesta mesma

abordagem, assumiu

Ay (s) = / (e — 1)"(x)dx, (13)

de maneira que a solugdo S poderia ser determinada em fungao das equagoes (1.2)

e (1.3) [52].

Em trabalhos posteriores, ao escrever sobre as integrais definidas e suas

aplicagoes no célculo de probabilidades [52], Laplace introduz um conjunto de inte-
2



grais da forma

/000 fz)e **dz. (1.4)

Entretanto, seu objetivo neste contexto consistia apenas em avaliar in-
tegrais e nao demonstrava nenhuma pretensao de instaurar um artificio destinado
a resolucao de equagoes diferenciais [52]. Contudo, a teoria de Laplace constitui a
base do desenvolvimento de uma importante ferramenta matematica que, nos dias

atuais, é conhecida como Transformada de Laplace.

Segundo Tonidandel [52], a utilidade dessa técnica de transformacao
integral para solucionar equacgoes diferenciais, foi verificada somente a partir do
século XIX apds o delineamento dos trabalhos de Cauchy (1789 - 1857), que em
seus estudos sobre integrais definidas com limites complexos, enunciou o teorema

dos residuos e explorou métodos simbélicos utilizando operadores diferenciais.

No entanto, atribui-se a Heaviside (1850 - 1925) o mérito pela conso-
lidacao da Teoria da Transformada de Laplace, embora seus métodos de investigagao
tivessem sido questionados por estudiosos daquela época pela auséncia do rigor ma-
tematico nas suas demonstracoes. Heaviside, dedicou-se ao estudo da teoria da
eletricidade e magnetismo, e também forneceu contribui¢oes para a concepgao da
analise vetorial, onde introduziu o célculo operacional para resolver equagoes dife-
renciais presentes nos modelos que descreviam circuitos elétricos, transformando-as
em equagoes algébricas, cujas solugoes eram obtidas de forma direta [51]. As regras
operacionais propostas por ele foram justificadas e demonstradas somente no inicio
do século XX, periodo no qual entusiastas como Bromwich, Carson, Van der Pol,

entre outros matematicos, dedicaram atencao a teoria das variaveis complexas.

Também conhecida como Célculo Operacional, a Transformada de La-
place tornou-se um instrumento muito 1til para a resolucao de problemas fisicos
cujos modelos matematicos sao constituidos por equacoes diferenciais parciais ou or-
dinarias, sendo que, apds aplicar a transformacao, podem ser obtidas novas equagoes

em funcao da variavel s, que indica uma mudanca para o “dominio de Laplace”. Por-
3



tanto, uma das principais caracteristicas dessa técnica refere-se justamente ao seu
potencial para “desfazer”derivadas, transformando uma equacgao diferencial parcial
(EDP) em ordinaria (EDO), ou uma equagao diferencial ordindria em uma equagao

algébrica [56].

A Transformada de Laplace tem sido amplamente utilizada para auxi-
liar na resolugdo de problemas que surgem no contexto real [36]. Apesar de suas
propriedades fornecerem meios faceis para a simplificacao das equagoes envolvidas
nesses problemas, cabe destacar que ao efetuar a transformacao de uma funcao cuja
transformada seja possivel de se determinar, torna-se indispensavel a aplicacao do
procedimento inverso para retornar a funcao ao seu dominio de origem. Assim, uma
dificuldade que se pode enfrentar ao utilizar esse recurso esta relacionada a obtencao

da fungao original através do computo da transformada inversa [5].

O calculo da transformada inversa é considerado um processo instavel
e para o tratamento de fungoes menos elementares, em sua maior parte, é necessario
o emprego de técnicas especificas. Em virtude disso, nas tultimas décadas, tem-se
observado um crescente interesse, na comunidade cientifica, pelo desenvolvimento de
métodos numéricos com o unico intuito de estabelecer uma alternativa viavel para
inverter a Transformada de Laplace, como pode ser verificado em Abate e Valko
[1], Airapetyan e Ramm [2], Chung e Sun [17], Crump [20], Dubner e Abate [21],
Heydarian et. al [24], Honig e Hirdes (1984) [25], Murli e Rizzardi [39], Piessens [42]
e Salzer [45].

Decorrente da grande relevancia que se atribui a Transformada de La-
place, encontra-se na literatura uma quantidade significativa de trabalhos que de-
monstram interesse pela aplicagao desta técnica associada a utilizacao de procedi-
mentos de inversao numérica, cuja finalidade é propor solugoes para os problemas
apresentados. Nesse sentido, tem-se constatado que a solucao para determinados
problemas que envolvem transformacoes inversas por recursos numéricos pode ser
facilitada, ou demonstrar melhores resultados, mediante escolha acertada do método

de inversao.



Deve-se ressaltar, porém, que nao se pode afirmar de maneira categérica
que um método especifico possibilitara o calculo da transformada inversa, de forma
generalizada, para todas as classes de fungoes [5]. Por isso, é necessario levar em con-
sideracao fatores, tais como precisao numérica, tempo computacional e dificuldade
de implementacao, que conduzem algumas pesquisas a optarem por um esquema

numeérico tipico.

Partindo do pressuposto de que as aplicagoes da Transformada de La-
place nao estao esgotadas, e que ainda podem favorecer o desenvolvimento de novas
pesquisas a respeito de sua capacidade para solucionar problemas que surgem com
certa frequéncia nos ramos da fisica e engenharia, este trabalho tem por objetivo
realizar uma andlise comparativa visando investigar a eficiéncia numérica, quanto
a precisao, de trés alternativas indicadas na literatura, para o calculo da transfor-
mada inversa de Laplace. Para isso, optou-se por avaliar o desempenho numérico
das técnicas de inversao por Expansao em Série de Poténcias, Quadratura Gaussiana
e Talbot. Tal escolha é justificada pela regularidade com a qual se apresentam no

referencial tedrico, com excecao da técnica de Expansao por Série.

Na pesquisa bibliografica, verificou-se que o esquema de Quadratura
Gaussiana tem sido empregado, por muitas vezes, para inverter funcoes transforma-
das presentes em problemas de transferéncia radiativa, conforme citado por Aseka
[3], Borges et al. [11], Campos Velho [15], Rodriguez [44], Segatto [47] e Vilhena e
Barichello [54] e outros relacionados & dispersao de poluentes, como pode-se verificar

em Buligon [13], Leite [29] ¢ Moreira et. al [37].

O método de Talbot, em anos recentes, vem sendo aplicado para o
tratamento de fungoes decorrentes da equacao de difusao-adveccao, como foi expli-
citado por Costa et. al [19], Leite [29], Moreira et. al [37], Venzke [53] ¢ Wang e
Zhan [55]. Cumpre ressaltar que ao efetuar o estudo bibliografico para embasamento
tedrico deste trabalho, nao foram encontradas referéncias relacionadas a utilizacao

da técnica de Expansao em Série de Poténcias aplicada a problemas fisicos.



Considerando os aspectos discutidos, o principal objetivo deste traba-
lho ¢ realizar uma analise comparativa visando investigar a capacidade de inversao
da Trasformadade de Laplace, quanto a precisao numérica, dos trés métodos men-
cionados ao aplica-los a um conjunto de fungoes elementares e posteriormente a um
problema fisico, efetuando simulacoes com uso de recurso computacional apropriado.
Como objetivos especificos, propos-se efetuar estudo tedrico sobre a Transformada
de Laplace buscando compreender suas propriedades e aplicagoes, realizar uma pes-
quisa bibliografica a fim de verificar a quais tipos de problemas a Transformada de
Laplace tem maior utilidade, identificar os métodos de inversao numérica apresen-
tados no referencial tedrico e analisar o desempenho dos métodos de Expansao em
Série de Poténcias, Quadratura Gaussiana e Talbot para o calculo da transformada

mversa.

A andlise comparativa tem como ponto inicial uma investigacao sobre
quais classes de fungoes elementares, os métodos escolhidos tém maior adequagao
quanto ao potencial de resolugao. Através desta analise, espera-se que seja possivel
prever qual técnica é mais indicada para resolver um determinado problema de na-
tureza pratica, ao identificar o tipo de func¢ao presente no modelo matematico que o
descreve. Em um segundo momento, propos-se investigar a viabilidade de aplicagao
dos métodos de inversao numérica da Transformada de Laplace ao problema de
transporte de particulas neutras, comparando os resultados com os que foram apre-
sentados no referencial tedérico e com a solucao analitica. Para a realizagao dos
testes, utizou-se o software GNU OCTAVE 4.0, em um computador com sistema
operacional Windows 8.1, meméria (RAM) de 2.00 GB, HD 160 GB e processador
Intel Celeron de 2.00 GHz.

No intuito de cumprir o objetivo proposto, este trabalho esta estrutu-
rado em sete capitulos. No Capitulo 2, descreve-se uma breve contextualizacao a
respeito das aplicagoes da Transformada de Laplace a diversos problemas encontra-
dos nos textos que embasaram este estudo, além de expor sua definicao e algumas

propriedades operacionias. O Capitulo 3 tem o propésito de informar a respeito dos



recursos disponiveis para inverter a Transformada de Laplace de forma analitica. Os
métodos numéricos que motivaram o delineamento desta pesquisa sao apresentados
no Capitulo 4. Uma aplicagao da Transformada de Laplace é explicitada no Capitulo
5. No Capitulo 6, sao mostrados os resultados obtidos através de simulagoes efetua-
das utilizando recurso computacional apropriado. Por fim, as conclusoes do presente

trabalho e as sugestoes de continuidade sao elucidadas no Capitulo 7.



2  FUNDAMENTOS TEORICOS E
CONCEITUAIS

Neste capitulo, serd exposta uma breve descricao sobre a Transformada
de Laplace, sua definicao e propriedades operacionais, além das aplicacoes desse

conceito no tratamento de problemas encontrados no referencial tedrico.

2.1 A Transformada de Laplace: contextualizacao

A Transformada de Laplace é um importante método operacional utili-
zado nas diversas areas que abrangem problemas modelados por equacoes diferenci-
ais e integro-diferenciais. O uso recorrente desta transformada para obter a solucao
de problemas que surgem em véarios campos da Ciéncia ¢ justificado pelo fato desse
método reduzir a complexidade dos modelos, possibilitando a resolucao de equagoes
diferenciais ordindrias e seus correspondentes problemas de valor inicial (PVI), por
exemplo, ao transforma-las em equacoes algébricas cujo tratamento é relativamente

simples [23].

Em alguns ramos da fisica e engenharia, problemas praticos envolvendo
sistemas lineares invariantes no tempo, tais como circuitos elétricos, osciladores
harmonicos, dispositivos dpticos e sistemas mecanicos [51], podem ser solucionados
com o auxilio da Transformada de Laplace. Isso porque, este método operacional
possui propriedades que facilitam o processo de resolucao das Equagoes Diferenciais

Ordindrias (EDO’s) que descrevem esses sistemas.

De modo particular, a Transformada de Laplace se destaca entre os
demais métodos de resolu¢ao de EDOs lineares e problemas de valor inicial (PVI),
devido a algumas vantagens proporcionadas pelo uso de propriedades intrinsecas a
essa técnica. Dessa forma, Kreyszig [27] e Nagle et. al [40] destacam duas carac-

teristicas relevantes desta transformada:



i) Os problemas podem ser resolvidos diretamente, sem precisar determinar uma
solucao geral, e é possivel resolver uma EDO nao-homogénea sem ter que resolver

antes sua EDO homogénea correspondente;

ii) O uso da fungao degrau unitario (fungao de Heaviside) e do Delta de Dirac torna
o método muito mais conveniente para resolver problemas com entradas (forgas mo-
trizes) apresentando descontinuidades, ou representando impulsos curtos ou fungoes

periodicas complicadas.

Apesar dessas vantagens, a Transformada de Laplace é utilizada para
resolver os mesmos tipos de equagoes em que outros recursos também sao aplicaveis
[22]. Os aspectos que a distingue dos demais métodos, estao relacionados com a
facilidade de se obter uma solucao de forma direta, nao havendo a necessidade de
efetuar complexas operagoes e manipulagoes algébricas para chegar ao resultado

desejado.

2.2 Revisao Bibliografica

Nas ultimas décadas, motivados pela grande utilidade da Transformada
de Laplace aplicada a teoria das equacoes diferencias, numerosos trabalhos, entre
eles destacam-se, Barichello [5] , Junqueira [26], Vilhena e Barichello [54], Aseka [3],
Buligon [13], Montella et al. [36], Moreira et al. [37], Leite [29], Wang e Zhan [55]

e Awais [4], tém utilizado essa técnica para analisar diversos modelos mateméticos.

No estudo proposto por Barichello [5], efetuou-se uma anélise do modelo
de fluxo de néutrons dependente do tempo em um reator nuclear leito-fluidizado,
aplicando-se a Transformada de Laplace a um problema de fronteira mével, mode-

lado pela equacao de difusao, conhecidas as condigoes inicial e de contorno.

Para resolver o problema inverso da conducao de calor, Junqueira [26]
utilizou a Transformada de Laplace para determinar a distribuicao de temperatura

na superficie de uma placa de espessura conhecida e com isolamento em uma de suas
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extremidades. Na perspectiva de se obter os dados da variagao de temperatura com
o tempo no interior da placa, resolveu-se a equagao de conducao de calor, aplicando
a transformada a varidvel temporal. Assim, a temperatura na superficie da placa

foi obtida apds computar os dados exatos da temperatura interior.

Em 1991, Vilhena e Barichello [54], propuseram uma solugao analitica
para a equacao de transporte de particulas neutras, empregando a Transformada de
Laplace a equagao discretizada segundo a quadratura Sy. Essa proposta estimu-
lou o desenvolvimento de novas investigagoes a respeito das aplicagoes dessa técnica
de transformagao, no tratamento do problema Sy com diferentes abordagens, con-
forme mostram os trabalhos de Borges e Derivi [10], Rodriguez [44], Segatto [47],
Tomaschewski [50] e Zabadal et al. [57].

Com o intuito de estabelecer o célculo do fluxo de calor que entra em um
ambiente condicionado, Aseka [3] desenvolveu uma metodologia semianalitica para
a solucao de problemas relacionados a equagao de conducao de calor bidimensional,
nao estacionaria em meios multicompostos, combinando os métodos nodal e a técnica
da Transformada de Laplace. Dessa forma, aplicou-se o método nodal integrando
transversalmente a equagao do calor bidimensional em relacao a variavel espacial y
gerando problemas unidimensionais na variavel x, que descrevem as temperaturas
médias. Esses ultimos problemas sao avaliados através da aplicacao da Transformada

de Laplace na variavel temporal.

Buligon [13], por sua vez, apresentou uma solugao analitica para a
equagao que descreve a dispersao vertical turbulenta em uma Camada Limite Con-
vectiva, recorrendo ao uso da Transformada de Laplace na formulacao que fornece

a concentracao média de poluentes na camada atmosférica.

Na anédlise de processos quimicos, Motella et al. [36] fizeram uma ava-
liacao dos coeficientes de difusao quimica em eletrodos fon-insercao investigados pela
técnica de titulacdo potenciostética intermitente (PITT). Nesse trabalho, os auto-

res concluem que a Transformada de Laplace pode ser uma ferramenta muito tutil
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para avaliar modelos semelhantes ao que foi apresentado por eles, ressaltando a ne-
cessidade de investigar outros aspectos inerentes a esses processos, no dominio do

tempo.

Recentemente Moreira et al. [37], interessados em estimar a conce-
tracao de poluentes atmosféricos, propuseram um modelo em estado estacionario
semianalilitico no qual a Transformada de Laplace é aplicada a equagao de difusao-
advecgao com parametros constantes. Seguindo esse mesmo contexto, Leite [29]
apresentou simulagoes com uma solucao semianalitica tridimensional estacionaria.
Nesse caso, a equacao de difusao-adveccao foi resolvida combinando as técnicas
ADMM (Advection Diffusion Multilayer Method), baseada na discretizagao da Ca-
mada Limite Convectiva em subcamadas, onde em cada subcamada a equacao é
resolvida através da Transformada de Laplace e com o método GITT (Generalized

Integral Transform Technique).

No tratamento de problemas dependentes do tempo do fluido de ter-
ceiro grau, Awais [4], avaliou trés diferentes tipos de fluxos (fluxo instavel sobre
uma placa rigida plana com meio poroso, fluxo de MHD (fluxo de fluido magneto-
hidrodinamico) instdvel num meio poroso e fluxo MHD instavel em um espaco nao
poroso) recorrendo ao uso da Transformada de Laplace para obter a solucao das

equacoes envolvidas em cada caso.

Observa-se que a equacao de difusao-adveccao é muito utilizada para
descrever fenomenos de transporte. Ao lidar com o problema de transferéncia de
solutos no subsolo sob condi¢do uniforme ou de fluxo radial, Wang e Zhan [55],
referem-se a Transformada de Laplace como uma das ferramentas mais eficientes

para investigar o comportamento desses fenomenos.

Na literatura, podem-se encontrar outros modelos matematicos de sis-
temas lineares cujo emprego da Transformada de Laplace facilita o entendimento
dos processos fisicos envolvidos. Porém, apesar de todas as vantagens atribuidas a

utilizacao desse recurso, deve-se ressaltar que a maior dificuldade em sua aplicagao
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esta relacionada a determinacao da funcao original no computo da transformacao
inversa. Isso se justifica pelo fato de que muitos problemas cujas solugoes podem ser
expressas em termos da Transformada de Laplace assumem elevado grau de com-
plexidade de resolugao [26] quando hé a necessidade de aplicar as técnicas analiticas

de inversao que serao discutidas no Capitulo 3.

2.3 Definicao, Existéncia e Unicidade

Nesta secao sera exposta a definicao da Transformada de Laplace e as

condicoes que garantem a sua existéncia e unicidade.

Definicao 2.1. Seja f(t) uma fungdo definida para todo t > 0, entdo, a sua Trans-

formada de Laplace correspondente, denotada por L{f(t)}, serd expressa por

Fs) = L{f(1)} = / e dt, 2.1)

desde que a integral impropria (2.1) convirja para algum valor de s [27].

Usualmente, as notagoes L{f(t)} e F(s), indicam a transformacao de
f(t) para o dominio de Laplace, e o termo s = ¢+ ¢ é um parametro pertencente

ao plano complexo.

Deve-se ressaltar que para a existéncia da transformada de uma deter-
minada funcao é suficiente que f(t) satisfaca a restricdo de crescimento, na qual,

para todo £ > 0 e considerando as constantes positivas M e k, tem-se
| F(1) < Me*, (2.2)

e, ainda, f(t) deve ser continua por partes no intervalo [0, 0o).

Assim, se f(t) for seccionalmente continua em qualquer intervalo fi-
nito do semieixo positivo e a condicao (2.2) for satisfeita, segundo Kreyszig [27], a

existéncia da transformada £ {f(t)} é assegurada para todo s > k. Em especial, as
12



fungoes que satisfazem a restricao de crescimento (2.2) sdo denominadas de ordem

exponencial.

Outro importante aspecto relacionado a existéncia da Transformada de
Laplace refere-se a unicidade da funcao resultante da transformacgao no dominio s, ou
seja, se L{f(t)} e L{g(t)} s@o as respectivas transformadas das fungoes f(t) e g(t),
tais que, L{f(t)} = L{g(t)} para s > s¢, entdo f(t) = g(t), exceto possivelmente
nos pontos de descontinuidade [23]. Isso significa que se duas fungoes continuas

tiverem a mesma transformada, elas sdo completamente idénticas [27].

Em alguns casos, a transformada £ {f(¢)} pode tornar-se mais simples
de ser avaliada que a prépria f(¢). Contudo, o procedimento para obter a transfor-
mada de fungdes menos elementares, através da integral (2.1), requer o entendimento
de propriedades operacionais que facilitam o emprego desta técnica, conforme sera

exposto na Secao 2.4.

2.4 Propriedades Operacionais

Nesta secao serao apresentadas algumas propriedades muito tteis, par-
ticularmente, no tratamento de funcoes singulares, tais como o degrau unitario e

Delta de Dirac.

2.4.1 Linearidade

A Transformada de Laplace é um operador pertencente a familia das
integrais [33]. Essa caracteristica indica que a transformacao preserva a linearidade
nas operacoes quando aplicada a uma combinacao linear de duas ou mais fungoes e,

neste caso, pode-se escrever

/ " et af(t) + Ao)] dt = a / e (1)t + /O eyt (2.3)

0 0

desde que as integrais do lado direito da equagao (2.3) convirjam.
13



2.4.2 'Translacao sobre o eixo s

A expressao (2.1) tem muita utilidade quando aplicada a um conjunto
de funcgoes que dispensa esforgo algébrico para o calculo da integral de transformagao.
Entretanto, segundo Zill [58], nem sempre é possivel determinar a Transformada de
Laplace diretamente usando apenas a sua definicao. Em geral, se a Transformada
de Laplace de uma fungao f(t) for conhecida, é possivel determinar a transformada
de um multiplo exponencial de f efetuando o deslocamento de £ {f(¢)} sobre o eixo

s, ou seja, se L{f(t)} = F(s), para algum numero real a qualquer, tem-se

LA{e"f(t)} =F(s—a). (2.4)
2.4.3 Translagao sobre o eixo t e a fungao degrau unitario

Algumas das aplicacOes mais interessantes desse método de transforma-
¢ao, podem ser observadas na resolugao de equacoes diferenciais lineares envolvendo
fungoes descontinuas, que representam forgas externas (forgas motrizes mecanicas
ou elétricas) atuando sobre determinados sistemas fisicos [12]. Fungoes com des-
continuidade de salto ocorrem com frequéncia na analise do fluxo de corrente em
circuitos elétricos com interruptores, ou nas vibragoes de sistemas mecanicos e, por
isso, torna-se conveniente o uso da fungao degrau unitario ou funcao de Heaviside,

definida por

0, 0<t<a
Ut —a) = (2.5)
1, t>a.

Observa-se que, na equagao (2.5), U(t — a) é definida somente para o
intervalo [0,00), pois, essa é a parte do dominio que nos interessa nos estudos da

Transformada de Laplace [58].
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Assim como é possivel transladar a transformada F'(s) para F(s — a)
sobre o eixo s, conforme exposto na Secao 2.4.2, a fun¢ao degrau unitario auxilia nas
transformagoes quando é necessario efetuar o deslocamento de f(t) para f(t—a). Isso
é justificavel devido a relagao existente entre £ { f(t)} e a translacao U(t—a) f(t—a),
dada por

LAf(t—a)Ut—a)}=e"F(s). (2.6)

A relagao (2.6), de acordo com Boyce e Diprima [12], diz que o deslo-
camento de f(t) por uma distancia a sobre o eixo positivo ¢, corresponde a multi-

plicacao de F(s) por uma func¢ao exponencial e~ para todo a > 0.

2.4.4 Convolucao

A propriedade da convolucao esta relacionada a transformacao do pro-
duto de duas fungoes. Diferente do que ocorre com a adicao, em que a transformada
da soma de duas fungoes f e g é equivalente a soma de suas respectivas transfor-
madas, para determinar a transformada do produto de duas funcoes é conveniente

utilizar o teorema da convolugao enunciado a seguir.

Teorema 2.1 (Teorema da Convolucdo). Se as funcgoes f e g forem seccionalmente
continuas em um intervalo [0,00) e satisfazem a restricio de crescimento (2.2),

entdo o produto, denotado por f g, de acordo com Zill [58], é definido pela integral

(f % g)(t) = / f(r)g(t —7) dr. 2.7)

Nesse caso, a Transformada de Laplace do produto pode ser expressa

em termos da convolucao f x g definida em (2.7), para a qual define
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LAf gy () = L)} L{g(D)}- (2.8)

2.4.5 Funcao Delta de Dirac

Nos sistemas mecanicos e elétricos podem ser observadas a acao de
forcas ou tensoes que agem em curtos periodos de tempo. De modo geral, proble-
mas envolvendo fenomenos de natureza impulsiva podem ser modelados pela fungao
delta de Dirac' [27], ou impulso unitério, §(¢ — ty), caracterizada pelas seguintes

propriedades

(a) 8(t—to) =4 , (2.9)

(b) /Oooé(t—to) dt = 1. (2.10)

Apesar da funcao Delta de Dirac nao satisfazer as condigoes de existéncia
discutidas na secao 2.2, é possivel determinar a sua Transformada de Laplace de tal

maneira que, para to > 0, define-se

LA{5(t —ty)} = e ", (2.11)
2.4.6 Transformada de uma derivada

Uma das principais propriedades da Transformada de Laplace refere-se
a sua capacidade de eliminar derivadas e, neste caso, a aplicagao desse método as

equacoes diferenciais torna-o muito mais conveniente do que os métodos classicos

'Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984) - fisico inglés que fez grandes contribuicdes para o
desenvolvimento da mecanica quantica e eletrodinamica.
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encontrados na literatura, como pode ser verificado em Spiegel [48] , Kreyszig [27],

Boyce e Diprima [12], Felicio [22], Nagle et al. [40] e Zill [58].

De modo geral, se f™(t) denota a n-ésima derivada de f(t), de acordo

com Zill [58], a transformada de uma derivada é assim definida:

Teorema 2.2 (Transformada de uma derivada). Se f, f’, ..., f"V sdo continuas
para todo t > 0, e se f"é continua por partes e de ordem exponencial em [0,00),

sequndo Zill [58], tem-se
LM} =sMF(s) —s"VF0) = s"2f(0) — ... — F7(0). (2.12)

O enunciado do Teorema 2.2 evidencia que L {d"y/dt"} depende de
Y(s) = L{y(t)} e das n — 1 derivadas de y(t) calculadas em t = 0. Segundo Zill
[58], essa propriedade torna a Transformada de Laplace idealmente adequada para
a resolucao de problemas lineares de valor inicial nos quais a equacao diferencial

tem coefientes constantes. Dessa forma, as equacoes diferenciais sao expressas em

termos da combinacio linear de v,/ v", ..., y™, tal que
dny dn—ly
an% + an—lW + ...+ apy = g(1), (2.13)

com y(0) = yo, ¥'(0) = yi,...,y("fl)(()) = Yp_1, onde a;, 1 =0,1,....1m € Yo, Y1,..,Yn_1

sao contantes.

A propriedade de linearidade garante que a Transformada de Laplace

da combinagao linear em (2.13) possa ser escrita como

L. {%} Fanaf {f;;?} ot al{y) = L{g(t)}. (2.14)
Considerando o L{y(t)} = Y(s) e L{g(t)} = G(s), o Teorema 2.2

aplicado a equacao (2.14) fornece
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an [s"Y (5) = .. = 4" 0)] + apoy [s"TTY (s) — .=y R(0)] + ...

+aoY (s) = G(s). (2.15)

A caracteristica mais importante da Transformada de Laplace, de acordo
com Zill [58], estd relacionada com essa propriedade, pois, ao aplicd-la, a transfor-
mada de uma equacao diferencial linear com coeficientes constantes torna-se uma
equacao algébrica em Y(s), como pode ser observado em (2.15). A solugao da
equagao geral (2.15) resultante da transformagao permite determinar Y'(s), tal que,

sendo P(s)Y (s) = Q(s) + G(s), escreve-se

(2.16)

onde P(s) = a,8" +a,_15""' +... +ag, Q(s) é um polindémio em s de grau menor ou
igual a n—1, que consiste nos varios produtos dos coeficientes a;, i = 0,1, ...,n e das
condigoes iniciais Yo, Y1,..-, Yn—1, € G(s) resulta da aplicagao da Transformada de
Laplace na fungao g(t). A solugao do problema de valor inicial somente é conhecida
em seu dominio original, se for possivel determinar y(t) a partir da equagao (2.16)
de tal maneira que y(t) = £71{Y(s)}. Neste caso, utilizam-se técnicas apropria-
das para determinar a transformada inversa £ {Y(s)} conforme serd discutido no

Capitulo 3.
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3 A TRANSFORMADA INVERSA DE
LAPLACE

Usualmente, os problemas que se valem da Transformada de Laplace
para solucionar as equacoes diferenciais envolvidas nos modelos matemaéticos, preci-
sam recorrer a algum dos recursos de inversao que serao definidos neste capitulo. Os
métodos apresentados a seguir sao muito 1teis quando se deseja inverter a Trans-
formada de Laplace de funcoes ditas elementares, devido ao facil manejo algébrico
pelo qual é possivel efetuar a operagao inversa de £ {f(¢)}. Assim, segundo Spiegel

[48], define-se

Defini¢ao 3.1. Se a Transformada de Laplace de uma fun¢ao f(t) € denotada por
F(s), isto é, se F(s) = L{f(t)}, entao f(t) é chamada transformada inversa de
Laplace de f(t) = L7 {F(s)} onde L™ é denominado operador da transformada

inversa de Laplace.

Existem varias alternativas para inversao analitica da Transformada de

Laplace. Neste capitulo serao listados alguns dos métodos mais usuais.

3.1 Meétodo das Fracoes Parciais

G(s)
H(s)

Consideremos, inicialmente, a func¢do racional F(s) = com as ca-

racteristicas seguintes:
i) G(s) e H(s) sao polinomios, e H(s) # 0;
ii) grau(G)< grau(H).

O método das fragdes parciais, segundo Spiegel [48], diz que qual-
quer fungao racional F(s) que satisfaga as condigoes (i) e (ii), pode ser decom-

posta em uma soma de fungoes racionais, também conhecidas como fragoes parciais,

A As+B
(as+b)*?  (as?+bs+c)n?

onde n € N*. Nesse sentido, pode-se encontrar
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L71{F(s)}, determinando-se a transformada inversa de cada uma das fragoes par-

clais.

3.2 Meétodo das Séries

No método das séries, Spiegel [48] menciona que se F(s) possui um

desenvolvimento de poténcias negativas de s, ou seja, se
F(s) = ags +ais™' +ags™ +azs™* + ... (3.1)

entdo, sob condigoes adequadas, pode-se inverter termo a termo na equagao (3.1)
para obter
a2t2 (thg

f(t) :a0+a1t+T+7+... (32)

3.3 Inversao por Convolucgao

Na Secao 2.4.4, definimos a Convolugao para obter a transformada do
produto entre duas funcoes. Procedendo de forma conveniente, essa propriedade

também pode ser utilizada para determinar a transformada inversa [48].

Teorema 3.1 (Teorema da Convolugao). Se L7H{F(s)} = f(t) e L7H{G(s)} =
g(t), entao t
EHFEGE) = [ glt =y = f g (33

3.4 Foérmula de Desenvolvimento de Heaviside

De acordo com Spiegel [48], o método proposto por Heaviside (1850 -
1925) permite inverter a fun¢ao F'(s), através de uma expansao em fracoes parciais
para uma funcgao racional. Esse resultado, conhecido como Teorema da Expansao,
constitui uma das bases fundamentais para o estudo de problemas que envolvem a

utilizacao da Transformada de Laplace.
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G(s)

Teorema 3.2 (Teorema da Expansao). Seja F'(s) = 775

uma fungao racional que
satisfaz as condigoes

i) G(s) e H(s) sao polinomios, e H(s) # 0;

1) grau(G )< grau(H );

se sao conhecidas todas as raizes si, k = 1,2,3..N, do polinomio H(s), entao,

define-se

G(s)\ _ 5
f(t) = £‘1{ }: Ay et 3.4
(t) Hs) ’?1 b (3.4)
T . G<5k) , .
onde, Ay = lim (s—si)F(s) = ——=, € H'(sg) denota a derivada de H(s) calculada
S—Sp; H/<Sk‘)

na sua k-€stma raiz.

A vantagem da aplicacao do Teorema 3.2 é que as operacoes geralmente
tornam-se menos dispendiosas se comparado aos outros métodos de inversao que,
muitas vezes, exigem a deformacao do contorno de integrais de linha ou expansoes

assintGticas em séries de poténcias [51].

3.5 A Integral Complexa de Inversao

A férmula complexa de inversao, segundo Moya [38], é um método di-
reto para determinar a transformada inversa de Laplace e possui embasamento na

teoria das variaveis complexas onde, para algum ntmero real ¢, tem-se

Ft) = / T )t ds. 3 0. (3.5)

210 Jolino
A integracao é efetuada ao longo de uma reta s = ¢, situada dentro da
regiao de convergéncia e do arco I' de uma circunferéncia de raio R, centrada na

origem passando por BCDEA, confome mostra a Figura 3.1.
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Fonte: Moya (2008)

Im{s}

Plano s

Re{s}

Figura 3.1: Representacao geométrica do contorno de Bromwich.

A integral de Bromwich! em (3.5), de acordo com Oliveira [41] e Moya
[38], é avaliada efetuando-se a deformacao apropriada do caminho de integragao,
ou contorno de Bromwich, considerando 7' = vR?2 — 2 ¢ que o numero real ¢ é
escolhido de forma conveniente deixando todas as singularidades a esquerda da reta

s = ¢. Assim sendo, pode-se reescrever a equacao (3.5) como

ou, ainda,

F(#) = Tim —— [ ]i F(s)e ds — /F F(s)e ds} | (3.7)

Partindo-se do pressuposto que todas as singularidades de F'(s) sao
polos e que estao a esquerda de s = ¢, quando R — 00, a integral sobre a regiao I'
tende a zero e o contorno 3 estara fechado em todos os polos finitos a esquerda da

regiao de convergéncia. Neste caso, a equacao (3.7) reduz-se a expressao dada por

!Thomas John I’Anson Bromwich (1875 - 1929) - matematico inglés que desenvolveu estudos
que justificaram a teoria do Célculo Operacional proposta por Heaviside.
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f(t) = lim L]ﬁF(s)eSt ds. (3.8)

Por fim, na equacao (3.8), a transformada inversa de Laplace de uma

funcao F'(s) ¢ obtida com o auxilio do Teorema dos residuos?® [41].

Teorema 3.3 (Teorema dos Residuos). Seja F(s) uma func¢ao analitica na regido
interna ao contorno do caminho fechado e simples 3 bem como sobre 5, exceto para
um numero finito de pontos singurales sy, So, 83, ..., Sg, dentro de . Entao, sequndo

Oliveira e Rodrigues [41], escreve-se

k

7{ F(s)ds = 2mi Z Res{F(sg)}. (3.9)
B n=1

O Teorema dos residuos é uma forma generalizada para a férmula de

Cauchy?® e possibilita o célculo de integrais de funcoes analiticas ao longo de cami-

nhos fechados simples, o que justifica a sua aplicagao a expressao (3.9) para deter-

minar a transformada inversa de Laplace que, formalmente, é definida pelo Teorema

3.4.

Teorema 3.4 (Teorema de Inversao). Se F(s) corresponde a Transformada de La-
place de f(t), entao a transformada inversa, denotada por L7'{F(s)}, serd dada

por

£t = = / T et ds, 130, (3.10)

21 Joino
onde s = c+ 1T € um parametro do plano complexo, com ¢ = Re{s} e T = Im{s}.

Os métodos descritos neste capitulo tém grande utilidade em situacoes

praticas onde se deseja inverter fungoes elementares transformadas pela técnica de

2Em Oliveira e Rodrigues Jr.(2006, p. 112), encontra-se uma demonstragao para este teorema.
3Ver Moya (2008, p.80)
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Laplace, no entanto, sao aplicaveis a conjunto de fungoes conhecidas cujo tratamento
algébrico é de facil andlise. Para os casos em que a Transformada de Laplace é
aplicada a equacoes diferenciais ou a problemas de valores iniciais surgem algumas
dificuldades, pois, as funcoes resultantes da transformacao nem sempre possibilitam

a inversao através dos métodos diretos.

Uma alternativa para solucionar problemas em que se verifica a ne-
cessidade de ser aplicada a inversao da Transformada de Laplace, tem como base a
analise numérica, na qual métodos numéricos podem fornecer subsidios para calcular
a transformada inversa escolhendo técnicas especificas. No capitulo 4 serao apresen-
tados alguns desses recursos nos quais a transformada inversa ¢ obtida como uma
expansao em série de poténcias de termos exponenciais decrescentes, ou se obtém a

inversa por meio da discretizagao da integral complexa de Bromwich.
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4 INVERSAO NUMERICA DA
TRANSFORMADA DE LAPLACE

Os problemas decritos na Secao 2.2 geralmente envolvem a resolugao
de equacoes diferenciais parciais ou ordindrias. A aplicacao da Transformada de
Laplace nessas equagoes tem como principal finalidade obter meios faceis para ava-
liar as fungoes presentes nos modelos mateméticos levando as transformagoes para
o dominio de Laplace. Uma das maiores dificuldades, no entanto, é executar os
procedimentos para retornar a fungao transformada ao seu dominio de origem, isso
porque nem sempre ¢é possivel determinar a operacao inversa fazendo uso apenas dos

mecanismos algébricos conhecidos.

Nesse contexto, a grande utilidade da Transformada de Laplace nas di-
versas areas da Ciéncia tém motivado alguns estudiosos a desenvolver métodos que
possibilitam o calculo da transformada inversa, com o auxilio de recursos computaci-
onais. Com o advento dos computadores e o surgimento de ferramentas direcionadas
a analise numeérica, as possibilidades para inversao da Transformada de Laplace fo-
ram ampliadas, de forma que, os métodos numéricos existentes costumam produzir

resultados cada vez mais precisos.

No século XX surgiram varias propostas com a perspectiva de avaliar
problemas envolvendo transformagoes inversas sem precisar necessariamente utilizar
técnicas analiticas. Dessa forma, foram desenvolvidos modelos numéricos para apro-
ximacao da funcao original com formulagoes alicercadas na expansao em Série de
Fourier [21] e Série de Poténcias [17], ou na discretizacao da integral de Bromwich

[1, 24, 35, 45].

Nas Secoes 4.1, 4.2 e 4.3 deste capitulo, serao expostas trés técnicas
de inversao numérica da Transformada de Laplace que tém suporte tedrico na for-
mulagao da Expansao em Séries de Poténcias [17] e na aproximagao da integral

complexa utilizando a Quadratura Gaussiana [24, 45] e o método de Talbot [1].
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4.1 Expansao em Série de Poténcias

Uma alternativa proposta por Chung e Sun [17], fornece um método
para encontrar L' {F(s)} ao estabelecer uma aproximagao para f(t) através de
uma série de poténcias de miltiplas exponenciais. Dessa forma, a transformagao

inversa ocorre quando

ft) = Zaigi(x)7 (4.1)

onde, para cada indice 1 = 1,2, ..., M, existe um termo exponencial correspondente
_it . A . . .
dado por g¢;(t) = e %, k é um parametro experimental e os coeficientes «; sdo

“pesos” que auxiliam no processo de inversao da funcao transformada.

Observa-se que, na equagao (4.1), é necessario conhecer as constantes «;

e, neste caso, o pardmetro s na definicdo (2.1) ¢é substitufdo por (££}) [18], fazendo

JHLN [T
F( k) /0 F#)e R g, (4.2)

O termo e~ ") na equagao (4.2) pode ser reescrito como um produto

~ .. . —Jjt =t
de duas fungoes exponenciais. Definindo p;(t) = e e h(t) = e* , escreve-se

F(5) = [ romonoa (43)

Substituindo f(¢) dada pela expressao (4.1) na equagao (4.3) seque que,
para 7 = 0,1,2,3,..., M, serd obtido um sistema de equacoes lineares cuja solugao

fornecerd os valores «;, dados por
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k k k 1
k 2 3 (MI+1) @0 F (%)
k k k k 2
2 3 1 E) o || F(F) (4.4)
k k k k M+1

| B+ MM+2) (M+3) 0 M+ | | M | i F (%) ]

Um aspecto inerente ao sistema de equagoes resultante da equagao (4.3)
refere-se ao desempenho numérico e computacional proporcionado pelo método da
Série de Poténcias devido a uma caracteristica peculiar da matriz de Hilbert que
aparece nesse sistema. Dessa forma, faremos uma breve avaliagao dessa matriz com

ordem 3, cujo condicionamento sera dado por

Cond[H] =|| H || - || H" | (4.5)

onde, H e H™! representam, respectivamente, a matriz de Hilbert e sua inversa.

Em outras palavras, a expressao (4.5) diz que o nimero de condicio-
namento serd dado pelo produto da norma uniforme! da matriz H pela norma uni-
forme de sua inversa. Calculando esses valores, tem-se || H ||= 2,35, || H~! ||= 192
e Cond[H] = 451,2. Segundo Chapra e Canale [16], o fato de o nimero de condici-
onamento da matriz de Hilbert ser muito maior do que uma unidade sugere que o

sistema (4.4) seja mal condicionado.

Do ponto de vista pratico, a dificuldade na implementacao do método
da Série de Poténcias consiste no esfor¢co computacional requerido para determinar

os valores «; a partir da resoluc¢do do sistema (4.4).

'Uma definicdo para a norma uniforme da matriz ou norma da soma das linhas pode ser
encontrada em Chapra e Canale (2011, p. 240).
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4.2 Quadratura Gaussiana

A quadratura Gaussiana é um método de integracao numérica que per-
mite estimar a solucao de uma integral definida, ao escolher pontos especificos do
dominio de integracao atribuindo pesos a cada ponto em que a funcao é avaliada. As-
sim, ao fazer uso deste método, realiza-se uma aproximacao para a integral através
de um somatdério onde os pesos (ou coeficientes de ponderagao) e os pontos de qua-

dratura estdo diretamente relacionados entre si [14].

Na regra da quadratura Gaussiana considera-se que se f(z) e w(z) sdo
fungoes conhecidas e estao definidas em um intervalo [a, b] e no conjunto de pontos
{zo, x1,...,x,}, entdo, a integracdo numérica por aproximagao pode ser definida

CcOo1mo

1) = [ fa)ule)de =Y wfan) (46)

onde, wy € T SA0 0s Pesos e seus respectivos pontos.

O célculo da transformada inversa empregando esta regra tem o mesmo
principio bésico, no qual a integral complexa de inversao pode ser expressa em ter-
mos da soma de suas partes. De modo convencional, as féormulas de Gauss para a
integragao numérica de (3.5) pressupdem que a fungao F'(s) deve ser aproximada
por uma classe de polinémios ortogonais arbitrarios de grau < 2n—1. Assim, muitas
formas polinomiais, tais como as de Laguerre, Legendre, Chebyschev, entre outras,
para as quais é verificada a propriedade de ortogonalidade, sao frequentemente uti-
lizadas para substituir F'(s), possibilitando uma aproximagao satisfatétia para o

computo da transformada inversa.

Seguindo essa conjectura, em [24, 42, 45] podem ser encontradas dife-
rentes alternativas para expressar a fomula complexa de inversao por uma férmula

de quadratura adequada de forma que seja possivel escrever f(t) = L7 {F(s)} como
28



f(t) = /CHOO e F(s)ds ~

=5 L wg F(sg). (4.7)

I

No método apresentado por Heydarian et al. [24], a integral em (4.7) é

calculada tal que, para z = st e considerando a relacao Q(x) = I (%), tem-se

() = = / e g S Q). (4.8)
¢ k=1

21 Joino x

onde as abscissas (ou pontos xy) sao obtidas calculando as raizes do polinémio dado

por

a(M,0)p™ — a(M, D)p™ =" 4+ a(M,2)pM 2 — a(M,3)p™ 3 + ...+ a(M, M)p°, (4.9)

cujos coeficientes a(M,r) sao fornecidos por

(=D)M=)M (M 47— 1)]

(M, r) = rI(M —r)!

(4.10)

Os pesos wy, tém correspondéncia com as raizes do polindémio (4.9) e

sao determinados a partir da resolucao do sistema

i%:_ 0<r<(M-1). (4.11)

Em geral, a regra de quadratura fundamenta-se na escolha acertada dos
pesos wy, e abscissas xy, visando minimizar o erro no calculo da transformada inversa.
Isso significa que o método pode oferecer maior exatidao nos resultados aumentando
o grau M do polindmio (4.9) o suficiente para que o somatério (4.8) fornega valores

com melhor precisao para f(t).
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4.3 O Método de Talbot

De acordo com Cohen [18], o método de Talbot tem como principio
fundamental a avaliacao da férmula complexa de inversao e a anélise criteriosa do
contorno de Bromwich mostrado na Figura 3.1. Nesta abordagem, para calcular

numericamente a transformada inversa de Laplace avalia-se a integral dada por

1 c+ioo 1
t) = — F(s)e® ds = — ¢ F(s)e*d 4.12
)= 5z [ PO ds = 5 § Fo)e s (112)

—100
onde o contorno 3, é uma linha vertical definida por s = ¢ + iw, em (¢ — ico, ¢ +

i00), ¢ tem um valor fixo escolhido de tal maneira que todas as singularidades da

transformacao estao a esquerda da reta s = ¢ paralela ao eixo imaginario.

Segundo Abate e Valké [1], a convergéncia da integral (4.12) seria muito
maior se s pudesse assumir valores com uma componente real suficientemente grande,
porém, negativa. Para isso, no método de Talbot [49], considera-se que seja possivel
deformar o contorno  em qualquer caminho aberto em torno do eixo real negativo,
desde que nenhuma singularidade de F'(s) seja atravessada pela deformagcao de 3,
sendo que, a ideia de modificar o contorno de Bromwich, tem como propésito reduzir

a magnitude do fator exponencial e* no integrando.

Em sentido amplo, a linha 5 em (¢ — i0o, ¢+ i00) é substituida por um
contorno equivalente ', comecando e terminando no semiplano esquerdo do plano
complexo tal que Re{s} — —oo. Para isso, de acordo com Murli e Rizzard [39], é

necessario que a funcao transformada F'(s) satisfaga as seguintes condigoes

i) Todas as singularidades s; devem ser conhecidas tais que, |[Im {s;}| < =, onde v
¢ um numero conhecido;

ii) |F(s)| tende a zero uniformemente em Re{s} < v quando |s| — oo.

A dificuldade, no entanto, reside no fato de que nao é possivel garantir

a validade da condigao (i) para uma funcao F'(s) conhecida no novo contorno /3.
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Isso pode ser contornado, segundo [18], considerando a fungao modificada F'(As+ o)
pela escolha adequada do parametro A e do parametro de deslocamento o, de forma

que, se F(s) tem singularidade sy, F'(As + ) tem uma sy correspondente, tal que

. (s0—0)

= 4.13
So )\ ’ ( )
e a equagao (4.12) pode ser substituida por
Aeﬂt Ast
f(t) = oy F(As+o0)e™ ds, t>0, (4.14)
e ’

onde os parametros A e ¢ sao mostrados na Figura 4.1.

A segunda condicao é valida para quase todas as funcgoes possiveis de
se determinar a transformada inversa, exceto para aquelas que apresentam uma

infinidade de singularidades no eixo imaginario [18].

Fonte: Murli e Rizzardi (1990).

TAL

1
EWAV

Figura 4.1: O contorno de Talbot.

Para que as singularidades de F'(s) nao sejam atravessadas pela de-
formacao do contorno de Bromwich, Talbot estabeleceu uma funcao de varredura

da regiao do novo contorno para mapear as singularidades s; definindo

z v—1
pu— 4-1
1_€7Z—|—z 5 (4.15)
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onde v é um parametro positivo arbitrario e z € (—2mi, 27i).

Abate e Valké [1], basearam-se nessa premissa para estabelecer uma
parametrizacao do contorno de Talbot, para o qual a equacao (4.15) é expressa
como

s(@) =rb(cotd +1), —w<l<m, (4.16)

onde r é um parametro.

Usando (4.16) a férmula complexa de inversao (4.12) pode ser escrita,

em termos de #, como

£(t) = = / "0 p(5(0))s(0)dB, (4.17)

2mi J_ .

na qual o termo s'(6) denota a derivada de (4.16) em relagao a 6. Ainda, escrevendo
s'(0) =ir(1 +1i0(0)), o(0) = 0 + (Ocotl — 1)cot, (4.18)

conforme [1], a parametrizagao do contorno proposto por Talbot permite escrever

(4.12) como

ft)=— /Oﬁ Re [ F(s(0))(1 +ia(6))] do. (4.19)

No método de integragdo descrito por Abate e Valké [1] considera-se
uma aproximagcao para a integral (4.19) recorrendo a regra trapezoidal com passo
de tamanho 7,/ M e 60, = kw /M, resultando na féormula geral para obtencao da

transformacao inversa dada por

F(t, M) = % {lp(r)ert T i Re [ F(s(0),))(1 + io(6))] } : (4.20)

2
k=1

Essa estratégia para inversao numérica da Transformada de Laplace

permite estipular uma aproximacao avaliando apenas a variacao do parametro r

2M

para o qual Abate e Valké [1] estabeleceram de forma experimental que r = ==.
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Esta abordagem mais recente, conhecida como multi precisao computa-
cional?, permite inverter a Transformada de Laplace efetuando a variacao da quan-
tidade de termos M do somatério da equagao (4.20), no qual a aproximacao da
funcao original f(¢) depende exclusivamente do parametro r. Na ideia inicial pro-
posta por Talbot, a integracao numérica da formula complexa de inversao dependia

da avaliagao de dois parametros.

’

E importante salientar que existem muitos métodos numéricos pelos
quais a inversao da Transformada de Laplace é factivel, porém, ha um consenso
entre os autores de que nenhum desses recursos é completamente satisfatorio para
inverter um conjunto amplo de fungoes transformadas. No referencial tedrico, tem
sido verificado que para determinados tipos de formulacoes, alguns desses métodos

manifestam melhor comportamento para aproximacao da fungao f(t) = L7 {F(s)}.

De acordo com Barichello [5], as melhores alternativas para inversao
da Transformada de Laplace tém embasamento na integracao numérica da férmula
de Bromwich (3.5) ou na expansdo da fungao original em uma série de fungoes
ortogonais. Nessa perspectiva, optou-se por analisar o desempenho das técnicas
discutidas neste capitulo empregando-as, inicialmente, a um conjunto de funcoes
elementares e em seguida a um problema de transporte de néutrons. Os resultados

desta investigacao estao expostos através de comparativos apresentados no Capitulo

6.

2Abate e Valké (2004), descrevem esta formulagio com base na parametrizacio do contorno de
Talbot mostrado na Figura 4.1.
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5 APLICACAO DA TRANSFORMADA DE
LAPLACE A EQUACAO DE
TRANSPORTE UNIDIMENSIONAL

5.1 Introducao

Ao longo da histéria, muitos estudiosos mostraram-se empenhados em
entender as caracteristicas relacionadas a estrutura do atomo quanto a sua forma,
além de desenvolver mecanismos para analisar as interagoes dos niicleos atomicos,

dando origem a muitas teorias.

No inicio do século XX, a existéncia de particulas subatomicas, tais
como os protons e elétrons, ja era uma ideia amplamente consolidada de tal forma
que algumas propriedades sobre a constituicao fisica do atomo estavam bem definidas
e aceitas pelos cientistas daquela época. Ainda nesse mesmo periodo, uma hipotese
proposta por Rutherford (1871-1937), que se referia a possibilidade de existir uma
particula neutra (néutron) resultante da ligagao entre as outras duas, foi compro-
vada através de experimentos realizados por James Chadwick (1891-1974). Poucos
anos depois, a descoberta de Chadwick contribuiu para a realizacao de novos experi-
mentos demonstrando que os néutrons eram mais adequados para produzir isétopos

radioativos do que as particulas alfas utilizadas até entao para esta finalidade [30].

Os trabalhos que deram prosseguimento as experiéncias com particulas
neutras serviram de subsidios para o surgimento da fissao nuclear, um processo que
divide o ntcleo de um atomo instavel em atomos menores pelo bombardeamento de
néutrons, formando isétopos resultantes da divisao e liberando uma certa quantidade

de energia.

Os isétopos radioativos tém grande utilidade na medicina para o di-
agnostico e cura de doencas por meio de tratamentos terapéuticos [44], como a

radioterapia, e também sao aplicados para esterilizacao de materiais cirirgicos elimi-
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nando bactérias por meio de radiacao. Na agricultura, os radioisotopos sao usados
em pesquisas que buscam determinar o potencial de absor¢ao de nutrientes pelas

plantas [30].

Com a descoberta do néutron e do processo de fissao nuclear controlada
também tornou-se possivel a producao de energia em grande quantidade através das
usinas nucleares que sao muito viaveis quando nao ha disponibilidade de recursos

naturais suficientes para geragao de energia elétrica.

Apesar das muitas aplicagoes, o uso de tecnologias envolvendo radiacées
ionizantes oferece alto risco ao organismo humano e isso requer o entendimento
dos processos de interacao da radiacao com os atomos e as moléculas das células
expostas [44], sendo necessario quantificar o nivel de energia radioativa aceitével para
a exposicao da matéria viva e, por isso, sao estabelecidos parametros e grandezas que

permitem predizer a distribuicao do fluxo de radiagao em diferentes meios materiais.

No desenvolvimento de reatores nucleares, por exemplo, é fundamental
conhecer o comportamento da distribuicao neutronica visando garantir maior segu-
ranca nas operacoes dos sistemas envolvidos e evitar a contaminacao do ambiente

externo onde os reatores sao instalados.

Nesse sentido, o comportamento migratorio ou a distribuicao do fluxo
de particulas neutras em determinado meio é modelado pela Equacao de Transporte.
Esta equacao pode assumir a forma integro-diferencial e fornece uma descricao qua-
litativa das distribuigoes espacial, direcional, energética e temporal [43], caracteri-
zando o balanco matematico entre a producao e perda de néutrons no interior de

um meio hospedeiro.

Os sistemas fisicos que se baseiam na Equagao de Transporte, geral-
mente, apresentam alto grau de complexidade de analise devido aos fatores ineren-
tes ao arranjo geométrico que sao de dificil representacao matematica, a quantidade
de is6topos com propriedades distintas, cujas concentracoes variam espacial e tem-

poralmente [32], além de outros aspectos relacionados & distribuigdo da populagao

35



neutronica. Dessa forma, uma solucao analitica para a Equacao de Transporte é
factivel somente se o sistema for simplicado ou idealizado de tal maneira que se

obtenha uma formulagdo matemética explicita [31].

De acordo com Maiorino [32], a teoria de transporte originou-se no fi-
nal do século XIX a partir de investigacoes relacionadas a difusividade da luz na
atmosfera, sendo que, em 1921, Milne propos uma formulacao para o estudo da
distribuicao angular da radiacao emitida por uma estrela. Desde o surgimento da
Equaca@o de Transporte, muitas pesquisas [5, 31, 32, 44, 46, 47, 15, 54, 57] voltadas
para area de transferéncia radiativa tém demonstrado o esforco para obtencao de
sua solucao com base nos modelos matematicos existentes e também com o auxilio
de modelos computacionais. Dessa forma, a simulagao do fenomeno de transporte
de néutrons pode seguir duas abordagens distintas: a primeira faz alusao aos mo-
delos estocésticos (Métodos de Monte Carlo) que visam conjecturar uma solucao
tratando diretamente o problema fisico [44]. A outra abordagem se refere aos mode-
los deterministicos cujo objetivo é resolver de forma exata um problema aproximado

[28].

Na abordagem deterministica, existem varias vertentes com as quais é
possivel determinar a solugao da Equacgao de Transporte, dentre elas, destacam-se
as que se baseiam nas aproximacgoes por expansao em harmonicos esféricos Py e por

ordenadas discretas Sy [44].

Para este trabalho, objetivando verificar a utilidade da Transformada
de Laplace para solucionar o problema proposto, seguiu-se a linha na qual uma
solugao da Equacao de Transporte é obtida utilizando a aproximacao por ordena-
das discretas. Este método consiste em aproximar o termo integral da equagao
integro-diferencial por uma féormula de quadratura de Gauss-Legendre de ordem NV,
efetuando a discretizacao da variavel angular. Como resultado deste procedimento,
obtém-se um sistema de equacoes diferenciais ordinarias lineares para as N direcoes

consideradas [50].
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Na literatura, podem-se encontrar diferentes alternativas para determi-
nar a solugao analitica da Equagao de Transporte com base na aproximacao Sy.
Entretanto, interessa-nos abordar um procedimento que permite resolver analitica-

mente a equagao em ordenadas discretas utilizando a Transformada de Laplace [54],

denominada LT Sy.

O método LTSy, proposto por Vilhena e Barichello [54], consiste em es-
tabelecer uma solugao analitica para o conjunto de equacoes diferenciais resultantes
da aproximacao de ordenadas discretas Sy, da equacao de transporte unidimensi-
onal em geometria Cartesiana [9]. Este mecanismo tem como premissa a aplica¢ao
da Transformada de Laplace na variavel espacial convertendo o sistema de equagoes
diferenciais em um sistema algébrico que permite determinar os fluxos angulares

apos utilizar uma técnica de inversao [44].

Desde o seu desenvolvimento, o método LTSy tem sido empregado de
forma intensiva para resolver problemas de transporte de particulas, sendo que,
conforme mencionado, ao utilizar a Transformada de Laplace é necessario bus-
car subsidios nos procedimentos para inversao da funcao transformada. Contudo,
observa-se que para os problemas que demonstram maior grau de complexidade,
devido a quantidade de varidaveis envolvidas nas equagoes, 0s recursos numéricos

tornam-se indispensaveis para andlise dos modelos matematicos que os descrevem.

Diante do exposto, neste capitulo apresenta-se um problema de trans-
porte de particulas neutras unidimensional em geometria Cartesiana, com espalha-
mento anisotrépico, cuja solucao é obtida através do método LT'Sy. Também serao
expostas as formulagoes para inverter a Transormada de Laplace de forma analitica
(pela féormula de expansdo de Heaviside) e numérica (pelos métodos discutidos no

Capitulo 4).
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5.2 Formulagao Matematica para o Problema de

Transporte de Particulas Neutras

O método das ordenadas discretas Sy tem como ponto inicial a discre-
tizacao da variavel angular do termo integral da equacgao de transporte de néutrons.
Para o caso de um problema em geometria Cartesiana unidimensional, monoe-

nergética e estacionaria, tem-se

o 1
o)+ o (o) = [ oo i — puled )i + Qe (51

-1

onde ¥ (x, ) refere-se ao fluxo angular de particulas neutras na dire¢ao p, o, é a se¢ao
de choque total, o4(x, ' — p) é a secao de choque diferencial de espalhamento e

Q(z, p) é a fonte interna.

De maneira geral, o conjunto de equagoes Sy é obtido apds estabelecer
uma aproximagao para a integral da equagao (5.1) recorrendo a férmula de qua-
dratura de Gauss-Legendre para discretizar a variavel angular p. Assim, segundo
Vilhena e Barichello [54] a versao em ordenadas discretas de um problema que con-

sidera ainda um espalhamento linearmente anisotrépico sera da forma

N

N
Mm%d}m(l’) + oy wm<ZC) = % 0502 wk(:c)wk -+ 3,um0'812 Nkwk(m)wk + Q(Q?) 7(5.2)

k=1 k=1

sendo que m = 1,..., N e a varidvel espacial x pertence ao intervalo [0, a].

Neste caso, tem-se um problema de ordenadas discretas em um dominio
unidimensional homogéneo de comprimento a, com espalhamento linearmente ani-

sotrépico, sob as condigoes de contorno

@Z}m(o) = fms fm > 0;
wm(a) = Gmy» Hm <0

bl
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ondem=1,...,.N, 0 <z < a, os termos f,, e g, sao os fluxos incidentes sobre os

limites da fronteira do dominio em [0, a .

Na equagao (5.2), o fluxo angular v (z, p,,) na diregao i, estd deno-
tado por ¥,,(x), oy é a segdo de choque total, o4 e o4 sdo as segoes de choque
macroscépicas de espalhamento isotréopico e anisotropico e os termos wy sao os pe-
sos da Quadradura de Gauss-Legendre correspondentes as dire¢oes piy, raizes do

polinoémio de grau N, ordenadas de forma decrescente no intervalo [—1, 1], ou seja,
—1<,uN<...<u%+1<0<...<u2<u1<1.

Para facilitar a resolugao da equagao diferencial (5.2), pode-se efetuar
a divisao de ambos os lados pelo termo ,,, definindo os parametros a,, = i, /oy,
Cm = 050/ 2y M = PmWim, b = 301/2, dpy = (1)) — Cwy, — b1y, € considera-se

ainda que o problema nao possui fonte interna, isto é, Q(z) = 0. Entao obtém-se

)+ () — e Grlaer DY el =0 (53)

dx

Pelo método LTSy, na equacao (5.3), deve-se aplicar a Transformada
de Laplace na variavel espacial z. Considerando esse fato, a propriedade da transfor-
mada de uma derivada apresentada na se¢ao 2.4.6 torna-se muito 1til, pois, permite-
nos escrever o sistema na forma algébrica como

e%7)

(Tm(5) = Un(0)) + () = cm S T()eon — b3 Tl =0, (5.4)

o qual pode ser reescrito organizando os termos semelhantes e, neste caso, tem-se

N

T(s) (54 2 ) = 00l0) ~ 0 Y Tl =0 Y Tl =0, 59

k=1

onde z/J_m(s) indica a transformacao do fluxo angular para o dominio de Laplace.
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Buscando estabelecer uma comparacao com os resultados expostos por
Vilhena e Barichello [54], que utilizaram o método LTSy para resolver o problema
de transporte de particulas neutras unidimensional com N = 2, o sistema linear da

equacao (5.5) pode ser expresso na forma matricial por

s+dy  —vo E('S) _ 11(0) (5.6)

—Yo1  S+dy %(5) 12(0)

na qual y12 = cws + b1y € Y21 = cowy + b1y

Posto isso, considerando Asy» como sendo a matriz associada ao sistema
(5.6), I5(s) o vetor de 2 componentes do fluxo angular transformado pela técnica de

Laplace e I5(0) o vetor de 2 componentes do fluxo angular em x = 0, pode-se escrever

A2><2 . I_2<3) = X[Q(O), (57)

de forma que a resolugao do sistema (5.7) é dada por

Tols) = (dej( A)) adj(4) x L(0), (5.5)

onde adj(A) é a matriz adjunta de A e a equagao (5.8), permite-nos obter

T(s) = Y (0) (5 + d;) + 1;(0)Ym;
m s2 + (dy + do)s + (dids — y12721)

(5.9)

sendom =1,2, 7 =1,2, com j # m.

Note que ao empregar a Transformada de Laplace para resolver a equagao

(5.3), o fluxo angular é transformado para o dominio “s”, no entanto, deseja-se de-
termind-lo em seu dominio de origem em 0 < x < a. Isso s6 é possivel se forem

utilizados métodos analiticos ou numéricos desenvolvidos exclusivamente para esta
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finalidade. Neste caso, optou-se pelo uso da férmula de Expansao de Heaviside para
efetuar a inversao analitica e por aplicar as técnicas numéricas por Expansao em

Séries de Poténcias, Quadratura Gaussiana e Talbot.

5.2.1 Solucao Analitica pela Formula de Expansao de Heaviside

O Teorema de Heaviside nos permite determinar o fluxo angular apli-

cando o procedimento de inversao na equagao (5.9) tal que

Vi(z) = L7 {Pm(s)} = L7 {g((z))} =) Ay e, i=12, (5.10)

de maneira que sao definidos os polindmios

Gimj(5) = Ym(0)(s + di) +15(0)Ymj, (5.11)

param=1,2 j=1 2, j#me

H(s) = s + (dy + d2)s + (didz — 112721), (5.12)
: _ G(sp) , C .
para os quais A;, = m, onde H'(sy) corresponde a primeira derivada de H(s)
Sk

calculada na sua raiz s, entao

¥1(0)(sk, + da) + 12(0) 712

A pr—
1 255, + (di + d)

, m=1, j=2; (5.13)

V2(0)(sx + d1) + ¥1(0)721
28k + (dl + dg)

5 = —(d1 + dQ) + \/(dl -+ d2)2 _ 4(d1d2 — ’)/12’721)’ J— 1 2. (515)

2
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Nas expressoes (5.13) e (5.14) é conhecido apenas o valor inicial 9, (0)
para i, > 0 e, neste caso, aplicam-se as condi¢oes de contorno para determinar

15(0) a partir da equagao (5.10). Assim sendo, tem-se
QﬂQ(a) = Aglesla + A22652a, (516)

considerando a condigao de contorno do limite de fronteira direito onde 15(a) = g,

para i, < 0, onde a e g, sdo conhecidos. A equacdo (5.16) permite-nos obter

_ (@) — [¥1(0)y21(p1(a) — pa(a))]

0 , 5.17
v(0) pi(a)(s1 + di) + pa(s2 + di) (5:17)
para p; e py definidos como
(a) = s— (5.15)
b N 251 + (d1 + dg)’ )
e
652a
pa(a) (5.19)

- 259 + (dy + d2)'

Para resolver o problema de transporte de néutrons em geometria Carte-
siana unidimensional descrito pela equagao (5.2), considerou-se a auséncia do termo
fonte, para o qual Q(z) = 0, uma placa homogénea de comprimento ¢ = 100 cm,
os parametros de segao de choque estabelecidos inicialmente sao o; = 1.0 (cm™1),
o0 = 0.99 (em™!) e 0g = 0.80 (em™!). As condigoes de contorno sao delimitadas
por ¥,,(0) = 1.0 para p,,, > 0, ¥,(a) = 0 para p,, < 0 e a = 100. Calcula-se, entao,

o fluxo escalar por meio da espressao

Be) = [ Ve dn = 33 wn(o) (5.20)

na qual wy sdo os pesos da quadratura angular e 1, (z) sdo os fluxos angulares de

particulas obtidos pela equagao (5.10).
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5.2.2 Solucao por Série de Poténcias

O método da Expansao em Série de Poténcia possibilita a inversao
numérica do fluxo angular transformado expresso por (5.9), ao utilizar equacao

(4.1), estabelecendo

M
Y () = Zane%m, m=1, 2, (5.21)
n=0

onde o termo exponencial é uma funcao peso e o os coeficientes de ponderacao a,

sao determinados ao resolver o sistema

k- Hij-a, =1y, (5.22)

paraoquali,j=1,2,.. M+1;n=0,1,....M;0=1,2,.... M + 1; k é o parametro
experimental do funcdo peso da série, H;; é a matriz de Hilbert de ordem (M +
1) x (M + 1) e o termo Iy é o vetor com as componentes ,,(s) do fluxo angular

transformado no qual m =1, 2. Posto isso, tem-se que H;; e Iy sao expressos por

U (3)
— = _ | v ()
==y =) | (5.23)
| Om ()
onde,
o (2) - n(0) (8 + ki) + or (0) s
P (E) =k {92 + (dy + do)0k + (dydy — Y197y21)k2 ]| (5.24)

comm=1, 2, r=1, 2er #m.
43



Da mesma forma que ocorre no procedimento analitico, torna-se ne-
cessario aplicar as condigoes de contorno para determinar o valor do fluxo angular
15(0). Para isso, utiliza-se a Expansao em Série de Poténcias dada pela equacao

(5.21) e, portanto, tem-se

—na

Ua(a) =D ane t, (5.25)

com os oy, n = 0,1,..., M, obtidos através da resolugao do sistema (5.22) e repre-

sentados por

M+1

1 —(J :
=7 ; hij Ym (E) i=1 2., M+1, (5.26)

de maneira que os termos h;; referem-se aos elementos da matriz de Hilbert inversa.
Em seguida, substitui-se (5.26) em (5.25) e considerando o fluxo angular transfor-

mado dado por (5.23), pode-se obter ¢,(0) através da relagao

pela qual determina-se

%(G) - kw1<0)72151

¥2(0) = (5.28)
Ba
para (31 e (o definidos por

M M+1 —na

(hij) e
= - - , 5.29
’ HZ:O = 72+ (di + da)jk 4 (dudy — 719721 )R? (5.29)

M M+1 . —na
hi; kd

/62 = Z ( Z]) (-] + 1) € k (530)

7%+ (di + do) jk + (dida — y12721) k%’

onde k é o parametro experimental do método de inversao por Séries de Poténcias.
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5.2.3 Solucao por Quadratura Gaussiana

O procedimento de inversao por Quadratura Gaussiana é aplicado a

equagao (5.9) para determinar o fluxo angular para o qual pode-se escrever

Um(z) = iz‘lk : (%) U (%) (5.31)

k=1

onde Ay e P, sao, respectivamente, os pesos e pontos da quadratura e o fluxo angular

Py
transformado, neste caso, é calculado em cada — de tal forma que
x

. (ﬂ) . { U (0)(Py + xd;) + 20;(0) 7y

m , 5.32
v z P?+ (dy + do)x Py + (dyda — y12721) 22 ( )

comm=1, 2 j=1, 2em #j.

Aqui, a condicao de contorno do limite de fronteira direito é empregada

para determinar 15(0) através das expressoes (5.31) e (5.32) que fornecem

(5.33)

3 () o [ bl ) O

Pa(a) ; L P2+ (di + d2) aPy + (didy — 712721) a?

Por fim, efetuando as devidas simplificacoes e organizando os termos

do somatorio pode-se escrever

Ya(a) — a ¥1(0)ya1hix(a)

0) = , 5.34
w2( ) hgk(a) ( )
sendo que hyg(a) e hoy(a) foram definidos da seguinte forma
M
Ak N P]C

hig (a) = , 5.35
1k ( ) ; P,? + (d1 + dg) CLPk + (dldQ — ’}/12’}/21) CL2 ( )

- (A - B) - (P + ady)
hoi (a) =Y LA A : (5.36)

P2+ (dy + dy) aPy + (didy — y12721) a?
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Aqui os termos Ay e P, sao os respectivos pesos e pontos da Quadratura

Gaussiana com a qual o fluxo angular é calculado.

5.2.4 Solucao pelo Método de Talbot

Para inverter numericamente a expressao (5.9) que fornece o fluxo an-

gular recorrendo ao método de Talbot, utiliza-se (4.20) para escrever

¢m(x) _ {1/1m(7’) g + Z_ Re [ems(Gk) M(S(Qk)) (1 + ZU(Qk))} } , (537)

onde os termos

r= %; 0, = %; s(0r) = rbi(cot O +1i) e o(Ox) = O + (6 cot O, — 1) cot by,

sao parametros inerentes ao método e os fluxos angulares transformados calculados

em r e s(0;) sao dados por

— ) s [ Y (0)2M + Swd;) + 52¢(0)ymj } , (5.38)

wm(r) = AM? + (dl + d2)10xM + (d1d2 — ’712721)25562

Tu6(00) =50 | gy P et SO
m 4M25i + (dl + dg)lO%MSk —+ (d1d2 — 712721>25$2

} . (5.39)

sendo m = 1, 2, j = 1, 2, j # m e visando facilitar o calculo de ), (s(6})),

considerou-se sy, = O (cot Oy + ).

A condicao de contorno do limite de fronteira direito é, entao, aplicada
a expressao (5.37) para obter o fluxo angular desconhecido ¥,(0) e, sendo assim,
tem-se

M+1

Va(a) = p(a)h(a) +2 ) Re [pp(a)hi(a)], (5.40)
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para a qual foram definidos

(@) = [12(0)(2M + Sady) + 5azy (0)7a1), (5.41)

or(a) = [12(0)(2M sy + 5ady) + 5atby (0)7a1], (5.42)

M) = e (d; + dg)l()a;/.?lj— (dids — 712721)2502 (5.43)

e he(a) (1 +io(6h)) e+ (5.44)

- 4M?s2 + (dy + do)10aM sy, + (didy — vy19721)25a2

O desenvolvimento do somatério presente na equagao (5.40), onde foi

utilizada a condic¢do de contorno, fornece o fluxo angular ¢5(0) dado por

4al@) — (50 61(0)pm) |ha) + 23 Re (he(a)
5(0) = — =1 , (5.45)
(2M + 5a dy)h(a) +2) Re[hi(a) (2M sy + 5a dy)]

onde M =1, 2, 3,..., é um parametro intrinseco ao método de Talbot.

Em vista dos aspectos discutidos neste capitulo e considerando as dife-
rentes alternativas propostas para solucao do problema de ordenadas discretas, no
Capitulo 6, serao apresentados os resultados numéricos para cada formulacao utili-
zada no calculo do fluxo angular de particulas neutras. Assim sendo, estabeleceram-
se comparagoes com os resultados apresentados por Vilhena e Barrichelllo [54], para
solugao da equacao de transporte de néutrons unidimensional através do método
LTSy, com N = 2, e por Barros e Larsen [7], que resolveram o mesmo problema

utilizando a técnica SGF Sy (Spectral Green’s Function).
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6 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo, sao apresentados os resultados fornecidos apds a im-
plementagao dos algoritmos usados para a inversao numérica da Transformada de
Laplace, tendo como premissa as formulacoes descritas no Capitulo 4. Inicialmente,
realizaram-se testes para fungoes simples, expostas na Tabela 6.1, com o objetivo de
avaliar o desempenho numérico das trés técnicas investigadas. Em um segundo mo-
mento, fez-se um estudo utilizando os mesmos procedimentos para investigar o po-
tencial de resolucao desses recursos, quando aplicados a um problema de transporte

de particulas neutras, comparando os resultados obtidos com a solucao analitica.

6.1 Comparativos para funcoes elementares

Nesta secao sao apresentados os resultados numéricos para inversao da
transformada de funcoes elementares. O critério para escolha de tais fungoes tem
como justificativa a intencao de verificar se as técnicas enfatizadas neste trabalho
possuem desempenho equivalente a aquelas descritas no referencial tedrico para in-

verter algumas das transformadas expostas na Tabela 6.1.

Tabela 6.1: Transformada de Laplace para funcoes elementares

f(t) 1“;(8) f(t) F(s)
Foot = Fs  sen(at) Sgi#ag
_a 1 2_g2
Fy e v F;  tcos(at) @—52)2
-1
edt e~V —2t [t 1
F3 NZT NG Iy e (e = 1) (s+1)(s+2)
— — 1
Fy  te! e By fetsen (L) by
£ Vs
€ S
5 omp c
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6.1.1 Comparativo 1

Na Figura 6.1, apresenta-se um comparativo entre a solucao exata e

a inversao da Transformada de Laplace utilizando os métodos numéricos e na Ta-

bela 6.2, mostra-se o erro absoluto para inversao numérica de Fi(s) =

transformada inversa é f(t) = L7 {Fi(s)} = t.

12

52’

—=— Solucan Exata

10k Serie de PotenciaM =15 k=4
—+ — Quadratura de Gauss M =18

gL — 4 --Talbot M =18

fit)

[
=
]
[np]
-]

Figura 6.1: Comparativo dos métodos de inversdo numérica para Fj(s).

Tabela 6.2: Erro absoluto para inversdo numérica de Fi(s).

-+

Série de Poténcias

Quadratura Gaussiana Talbot

= O 00 3O UL Wi~ O

3.7486831191x 107!
9.8791153279x 102
2.0379445767x 102
6.5560522285x 102
3.1230791252x 102
8.9702454385x 102
1.6344454674x 107!
6.5636107962x 102
2.0671493158x 107"
2.2867549391x 10~
3.0553213793x 1072

0.0000000000000000
1.7763568394x 10~
3.5527136788x 1014
7.1054273576x 10~
7.1054273576x 10~
1.5631940186x 1013
1.4210854715x 1013
1.1368683772x 1013
1.4210854715x 1013
1.4210854715x 1013
3.1263880373x 1013

0.0000000000000000
4.8849813083x 1071
9.7699626167x 10~
1.4743761767x10713
1.9539925233x 1012
2.4868995751x 1013
2.9487523534x 10713
3.5882408155x 10713
3.0798504668 x 1013
4.2632564145x 10713
4.9737991503x 1013
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Analisando a Figura 6.1 e considerando o erro absoluto exposto na
Tabela 6.2, observa-se que o método de Expansao em Série de Poténcias nao produz

bons resultados para inversao de fungdes da mesma classe que Fi(s).

Em virtude dos testes realizados para inverter funcoes da forma F'(s) =
S:—il, para a qual a sua transformada inversa correspondente é dada por f(t) =
L7Y{F(s)} = t", pode-se notar um desempenho insatisfatério demonstrado pela
técnica de inversao por Expansao em Série de Poténcias, tendo em vista que o
aumento do nimero de iteracoes e os experimentos com diferentes valores para o
parametro k, nao possibilitaram uma precisao numérica aceitavel. Em contrapar-
tida, os testes realizados para inverter a fun¢ao Fi(s) utilizando os métodos da Qua-

dratura Gaussiana e Talbot, apresentaram excelentes resultados no que diz respeito

a precisao.

A inversao da fungao Fi(s) também foi enfatizada por Junqueira [26] ao
resolver o problema inverso da conducao do calor para calcular o fluxo de difusividade
térmica, a partir de medidas de temperatura, em um ponto interior de um sélido.
Para isso, o autor utilizou trés métodos de inversao distintos (Crump, Stehfest e

Piessens), e os resultados numéricos estao expostos na Tabela 6.3.

Conforme mostra a Tabela 6.3, com uma quantidade menor de iteragoes,
os métodos de inversao por Quadratura Gaussiana e Talbot, abordados neste traba-
lho, demonstraram melhor precisao numérica que os métodos de Crump e Stehfest,

empregados por Junqueira, para inverter Fi(s).

20



1¢

Tabela 6.3: Comparativo da inversdo numérica de Fi(s) com os métodos empregados por Junqueira (1990).

t  Solucao Crump Stehfest Piessens Série de Quadratura Talbot

Exata Junqueira [26] Junqueira [26] Junqueira [26] Poténcias Gaussiana

£t N =21 N =18 N =10 M=12 M=38 M =10

k=0.4

0.1  0.1000000 0.1000002 0.0999999 0.1000000 0.0999283 0.1000000  0.1000000
0.2 0.2000000 0.2000004 0.1999999 0.2000000 0.2094543 0.2000000  0.2000000
0.3 0.3000000 0.3000010 0.2999999 0.3000000 0.2892611 0.3000000  0.3000000
0.4 0.4000000 0.4000009 0.3999999 0.4000000 0.4101505 0.4000000  0.4000000
0.5 0.5000000 0.5000017 0.4999999 0.5000000 0.5011504 0.5000000  0.5000000
0.6 0.6000000 0.6000021 0.5999999 0.6000000 0.5829567 0.6000000  0.6000000
0.7 0.7000000 0.7000009 0.6999999 0.7000000 0.7010922 0.7000000  0.7000000
0.8 0.8000000 0.8000018 0.7999999 0.8000000 0.8236379 0.8000000  0.8000000
0.9 0.9000000 0.9000050 0.8999999 0.9000000 0.9177220 0.9000000  0.9000000
1.0 1.0000000 1.0000034 0.9999999 1.0000000 0.9891312 1.0000000 1.0000000




6.1.2 Comparativo 2

Na Figura 6.2, apresenta-se um comparativo entre a solucao exata e

a inversao da Transformada de Laplace utilizando os métodos numéricos e na Ta-

bela 6.4, mostra-se o erro absoluto para inversao numérica de Fi(s) =

transformada inversa ¢ f(t) = L7 {Fy(s)} = e

1.2

1
s+27

0.8 \
0B

04

fit)
A

02 &

_D2 1 1

—&— Solucao Exata

~#--Talbat M =10

Serie de Potencia M =4 k=1 |-
=+ — Quadratura de Gauss M =8

t (tempo)

cuja

Figura 6.2: Comparativo dos métodos de inversao numérica de Fy(s) com a = 2.

Tabela 6.4: Erro absoluto para inversao numérica de Fy(s) com a = 2.

Série de Poténcias

Quadratura Gaussiana Talbot

= O 00~ O ULk Wi~ O

2.2204460492x 10716
8.3266726846x 1017
1.3877787807x 10717
1.4268100589x 1016
2.2551405187x 10716
2.5959865767 x 1016
2.7262348330x 10716
2.7748407599x 1016
2.7928178430x 1016
2.7994436921 x 1016

0 2.8018828906x10~1¢

0.0000000000000000
4.8294701571x 10~
5.8583977946x 1019
6.2859280984 x 1098
1.1532566764x 10796
8.4178011141x 10796
3.5434652890x 1079
1.0443807567x107%
2.4120431355%x10~%
4.6824529051x 10794
8.0004135497x 10~%4

1.5877327785x10~97
1.6287828963 %1077
1.6811437304x107°7
1.9766942891x 1097
1.2473691989x 1097
1.0891973833x 10797
1.3941531483x 10797
1.4399088632x 1077
1.3551922071x 1097
1.2681280711x10797
1.1923020108x 1097
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Na Figura 6.3, apresenta-se um comparativo entre a solucao exata e
a inversao da Transformada de Laplace utilizando os métodos numéricos e na Ta-
bela 6.5, mostra-se o erro absoluto para inversao numérica de Fy(s) =

1 .
s+050 cuja

transformada inversa é f(t) = L7 {Fy(s)} = e 95

Figura 6.3: Comparativo dos métodos de inversdo numérica de Fi(s) com a = 0.5.
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Tabela 6.5: Erro absoluto para inversdo numérica de Fy(s) com a = 0.5.

t  Série de Potencias Quadratura Gaussiana Talbot

0  1.6765477894x 102 0.0000000000000000 1.4837612172x107%
1  5.5522253461x10~1% 1.1102230246x10~15 1.5328946502x 1079
2 5.1308957083x 10713  4.5741188614x10~* 1.5791230156x 10796
3 6.3779537207x 10713 8.0491169285x 1016 1.6270977531x 107
4 6.9333427887x 1071 4.8294701571x 10~ 1.6874289934x1079¢
5  7.4913686365x1071%  1.4073880949x 1012 1.7250554700x 1079
6  7.4405065442x 10713 1.5292093979x 10~ 1.6285115209x 1079
7 2.0997439897x 10713 1.1097203017x10~1° 1.3269210856x 1079
8  4.2503500718x 10713  5.8583977946x 1010 9.2144966053 x 10797
9  9.5683357070x10713  2.4238762507x 10~ 6.4557721328 x 10707
10 1.3414833480x 102 8.2849184093x 10~ 6.9788107281 x 1077
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Na Figura 6.4, apresenta-se um comparativo entre a solucao exata e
a inversao da Transformada de Laplace utilizando os métodos numéricos e na Ta-
bela 6.6, mostra-se o erro absoluto para inversao numérica de Fy(s) =

1 .
s+500 CUja

transformada inversa ¢ f(t) = L7 {Fy(s)} = e,

1.2

—+— Solucao Exata
14 Serie de Potencia M =51, k=11
ot Quadratura de Gauss M =10
<% Talbot M =10

06 A .

fit)
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Figura 6.4: Comparativo dos métodos de inversao numérica de Fy(s) com a = 50.

Tabela 6.6: Erro absoluto para inversdo numérica de Fy(s) com a = 50.

t  Série de Poténcias Quadratura Gaussiana Talbot

0  6.6743277571x10~11  2.2737367544x 10713 1.5877327785x 10707
1 7.3936880923x10712  4.3954753031 x 10712 1.8838634595x 10707
2 1.5459896004x 1072 4.2287796591x107%  1.0891973833x 10~
3 1.2932859991x 10713  3.2176717771x107% 1.4016616692x 10797
4 8.0859496270x10712  3.7030905116x107% 1.1923020108x 10797
5  1.0548730338x 107 1.7271381297x10~™ 1.0234234681x107°7
6  7.7200603031x10712  4.9002083810x107% 8.7777829933x 1078
7 3.3980715689x 1071t 1.0303717484x107% 7.5632864768x107%
8  3.1713986356x10712  1.7866366200x 107 6.5668545661 x 1078
9  4.7642081602x1071t  2.7189891275x 10793 5.7520934210x 10798
10 1.6901089822x 10~ 3.7745551875%x 1079 5.0835672754x 10798

Nos testes realizados para inversao da transformada de Fy(s), com a =
2, conforme Figura 6.2 e Tabela 6.4, observou-se melhor desempenho da técnica

de Expansao em Série de Poténcias. O aumento do nimero de pesos e pontos da
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Quadratura Gaussiana nao se mostrou suficiente para que se tenha um ganho de
precisao significativo. O método de Talbot pode proporcionar melhores resultados
ao elevar a quantidade de termos do somatorio, mas mesmo assim nao possibilitou

precisao equivalente a Expansao em Série de Poténcias.

Para inverter F5(s), com a = 0.5, as trés técnicas tiveram desempenho
satisfatério, porém, a inversao por Expansao em Série de Poténcias apresentou maior
estabilidade, quanto a precisao, em todos os pontos do do intervalo em que a fungao

foi avaliada, como pode ser observado na Figura 6.3 e Tabela 6.5.

As simulacoes para inversao de funcoes exponenciais para elevados valo-
res do coeficiente a, revelam certa dificuldade dos métodos para estabelecer razoaveis
aproximacoes em todos os pontos do intervalo no qual se deseja computar a trans-
formada inversa. Para o caso em que a = 50, o aumento da quantidade de iteragoes,

em ambos os métodos, nao possibilitou melhores resultados.

Com base na Figura 6.4 e Tabela 6.6, pode-se notar que a técnica de
Quadratura nao proporcionou uma aproximacao regular para inverter Fy(s), com
a = 50, em todo o intervalo de integracao. Neste caso, a inversao por Talbot
apresentou resultados com precisao razoavel, mas nao houve forte correspondéncia,
em termos de ganho de digitos, ao ser comparado com a técnica de Expansao em
Série de Poténcias. Apesar disso, o método de Talbot propiciou um erro absoluto

aceitavel, com uma menor quantidade de iteragoes.

Uma limitagao da inversao por Expansao em Série de Poténcias, refere-
se a resolucao do sistema que fornece as constantes de ponderacao «;. A alternativa
encontrada foi utilizar um pacote do OCTAVE que permite resolver o sistema por
decomposi¢ao da matriz associada, em valores singulares (SVD). Posto isso, para
um sistema Azx = B, utilizou-se o recurso x = A\ B, com a finalidade de obter os

termos «;.
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6.1.3 Comparativo 3

Na Figura 6.5, apresenta-se um comparativo entre a solucao exata e

a inversao da Transformada de Laplace utilizando os métodos numéricos e na Ta-
eV
N

bela 6.7, mostra-se o erro absoluto para inversao numérica de F3(s) = cuja

-1
transformada inversa ¢ f(t) = L7 {F3(s)} = =

0.4

e

Tﬁ% —&— Solucao Exata
04-3] ‘i-% Serie de Potencia M= 10, k=1 ||
' 5 e ~+ - Quadratura de Gauss WM=10
. — % -Talhot W=18
03p
|
=
0zf
0.1 .
D* 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 B 7 g 10

Figura 6.5: Comparativo dos métodos de inversdo numérica de Fj(s).

Tabela 6.7: Erro absoluto para inversao numérica de Fj(s).

t  Série de Poténcias Quadratura Gaussiana Talbot

0F  2.2944841096x107°%  0.0000000000000000 0.0000000000000000
1 3.9981395309x107% 1.7578238039x 109 2.3092638912x 10~
2 7.6233433805x107%  1.0909409327x107%3 4.0545344859x 10713
3 1.1100368167x107% 5.3801387869x 10~ 6.2783112042x 10713
4 4.2497810472x107%  6.7586398348%x107%  6.7490457666x 1013
5  2.1713105885x107%  6.1456433420x 10793 6.2763683139x 1013
6  6.8761824135x107% 4.5558646207x 1073 5.2491344604x 1013
7 1.8106273160x1072 2.5893729211x107%3 4.4436676560x 10713
8  2.9050816022x107%2 5.5969483894x 10~ 3.4772185131x 10713
9 3.8923158896x 10772 1.3798632582x10%3 2.6245672302x 10713
10 4.7623653187x107%%  3.1610718207x 1079 1.8143819779x 10713

método de Talbot demonstrou melhor desempenho, tendo em vista a 6tima precisao

Através da Figura 6.5 e Tabela 6.7, observa-se que para inverter F3(s) o

dos resultados obtidos.
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6.1.4 Comparativo 4

Na Figura 6.6, apresenta-se um comparativo entre a solucao exata e

a inversao da Transformada de Laplace utilizando os métodos numéricos e na Ta-

bela 6.8, mostra-se o erro absoluto para inversao numérica de Fy(s) =

transformada inversa é f(t) = L7 {Fy(s)} = te™".

0.4

1
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0351 fk‘\

0.3

3l #
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Y
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Figura 6.6: Comparativo dos métodos de inversao numérica de Fy(s).

Tabela 6.8: Erro absoluto para inversao numérica de Fy(s).

cuja

-+

Série de Poténcias

Quadratura Gaussiana Talbot

= O 00~ O ULk W~ O

8.4112071240x 10~
2.4310116955%x 1079
1.9924227962x 1079
3.1396930054 x 10~
5.6837093098 x 10~
6.8073629721 x 107
2.1462150159x 1079
1.1415120750x107%
1.1210273751x 109
3.2673549437x 10~
7.4698869155x 1079°

0.0000000000000000
1.4610535004x 10713
3.5815794774x 10713
9.5840002600x 1014
2.0713986081 x 1012
4.7677126135x107 11
6.8607197527x 10710
5.8436836784x 1079
3.3794687084 x 10798
1.4608674631x 1097
5.0418103964 x 107

0.0000000000000000
1.8207657603x 10714
2.4202861936x 10~
3.5443870061x 10~
3.9246383920x 10~ 14
5.6551985316x 1014
2.8753041614x 1014
3.1005580047x 1014
3.1122240201x 1014
1.9601291076x 10~
4.4023812373x 1014

Entre as trés técnicas avaliadas, a inversao de Fj(s) por Quadratura

Gaussiana e Talbot mostrou um desempenho superior a Expansao em Série de

Poténcias.
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6.1.5 Comparativo 5

Na Figura 6.7, apresenta-se um comparativo entre a solucao exata e
a inversao da Transformada de Laplace utilizando os métodos numéricos e na Ta-

bela 6.9, mostra-se o erro absoluto para inversao numérica de F5(s) = e V*, cuja

-1
transformada inversa ¢ f(t) = L7 {F5(s)} = 5=

2V/rt3

049 T T
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o2} X

0.1

—&— Solucao Exata

co# o Talbot M =15

Serie de PotenciaM =15 , k=1 ||
“ot e Quadratura de Gauss M =15

Figura 6.7: Comparativo dos métodos de inversdo numérica de Fj(s).

Tabela 6.9: Erro absoluto para inversdo numérica de Fj(s).

t  Série de Poténcias Quadratura Gaussiana Talbot

0+t 8.8805440753x10~"%  0.0000000000000000 0.0000000000000000
1 2.5472363872x 1079  1.4478482540x 1093 4.3351155998 x 1012
2 9.3170600647x107%  6.7581157447x107% 1.3697280809x 1019
3 8.4354882594x107%  2.4805941808x 1093 1.5500997013x 1019
4 2.2408998526x 1077 1.2269563486x 10792 1.3622408756x 1010
5  2.8956953825x107%  1.6691309225x 10792 1.1084165876x 1010
6  4.9653710184x107% 1.6663817938x10792 8.7089151862x 10~
7 4.4856911601x107%  1.3979042667x 102 6.6791319003x 1011
8  3.1227803526x 1079  9.9872862624x 1079 4.9948094271x 10711
9  1.6699166426x107% 5.5308114594x107%3 3.6091312230x 10~
10 3.8218803674x107%  1.0909905628 x 1093 2.4700096135x 10711

constatou-se que o método de Talbot proporcionou melhores resultados, comparado

Em vista dos testes realizados para inverter a transformada de Fs(s),

as outras técnicas.
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6.1.6 Comparativo 6

Na Figura 6.8, apresenta-se um comparativo entre a solucao exata e

a inversao da Transformada de Laplace utilizando os métodos numéricos e na Ta-

bela 6.10, mostra-se o erro absoluto para inversao numérica de Fg(s) =

1
S2+1 )

transformada inversa ¢ f(t) = L7 {Fs(s)} = sen(t).

- J#M T T
0.5 / X
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cuja

Figura 6.8: Comparativo dos métodos de inversao numérica para Fg(s) com a = 1.

Tabela 6.10: Erro absoluto para inversao numérica de Fg(s) com a = 1.

t  Série de Poténcias

Quadratura Gaussiana Talbot

4.7131729312x 10792
2.5147688498 x 10~
1.5287051288x 102
1.6038197712x107%
1.0709515424x 10~
6.4229498052 x 10702
1.0570612960x 10~
4.2880150245x 10792
2.2080115440x 1079
1.4308495754x 107
0 2.9551860756x 10~

= O 00 1O Ol Wi~ O

0.0000000000000000
6.3264082861x 1010
2.1994914778 x 10~%
4.3240408198 x 107
6.7238568046x 107
1.2810039584x 10~
8.0931776835x10~%
3.0871603051x 10
2.4848774260%x 10798
1.7650797212x 1078
2.4122053909x 107

0.0000000000000000
4.9515946898 x 10~
1.0014211682x 1013
1.4818701821x 10713
3.0271340989x 1012
7.7077755289x 10710
6.6723050196 x 1078
1.8932539260x 1096
1.2667763308x 109
1.7861889753x 10793
4.0894542489x 10792
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Na Figura 6.9, apresenta-se um comparativo entre a solucao exata e a

inversao da Transformada de Laplace utilizando os métodos numéricos e na Tabela

6.11, mostra-se o erro absoluto para inversao numérica de Fg(s) =

transformada inversa é f(t) = L7 {Fs(s)} = sen(%).

0.5
$240.257

o ™,
nst 1.(* "1\
N A
05+ \\

—#— Solucao Exata

Serie de Potencia M =20, k=45
-1 -+ Quadratura de Gauss M = 20
—-4 = Talbot M =20

0 1 2
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Figura 6.9: Comparativo dos métodos de inversao numérica de Fg(s) com a = 0.5.

Tabela 6.11: Erro absoluto para inversao numérica de Fg(s) com a = 0.5.

-+

Série de Poténcias

Quadratura Gaussiana Talbot

= O 00 O ULk Wi~ O

1.0135613474x 10701
1.5793128081 x 10792
2.8412304811x 10792
2.6507557855x 10792
3.1036958559 x 10792
2.0777544850 % 1092
2.4700498592x 1092
2.9372473702x 10792
5.0719688616 x 10702
4.6036397612x10793
7.4461476398x 10792

0.0000000000000000
5.3150026602 x 10~
1.2972664942x 10798
2.3891131406x 10798
5.9247817763x 1079
2.6427793287x 10798
5.3218475987x 1098
9.5672961053x 10798
4.0717130778x 1078
4.1381866822x 1079
8.5453200404 x 1098

0.0000000000000000
8.8817841970x 10~
1.9317880628 x 10~ 14
2.6090241078x 10714
2.5535129566 x 10~
3.7303493627x 1014
4.8711035205%x 1014
4.8017145815x10~ 4
6.5947247662x 10~
2.2382096176x 10713
2.7015056858 x 1012
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Na Figura 6.10, apresenta-se um comparativo entre a solucao exata
e a inversao da Transformada de Laplace utilizando os métodos numéricos e na

Tabela 6.12, mostra-se o erro absoluto para inversao numérica de Fg(s) = ﬁ, cuja

transformada inversa ¢ f(t) = L7 {Fs(s)} = sen(2t).

1 *ﬁé }.w
o 3 *
Pk [ %
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—<— Solucao Exata

Serie de Potencia M =100, k=5
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Figura 6.10: Comparativo dos métodos de inversao numérica para Fg(s) com a = 2.

Tabela 6.12: Erro absoluto para inversao numérica de Fg(s)

t (tempo)

oo
[Lu]

com a = 2.

t  Série de Poténcias

Quadratura Gaussiana

Talbot

3.1900883093x 10~
1.6629842325x 10~
1.7998462500x 10792
1.2795395889x 10792
7.0044599521 x 10~
8.7007469154 x 102
1.0680649658 x 10~
5.9226205404x 107
6.3633019463x 10~
5.7900117588x 107
0 1.3045352644x10°

= O 00 1O Ul Wi~ O

0.0000000000000000
5.9247817763x107%
4.0717130778x107%
1.3661569298 x 10797
1.4604225939x10~%
8.5589343834x 1007
2.2322199255x 10797
3.5299768030x 10707
7.6706372498x 10707
3.8890639714x 1070
1.7632983233x 107

0.0000000000000000
2.4362433544 x 1004
5.0646465300x 104
7.5112777763x10~%
8.6337357650x 10~%
1.0838695793x 10703
1.3604316089x 1093
1.3495431948 x 10793
1.4948766943x 10793
1.5762297908 x 10703
1.8124382276x 10793
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Como se pode observar através da Figura 6.8 e Tabela 6.10, a inversao
de Fy(s), com a = 1, por Expansao em Série de Poténcias ndo proporcionou bons
resultados, de forma que, os ajustes no parametro k nao foram suficientes para mi-
nimizar o erro na aproximagcao da solucao exata. Em termos de precisao numérica, o
método de Quadratura Gaussiana demonstrou maior regularidade para aproximagao

de f(t) = L7 {F(s)}, em todo o intervalo em que a fungio foi analisada.

Os testes realizados para inverter a transformada Fg(s), com a = 0.5,
demonstraram que os métodos da Quadratura Gaussiana e Talbot podem proporci-
onar maior precisao ao elevar o nimero de iteracoes. Contudo, a inversao por Talbot
apresentou melhores resultados, considerando que neste caso, utilizou-se a mesma
quantidade de iteracoes para as trés técnicas investigadas, como mostrado na Figura

6.9 e Tabela 6.11.

Para o caso em que se avaliou a inversao da funcao Fy(s), com a = 2,
analisando a Figura 6.10 e Tabela 6.12, fica evidente que a técnica de Expansao
em Série de Poténcias nao ¢ uma alternativa viavel para o tratamento de funcgoes
dessa classe. O fato de nao se conhecer um parametro k 6timo, dificulta o processo
de determinacao da transformada inversa e, mesmo efetuando o ajuste de forma
empirica, nao foi possivel obter razoaveis aproximacoes. Os métodos de Quadratura
Gaussiana e Talbot forneceram bons resultados, sendo que, observou-se regularidade
em todos os pontos do intervalo em que a funcao foi avaliada. Apesar disso, a Qua-
dratura Gaussiana apresentou resultados com menor erro, com um nimero reduzido

de iteracoes.
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6.1.7 Comparativo 7

Na Figura 6.11, apresenta-se um comparativo entre a solugao exata e a

inversao da Transformada de Laplace utilizando os métodos numéricos e na Tabela

6.13, mostra-se o erro absoluto para inversao numérica de Fr(s) = (

transformada inversa ¢ f(t) = L7! {F;(s)} = tcos(t).

s2—1

52+1)2 )

fit)

?f’m\\/f

Solucao Exata
B Serie de Potencia M =20, k=13
aH —+ — Quadratura de Gauss M =20
<% Talbot M =20

-10

0 1 2

3 4 5 5] 7
1 (tempo)

o -
[An )}
—
[}

cuja

Figura 6.11: Comparativo dos métodos de inversao numérica para F;(s) com a = 1.

Tabela 6.13: Erro absoluto para inversao numérica de F7(s) com a = 1.

-+

Série de Poténcias

Quadratura Gaussiana Talbot

= O 00 3O UL Wi~ O

3.9435768499 x 1001
1.1450365029x 10792
5.9885587854 x 10792
4.9803820089 x 1092
2.1051029458 x 10~
6.1919588477x 1070
3.6030841524 x 10~
1.7108475386x10°

6.0700224112x 1070
4.5431510386 % 10°

0 3.7373656612x10°

0.0000000000000000
7.8363924238x 107
6.8434354849x107%
5.2956651508 x 10~
1.5973824485x 107 %
1.1371034580x 10707
2.8282961750x 1078
5.9721951828 x 107
2.7520376200x 107
1.1145962020x 10707
3.3245439645x 10707

0.0000000000000000
1.1990408665x 104
4.0301095793x 1014
2.9309887850x 104
2.0872192862x 10~
3.2389868565x 1011
1.1866995386x 1008
1.4951621896x 1079
8.4819956972x 1079
2.4289229531 x 10~
3.3318837847x 10702
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Na Figura 6.12, apresenta-se um comparativo entre a solugao exata e a

inversao da Transformada de Laplace utilizando os métodos numéricos e na Tabela

6.14, mostra-se o erro absoluto para inversao numérica de Fr(s) =

transformada inversa é f(t) = L7 {F7(s)} = tcos(%).

52—0.25
T (5240.25)2"

e

Solucao Exata ‘,_
2r Serie de Potencia M = 40, k = 2 i
1L ~+4 - Quadratura de Gauss M =20 _

¥ Talbot W= 20

o -

gk i
%

=5 :
3t i
4t i
5E i
FL i

-7 1 1 I
0 2 4 B 8 10

t {tempc)

cuja

Figura 6.12: Comparativo dos métodos de inversao numérica de Fr(s) com a = 0.5.

Tabela 6.14: Erro absoluto para inversao numérica de F7(s) com a = 0.5.

-+

Série de Poténcias

Quadratura Gaussiana Talbot

= O 00 O ULk Wi~ O

2.6212574634x 101
6.8660002256 x 10702
1.7677937121x10~%
2.8326089099 x 10792
1.3302593449x 10~
1.2527842065x 10~
7.2818108518x 10~
7.0176682653x 10792
1.4361840543x10°

1.4630149516x10°

3.5706919226 x 1001

0.0000000000000000
3.7303493627x 1014
6.1284310959x 104
1.5970558209x 1013
1.1232570429x 10~
1.5649881390x 1010
2.1839721142x 1099
7.2327330791x 107
7.7950265353 x 1077
4.5407326092x 10~
1.4309023832x 109

0.0000000000000000
1.6294521287x 10~
3.1294966618 x 10~
5.6321003416x 10711
5.5364379747x 10~
7.4765083013x 10711
1.0632739133x 1010
8.2065021445x 10~
1.1533440869x 1010
8.3384188442x 10711
1.0522382964 x 10~19
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Na Figura 6.13, apresenta-se um comparativo entre a solugao exata e a

inversao da Transformada de Laplace utilizando os métodos numéricos e na Tabela

. ~ s 2_
6.15, mostra-se o erro absoluto para inversdo numérica de Fy(s) = 5=

(s2+4)2° cuja

transformada inversa ¢ f(t) = L7 {F:(s)} = tcos(2t).

Figura 6.13: Comparativo dos métodos de inversao numérica de F7(s) com a = 2.

10

Solucan Exata

8 Serie de Potencia M = 80, k = 10
g coAre e Guadratura de Gauss M =20
¥+ Talbot M = 40

fit)

t {tempo)

Tabela 6.15: Erro absoluto para inversao numérica de F7(s) com a = 2.

t  Série de Potencias Quadratura Gaussiana Talbot

0  3.4772053360x10~°" 0.0000000000000000 0.0000000000000000
1 8.9357324306x 10792  3.4217177424x107% 1.3841094936x 10~
2 8.3507795200x 10792  7.9869122426x10~% 2.8833602172x 10~
3 6.8755073826x107%1  1.4141480875x10~ % 1.7532642004x 10~
4 1.2061447554x10° 1.3760188100x 10798 5.9237059701 x 1012
5 1.9698671219x10° 1.6622719822x107°7 4.7863935037x 1012
6  2.3285227766x10° 4.9392022916x 10798 1.4457768315x 10~
7 1.6169256884x107%  6.6553257116x10Y7 3.0194624578 x 10~
8  5.8811356109x10° 7.7249607208 x 107% 1.0709388931x 1010
9  6.9777269152x10°  8.5314261450x107%  1.8173136773x 107
10 3.3477758468x10° 3.5409821949x 10~%4 4.3322837620x 1079
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Considerando as simulagoes realizadas para o calculo da transformada
inversa de Fr(s), com a = 1, através da Figura 6.11 e Tabela 6.13, pode-se verificar
que as técnicas de Quadratura Gaussiana e Talbot demonstraram bom desempe-
nho no que diz respeito a precisao numérica. A inversao por Expansao em Série
de Poténcias nao apresentou resultados satisfatérios, mesmo nos testes em que se

avaliou a influéncia exercida pelo parametro k.

Para o computo da transformada inversa de Fx(s), com a = 0.5, a
inversao por Talbot demonstrou maior regularidade nos pontos do intervalo em que a
funcao foi avaliada. Isso significa que o método tem maior estabilidade para inverter
funcoes dessa classe, uma vez que, a precisao se mantém praticamente a mesma para
todo o intervalo analisado. Nos testes realizados utilizando a Quadratura Gaussiana,
verificou-se um bom desempenho, mas notou-se certa instabilidade do método por
nao proporcionar a mesma regularidade de precisao observada nos resultados obtidos

por Talbot, conforme exposto na Figura 6.12 e Tabela 6.14.

No que concerne a avaliacao feita para o caso a = 2, analisando a
Figura 6.13 e Tabela 6.15, observa-se que os métodos de inversao por Quadratura
Gaussiana e Talbot também forneceram resultados satisfatérios e com boa precisao.
No entanto, notou-se que a técnica de Talbot exige maior nimero de iteracoes para

que se tenha um ganho significativo de digitos.

O objetivo de avaliar a mesma funcao mudando os coeficientes do ar-
gumento é verificar se as técnicas enfatizadas, mantém a sua eficiéncia para inverter
formulacoes com caracteristicas comuns e pertencentes a mesma classe. Dessa forma,
constatou-se que os métodos de Quadratura Gaussiana e Talbot mostraram certa
regularidade para o cdlculo da transformada inversa de fungées do tipo Fr(s), como
se pode verificar através das Figuras 6.11, 6.12 ¢ 6.13. Em contrapartida, a técnica
de Expansao em Série de Poténcias nao se mostrou 1til para inverter a transformada

de fungoes que envolvem termos trigonométricos.
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6.1.8 Comparativo 8

Na Figura 6.14, apresenta-se um comparativo entre a solugao exata e a

inversao da Transformada de Laplace utilizando os métodos numéricos e na Tabela

6.16, mostra-se o erro absoluto para inversao numérica de Fg(s) =

1).

transformada inversa ¢ f(t) = L7 {F3(s)} = e (e! —

0.3

1
(s+1)(s+2)”

0281

021

0151

fit)

0.1

0.0a

04

-0.05 L .

Solucao Exata

~+# - Talbot M = 10

Serie de Potencia M =4, k=1 ]
—+ — Cuadratura de Gauss M =18

Figura 6.14: Comparativo dos métodos de inversdo numérica de Fg(s).

Tabela 6.16: Erro absoluto para inversao numérica de Fg(s).

cuja

-+

Série de Poténcias

Quadratura Gaussiana Talbot

= O 00 O UL Wi~ O

1.3322676295x10~1°
3.0531133177x 10716
3.1918911957x 10716
5.5511151231x10717
2.8796409701 x 1016
3.8510861166x 1016
4.2240516640x 1016
4.3606611377x10~16
4.4105344376x 1016
4.4297790262x 1016
4.4367585777x 1016

0.0000000000000000
2.4980018054x 10~
5.8579149864 x 1010
6.2843988887x 10798
1.1526708367x 1070
8.4095161957 x 10~
3.5371793609 x 10~
1.0412506917x107%
2.4005105687x10~%4
4.6484968155x 10~
7.9162355386x 10~

0.0000000000000000
1.7814918984x 10~
5.2360834279x107%
3.4382487731x10~%
4.3377453150x 107
7.9466607735x 1078
5.8254114084x 10798
2.4416031572x 107
1.0782300819x10~%
2.3749007475x 107
1.0310462864x 107

Pelo exposto na Figura 6.14 e Tabela 6.16, verifica-se que o método da

Expansao em Série de Poténcias possibilita melhores aproximacoes para a inversao
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numérica de funcoes exponenciais decrescentes. Apesar das técnicas de Quadratura
Gaussiana e Talbot apresentarem precisao numérica regular, nao foi possivel obter
resultados semelhantes aos obtidos por Expansao em Série, mesmo aumentando o

nimero de iteracoes.

A inversao da funcao transformada Fg(s) também foi enfatizada por
Marques [34], ao efetuar uma abordagem numérica para inverter a Transformada de
Laplace através de polinomios de Laguerre, em que o autor se refere a utilizagao do
método de Brochet. Assim sendo, na Tabela 6.17, mostra-se um comparativo com
os resultados apresentados por Marques [34], ao empregar o método de Brochet para

inverter Fg(s).

Tabela 6.17: Comparativo para inversao numérica de Fg(s) com o método de Bro-
chet.

Solucao
Exata

Brochet
Marques [34]

Série de
Poténcias
M=4
k=1

Quadratura

Gaussiana
M =38

Talbot

M =10

= © 00 O Ul Wi+~ O

0.0000000000
0.2325441579
0.1170196443
0.0473083161
0.0179801762
0.0066925470
0.0024726079
0.0009110504
0.0003353500
0.0001233945
0.0000453978

0.0000000000
0.2325441579
0.1170196443
0.0473083161
0.0179801762
0.0066925470
0.0024726079
0.0009110504
0.0003353500
0.0001233945
0.0000453978

0.0000000000
0.2325441579
0.1170196443
0.0473083161
0.0179801762
0.0066925470
0.0024726079
0.0009110504
0.0003353500
0.0001233945
0.0000453978

0.0000000000
0.2325441579
0.1170196449
0.0473083790
0.0179813289
0.0067009565
0.0025079797
0.0010151755
0.0005754011
0.0005882442
0.0008370214

0.0000000000
0.2325441597
0.1170196495
0.0473083505
0.0179801328
0.0066924676
0.0024725497
0.0009110260
0.0003353608
0.0001234183
0.0000454081

Conforme verificado na Tabela 6.17 a inversdo da funcdo Fg(s) por
Expansao por Séries de Poténcias demonstrou melhor desempenho que os outros
métodos utilizados nesta andlise. Ao comparar os resultados numéricos com o al-
goritmo de Brochet, utilizado por Marques [34], observou-se uma concordancia de
até doze digitos com a técnica de inversao por Expansao em Série de Poténcias e

a solucao exata. Apesar disso, convém destacar que para obter melhor precisao
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numérica por meio do método de Brochet, segundo Marques [34], consideram-se
quatro fatores de aproximacao: o grau Laguerre, que se refere a ordem da soma
parcial da série de funcoes de Laguerre; o grau Fourier, que fornece o ntimero de
pontos para o calculo dos coeficientes da funcao geradora; o parametro a que exerce
influéncia sobre o erro de aproximacao e o parametro p que interfere no calculo
dos valores da funcao geradora. Assim, o comparativo foi estabelecido com base
nos resultados gerados pelo método Brochet com grau Laguerre = 50, grau Fourier
=200, o = 2.5 e p = 0.999. Enquanto isso, para inversao por Expansao em Série de
Poténcias, avalia-se apenas quantidade de termos M da série para gerar os coefici-

entes de ponderacao o, e a influéncia exercida pelo parametro k£ para aproximagao

de f(t) = L7 {F(s)}.
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6.1.9 Comparativo 9

Na Figura 6.15, apresenta-se um comparativo entre a solugao exata e a

inversao da Transformada de Laplace utilizando os métodos numéricos e na Tabela

6.18, mostra-se o erro absoluto para inversao numérica de Fy(s)

_ 1
T (s2+s+1)?

transformada inversa ¢ f(t) = L7 {Fy(s)} = %ge_o'“sen <‘/7§t>

DE T T T
Solucao Exata
0sr ¥ . )
f Serie de Potencia M =10, k=4
04l 'f =+ — Quadratura de Gauss M =8
| X ~4 - Talbot W= 22
03 -f' \* =
= /
(e - il
0 { ‘.\,K -
(if J \ﬁb
_D“] 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 7 8 g 10

t (tempo)

Figura 6.15: Comparativo dos métodos de inversao numérica de Fy(s).

Tabela 6.18: Erro absoluto para inversao numérica de Fy(s).

cuja

-+

Série de Poténcias

Quadratura Gaussiana Talbot

= O 00 1O Ul Wi~ O

1.0446720717x10793
2.9546343638x 10~
6.7416857321 x 10~
7.1854637298 x 10~
1.4306034119x 1079
1.7068463851x 10793
4.2411915574x 1079
2.8147025831x 1093
1.1772556121x 10793
2.7957774565x 10703
4.8510845693x 1079

0.0000000000000000
1.3766765505x 10~
1.3772316620x 1013
6.9837968741x 10~
2.5751669616x 1079
4.9324623691x10~%
5.5204642621x 107
4.6752836620x 10~
1.5936098213x 1079
1.4707033002x 1079
7.9721812575x 1079

0.0000000000000000
1.9095836023x 10~
3.4694469519x 10714
4.8461235024x 10714
5.3505810893x 101
7.3788197774x 10714
4.8100412541x 10714
1.8195514539x 10~
5.0133334983x 10713
7.7387055097x 10713
7.6038937299x 10~

Para calcular a transformada inversa de Fy(s), verificou-se um melhor

desempenho da técnica de inversao por Talbot, considerando que este método de-
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monstrou maior precisao e regularidade nos resultados numéricos em todo o intervalo
em que a fungao foi avaliada. A Quadratura Gaussiana forneceu boa precisao, mas
pode-se notar certa instabilidade do método ao aumentar, de forma expressiva, o
nimero de iteragoes. Analisando a Figura 6.15, a Expansao em Série de Poténcias
possibilitou uma boa aproximacao comparada com a solucao exata, mas em termos

numéricos isso nao se verifica como mostra a Tabela 6.18.

A fungao Fy(s) também foi abordada por Marques [34] para deter-
minacao de sua transformada inversa utilizando o método de Brochet. Na Tabela
6.19, apresenta-se um comparativo com os resultados obtidos por Marques [34], ao

empregar o método de Brochet para inverter Fy(s).

Tabela 6.19: Comparativo da inversao numérica de Fy(s) com o método de Brochet.

t  Solucao Brochet Série de Quadratura  Talbot
Exata Marques [34] Poténcias Gaussiana

M =10 M =238 M =22

k=4
0 0.000000000 0.000000000 0.001044672 0.000000000 0.000000000
1 0.533507195 0.533507195 0.533211731 0.533507195 0.533507195
2 0.419279629 0.419279629  0.419953798 0.419279629 0.419279629
3 0.133242644 0.133242644  0.132524097 0.133242644 0.133242644
4 -0.04952987 -0.04952987  -0.04967294 -0.04952987 -0.04952987
5 -0.08794242 -0.08794242  -0.08623557 -0.08794242 -0.08794242
6 -0.05089231 -0.05089231 -0.05131643 -0.05089287 -0.05089231
7 -0.00764371 -0.00764371  -0.01045841 -0.00764838 -0.00764371
8 0.012715095 0.012715095 0.011537840 0.012699159 0.012715095
9 0.012804671 0.012804671 0.015600448 0.012789964 0.012804671
10 0.005385480 0.005385480  0.010236565 0.005465202 0.005385480

Os resultados mostrados na Tabela 6.19 indicam uma melhor apro-
ximagao de f(t) = L7 {Fy(s)} utilizando o método de Talbot. A Quadratura
Gaussiana demonstrou razoavel estimativa para a funcao avaliada, e a técnica de
inversao por Expansao em Série de Poténcias nao forneceu uma precisao satisfatéria.
Para a inversdo numérica dessa funcao pelo método de Brochet, Marques [34] consi-

derou o grau Laguerre = 50, grau Fourier = 200, « = 1 e p = 0.999. Ao estabelecer
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comparacao entre os resultados obtidos por Talbot com o método empregado por

Marques [34] e a solucao exata, pdde-se constatar a concordancia de até onze digitos.

6.1.10 Discussao dos resultados

No primeiro comparativo, observa-se que as técnicas de inversao por
Talbot e Quadratura Gaussiana apresentaram excelente precisao para o tratamento
da fungio Fi(s) = 1/s%. Ao confrontar os resultados com aqueles mostrados por
Junqueira [26], pode-se notar que esses dois recursos possibilitaram melhores apro-
ximagoes que os métodos de Crump e Stehfest, considerando a quantidade de ter-
mos utilizada no computo da transformada inversa de f(t) e a precisdo numérica
proporcionada. Observou-se que a técnica de Expansao em Série de Poténcias de-
monstra alta instabilidade para inverter funcoes desse tipo, uma vez que, mesmo
com aumento da quantidade de termos da série e efetuando ajustes no parametro

experimental k, nao foi possivel obter uma aproximacao regular.

Nota-se melhor desempenho da técnica de Expansao em Séries de Potén-
cias quando aplicada para inverter transformadas de fungoes exponenciais decres-
centes. No entanto, verificou-se algumas restricoes para os casos em que o termo
exponencial é multiplicado por fungoes de outras classes, como por exemplo, F3(s),
F5(s) e Fy(s). Nos testes realizados para inverter a transformada de fungoes que
tém comportamento oscilatério como Fg(s), F7(s) e Fy(s), o método de inversao por
Expansao em Série de Poténcias nao se mostra viavel devido a inconsisténcia dos
resultados numéricos fornecidos. Os experimentos realizados utilizando diferentes
valores do parametro £ e um numero maior de constantes de ponderacao «, nao

possibilitaram aproximacgoes regulares.

O método da Quadratura Gaussiana revelou certa fragilidade para de-
terminar a transformada de algumas fungoes com termos exponenciais decrescentes,
como pode ser constatado analisando as Tabelas 6.4, 6.6 e 6.9. A dificuldade obser-
vada tem relagao com a quantidade de pesos e pontos de quadratura necessaria para

que seja possivel estababelecer uma estimativa aceitavel para a solugao desejada. Ao
72



contrario do que se espera, esse recurso numérico nao manifesta boa convergéncia
quando se aumenta o nimero de pesos e pontos. No comparativo realizado por To-
maschewski [50], a autora menciona que a Quadratura Gaussiana nao proporcionou
resultados precisos para um nimero de termos superior a oito ao avaliar as fungoes
Fy(s) , com a =1, F3(s), F5(s) e Fg(s), com a = 1. Na andlise efetuada neste traba-
lho verificou-se que o niimero de pesos e pontos ideais para a aproximacao numérica
por esse método depende da funcao que se deseja conhecer a sua forma inversa.
Observa-se que em alguns casos, a Quadratura Gaussiana pode apresentar maior
desempenho utilizando oito termos, mas isso nao é verificado, por exemplo, quando
esse método é empregado para inverter a transformada das fungoes trigonométricas

Fs(s) e Ix(s) assumindo diferentes valores para o coeficiente a.

Entre as trés técnicas avaliadas, a inversao por Talbot demonstrou
maior regularidade na aproximacao para todos os pontos do dominio de integragao
das transformadas analisadas, com excegdo das formas exponenciais do tipo Fy(s).
Neste caso, o aumento do numero de termos do somatério nao se mostrou sufici-
ente para o refinamento dos resultados. Para as formas trigonométricas o método
manifestou boa convergéncia em todos os testes realizados, porém, requer uma quan-
tidade consideravel de termos. No comparativo para o calculo da transformada da
fungao Fy(s), os resultados foram confrontados com aqueles fornecidos pelo método
de Brochet empregado por Marques [34], para o qual verificou-se uma concordancia

de até onze digitos.

Uma vantagem em utilizar a alternativa porposta por Talbot é que o
calculo da transformada inversa nao envolve a resolugao de sistemas lineares para
determinar pesos ou constantes ponderadas como ocorre na Quadratura Gaussiana e
na Expansao em Série de Poténcias. Contudo, nao se pode afirmar que esta técnica
¢ mais adequada que as outras, tendo em vista que o seu desempenho numérico
para inverter algumas das fungoes avaliadas nao foi vantajoso em relagao aos outros

métodos.
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De maneira geral, observa-se que cada técnica possui algumas particu-
laridades intrinsecas as formulagoes resultantes da Transformada Inversa de Laplace.
Esse fato comprova a concepgao de Barichello [5], na qual considera que a resolugao
de determinados problemas envolvendo a inversao numeérica da Transformada de

Laplace, pode ser facilitada pela escolha de um método especifico.

Em vista dos resultados expostos e comparacoes realizadas com aqueles
encontrados na literatura, pode-se considerar que as técnicas numéricas de inversao
da Transformada de Laplace enfatizadas neste trabalho, apresentaram desempenho

satisfatorio e atenderam aos objetivos propostos inicialmente.
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6.2 Comparativos para Solucao da Equacao de Transporte

de Neéutrons Utilizando o Método LTSy

Os resultados apresentados nesta secao referem-se a aplicacao das técnicas
de inversao da Transformada de Laplace ao problema de transporte de néutrons
em geometria Cartesiana unidimensional descrito pela equacdo (5.2). Para isso,
considerou-se uma placa homogénea de comprimento a = 100 cm, com os parametros
de segoes de choque o; = 1.0 (em™), 059 = 0.99 (cm™), 04y = 0.80 (cm™), com
grau anisotrépico igual a um e condigoes de contorno delimitadas por v,,(0) = 1.0
para f,, > 0 e ¢,,(a) = 0 para u, < 0. Os fluxos angulares obtidos com o auxilio
da Transformada inversa de Laplace sao utilizados para o cédlculo do fluxo escalar

dado pela equacao (5.20).

Com o objetivo de se obter melhor precisao numérica nos resultados
proporcionados pelos métodos de inversao da Transformada de Laplace, procurou-
se verificar a quantidade de termos necesséaria para que se tenha uma convergéncia
satisfatéria e, além disso, alguns testes foram efetuados visando avaliar a influéncia

do parametro experimental k.

Em uma andlise preliminar, avaliou-se o desempenho da técnica de in-
versao por Expansao em Série de Poténcias ao aplicd-la a um conjunto de fungoes
elementares onde constatou-se que o parametro k£ pode auxiliar a convergéncia
do método. Nesse sentido, ao utilizar esse recurso para solucionar a equacao de
transporte, observou-se que mesmo aumentando a quantidade de termos da série, a
solugao numérica nao apresentou uma razoavel aproximacao para a solucao analitica
como mostra a Figura 6.16. Nesta andlise inicial, fixou-se £ = 1 e foram realizadas

simulagoes para diferentes valores de M na equagao (5.21).

Para investigar a capacidade de resolucao do problema proposto uti-
lizando o método de Expansao em Série de Poténcias, em um segundo momento,

foram efetuadas comparacoes considerando valores distintos para o parametro £ com
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a quantidade de termos da série fixa de maneira que se pode notar melhor desem-

penho para k = 13 e M = 10, como mostra a Figura 6.17.
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Figura 6.16: Convergéencia da solugao por Série de Poténcias com £ fixo.
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Figura 6.17: Convergeéncia da solugao por Série de Poténcias para diferentes valores
de k.

De forma particular, deve-se ressaltar que a inversao da Transformada
de Laplace por Expansao em Série de Poténcias tem como caracteristica a instabi-
lidade do método devido a forma da matriz de Hilbert, cujo processo de inversao é
mal condicionado. Sendo assim, torna-se inviavel o aumento significativo na quanti-
dade de termos da série para garantir maior precisao numérica. Contudo, observa-se

que em alguns casos, a convergéncia dessa técnica depende da escolha adequada do
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parametro k. Este aspecto pode propiciar certa aversao a sua aplicacao a problemas

mais elaborados, uma vez que, a escolha desse parametro é feita de modo empirico.

Como a inversao numérica através da Quadratura Gaussiana e Talbot
nao envolve a escolha de parametros secundérios, nas Figuras 6.18 e 6.19 apresentam-
se 0s comparativos para a aproximacao da solucao analitica, considerando-se apenas

o numero de termos necessarios para convergéncia dos resultados.
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Figura 6.18: Convergéncia da solugao por Quadratura Gaussiana.
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Figura 6.19: Convergéencia da solugao por Talbot.
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Levando em conta que as trés técnicas de inversao da Transformada de
Laplace demonstraram boa convergéncia para aproximacao da solucao analitica do
problema de transporte de néutrons, estabeleceu-se entao um comparativo para o

calculo do fluxo escalar de particulas conforme exposto na Figura 6.20 e Tabela 6.20.
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Figura 6.20: Comparativo entre as solugoes numéricas e analitica.

Tabela 6.20: Comparativo entre as solugbes numeéricas e analitica.

xz(em)  Solugdo Analitica Série de Quadratura Talbot
Poténcias Gaussiana

0 8.172559x 107! 8.172066x 10~  8.172559x 107!  8.172559x 101
10 3.766646x 1071 3.766628 %1071 3.766646x10~!  3.766646x 10"
20 1.736004x 101 1.736013x107"  1.736004x10~* 1.736004x107!
30 8.000987x 1072 8.002258x 1072  8.000987x1072 8.000987x10~2
40 3.687402x1072 3.689986x1072 3.687402x1072 3.687403x 102
50 1.699118x 1072 1.696131x1072 1.699117x1072 1.699118x1072
60 7.823091x1073 7.724432x107%  7.823057x1073 7.823095x1073
70 3.588289x 1073 3.443479x107%  3.588206x1072 3.588299x 103
80 1.616285x1073 1.459467x1073 1.616073x1072 1.616307x10~3
90 6.635228 x 104 5.400430x107*  6.630420x10~*  6.635691x 104
100 1.291816x 1074 1.139880x107% 1.289283x10~* 1.291816x10~*

Nos testes realizados para gerar os resultados exibidos na Tabela 6.20,
avaliou-se a quantidade de termos necessaria para que se tenha um precisao numérica

aceitavel. Como foi observado nos experimentos efetuados com as fungoes elemen-
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tares, o aumento expressivo do nimero de termos nao garante maior eficiéncia dos

métodos.

Tabela 6.21: Erro absoluto para a solugao numérica da equacgao de transporte

xz(em)  Série de Quadratura Talbot
Poténcias Gaussiana

0 4.9357223098x107%  1.0730705213x10~'Y  1.5978773859x 10~
10 1.8016843231x107%  5.5105048302x10~1%  8.2440831938x 10~
20 9.1426803908 x 10797  134190270006x107%  2.0100526798x 1010
30 1.2714104167x107%  2.9797178613x107%  4.4645523389x10~1°
40 2.5838159856x107%°  6.5143885771x 107"  9.7326102038x 1071V
50 2.9870317781x107%  1.4429101836x107%  2.1136830757x10~%
60 9.8658762919x107%  3.3507474168x107%  4.5871697117x10~%
70 1.4480934596x107%  8.3171767428x107%  9.9533774989x10~%
80 1.5681863294x 1079  2.1219631786x 10797 2.1594439550x 10~%
90 1.2347980244x107%  4.8079630963x107°7  4.6348535469x10%
100 1.5193564605x107%  2.5328051218x 10797  4.3586878897x 10~

Como se pode observar nas Tabelas 6.20 e 6.21 os métodos numéricos
investigados neste trabalho produziram resultados satisfatorios para o tratamento
do problema de transporte de néutrons. Entretanto, convém ressaltar que no refe-
rencial tedrico nao foram encontradas relatos a respeito da utilizacao das técnicas
de inversao por Expansao em Séries de Poténcias e Talbot direcionadas a solugao de
problemas desse tipo. Uma possivel justificativa para esse fato pode estar atrelada a
viabilidade de programacao desses dois métodos e por estar amplamente difundida

a concepcao de que a Quadratura Gaussiana proporciona bons resultados.

Visando validar os resultados do método LTSy, com N = 2, para
solugao da equacao de transporte de néutrons unidimensional, Vilhena e Barichello
[54] utilizaram a técnica da Quadratura Gaussiana para inverter numericamente o
fluxo angular transformado e, em seguida, calcularam o fluxo escalar de particulas
para o qual apresentou-se um comparativo em relacao aos resultados obtidos por
Barros e Larsen [7] que resolveram o mesmo problema utizando a método SGE 5.
Posto isso, na Tabela 6.22 sao exibidos esses resultados e estabeleceu-se uma com-
paracgao com aqueles expostos na Tabela 6.20.
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Tabela 6.22: Comparagao dos métodos numéricos com a solugao apresentada no referencial tedrico

x(em)

Solugao Analitica

SGF S,
Barros e
Larsen|[7]

LTS,
Vilhena e
Barichello [54]

Série de
Poténcias

Quadratura
Gaussiana

Talbot

10
20
30
40
20
60
70
80
90
100

8.172559x 10!
3.766646x 107!
1.736004x 101
8.000987 x 1072
3.687402x 1072
1.699118x 102
7.823091x1073
3.588289x 1073
1.616285x 1073
6.635228x10~*
1.291816x10~*

8.1726x107*

1.6991x 102

1.2918x1074

8.1727x1071

1.6981x 1072

1.3605x 1074

8.172066x 107!
3.766628 x 10!
1.736013x 1071
8.002258x 1072
3.689986x 102
1.696131x 102
7.724432x 1073
3.443479% 1073
1.459467 %1073
5.400430x10~*
1.139880x 10

8.172559x 10!
3.766646x 107!
1.736004x 101
8.000987 x 1072
3.687402x 1072
1.699117x102
7.823057x1073
3.588206x 1073
1.616073x1073
6.630420x10~*
1.289283 %104

8.172559% 101
3.766646x 107!
1.736004x10~*
8.000987 x 1072
3.687403x 1072
1.699118x 102
7.823095%x 1073
3.588299x 1073
1.616307x1073
6.635691x10~*
1.291816x10~*




Analisando os resultados obtidos neste trabalho, exibidos na Tabela
6.22, para a solucao da equagao de transporte unidimensional, utilizando o método
LTSy, com N = 2, observa-se que a solu¢ao numérica por Talbot demonstra maior
correspondéncia com os resultados apresentados por Barros e Larsen [7], ao resolve-
rem a mesma equagao empregando o método SGF,. Estabelendo comparagao com
a solucao exata, pode-se verificar que a Quadratura Gaussiana, empregada neste
estudo, forneceu resultados mais precisos que os que foram obtidos por Vilhena e

Barichello [54], ao utilizarem esse mesmo método.

Para o problema de transporte de particulas, a técnica de Expansao
em Série de Poténcias nao forneceu uma precisao numérica muito significativa. Esse
fato pode ser decorrente do mal condionamento do sistema que permite determinar

as constantes «;, para inversao numérica do fluxo angular transformado.

As trés técnicas de inversao da Transformada de Laplace enfatizadas
neste trabalho, podem ser utilizadas como recurso numérico para auxiliar na solugao
da equacgao de transporte de particulas unidimensional. Contudo, como se pode
notar através da Tabela 6.21, nao parece ser viavel o emprego da Expansao em
Série de Poténcias, considerando que esse método nao demonstrou um desempenho
numérico muito vantajoso, comparada a inversao seguindo a Quadratura Gaussiana e
por Talbot. Embora o método de Talbot tenha proporcionado bons resultados, deve-
se ainda verificar se este recurso, mostra-se eficiente para o tratamento do problema
de transporte com ordem de quadratura angular superior a 2, levando em conta
aspectos tais como o esfor¢o computacional e dificuldade de implementacao. Dessa
forma, pode-se comparar o desempenho dessa técnica com os resultados expostos por
Barichello [6], a qual empregou a inversao por Quadratura Gaussiana para solucionar

o problema de transporte utilizando o método LTSy, com N =2, N =4e N =8.
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7  CONCLUSAO

Para enfatizar a relevancia a respeito da utilizacao da Transformada
de Laplace, apresentou-se neste trabalho um levantamento bibliografico no qual se
pode notar a variedade de situacoes em que esta ferramenta mostra-se vantajosa. No
entanto, mesmo com todas as vantagens que ela oferece, observa-se que a principal
dificuldade ao lidar com esse instrumento matematico na resolucao de problemas
fisicos, esta associada com o procedimento inverso para calcular as solugoes das
equacoes, em termos da variavel transformada, retornando-a ao seu dominio de

origem.

As técnicas analiticas usuais para inverter a Transformada de Laplace
sao aplicaveis a formulagoes que possuem uma quantidade reduzida de varidveis
e podem proporcionar solugoes exatas. Contudo, com o surgimento de problemas
cada vez mais complexos onde os recursos analiticos nao se mostram suficientes para
calcular a transformada inversa das funcoes envolvidas nos modelos matematicos, os
métodos de inversao numérica tém se tornado uma alternativa muito comum para

analisar esses problemas.

Diante desses aspectos, no estudo comparativo exposto neste trabalho
propos-se investigar o desempenho numérico de trés técnicas utilizadas no calculo
da transformada inversa de Laplace. Inicialmente, procurou-se verificar no referen-
cial tedrico os métodos frequentemente empregados para resolver problemas cujas
solucoes sao determinadas em termos da Transformada de Laplace. Em virtude
disso, o que se tem percebido é que nao existe um recurso numérico completamente
satisfatério para inverter uma classe geral de fungoes transformadas, porém, em al-
guns casos, o processo de inversao pode ser facilitado pela escolha de um método
especifico. Isso pode justificar, por exemplo, o fato de ter sido encontrado na lite-
ratura a resolucao de muitos problemas referentes a transferéncia radiativa para os
quais se utilizou a Quadratura Gaussiana, e outros envolvendo a concentracao de
poluentes atmosféricos onde foi empregado o método de Talbot.
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Pelo fato de nao terem sido encontrados relatos sobre o emprego da
técnica de inversao por Série de Poténcias a problemas fisicos, nesta andlise optou-
se por incluir este método na investigacao, além dos outros dois ja citados, com a
finalidade de verificar a precisao numérica ao aplica-los a um conjunto de fungoes

elementares e um problema de transporte de néutrons.

Para a efetivagao do objetivo deste trabalho, realizaram-se simulacoes
utilizando o software livie GNU OCTAVE 4.0 com o qual foram efetuados testes
preliminares para computar a transformada inversa de fungoes exponenciais, trigo-
nométricas e linear. Em um segundo momento, os instrumentos de inversao foram
comparados ao efetuar o calculo do fluxo angular de particulas neutras, transfor-

mado pela técnica de Laplace.

Posto isso, os testes realizados para inversao da Transformada de La-
place utilizando a técnica da Expansao em Série de Poténcias, indicam que este
recurso pode ser empregado para inverter as transformadas de fungoes exponenciais
decrescentes, de maneira que se pode verificar excelente precisao para os casos em
que o argumento do termo exponencial nao assume valores significativamente altos.
Uma desvantagem do método estd associada ao condicionamento da matriz de Hil-
bert presente no sistema que fornece as constantes «,,, pois, mesmo aumentando
de maneira expressiva a quantidade de termos da série, para inversao de algumas
funcoes, o método manifestou instabilidade. Outro aspecto que pode tornar esta
técnica inviavel para a resolucao de problemas com elevado grau de complexidade,
deve-se ao fato de nao se conhecer o melhor valor do parametro k. Neste contexto, a
inversao numeérica procede de forma empirica, efetuando ajustes no parametro para

que se possa obter resultados mais precisos.

Nos testes estabelecidos para a inversao por Quadratura Gaussiana,
pode-se verificar que este método proporciona boas aproximagoes, mas com algumas
ressalvas. Para inverter as transformadas de funcoes exponenciais decrescentes o
método exige maior quantidade de termos no somatorio, no entanto, isso nao é

suficiente para que se tenha um aumento significativo na precisao dos resultados.
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Os experimentos efetuados para inverter funcoes transformadas através do método
de Talbot demonstraram resultados satisfatorios para todas as fungoes elementares,

porém, exige maior esforco computacional que as outras técnicas analisadas.

Ao confrontar os valores obtidos neste trabalho com os que foram apre-
sentados no referencial tedrico, a respeito da solucao da equacao de transporte de
néutrons utilizando os métodos SGF Sy (Barros e Larsen, 1990) e LTSy (Vilhena
e Barichello, 1991), verificou-se uma concordancia de até trés digitos para a solugao
numérica por Expansao em Série de Poténcias, quatro digitos para a Quadratura
Gaussiana e houve consideravel concordancia de resultados entre os métodos SGF' Sy
e LTS, com inversao numérica do fluxo angular transformado, utilizando o algoritmo

de Talbot.

Deve-se ressaltar que ao tratar do problema de transporte de néutrons
unidimensional, optou-se por utilizar dois termos de quadratura angular, sendo que,
o método LTSy, com N = 2, nos fornece um sistema onde o vetor do fluxo angular
transformado é obtido facilmente, sendo conhecida a expressao que se deseja aplicar
a transformada inversa. Dessa forma, nao se sabe se as técnicas de inversao por
Série de Poténcias e Talbot sao aplicaveis para os casos em que N > 2. Outras
possibilidades surgem ao investigar a aplicabilidade destas técnicas a problemas de
transporte de particulas bidimensionais em meios heterogéneos, estabelecendo com-
parativos com os resultados apresentados na literatura onde se utilizou a Quadratura

Gaussiana.

Diante do exposto, considera-se que os objetivos deste trabalho foram
atingidos, tendo em vista que, através dos comparativos estabelecidos, pode-se ve-
rificar a que tipo de formulacao os métodos numéricos analisados podem propiciar
melhor desempenho para computar a Transformada inversa de Laplace. Em traba-
lhos futuros, esta andlise pode contribuir para a escolha do método mais adequado
para resolver problemas que necessitam da utilizacao de recursos numeéricos para

inverter a Transformada de Laplace.
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