UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE
CENTRO DE CIENCIAS COMPUTACIONAIS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MODELAGEM COMPUTACIONAL
CURSO DE MESTRADO EM MODELAGEM COMPUTACIONAL

Dissertacdao de Mestrado

MODELAGEM DA BIOCONVERSAO DE GLICEROL
EM 1,3-PROPANODIOL ATRAVES DE DERIVADAS

FRACIONARIAS

Estefani de Souza Oxley

Dissertacdo de Mestrado apresentada ao Programa
de P6s-Graduacao em Modelagem Computacional
da Universidade Federal do Rio Grande, como re-
quisito parcial para a obtencdo do grau de Mestre
em Modelagem Computacional

Orientador: Prof. Dr. Adriano De Cezaro
Co-orientadora: Prof.2. Dr?. Fabiana Travessini De Cezaro

Rio Grande, 2016



Ficha catalogréfica

0987m Oxley, Estefani de Souza.
Modelagem de bioconverséo de glicerol em 1,3-propanodiol
através derivadas fracionarias / Estefani de Souza Oxley. — 2016.
76 f.

Dissertagdo (mestrado) — Universidade Federal do Rio Grande —
FURG, Programa de Pos-graduacdo em Modelagem Computacional,
Rio Grande/RS, 2016.

Orientador: Dr. Adriano De Cazaro.

Coorientadora: Dr? Fabiana Travessini De Cezaro.

1. Bioconversao 2. Glicerol 3. Modelagem matematica
4. Derivadas |. De Cazaro, Adriano Il. De Cezaro, Fabiana Travessini
[1I. Titulo.

CDU 004

Catalogacdo na Fonte: Bibliotecario Me. Jodo Paulo Borges da Silveira CRB 10/2130



Banca examinadora:

Prof. Dr. Adriano De Cezaro (FURG)

Prof®. Dr?. Celene Buriol (UFSM)

Prof. Dr. Antonio Goulart (FURG)



Dedico esse trabalho para as pessoas mais importantes na minha vida a minha familia.



AGRADECIMENTOS

Primeiramente gostaria de agradecer a Deus pela possibilidade de concluir esse
mestrado.

Aos meus pais Neuza de Souza e Carlos Jesus Bilhalva Jaques por sempre me
apoiarem em meus estudos € me incentivarem a continuar me aperfeigcoando.

Ao meu esposo Jeferson Frechou Cardoso pelo o incentivo, pelas compreensdes das
minhas auséncias e pelas ajudas constantes.

Ao meu Orientador Adriano de Cezaro pela atencdo, seriedade, competéncia,
dedicagao e pela paciéncia.

A minha Co - orientadora Fabiana Travessini de Cezaro pela seriedade e a dedicagao.
A CAPES pelo apoio financeiro e a possibilidade de continuar me aperfeicoando.

E a todos os meus professores que contribuiram com a minha formagao tanto na
graduacdo quanto na pos - graduacao.



A persisténcia é o menor caminho do éxito.
CHARLES CHAPLIN



RESUMO

OXLEY, Estefani de Souza. MODELAGEM DA BIOCONVERSAO DE GLICEROL
EM 1,3-PROPANODIOL ATRAVES DE DERIVADAS FRACIONARIAS. 2016.
76 f. Dissertagdao (Mestrado) — Programa de P6s-Graduacdo em Modelagem Computaci-
onal. Universidade Federal do Rio Grande, Rio Grande.

Nesta dissertacdo discutiremos a modelagem do problema de bio-conversdao de gli-
cerol em 1,3 - Propanodiol usando derivadas de ordem fracionaria. Como tais derivadas
de ordem fraciondria possuem propriedades interessantes, como efeitos ndo locais,
propriedades de memdria etc, espera-se que estas fornecam uma descri¢do mais precisa
da realidade do que os modelos utilizando dindmicas usuais (derivadas de ordem inteira)
(2) e (8). Provamos resultados de boa-colocacdo do modelo com derivadas de ordem
fraciondria em outras palavras, existéncia, unicidade e dependéncia continua dos dados
iniciais e dos parametros para as solucdes do sistema de EDO’s de ordem fraciondria
que modela o problema. Uma vez provada a boa coloca¢do do problema, faremos uso
de técnicas numéricas (métodos de colocagdo para termos convolutivos) para computar
solu¢des do modelo para diferentes valores das derivadas (n). Finalmente, utilizaremos
os resultados conhecidos na literatura para comparar com os resultados do modelo
proposto. Com a utilizacdo das derivadas de ordem fraciondria, espera-se modelar a
dindmica de bioconversao de glicerol em 1,3 - Propanodiol que represente de maneira
fidedigna os resultados observados na pratica. Desta forma, que o modelo sirva de guia
tedrico/computacional para a determinagdo de quantidades de biomassa e bio-reagentes
(condi¢des iniciais do sistema) para a obtencdo, de maneira 6tima, do méaximo de
subprodutos de interesse (1,3 - Propanodiol).

Palavras-chave: Bioconversdo, Glicerol - 1,3 PD, Modelagem Matematica, Derivadas
Fracionarias.



ABSTRACT

OXLEY, Estefani de Souza. MODELING BIONCONVERSAO GLYCEROL TO
1,3-PROPANEDIOL VIA FRACTIONAL DERIVATIVES. 2016. 76 f. Dissertacdo
(Mestrado) — Programa de P6s-Graduacdo em Modelagem Computacional. Universidade
Federal do Rio Grande, Rio Grande.

In this dissertation we investigate the dynamic of the bio-conversion of glycerol in
1,3-Propanediol modeling by fractional order differentiation. The uses of such fractional
order differentiation to drift the dynamics are motivated by some interesting properties,
such as non-local effects, memory effects, etc. With such approach we expect to provide
a more accurate description of the reality of what the models using the usual dynam-
ics (integer order derivation) (2) and (8). We proof the well-posedness of the proposed
model, that is, we proof existence, uniqueness and continuous dependence of initial data
and for the parameters of a solution of the fractional order ODE’s systems that models
the problem. Finely, we utilize some numerial techniques (based of collocation methods
for convolution integrals) to compute the solution for different values of the derivative
n € Ry. The corresponding numerical solutions are compared with the solution of the
well known first order dynamics for the problem studied in this work. Our hope it to
provide a theoretical/computational guide for the determination of amounts of biomass
and bio-reagents (initial conditions) to obtain, so great, as many by-products of interest
(1,3-Propanediol). Once proven good placement of the problem, we will use numerical
techniques (methods like ponténcias series) to compute model solutions for different val-
ues of the derivatives (n). Finally, we will use the results known in literature to compare
with the results of the proposed model. With the use of the derivatives of fractional order
expected to model the dynamics of glycerol in bioconversao 1,3-Propanediol represent-
ing reliable manner the results observed in practice. In this way, the model will serve as
a theoretical/computational guide for the determination of amounts of biomass and bio-
reagents (initial conditions) to obtain, in optimal ways, the main by-products of interest
(1,3-Propanediol), out of the bio-reaction.

Keywords: Bioconversion, Glycerol - 1,3 PD, Mathematical modeling, Fractional deriva-
tives.
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INTRODUCAO

Hé uma imensa quantidade de fontes de energia renovaveis, derivadas dos mais varia-
dos materiais organicos como plantas oleaginosas, biomassa florestal, cana - de - agucar,
etc. A estas chamamos de biocombustivel ou agrocombustivel por serem combustivel de
origem bioldgica nao féssil.

Neste trabalho, usaremos o termo biocombustiveis como sindnimo das fontes de ener-
gia derivadas de plantas oleaginosas, para as quais a producdo de biocombustiveis gera
cerca de 10% do volume em forma de glicerol que é descartado no processo. Dado o
grande volume deste subproduto derivado no processo e as implicagdes ecoldgicas de
seu descarte inadequado, recentemente, tem se investido grande esforco cientifico e tec-
noldgico para a transformagdo do Glicerol em subprodutos com maior valor agregado.
Um destes subprodutos € o 1,3 - PD, visto a quantidade de aplicacdes no segmento indus-
trial (27).

H4 essencialmente duas maneiras de converter glicerol em 1,3 - PD: de forma quimica
ou através de processos bioldgicos (bio-conversao ou fermentagdo através de bactérias).

O primeiro processo apresenta muitas desvantagens com relacdo ao segundo, pois
requer o uso de altas pressoes, altas temperaturas, presenca de catalisadores os quais ge-
ram intermedidrios toxicos (5), com alto custo de producdo e agressao ao meio ambiente.
Ainda, o segundo processo é ecologicamente correto, produz 1,3 - PD com um grau de
pureza proximo do 6timo, apresenta menores nimeros de fases, condi¢des moderadas
de pressdo e temperatura, nao gera intermedidrios toxicos, os isdmeros produzidos sao
opticamente puros € € um processo mais econdmico que o anterior.

Como o Brasil se encontra num cendrio de destaque na produgdo de biocombustiveis,
o problema acima descrito demanda iniciativas cientificas e tecnoldgicas urgentes. Porém,
a viabilidade econdmica do processo de bioconversao de glicerol em 1,3 - PD ainda esta
em fase de estudos (5). Em outras palavras, como em qualquer processo industrial, existe
a necessidade de estudos intensivos de forma a obter a méxima produtividade do produto
de interesse (1,3-PD) a partir da bio-conversao do glicerol. Testes “in vivo” e “in vitro”
vem sendo estudados por diversos grupos mundo a fora tais como (22), (7) e (28). No
entanto, tais experiéncias sdo caras, por demandarem grandes investimentos em tempo
e material (inclusive humano), pois as condicdes ideais de funcionamento do processo
de bioconversdo estd imerso num oceano de possibilidades. Uma alternativa vidvel é a
modelagem matematica do fendmeno, a qual permite simulagdes numéricas das condi¢des
6timas de funcionamento do sistema e, consequentemente, serve de linha guia para a
otimizagao dos processos praticos.

Em nosso trabalho temos como objetivo modelar o problema de conversao de glicerol
em 1,3 - propanodiol. Diferentemente dos modelos conhecidos na literatura que sdao da-
dos por sistema de EDO’s com derivadas inteiras (27), nossa proposta € utilizar derivadas



de ordem fraciondrias (8) para representar as variagdes dinamica do modelo. Estas deri-
vadas de ordem fraciondrias possuem propriedades bastante interessantes como efeitos de
memoria, efeitos nao locais, etc, as quais podem ser de grande utilidade para a descri¢ao
do fendmeno bio-quimico sob investigacao.

A dissertag@o esta dividida da seguinte forma: no Capitulo 1, faremos uma breve
introducao do glicerol e o 1,3 - propanodiol, sem a intensdo de sermos especialistas no as-
sunto. No Capitulo 2, faremos uma breve introduc@o sobre algumas propostas ao célculo
fraciondrio. Em particular, queremos mostrar que a derivada segundo Caputo € mais ade-
quada ao tratarmos problemas biolégicos. Além disso, discutiremos resultados de boa -
colocagdo de problemas de valor inicial usando derivadas de ordem fraciondrias.

No Capitulo 3, proporemos o modelo de bioconversao do glicerol em 1,3 - propano-
diol utilizando derivadas de ordem fraciondrias e na Secdo 3.2, faremos uma descri¢ao
sobre as propriedades do modelo proposto. O objetivo é obter condi¢des necessarias e
suficientes sobre o modelo de forma a provar a boa colocagdo do mesmo. Em outras
palavras, estudaremos a existéncia, unicidade e dependéncia continua dos dados iniciais
para as solugdes do sistema de EDO’s de ordem fraciondrias que modela o problema de
conversao em estudo.

No Capitulo 4, faremos uma breve introducao dos c6digos numéricos que serdo uti-
lizadas para a simulacdo do modelo e na Sec¢do 4.1 exploraremos as solu¢des do modelo
para diferentes valores das derivadas de ordem fraciondria (n), através de simulagdes
numéricas.

No Capitulo 5, apresentaremos as conclusdes e consideragdes finais.



1 GLICEROL E 1,3 - PROPANODIOL

Glicerol é um composto organico e pode ser utilizado como matéria prima para a
producdo de diversos produtos de cosméticos. Atualmente, a producao de biodiesel por
catalise dcida produz uma grande quantidade de glicerol como subproduto. O excedente
nao pode ser descartado na natureza. Normalmente, cerca de 10% do volume de bio-
massa na producio de biocombustiveis é descartado em forma de glicerol. Segundo (11)
em 2010, a produgdo de biodiesel foi de aproximadamente 2, 4 bilhdes de litros, gerando
aproximadamente de 240 milhdes litros de glicerol bruto, quantidade que o mercado bra-

sileiro ndo € capaz de consumir nessas condi¢des sem algum tratamento.

Dada a grande quantidade deste subproduto e a preocupacdo do seu descarte ina-
dequado estdo sendo realizadas muitas pesquisas cientificas e tecnoldgicas a fim de
descobrir novas aplicacoes. Uma destas alternativas estudadas € a maneira de realizar
transformacoes do glicerol em subprodutos com maior valor agregado, por exemplo sub-
produtos como 1,3 - propanodiol, devido a quantidade de aplica¢des no segmento indus-
trial (27).

O 1,3 - propanodiol € um diol contendo trés carbonos na sua estrutura. Em condi¢oes
normais de temperatura e pressao € um liquido viscoso, transparente e incolor, miscivel
com a dgua e com etanol. O 1,3 - propanodiol (19) € um composto organico intermedidrio
para a sintese de compostos ciclicos € mondmeros para poliésteres, poliuretanos e polipro-
pileno tereftalato, também conhecido como trimetilenoglicol ou 1,3 - dihidroxipropano
(11). Uma das principais aplicacdes do 1,3 - PD é na producdo do polimero polipropileno
tereftalato (PPT), também denominado politrimetileno tereftalato (PTT) ou glicol de 3
carbonos/ tereftalato (3GT).

O PPT (4) é um polimero relacionado ao PET, produzido a partir do 6xido de etileno
(etileno glicol), e ao PBT, produzido a partir do 1,4 - butanodiol. O PPT apresenta melhor
resiliéncia, maior facilidade de coloracdo e melhores propriedades eldsticas. Ainda, o
PPT € resistente a descoloragdo e a estatica, podendo ser utilizado em dreas tao distintas
como carpetes, vestudrio, téxtil, termoplasticos de engenharia e monofilamentos. Para
aplicacdes na industria de vestudrios, as caracteristicas que fazem do PPT um polimero

interessante incluem maciez, elasticidade e coloragao duradoura.
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Sendo assim € considerado amplamente abrangente, diferentes setores comerciais,
desde a producdo de polimeros, tintas, resinas de poliéster, lubrificantes, detergentes, até

producdo de cosméticos.

1.1 Producao biotecnolégica do 1,3 - propanodiol

H4 essencialmente duas maneiras de converter glicerol em 1,3 - PD: de forma quimica
ou através de processos bioldgicos (bio-conversao ou fermentagdo através de bactérias).

O processos quimicos (26) apresentam diversas desvantagens com relacdo ao processo
bioldgico, tais como a exigéncia de altas pressdes e temperaturas, uso de catalisadores de
maior custo, liberagcdo de intermedidrios toxicos, dependéncia de materiais nao renovaveis
e baixo rendimento, complexidade dos processos de producio. E muito mais interessante
utilizarmos o processo bioldgico pelos seguintes motivos: gera um produto mais limpo,
sem intermedidrios toxicos, ndo € prejudicial ao meio ambiente, 0s processos microbianos
s30 mais vidveis economicamente que 0 processo quimico.

Em nosso trabalho estudaremos o processo bioldgico devido as diversas vantagens
citadas acima. Modelaremos o processo biologico em batelada. Este consiste em um
processo que transforma uma quantidade finitas de material (glicerol no nosso caso) em
subprodutos durante um periodo finito de tempo. Seremos mais especificos quando apre-

sentarmos o problema estudado neste trabalho.



2 DERIVADA FRACIONARIA

O Calculo Fraciondrio teve origem durante a formalizacdo, no século XVII, por New-

ton e Leibniz, do Célculo clédssico. Os registros datam de uma carta de Leibniz para

dn
atm

Em resposta a esta carta, I’Hospital perguntara o significado da notagdo para n ¢ N

I’Hospital, introduzindo a notac¢do <. que, supostamente, era vélida paran € N.
(14). Desde entdo uma série de novas defini¢des e resultados decorrentes foram obtidos,
cada uma, com suas peculiaridades e vantagens em certas aplica¢des (14). Como a res-
posta decorrente sao dependentes de tais definicdes e, consequentemente, a interpretacao
dos resultados também o sdo, nesse Capitulo nos deteremos a defini¢cdo da derivada de
ordem fraciondria segundo Riemann - Liouville e Caputo, pois hé interrelacdo entre estas
definicdes. Nosso objetivo é mostrar que a a escolha especifica da derivada de ordem
fraciondria segundo Caputo na Se¢do 2.2.1 € a mais adequada para descrever o modelo de
bioconversao de glicerol em 1,3 - propanodiol.
Antes disso, faremos uma breve introducdo ao Calculo Fraciondrio, que terd dois
propositos: motivar o assunto e introduzir as defini¢des necessdrias para o que segue.
Iniciamos relembrando um dos resultados fundamentais do Célculo classico: o Teo-

rema Fundamental do Calculo (15).
Teorema 2.0.1. (Teorema Fundamental do Cdlculo) Seja x : [a,b] — R uma fungéo

continua e seja X : [a,b] — R definida por

X(t) = /tx(s)ds, (D

entdo X é diferencidvel e X' = 1.

Demonstracao 2.0.2. A demonstracdo é bem conhecida e pode ser encontrada em deta-
lhes em (15).

O que podemos aprender com o Teorema Fundamental do Célculo € a relagdo entre
os operadores de diferenciacdo, que denotaremos aqui por D, e o operador de integracao,
que denotaremos aqui por .J, os quais assumiremos que estdo definidos em espacos de

fun¢des adequadas.
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Definicao 2.0.1. Por D denotaremos o operador que mapeia uma funcdo diferencidvel
em sua derivada, de forma que Dx(t) = z'(t).

Definiremos o operador J, com uma funcdo integrdvel num conjunto compacto em
sua primitiva centrada em a, de forma que J,x(t) = f; x(s)ds, para a <t <b.

Ainda, para n € N, usaremos o stimbolo D" e J' para denotar a n-ésima iterada de
D e J,, respectivamente. Assim, D" = DD com D' = D e J = Jan‘_l, com

Jh =],

Alguns resultados que seguem diretamente da defini¢cdo do operador de derivagdo e

de integracdo por isso ndo os demonstraremos, sao os seguintes:

Lema 2.0.3. Seja x uma funcdo integrdvel em [a,b]. Entdo, para qualquer a < t <b

temos que

Jla(t) = ;)'/ (t— )" 'a(s)ds. ()

(n—1
Sejam m > n, com m,n € N. Para qualquer funcdo x que possui n-ésima derivada

continua em [a, b] vale que
Dtz = D™ Jmng 3)

O desafio é generalizar o resultado acima, paran ¢ N. Com uma breve observagdo na
equacgdo (2) do Lema 2.0.3, notamos a necessidade de generalizar o fatorial. Isso € feito

com a fun¢do Gamma de Euler.

Definicao 2.0.2. A funcdo I' : (0,00) — R, conhecida como fung¢do Gamma de Euler, é
definida por

L(t) := /OO s'le %ds C))
0

Os resultados relevantes e necessarios para este trabalho sobre a funcdo Gamma de
Euler € apresentado no Apéndice A.1.
Nas proximas se¢oes apresentaremos algumas defini¢des interessantes sobre derivadas

de ordem fraciondrias que serdo utilizadas no restante do trabalho.

2.1 Derivada fracionaria Segundo Riemann - Liouville

A defini¢c@o da derivada de ordem fraciondria, segundo Riemann - Liouville, esté ba-
seada essencialmente no fato de a derivada ser a operacao “inversa” da integracdo. Em
outras palavras, a derivada de ordem fraciondria segundo Riemann - Liouville estabelece
que a derivada de ordem fraciondria € a derivada de ordem inteira de uma determinada

integral de ordem fracionéria.
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Primeiramente introduziremos duas definicdes e um teorema que serdo utilizados no

decorrer da dissertagdo.

Definicio 2.1.1. Seja 1 < p < oo. Denotaremos por Lya,b] o espaco de das fungbes p
integrdveis segundo Lebesgue : Lya,b] := {f : [a,b] — R; f é mensurdvel em |a,b] e

[P @) Pdt < oo} .

Teorema 2.1.1. (Teorema fundamental do espaco de Lebesgue) Seja x € Li[a,b], entdo
J.x € diferencidvel em quase toda a parte em [a,b] e D J,x = x também em quase toda a

parte em [a, b].
Demonstracao 2.1.2. Para detalhes sobre a demonstracdo (8, TeoremalB pag.10).

Definicao 2.1.2. Seja A" ou A™[a,b] o conjunto de fungoes com (n — 1) esima derivadas
absolutamente continua em [a, b], ou seja, as fungdes x para que exista (quase em todos
os lugares) a funcdo g € Li[a,b] tal que
t
V() = 27V (a) +/ g(s)ds.

Neste caso chamamos g n-ésima derivada “generalizada” de x e escrevemos g = (™.

Postos os resultados e definicdes logo acima apartir deste momento, abordaremos a
motivacdo da defini¢do da integral fraciondria, que surgiu através do seguinte conceito:
Seja z = I — R uma fungéo continua por partes no intervalo I := [0, 00) e integravel

em todo subintevalo de [0, c0). Denotamos por Jz(t) o seguinte operador integral

Jx(t) = /Otx(s)ds, (5)

e por

a composicado do operador J em k vezes.

Observamos que
t t s
J2x(t) = JJz(t) = / Jx(s)ds = / / x(€)deds.
0 0o Jo
Pelo Teorema de Fubini (10), obtemos:

J%z/ﬂt/osx(e)deds:/ot ([x(e)ds> de

_ / 2(e)(t — )de.

0
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Analogamente,

:(:—// (s—¢ dgds—// £)dsdé

=Aﬂ© e

Usando esse procedimento sucessivamente obtemos a seguinte expressao para a inte-

gral com o operador J"x:

t n—1
n,. __ (t B S)
Agora, utilizando a defini¢do da fungdo I'(n) e suas propriedades (A.1), podemos

escrever a integral (6):

"r = t—(t_s)n_lxs s—L t — §)" Lx(s)ds
o= [ et = o [ =artaois ™

Como a equagdo (7) € continua e bem definida para n € R, este fato acabou sendo a

motivacdo do surgimento da integral fraciondria segundo Riemann - Liouville.

Definicao 2.1.3. [Integral de ordem fraciondria segundo Riemann - Liouville] Dado n €
R, ex(t) € Lia,b]. O operador da integral fraciondria segundo Riemann - Liouville,

denotado por J, é dada por

Jha(t) = ﬁ / (t — 5)" 12 (s)ds 8)

onde a <t <b.

Exemplo 2.1.3. Seja o monémio x(t) = t", comt > 0e —1 < p < 0. A integral de t" é

dada por
£ (1)

g — -~ W)
IF'(p+n+1)

n € Ry. )
Demonstracéo 2.1.4. De fato, fazendo uma mudanga de varidveis u = 3, obtemos

JH = L /t(t — )" tstds = L /t "1 — f)n_ls"“ds
L'(n) Jo L'(n) Jo l

o o
= — "1 — )" (tu)*Mtdu = —— t"(1 — u)" trutdu
f e i = s [ )

s

= ) /01(1 — )" tutdu.

Reescrevendo a ultima integral utilizando as propriedades da funcdo Gamma (A.1),
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obtemos:
e e T nyr t" T 1
g = T B 1) = (n+ 1)) (p+1)
I'(n) 'm)T(p+1+n) D(p+n+1)
onde B(.,.) significa a fungdo Beta tal que B(n,m) = Fl,(?gi(g))

Definindo a fung¢do ®,, = %, parat > 0 e fazendo o produto convolugdo entre as

fungoes v e P, obtemos:

(P, xx)(t) = /0 D, (t — s)z(s)ds = /0 Wx(s)ds = J"x(t). (10)

Portanto, a defini¢do da integral pode ser interpretada como o produto de convolug¢do

entre as funcoes P, e x.

Teorema 2.1.5. Sejam n,m > 0, entdo temos que J"J™ = J" "™, Em particular vale a

propriedade comutativa J"J™ = J™J".

Demonstracao 2.1.6. Seja [ uma fungdo suficientemente suave. Pela equacdo (10) temos

(") (t) = Pp(t) * (1) (11)
Agora, vamos mostrar que

De fato,

o)) = [ = [

Seja u = %, temos:

(1) * (1) = % /0 (1 — w)™(ut)™ “tdu

7fn—l

— —F(n)F(m) /O (1 —w)" " u™ t"du

thrmf 1

= —F(n)F(m) /o (1 —w)" " u™ du.

Com a mudanca de varidvel © = 1 — u, obtemos

tn—i—m—l

D, (1) * D, (t) = W/I "1 —2)" .
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Multiplicando e dividindo por I'(n + m), obtemos:

t" I (n + m) !
D, (1) * P (t) = 1= 2)" 12
O 00l = Fo ey, <002
Considerando a fungdo Beta definida como B(n,m) = ngirzl)) = fo =1 —

x)™ Ydx e relacionando as fungées Beta e Gama (ver apéndice A.1), substituindo na

equagdo (12), encontramos:

tn-l—m—l tn—i—m—l
B =
I'(n +m)B(n,m) (n,m)

O, (1) % By (t) = = Bpm(t)  (13)

I'(n+m)
Portanto, considerando as equacoes (11) e (13), obtemos:

(J"T")(t) = Pp(t) * J"x(t) = $p(t) % Dpp(t) % 2(t) = Py (t) x 2(t) = (J"T"2)(2).

Agora apresentaremos outro exemplo sobre integral fraciondria, que servird como

base para resolver derivada fraciondria.

Exemplo 2.1.7. Seja x(t) = t. Entdo a integral fraciondria de ordem % de x é:

1 tBHID(141)  teT(2)
S T+i+1 TR

-
&

Sabendo que I'(2) =1 e I'(2) = 3‘f temos

4t

3/

Jit —

Ap6s compreender como se calcula uma integral de ordem arbritaria que € conside-
rada muito importante para resolu¢do da derivada fraciondria, definiremos logo abaixo a

derivada fraciondria segundo Riemann - Liouville.

Defini¢do 2.1.4. Sejan € R, x € A'[a,b] e m = [n]. Definimos o operador derivada

fraciondria segundo Riemann - Liouville de ordem n € R, denotado por D7}
Dy =D"J" "x. (14)

O préximo resultado garante sob quais condig¢des a derivada de ordem fracionaria

segundo Riemann - Liouville estd bem definida.

Lema 2.1.8. Seja z ¢ A'[a,b] e 0 < n < 1, entdo D"z existe em quase toda parte em
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a,b]. Além disso Dz € LP[a,bparal <p < e

Dyr(r) = - (11_ 5 ( (tx_(%n + / () (s — t)”dt) |

Demonstracao 2.1.9. Usando a definicdo da derivada fraciondria segundo Riemann -

Liowville e feA' temos

1 d [ o
ma/ax(s)(s—t) ds

- [ (s [ s -oa)
_m;—ndi(()/:s—t // )(u —t) ”dudt)
L (0 ),

Utilizando o teorema de Fubini (8) chegamos no seguinte resultado

Daa(t) = r(11— ") (<f_<a3>n + % / x/<“>%du) |

A declaragao integrabilidade é uma consequéncia imediata dessa representacdo uti-

Dlx(t) =

lizando os resultados cldssicos da teoria da integracdo de Lebesgue (21).

Teorema 2.1.10. Sejam ny,ny > 0, ¢ € Ly]a,b] e x = J"1"2¢. Entdo, temos que
DM DMy = DMy, (15)
Demonstracao 2.1.11. A demonstracdo segue os seguintes argumentos. Primeiro,
DM D"y = D™ D" J:1+n2¢ — Dfnﬂ(]a(nﬂ—mD[m]Ja(nﬂ—ng J;1+n2¢'

Considerando as propriedades do operador integral, obtidas no Teorema 2.1.5, obte-

mos que

DM D2y — Dfm]JMﬂ—mDﬁlﬂﬂ"ﬂergb _ DfnﬂJﬁﬂ—mDMz]J(n21—n2(]n1¢.

Segundo (8) esse resultado é equivalente a:

DM Dr2g = piml jinl=n jm g — piml jimlg,
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Utilizando novamente as propriedades do operador integral, temos
DDl x = ¢
o que implica na demonstracdo de que D™ 121 = ¢.
Teorema 2.1.12. Seja n > 0. Para cada x € Ly |a, b|, temos
Dl Jl'x = x.
Demonstracao 2.1.13. Usando propriedades de integragdo e o Teorema 2.1.5, obtemos:
Dl Jlx(t) = D™ I x(t) = D™ J M e(t) = ().

Teorema 2.1.14. O operador de diferenciacdo fraciondria é linear. Em outras palavras,

sejam x; e Ty funcdes em Alla, b e ci, ¢y € R entdo
DZLL(ClIl + CQJIQ) = (ClDZJZl + CQ.DZIQ).
Demonstracao 2.1.15. Segue imediato consequéncia da defini¢do de D7

Abaixo apresentaremos alguns exemplos simples de derivada fracionéria segundo Ri-
emann - Liouville que servirdo de motivacao para determinar o tipo de derivada de ordem

fraciondria que utilizaremos em nosso problema.

Exemplo 2.1.16. Seja x(t) = 1 (fungdo constante), entdo a derivada fraciondria segundo

Riemann - Liouville de ordem % é:

Di(1) = D'[J3(1)] = D [%t%ﬂ .

3

DE(UZD[S;;&} ZD[(QPI :Dk;;] :\/%#0 parat # 0.

Observacao 2.1. A derivada de ordem fraciondria segundo Riemann - Liouville de uma
constante ndo é nula, isso implica que essa derivada ndo pode ser considerada como
uma taxa de variag¢do. Além disso, como veremos abaixo, na modelagem de problemas
de valores iniciais, as condigoes iniciais ndo necessariamente possuem uma interpretacdo
do ponto de vista biolégico. Decorrente a esses fatos ndo utilizaremos essa definicdo na

modelagem do problema de bio-conversdo que investigaremos nesta dissertagdo.
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Exemplo 2.1.17. Seja x(t) = t* entdo a derivada fraciondria segundo Riemann - Liou-

ville de ordem % é:

5
Dtgt2 — D2 |:J%t2:| — D2 F(Q—i_l) t?-‘r% —_ D2 F(3)t2 .
r2+L+1)

Como, T'(3) =2eT () = 15§/7?, temos:

5 5
3 22 16t2 At
D2t? = D? = D? = .
t [—f ] [W?] VT

N|=

2.2 Derivada fracionaria Segundo Caputo

Vimos na secdo anterior que, segundo Riemann - Liouville, a derivada fracionaria
¢ a derivada de ordem inteira de uma integral fraciondria. Nesta secdo apresentamos a
defini¢cdo da derivada fraciondria segundo Caputo que € bastante similar a de Riemann -
Liouville, porém invertendo a ordem de integracao fraciondria com a ordem da derivagao.

Em outras palavras,

Definicao 2.2.1. [Derivada de ordem fraciondria segundo Caputo] Sejan € R, x €
A'la,b] e m = [n]. O operador D", é definido por

Diz=J""D"x (16)

para qualquer D™z € Li[a,b] em que D™ denota o operador da derivada fraciondria

segundo Caputo de ordemn € R .

Os proximos resultados garantem sob quais condi¢des a derivada de ordem fraciondria

segundo Caputo estd bem definida.

Teorema 2.2.1. Sejamn > 0, m = [n] e x € A™[a,b]. Entdo

ﬁgx = DNz — Ty_1[x;a]),
onde T,,_1|z; a] € o polindmio de Taylor de grau m — 1 para x.
Demonstracao 2.2.2. Para detalhes sobre demonstragdo veja (8, Teorema 3.1 pg.50).
Definicao 2.2.2. Sejamn > 0em = [n]| e x € A™|a,b]. Entdo,

DI x = Dz — T, _1|x; al). (17)

O operador D7, é chamado de operador diferencial de Caputo de ordem n.
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Demonstracao 2.2.3. Note que, no caso don € N a afirmagdo é trivial. S6 teremos que
analisar o caso n ¢ N. Neste caso, consideraremos m como o primeiro inteiro tal que

m > n. Assim, temos que

D2 — Tl a))(t) = D™ 7" (2 = Ty [ ) (1)

— i | S (o) - Taalmd o)t

Primeiramente, faremos a integracdo, a qual resulta em

/a ) F(m;(x(t) T a)(8)(s — )™t =

_n)

1 m—nlt=s
_ m[(x(t) — Tona[z;a](8)) (s — )" 7,5

T m / (Dalt) — DT [o; a)(8))(s — £ 7.
Notemos que o termo da primeira equacdo acima é zero. Assim
JMx — Tpi[z;a]) = T " D(x — T, 1[z; al) .
Repetindo este processo um niimero total de m vezes resulta em
J 2 — Tpyi[z;a)) = J " D™(x — T, _1[x;a]) = T ™" D™ (2 — T),_1|7;a]) .
Notamos que D™T,, 1|x;a] = 0 porque T,,_1|x; a] é um polinémio de grau m — 1. Logo
JMN e — Tz a]) = VT " D™

Segue agora do Teorema 2.2.1 que

D"(x — Thy[x;a]) = D™J"J™ " D™y = J""D™y = D"z

Lema 2.2.4. Sejam n > 0 e m = [n]. Supondo que x seja uma fungdo de tal modo que

ambos D7 x e D7 x existam. Entdo,

m—1
n n D*z(a)
DLt =Div =3 T 1y

k=0
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Demonstracao 2.2.5.

Dre(t) = D — 3 28 pa(— gy

O préximo resultado estabelece a relacdo entre a derivada de ordem fraciondria de

Riemann - Liouville e de Caputo.

Lema 2.2.6. Assumindo as mesmas hipoteses do lema anterior, temos:
n.. __ n
Dix =D} x

se e somente se x possui m derivadas nulas em um dado ponto a e D¥z(a) = z(0) se
k=0,1,...,m— 1.

Demonstracao 2.2.7. Para detalhes sobre demonstracdo veja (8, Lema 3.4 pg.53).

Teorema 2.2.8. Se x for continua e n > 0, entdo

D? J'y = x.

*a~ a

Demonstracao 2.2.9. Assumindo que ¢ = J}x e utilizando o Teorema 2.1.5, temos
D*¢(a) = 0 para k = 0,1,...,m — 1. Considerando agora o lema anterior e o Te-

orema 2.1.10, temos que

D J'x = D" ¢ =D'¢=D"'J'z = .

*a~ a

Lema 2.2.10. Seja z ¢ C*[a,b], a < bek € N. Sejamn,e > 0 tal que existe | € N com
I<ken,n+eell—1,l entdo

5 n o n+e
D*aD*ax - D*a Z.

Demonstracao 2.2.11. Para detalhes da demonstracdo veja (8, Lema 3.13 pg.57).

Provaremos a seguir que, como a derivada de ordem fraciondria de Riemann - Liou-

ville, a derivada de ordem fraciondria segundo Caputo € um operador linear.

Teorema 2.2.12. Sejam as fung¢des x1, x5 : [a,b] — R, onde D} xy e D, x5 existem em

a

quase toda parte e c1,co € R, entdo

n n n
D2 (erzy + coxe) = 1 Dy xy + co DY xo.
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Demonstracao 2.2.13. Essa propriedade e a linearidade do operador diferencial fra-

ciondrio é uma consequéncia imediata da defini¢do de D?,.

Abaixo apresentaremos alguns exemplos de derivada fracionéria segundo Caputo que
servirdo para determinar o tipo de derivada de ordem fracionéria que utilizaremos neste
trabalho.

Exemplo 2.2.14. Seja x(t) = 1 (funcdo constante), entdo a derivada fraciondria segundo

Caputo de ordem % é:
1 1 1
DZz,(1) = J2(D'(1)) = J2(0) = 0.

Observacao 2.2. A derivada de ordem fraciondria segundo Caputo de uma constante
é nula. Portanto, esta derivada faz mais sentido para modelar dindmicas de valores
iniciais, uma vez que, se a dindmica independe de t, entdo a derivada é nula. Por isso

esse é o melhor método para utilizarmos em nosso problema.

Exemplo 2.2.15. Seja x(t) = t?, entdo a derivada fraciondria segundo Caputo de ordem

é:

N

DA(E) = (D) = 1h) = T = T

De fato, I'(1) =1eT'(2) = \/TE logo

N

3 2t 4/t
D2 [#] :_:l.
£

2.3 Analise do método de Riemann - Liouville e Caputo

Nessa secao analisaremos como funciona um problema de valor inicial com a derivada
arbitraria segundo Riemann - Liouville e Caputo, com o objetivo de verificar qual derivada
fraciondria melhor se aplica no nosso sistema. Nao demonstraremos os resultados nesta
secdo, mas usaremos as consequéncias de tais resultados como o argumento bdsico da
escolha da derivada de ordem fraciondria segundo Caputo para modelar o problema de

interesse. Esta andlise é baseada nos seguintes resultados:

Teorema 2.3.1. Sejamn > 0,n ¢N, m = [n], k>0, h*>0eby,...,b, € R Seja
s . * s m—n m bpt™k
G={tr) e R :0<t<h xeRset=0e|t :B—Zk:lmkk‘
caso contrdrio }. Supondo que a funcdo [ : G — R é continua, limitada e Lipschitzina
em relacdo a segunda varidvel, ou seja, existe uma constante L > ( tal que, para todo

(t,x1), (t,z2) € G, temos

[F(t,21(8)) — [t 22(8))] < Llaa(t) — 22()] (18)
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Entdo a equagdo diferencial
Dyx(t) = f(t,x(t)) (19)
com as condi¢oes iniciais

D Fx(0)=b, (k=1,2,...,m—1), lim JJ"2(2) = by, (20)

z—0+

possui uma tinica solu¢do x que é uma fungdo continua definida em (0, h] com

= m{h i (mﬂ;m)%}

onde M := supu.ycc | f(t,2) | e h é um niimero positivo arbitrdrio que satisfaz a
seguinte restricdo
1
~ F'2n—m+1)\"
h < . 21
(F(n—m+1)L> @

A demonstracdo é similar a demonstracdo de existéncia e unicidade para EDO’s de
ordem inteira. Para detalhes veja (8, Capitulo 5). Assim como no caso cldssico, a
demonstracdo passa por transformar o problema na sua forma integral e serd enunciano

no préximo lema.

Lema 2.3.2. Suponha h > (0 e as hipoteses enunciadas no Teorema 2.3.1 . Entdo, © €
C(0, h] € uma solugcdo da equagdo diferencial (19) - (20) se e somente se é uma solugdo

da equagado integral de Volterra

- bktn_k 1 ¢ n—1
z(t) = ZF( RV /0 (t —s)" "1 f(s,2(s))ds. (22)

Observacao 2.3. Nesta observagdo, argumentaremos por que o uso de derivadas de or-
dem fraciondria segundo Riemman - Liouville ndo é o mais adequado para a modelagem
de sistemas em batelada. De fato, ao observar a equagdo da integral precebemos porque
a solugdo x é continuo no intevalo semi-aberto (0, h| e ndo no intervalo fechado [0, h|.
Se x fosse continuo ao longo de [0, h|, entdo, o lado direito da equagdo (22) também

deveria ser continua em [0, h]. Tendo em consideracdo a defini¢cdo de m, podemos fa-

. n—k - .
cilmente ver que as parcelas do ;" % sdo de fato continuas em [0, h| para
k=1,2,...,m — 1. No entanto, o termo (k = m) ¢é limitado quando x — 0, haja

visto que m > n, comn ¢ N a menos que b, = 0.

Agora estudaremos teoremas e lemas fundamentais para existéncia de solugdes para

o problema de valor inicial com derivadas fraciondrias segundo Caputo.
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Definicao 2.3.1. O problema de valor inicial com derivada fraciondria segundo Caputo

€ escrito da seguinte forma:

Dipx(t) = f(t, (1)), (23)

com as condigoes iniciais
DFz(0) =2,  k=0,1,....m—1 24)

onde operador diferencial de ordem fraciondria segundo Caputo é D7}, como definido na
Secdo 2.2.1.

Teorema 2.3.3. Sejam 0 < nem = [n], (z3,... ,xém_l)) € R, k>0eh" > 0. Seja

G = {(t,z): t € [0,h"], |z — Zakn:—ol t';_ff'c?’ < k}. A fungdo f - G — R é continua,
M := sup,z calf(t, z)]e

h* se M =0,
h = ! (25)

min{h*, Wz} caso contrario.
Entdo, existe uma funcdo x € C|0, h| solugdo o problema de valor inicial definido
(23)-(24).

Lema 2.3.4. Nas mesmas hipdteses do Teorema 2.3.3. Temos que x € C[0,h| é uma
solugdo do problema de valor inicial (23) - (24) se e somente se é uma solucdo da equagdo

integral de Volterra ndo - linear do segundo tipo

—tw, 1 net
x(t) = ZWO +m/0 (t — s)" L f(s,x(s))ds (26)
k=0

onde m = [n].

Observacao 2.4. Usando a observacdo 2.3 e usando os Lemas 2.3.2 e 2.3.4, podemos
comparar o comportamento das solucoes de equagoes diferenciais fraciondrias segundo
Caputo com as de Riemann - Liouville. Ao fazer isso descobrimos que o problema de
continuidade na origem encontrado para Riemann - Liouville ndo ocorre para Caputo.
Pelo contrdrio, verificamos que a continuidade da funcdo f implica na continuidade da

solu¢do x durante todo intervalo fechado [0, h).

Observacgao 2.5. Se olharmos para equagdo (26) para algum n € (0,1] e para dois

valores diferentes de t, digamos t, e to com t; < t,, e subtrairmos a segunda destas
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equacoes pela primeira, obtemos que:

2(ts) — a(ty) = ﬁ / "t — 5" (s, 5(5))ds
I ne1
- m/o (t1 —s)" " f(s,2(s))ds
1 " (= )" f(s, x(s))ds
:W/o [(t2 — 5)"" = (1 — 8)" '] f (s, 2(s))d
1 f2 _—
+ fn)/t1 (ta —s)" 7 f(s,2(s))ds. 27

Agora, vamos considerar o caso cldssico (ndo - fraciondrio) onde n = 1. Se anali-
sarmos o lado direito da equacdo (27) ela vai ser zero e, portanto, a integral toda desa-
parece. Entdo esta equagdo implica que (1) é a solugdo de nosso problema de valor
inicial dado (23) - (24) no ponto x(t,) e, em seguida, nés podemos calcular a solugdo
em ty com ty > ty exclusivamente com base em x(t1) e a fungcdo f. Ndo precisamos
usar qualquer informag¢do em x(t) parat € [0,t1). Esta observagdo é apenas outra
maneira de expressar a localidade de ordem inteira do operador diferencial. Este é a
base de quase todos os métodos numéricos cldssicos da solucdo de equagées diferenci-
ais de primeira ordem. Também é fundamental para a modelagem matemdtica de muitos
sistemas na Fisica, engenharia e outras ciéncias porque ele afirma que isso é suficiente
para analisar o estado da primeira ordem de um sistema em um ponto arbitrdrio na hora
de calcular o seu comportamento no futuro.

Quando analisamos o caso fraciondrio 0 < n < 1 a situacdo é fundamentalmente
diferente. Nesse caso a primeira integral do lado direito da equacdo (27) ndo desaparece.

Portanto, sempre que queremos calcular a solugdo x(to), em algum momento t, é ne-
cessdrio considerar o que acontece no ponto inicial 0 e levar em conta toda a informag¢do
até o ponto de interesse to. Isso reflete a ndo - localidade dos operadores diferenciais
segundo Caputo. Obviamente, essa observagdo tem uma influéncia substancial sobre a
constru¢do de métodos numéricos para tais equagoes. Além disso, para a modelagem de
um sistema de ordem fraciondria, com fenémenos reais, interpretarmos o termo que nao
se anula como um termo que descreve sistemas com memdoria. Claro que as derivadas

segundo Riemann - Liouville sdo ndo locais também.

Observacao 2.6. Como afirmado na observagdo anterior, a equagcdo (27) tem um grande
impacto sobre a base tedrica para os métodos numéricos para equagoes diferenciais fra-
ciondrias. O método padrdo geralmente funciona corretamente mas, muitas vezes, ndao
faz o uso de todo o poder desta equagdo, pois o mesmo termo entre pardanteses no lado
direiro da equagdo (27) ndo é nulo, ele vai ser muito pequeno em magnitude em determi-
nadas situacoes (por exemplo se tq e ty sdo suficientemente grandes em compara¢do com
t2 — tl)
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Quando analisamos o problema de valor inicial com derivadas fraciondrias percebe-
mos que o método de Caputo € mais adequado para aplicacdes em sistemas biologicos
que Riemann - Liouville visto que a derivada de uma constante € nula. Além disso, as
condicdes iniciais em sistemas de EDO’s fraciondrias dependem de condi¢des que sao fi-
sicamente interpretaveis. Mesmo que derivadas de ordem fraciondria segundo Riemann -
Liouville seja bem posto (existéncia e unicidade de solugdo), depende de condicdes inici-
ais que nao necessariamente possuem uma interpretacdo do ponto de vista biol6gico (8).
Logo, para modelar o problema de conversdo de glicerol em 1,3 - propanodiol utilizare-

mos a derivada fraciondria segundo Caputo.

2.4 Boa colocacao para sistemas de equacoes diferencias fracinarias

segundo Caputo

Nesta secdo estudaremos resultados de existéncia, unicidade e dependéncia continua
dos dados iniciais (boa colocacdo segundo Hadamard) para sistemas de equagdes com
derivada de ordem inteira e de ordem fraciondrias. Nosso objetivo é garantir resultados
suficientes com respeito a boa colocacio do sistema de EDO’s de ordem fraciondria que
modelam o problema que estudaremos.

A ideia € fazer um paralelo com o problema envolvendo derivadas de ordem n nao

inteiras que serdo apresentadas posteriormente. Em particular, para n = 1 temos:

Definicao 2.4.1. (Problema de valor inicial ou Problema de Cauchy) Seja U contido em
I x E onde I é um intervalo ndo degenerado da reta e E é um espaco vetorial normado
completo. Seja a funcdo f : U — E uma aplicagcdo pelo menos continua. Fixado um
par (to, o) € U, chamado problema de valor inicial (PVI) para a equagdo diferencial
ordindria dada por f ou de problema de Cauchy associado a f com valor inicial (t, o)

ao problema definido formalmente por:

(28)
x(to) = Xop-

Nosso proximo passo € definir o que entendemos por uma solu¢do do problema de
Cauchy (28).

Definicao 2.4.2. Uma fungdo ¢ : I — E ( onde I é intervalo ndo degenerado da reta
contendo ) é uma solucdo do problema de Cauchy dado por f com valor inicial (tg, o)

se o satisfaz a equagdo (28) e p(to) = xo.

Nossa proxima definicio é uma condi¢do suficiente para garantir resultados de

existéncia e unicidade para o problema de Cauchy apresentado na defini¢ao 2.4.1.
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Definicao 2.4.3. (Condicdo de Lipschitz) Seja f : U — E uma funcdo definida em um
conjunto aberto U C I X E, onde I e E sdo como na defini¢cdo 2.4.1.

Dizemos que [ satisfaz a condi¢do de Lipschitz com relacdo a segunda varidvel, se
existir uma constante L > 0 tal que |f(t,y) — f(t,2)| < L|y — z| para quaisquer (t,y),
(t,z) € U.

O préximo teorema garante que, se f € Lipschitiziana com rela¢do a segunda varidvel,

entdo o sistema de EDO’s (28) possui uma tunica solucao.

Teorema 2.4.1. Seja f : U — R™ uma aplicagcdo continua, aberto U C R"™'. Se
[a,b] x R" C U e f ¢ lipschitziana em [a,b] x R". Entdo, para quaisquer ty € [a, ]
e rog € R", existe uma tnica solu¢do do problema de valor inicial definida no intervalo
[a, b).

Demonstracao 2.4.2. Esta demonstragdo é bem conhecida da teoria de EDO’s e a ma-
neira cldssica de provar este resultado é escrever o problema como uma equacdo de

Volterra e provar que o operador associado possui um tinico ponto fixo (9, Teorema 10.2
pg. 382).

Lema 2.4.3. (Dependéncia continua dos dados iniciais) Consideremos f; : U — R"
uma sequéncia de aplicagoes continuas definidas em U C R X R", com f; — [
uniformemente em subconjuntos compactos de U. Dada uma sequéncia (t;,x;), com

(tj, ;) —> (to, xo), se o problema de cauchy

(Cil_f = fk(tvx)

(29)

possui solugdo maximal vinica @y, em Jy, entdo V[a,b|] C Jy, existe ky = ko(a,b) > 1 tal

que j > ko = J; D [a,b] e pi|a, b] — wola, b] uniformente.

Demonstracao 2.4.4. A demonstracdo (6, Lema 3.11 pg. 58).

2.4.1 Resultados de Existéncia, Unicidade e dependéncia continua dos dados inici-

ais para EDO’s com derivadas de ordem fracionarias

Nesta subse¢do apresentaremos as condi¢Oes necessarias e suficientes para obter re-
sultados de boa colocagdo para o modelo com derivadas de ordem fraciondria segundo

Caputo.

Definicao 2.4.4. Um problema de valor inicial com derivada fraciondria segundo Caputo

é definido da seguinte forma:

Dipx(t) = f(t, x(t))

k _ (k) _ (30)
DFz(0) =z, k=0,1,...m—1.
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onde operador diferencial de ordem fraciondria segundo Caputo é DY, esta definido no

Secdo 2.2.1 e D*x(0) é a condigdo inicial.

Nosso primeiro resultado desta secdo vai em direcdo a provar existéncia de uma
solu¢cdo do PVI (30). Neste sentido, temos que formalizar o que entendemos por uma
solucdo do PVI (30).

Lema 2.4.5. Dadas as mesmas hipdteses do Teorema 2.3.3. Entdo, v € C|[0,h] é uma
solucdo do problema de valor inicial (30) se e somente se essa solucdo é solucdo da

equacdo integral de Volterra ndo-linear do segundo tipo

m—1 ,p t
x(t) = Z %xék) + ﬁ/ﬂ (t—8)" 1 f(s,2(s))ds 31)
k=0

onde m = [n].

Demonstracao 2.4.6. Primeiramente definimos z(t) := f(t,x(t)). Notemos que dadas
as hipoteses sobre x e f temos que z € C|0,h]. Em seguida, usando a definicdo do

operador diferencial do Caputo reescrevemos a equacdo:

2() = J(t,2(t)) = Dlya(t) = D — T [a; 0)) (1)
— D" (= T [ 0)) (1),

Uma vez que estamos lidando com fungées continuas, podemos aplicar o operador

J§' em ambos os lados e encontrar
Jo'z(t) = Jo" " (@ = Tona [ 0]) () + q(2)

com q um polinomial de grau ndo superior a (m — 1). Como z é continua, a fungdo Ji'z
no lado esquerdo da equagdo acima tem um zero de ordem m na origem. Além disso, a
diferenca x — T,,_1[x; 0] tem a mesma propriedade por construcdo e, portanto, a funcdo
JO (@ — Ton—1[z; 0]) no lado direito da nossa equagdo tem um zero de ordem m na
origem também. Assim, resta que o polinémio q tem a mesma propriedade e podemos

entdo deduzir imediatamente (desde que seu grau ndo seja superior m — 1) que:
Jo'=2(t) = Jo" " (@ = T [; 0]) (8).

Agora aplicando o operador de Riemann - Liouville Dy " para esta equagdo dedu-

zimos que

x(t) — Tp1[z;0](t) = D "I 2(t) = DIy "I (1)
= DJyt"z(t) = Jg=(t).
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Recordando as defini¢oes e que T, € o polindmio de Taylor em [x; 0], obtemos que é
uma condi¢do necessdria para x ser solucdo do problema (30) satisfaz a equagdo integral

de Volterra.

O resultado abaixo € uma adaptacao do classico Teorema de Peano (6) para sistemas

de EDO’s de ordem inteira. Seguiremos os passos apresentados em (8, Teorema 6.1
pg.86).

Teorema 2.4.7. (Existéncia) Sejam 0 < n, m = [n], 20,.... 25" € R k > 0,

W>0eG:={(t,x):t € [0,h], ]z — 31 tl;—fg| < k}, sendo a funcdo f : G — R

continua, M := sup ) calf(t z)| e

h* se M =0,
h = (32)

1
man{h*, % "} caso contrario.
Entdo, existe uma fungdo x € C|0, h] que resolve o problema de valor inicial definido

(30).

Demonstracao 2.4.8. No caso em que M = 0, temos que f(t,z) = 0 para todos (t,x) €
(k)
G. Portanto, a fungdo x : [0,h] — R definida por z(t) = S 7" %k!tk

¢ solugdo do
problema de valor inicial (30).
Assim, apresentamos o polinomio I’ que satisfaz as condicoes iniciais, tal que

m—1

T(t) := _!xg@ (33)

~

e o conjunto U = {x € C[0,h] :|| # — T ||o< K}. E evidente que U é um subconjunto
fechado e convexo do espago de Banach de todas as fungdes continuas em [0, h], com
a norma de Chebyshev. Portanto, U também é um espaco de Banach (18). Como o
polinémio 'T' é um elemento de U, vemos também que U ndo é vazio. Sobre este conjunto

U, definimos o operador A por

(Az)(t) :=T(t) + L /t(t —8)" L f(s,2(s))ds. (34)
I'(n) Jo
Usando esse operador, a equagdo cuja solvabilidade precisamos provar pode ser re-
escrita como v = Ax.
E assim, a fim de provar o nosso resultado desejado de existéncia, temos que mostrar
que temos um ponto fixo. Vamos, portanto, proceder por investigar as propriedades do
operador A mais de perto.

Afirmagdo 1: Ax € U para qualquer x € U.
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De fato, seja 0 < t; <ty < h, entdo:

(40)(0) = (A1) = | [ (0= o oot = [t sl
= ol [ = =)l
b [t 9wt

< % ( / (5 (s — s / (t2 - s)’“ds) -

Note que a segunda integral no lado direito da equacdo acima tem o valor W

Para a primeira integral, olhamos para o os trés casosn =1, n < 1 en > 1, separada-

mente.

Para n = 1, o integrando é identicamente nulo, e, portanto, a integral tem o valor

zero.

Paran < 1, temosn — 1 < 0 e, portanto, (t; — s)"~ 1 > (t; — s)"~L. Assim,

/£1|(t1"5)”1"<t2-8)”1|ds:= /ﬁl((tl—-s)n1“(t2——8)"1)d5

1
= —(t% — 7 to — )"
n(1 o+ (ta —t1)")

1
< —(ts—t)".

3

Finalmente, se n > 1 entdo (t; — s)"~ ! < (t, — s)" ! e, portanto,

/0 1 |(tr = )" = (t2 = 5)"'|ds = /0 1((152 — )"t = (ty — s)" )ds

1
= — (=t} +ty — (ta —t1)")

_3

< (g = 1)

3

Da combinacgdo destes resultados, obtemos:

|(A$)(t1) _ (Ax)(t2)| é F(n+1)( 2 1) se n , (35)
(n+1)((t2 — )"+t — 1Y), se  n>1

Em ambos os casos, a expressdo do lado direito de (35) converge para 0 quando

to — t1. Isso é suficiente para provar que Ax é uma fungdo continua. Além disso, para
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r € Uet € |0,h] vale que

(Az)(t) - T(t)| = ﬁ\ / (t — sy f(s,2(s))ds

1 n

NCED
1 n

Strp™”
1 kI'(n+1)

ST

= K.

Assim, acabamos de mostrar que Ax € U para todo x € U.

Como nossa intensdo é aplicar o teorema de ponto fixo de Schauder, ver no apéndice
A.3.2, tudo o que nos resta agora é mostrar que A(U) := {Au :u € U} é um conjunto
relativamente compacto. Isto pode ser feito por meio do Teorema de Arzela - Ascoli
definido no apéndice A.3.3. Agora vamos a demonstracdo deste fato. Para cada z €

A(U), descobrimos que, para todos t € [0, h),

()] = [(Az) (1)

1 t
< Too—l——/ t—s)"Yf(s,x(s))|ds
1T ] ) 0( )" (s, 2(s))]
1
< T oo +=————MA"
1T ] T D)

desta forma, provamos a limita¢do do conjunto A(U).

Para provar a continuidade do conjunto A(U), vamos considerar novamente os trés
casos. Claro que paran € N, o resultado segue diretamente pelo Teorema de Existéncia

para EDO’s cldssico.

Se especificarmos, 0 < t; < ty < h, encontramos o cason < 1 que

oM .
|(Az)(t1) — (Az)(t2)] < m(b — )"
Assim, para |ty — t1| < 6, temos
(Ar)(1) = (As) a2)| < 2™

Observando que a expressdo sobre o lado direito é independente de z, t, e to, vemos

que o conjunto A(U) é continuo.

Para o caso em que n > 1, podemos usar o Teorema do Valor Intermedidrio (ver
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apéndice A.3.4) para obtermos que

(AD)(h) — (A2)(£2)] < (b — )" + 2 — 1)

S T(n+1)

= %((h — )"+t — t)§")

< Fpy = )" +nlta = 1))
para algum & € [t1,ts] C [0, h]. Portanto, mais uma vez, se |to — t1| < 6, entdo

|(Az)(t) = (Az)(t2)] < (6" +noh™ ). (36)

I'(n+1)

Novamente, o lado direito é independente de x, t, e to, provando assim a continuidade
do conjunto A(U). Usando o Teorema de Ascoli-Arzeld (A.3.3), em qualquer um dos
casos, concluimos que A(U) é relativamente compacto. Portanto, pelo Teorema de Ponto
Fixo de Schauder (8), obtemos que o operador A tem um ponto fixo. Por construgdo, um

ponto fixo de A é uma solucdo de nosso problema do valor inicial (30).

Notamos que, se 0 < n < 1, entdo o conjunto GG definido no Teorema 2.4.7 € o
retingulo (hiper-retangulo) G = [0, h*] x [2(9) — K, (%) - K. Agora iremos fazer alguns
exemplos de derivadas fraciondrias segundo Caputo com a fun¢do (33) e apds faremos

uma observacgado sobre essa fungao.

Exemplo 2.4.9. Seja x(t) = > ;" 01 xok) ’];, Entdo a derivada fraciondrio segundo Caputo

de ordem n = % ézero?

De fato se n = % entdo m = 1. Se substituirmos o valor de m em x(t), obtemos:

1-

S BT S

k= k=0

Portanto, fazendo a derivada fraciondria segundo Caputo:
D2,(0) = J2(D'(0)) = 0.

Exemplo 2.4.10. Seja z(t) = ;”:_01 xék)%. A derivada fraciondria segundo Caputo de

ordem % é zero?

Sen = % entdo m = 2. Se substituirmos o valor de m em x(t), obtemos:

1

ixo a Z

k=
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Portanto, fazendo a derivada fraciondria segundo Caputo:

3 1 tk 1 tk
5 k 3 k 3
DY xf )H = J:(D*) )H) = J2(0) = 0.
k=0

k=0

Observacao 2.7. Percebemos através desses exemplos que a derivada de ordem fra-

. .. - _ E o,
ciondria segundo Caputo de ordem n da fungdo x(t) = Zl:ol xék) 2—, é sempre nula.

O préximo resultado € para garantir a unicidade de solucdo para o PVI (30). A
demonstracao € muito parecida com a demonstragcdo do caso de derivadas de ordem intei-

ras.

Teorema 2.4.11. (Unicidade) Seja0 < nem = [n], 2", 20" € R k>0e

h* > 0. Definido G no Teorema 2.4.7 e a funcdo f : G — R satisfazendo a condicdo de
Lipschitz em relacdo a segunda varidvel dada na definicdo (18) com a constante L > (
independente de t , 1 e x5. Para h como no Teorema 2.4.7, existe uma uinica fun¢do

x € C|0, h] solugdo do problema de valor inicial (30).

Demonstracao 2.4.12. Considere o polinomio T definido em (33) e o operador A definido
em (34). Ainda, lembremos que o conjunto U = {x € C[0,h] : ||z —T||oc < K} € nao -
vazio, convexo e fechado. Agora temos que provar que A tem um tinico ponto fixo. A fim
de fazermos isso, primeiramente provaremos que para cada j € Ng, paratodot € [0, h]

e para todo x,x € U, vale que

(Lt")

Alg — Az < — 7
” HLOO[O,t] >~ F(l —i—nj)

|2 = || Lo j0.)- (37)

Isto pode ser feito pelo método de indugdo. No caso j = 0, a afirmagdo é trivialmente

verdadeira. Se utilizarmos esse método para j — 1 — j, obtemos

| iz — A3 1. 0y = AN 2) — AL B Lo
1

= msupogugt | /0 (w—38)""[f(s, A x(s)) — f(t, AV Z(s))]ds | .

Usando agora que f é Lipschitz continua com rela¢do a segunda varidvel e a hipotese
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de indugdo, temos

. A L w A .
A7z — AVZ|| Loy < —Supo<w<t/ (w — 8)" AT a(s) — ATTHE(s)|dt
0

L'(n)

< i /t(t — s)”_lsupogwgs\/lj_lx(w) — Aj_liz(w)]ds
L'(n) Jo '

< - ' /t@ — 8)" " supgc e (w) — E(w)||ds
L) +n( =1)) Jo

7 s .
< v i {— sy
T g =T v () )l [ (=) ;

L o 3 T(n)T(1+n(j—1))
T(n)L(1+n(j—1)) Loopo.r T'(1+ nyj)

.

Como t € [0, h], podemos reformular a estimativa acima em todo o intervalo |0, h],
obtendo

4 , (Lh™)? N
Alx — A7 L ——=|z— .
|42~ Ao < e = Tl
Definindo o; = F((Ll}ﬂ;) temos que a série ;O:O aj € a representagdo em séries de

poténcias da fungdo de Mittag-Leffler Ex(Lh™) (ver o Apéncice para maiores detalhes
A.2). Portanto, converge uniformenente. Assim, o operador A satisfaz as hipdteses do
Teorema de Ponto Fixo de Weissingr’s (A.3.1) com «; definido acima. Logo, existe uma
tinica solugdo do PVI (30).

Logo abaixo estudaremos a dependéncia continua das derivadas fraciondrias através
de lemas e teoremas. Primeiramente lembraremos que assumiremos nessa se¢ao que x €

a solugdo exata do PVI, onde o problema de valor inicial € definido (30).

Lema 2.4.13. Sejam n,T,e1,60 € Ry e : [0,T] — R uma funcdo continua que

satisfaz a seguinte desigualdade

5(1)] < el+%/o (t— )" |6(s)|ds

paratodot € [0,T). Em seguida

6(t)] < e1Bn(eat™)

parat € [0,T). Onde, E, denotada como a fungdo Mittag - Leffler de ordem n (ver o
Apendice na defini¢cdo A.2).

Demonstracao 2.4.14. Sejam ¢35 > 0 e a fungdo O(t) := (g1 + €3) E,(e2t™), obtida apli-

cando o Teorema A.2.5 e usando a linearidade do problema de valor inicial considerando
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a funcdo ® a solugcdo do problema de valor inicial
Di®(t) = e29(t)

onde ®(0) = &, +e3 e D*®(0) = 0 para k = 1,2,...,[n] — 1. Considerando o
Lema 2.4.5 podemos deduzir que @ satisfaz a equagdo

t
O(t) =1 + 5+ %/0 (t — s)" LD (s)ds.
Pela suposicdo sobre a fungdo 0, descobrimos que |0(0)| < &1 < &1 + e3 = ®(0).

Pela continuidade das funcdes envolvidas podemos deduzir que |6(t)] < ®(t) para
todot € [0,n] comn > 0. Para provar que a desigualdade se mantém ao longo de todo
o intervalo [0, T, denotamos ty como o menor niimero positivo com a propriedade que
|0(t0)| = D(to). Entdo, para 0 < t < to temos |6(t)| < D(t) e portanto,

i / (t — )" [6(s)ds

€9

W/o (to — 8)" ' ®(s)ds

to
€2 n—1
— to — P(s)d
<81+€3+F<n)/0 (0 S) (S) S

|0(t0)| < &1+

<é+

= B(ty).

Note que a igualdades ndo pode ser verdade, tendo em conta a escolha de t,. Assim,

a suposicdo deve ser falsa. Portanto, descobrimos que na verdade
|(5(t)| < @(t) = (61 + 83)En(€2tn)

parat € [0,T]eec3 > 0, 0 que resulta no resultado desejado.

Teorema 2.4.15. Seja x a solucdo do problema de valor inicial (30) e z a solu¢do do

problema de valor inicial

Diyz(t) = f(t,2(1)), (38)
DF2(0) =2, k=0,1,....m—1 (39)
Se ¢ := mary—g,., m_1|x(()k) — z(gk)| é suficientemente pequeno, entdo existe algum

h > 0 tal que tanto as fungdes x e z estdo bem definidas no intervalo [0, h), e

supo<i<n|z(t) — 2(t)] = O (max{k:m ..... m_l}\x(()k) = z[()k)\) ) (40)
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Demonstracao 2.4.16. Definindo §(t) := x(t) — z(t), deduzimos que § é a solugdo do

problema de valor inicial

Did(t) = f(t,x(t) — f(E, 2(1)),

(4D
Dk’(s(())—xok)—z((]k), k=0,...,m—1.

pois o PVI acima satisfaz as hipoteses do Teorema 2.4.7.

Considerando o Lema 2.4.5, o problema de valor inicial é equivalente a equagdo

H

) =)+ s [ (= o () = S ().

=

k=0

Usando desigualdade de Holder e a condi¢do de Lipchitz de f, encontramos que:

t
(1) <e Z — + —/ (t — )" o(s)|ds
0
onde L é a constante de Lipschitz. Pelo Lema 2.4.13, obtemos:
0(t)] < O(e)En(Lh"™) = O(e)

como o desejado.

Teorema 2.4.17. Seja v a solucdo do problema de valor inicial (30) e z a solu¢do do

problema de valor inicial

Dly(t) = f(t, 2(t)), (42)

DFz(0) =2, k=01,...,m—1, (43)
onde f deve satisfazer as mesmas hipoteses de f e

€ 1= May, 1) el f(ti, t2) — .f(tla ta)|. (44)

Se ¢ é suficientemente pequeno, entdo existe h > 0 tal que tanto as fungées x e z estdo

bem definidas em [0, h| e
suposranle(t) = 2(1)| = O(maz (s, i) e 6l f (1 — t2) = f(t1,12)]).

Demonstracao 2.4.18. Primeiramente definiremos 6 (t) := x(t) — z(t) onde 6 é a solucdo
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do problema de valor inicial

Do (t) = f(t.z(t)) — f(t,2(1)),
D*§(0) =0, k=0,1,...,m—1.

(45)

Isso é equivalente d equagdo

5(t) = 1) / (t— 57" (f(s,9()) — F(s. 2(5)))ds.

)

Usando a hipdtese de Lipschitz continuidade de f e 1, podemos deduzir que
5001 < [ 0 60) = (o 6D+ 15, 2069) = Fls (60

t n—l 1 t —5)" " ds
<W/o(t_8) |5(s)|ds+5r(n)/0(t )" d

n

! h
< m/o (t—s)|5(3)\ds+€m.

Podemos agora aplicar o Lema 2.4.13 para encontramos novamente

0()] < O(e) En(Lh"™) = OCe).

Teorema 2.4.19. Seja x a solugdo do PVI (30) e z a solugdo do problema de valor inicial

Diyz(t) = f(t, 2(t)),

k _ () _ ~ (46)
D"2(0) =z, k=0,1,...,m— 1.

ondeinn>n,m:=[n],e:=n—ne

0 se m = m,
e =
k - L
mam{\xé )] m<k<m—1} caso contrario.

Se € e €* sdo suficientemente pequenos, entdo existe h > 0 tal que tanto z como x sdo
fungoes definidas em [0, h] e

supo<i<p|z(t) — z(t)| = O(R — n) + O(maw{O,max{\xék)] cm < k<m—1}}).



44

Demonstracao 2.4.20. Seja
o(t) = z(t) — 2(t)
m—1 tk ®) 1 t
_ c - _ n—1
— ; L) + o) /0 (t—s)"""f(s,z(s))ds

1 ! A1
1 / (= sy £ (s, 2(s))ds
m—1 tk (k)

== G g = () = (s )

t:nEt — 1)t B (t — s)i1
+/o I'(n) T'(7) ) f(s,2(s))ds.

Obviamente a soma é O(e*). Logo,

Pt—s)mt (t—s)tt _
/0| Ty Ty T

7’L

/ | n) r<n>'d5

Podemos calcular a integral explicitamente, entretanto, primeiro temos que achar o

zero do integragcdo que estd localizado em <%> o (uma quantidade que converge

para exp((n)) e n — n onde ¥ = %’). Se h é o menor do que esse valor, entdo
o integrando ndo tem nenhuma mudanca de sinal. Caso contrdrio devemos dividir o
intervalo de integracdo neste ponto. Em qualquer caso, podemos dizer que a expressdo
resultante é delimitada por O(n — n) = O(e). Entdo

16(t)] < O(e) +O(e") + %/ﬂ (t—s8)"16(s)|ds

se utilizarmos o Lema 2.4.13 produzimos o resultado desejado.

Coroléario 2.4.21. Assumindo as hipéteses do Teorema 2.4.19 e m = m, entdo
supo<t<n|z(t) — 2(t)] = O(n — n).

Corolario 2.4.22. Assumindo a hipéteses do Teorema 2.4.19 e sejam m > m e Z'ék) =0

parak =m,m+1,...,m — 1, entdo

supo<i<n|x(t) — 2(t)] = O(n —n).



3 MODELAGEM DO PROBLEMA DE INTERESSE

Uma ideia recorrente no campo de pesquisa chamado de Sistemas Biologicos é que
a maneira em que cé€lulas e organismos exercem suas funcdes nao podem ser compreen-
didos, a menos que se tenha uma visdo global do fendmeno. Baseados nesta premissa,
entender como diferentes partes do sistema iteragem € indispensdvel para analisar, mo-
delar e predizer o comportamento do sistema, em oposi¢do ao entendimento individial
de cada célula (individuo). Disto surge a necessidade de uma abordagem multidiscipli-
nar do problema, combinando técnicas experimentais, métodos computacionais, ambos
amparados por uma teoria matematica consistente, na constituicdo de modelos preditivo
que, por um lado descrevam de maneira precisa sistemas biolégicos existentes, por ou-
tro lado possam elucidar novas caracteristicas do sistema que possibilitam descrever uma

determinada dinamica desejada.

Neste capitulo, procuramos descrever caracteristicas de um sistema biolégico em ba-
telada utilizando derivadas de ordem fraciondria, conforme descreveremos na préxima

secao.

3.1 Sistemas biologicos em batelada

Nesta sec¢do apresentaremos o sistema bioldgico de interesse que sdo sistemas em
batelada. Sistemas em batelada consistem em ter controle sobre todas as varidveis de en-
trada, algumas varidveis de estado e as condi¢des de saida. A operacdo deste sistema pode
ser sintetizada da seguinte forma: no instante inicial a solucao nutriente € inoculada com
os microrganismos e incubado; ao sistema nao € imposta nenhuma alteragc@o até o término
do processo fermentativo (3), (1), (23) e (24). Dada a complexidade de tais processos, a
correspondéncia entre os dados de entrada e saida ocorrem, geralmente, de forma nao - li-
near. Neste trabalho nos deteremos a estudar o modelo de balangco de biomassa, substrato
e produto de culturas em sistemas de batelada, descritos pelo problema da valor inicial

fracionario
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) 47)

onde

f(t,a:(t,u)) = (fl(t,x(t,u)),fg(t,x(t,u)),f3(t,$(t,u)),f4(t,x(t,u)),f5(t,x(t,u)))T
= ([Ll‘l(t,U),—q2$1(t,U),(]31’1(t,U),Q4x1(t,U)7q5l‘1(t,U)) (48)

onde x = (z1(t), z2(t), x3(t), x4(t), x5(t)) € o vetor que contem as concentragdes de
biomassa, glicerol, 1,3-PD, acetato e etanol no reator, no instante ¢, respectivamente. As
condigdes iniciais do sistema sdo dadas por £. O vetor u = ({;,t,,), € o tempo onde a
populacao deixa o estado de laténcia e inicia o crescimento exponencial € 0 momento que
/4 atinge o seu maior indice. A taxa p € o crescimento especifico da populacao bioldgica,
g2 € a taxa de consumo especifica do substrato (glicerol) e g;, para j = 3,4, 5, sdo as taxas
especificas de formacgdo dos subprodutos (1,3-PD, acetato e etanol). As taxas especificas

(e qgj para j = 3,4, 5; sdo definidas pelas as expressoes abaixo:

e (CGRGE)e

=2
L
—ma+ 2 50
G2 = Mgy + Y, (50)

onde D7z(t) representa a derivada de ordem fraciondria n segundo Caputo definida na
Sec¢ao 2.2.1 para detalhes da definicao. Para que as derivadas fraciondrias segundo Caputo
estejam bem definidas, a partir de agora assumiremos que x; € A'[0,7T], para j =
1,--,5.

Uma vez que estamos estudando o sistema em batelada, existem condic¢des criticas x;‘f,
paraj = 1,--- 5 para a concentracdo de biomassa, do glicerol, do 1,3 - PD, do acetato
e do etanol, para o crescimento das bactérias. Estes valores, bem como os valores dos

demais parametros utilizados nesta dissertacao serdo apresentados na tabela abaixo.
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Tabela 1: Tabela com os valores dos parametros.

Variavel | Valores

mo 1,358

ms —8,9346

- 2,1098

ms —0,183

t 2,944

t 1,769

L 0,67h™1

x3 10g/L

x5 2039mmol /L
x5 939, 5mmol /L
x; 1026mmol /L
x: 360,9mmol /L

Dada as restricdes necessarias para a bio-conversdo em aplicacdes praticas, consi-
deraremos as concentracdes de biomassa, glicerol, 1,3-PD, acetato e etanol restritas ao

conjunto
W:={z € R°/z; € [0,001,2}], ez, € [0, 7] Jj=2,3,4,5}. (52)

O caso particular em que n = 1 ji é amplamente estudado na literatura (27). E
interessante ressaltar que os resultados na literatura com derivadas de ordem inteira, em-
bora bons, nao descrevem de maneira totalmente fidedigna os experimentos realizados na
pratica. Além disso, um dos problemas das derivadas de ordem inteira é a obtencdo de
f(t,z(t,u)) que é altamente ndo linear, como pode ser observado nas equacdes (48).

Estdo entre nossos objetivos neste trabalho estudar o modelo (47) com derivadas de
ordem fraciondria n € ]0,1]. Em particular, temos a liberdade de escolher este fator
no modelo, haja visto que ele € livre. Desta forma, pretendemos descrever de maneira
mais fidedigna os resultados obtidos em experimentos praticos. Além disso, como as
derivadas de ordem fraciondrias possuem propriedades nao locais, pretendemos utilizar
tais propriedades e analisar a possibilidade de reduzir a alta ndo linearidade do problema.

Outra possilibidade interessante é descrevermos o sistema acima com derivadas de

ordem fraciondrias diferentes para cada linha do sistema, que serd explorado no futuro.

3.2 Propriedades do modelo de bioconversao do glicerol em 1,3 - Pro-

panodiol com derivadas fracionarias

Nesta secdo estudaremos propriedades do modelo (47), de forma a garantir a boa -

colocagdo do problema usando derivadas de ordem fracionarias propostas neste trabalho.
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Comecaremos por um resultado simples de analise:
Lema 3.2.1. O conjunto W definido acima em (52) é um subconjunto compacto do R.

Demonstracao 3.2.2. W é um subconjunto fechado e limitado do R, portanto, com-

pacto.

O préximo resultado é fundamental para obtermos resultados de boa colocagdo para o

problema estudado.

Teorema 3.2.3. A funcdo f(t,x(t)) definida em (48) é continua com relagdo at € [0,T]

e f Lipschtiziana com relacdo a segunda varidvel em W C R®,

Demonstracao 3.2.4. Por hipdtese, x;(-),j = 1---,5 sdo continuas com relagdo a
t € [0,T). Portanto sdo continuas as fun¢oes da forma 1 — x;—@) Agora, a continuidade
de f com relacdo a varidvel t segue do fato que cada coorden]ada € a soma e o produto
de funcoes continuas.

Para provarmos que [ é Lipshitz continua com relagdo a segunda da varidvel, consi-
dere quaisquer fungoes continuas v,y € W. Segue do Teorema do Valor Médio definido

no Apéndice A.3.4, que exite 0 € |0, 1] tal que

f@ () = f(ty(t) = Jf(tx(t) + 0(y(t) — (1)) (x(t) — y(t))

onde J f(t,x(t) + 0(y(t) — x(t))) representa o Jacobiano de f. Portanto, temos que

1f (& x(@) = f(&y@) < | F(E2(@) +0(y(t) = z(@)) =) =y,

Como as derivadas parciais de [ com relacdo a cada uma de suas entradas sdo
continuas (ver os detalhes dos cdlculos do Jacobiano no apéndice A.5) e [0,T] é com-
pacto, segue que a aplicacdo Jacobiana é uniformemente limitada em W. Em outras
palavras, existe L := maxcpo,r ||Jf(t, x(t) + 0(y(t) — x(t)))||. Assim, concluimos f é

Lipschitz continua com constante de Lipschitz L .

Corolario 3.2.5. Para k € K fixo, a fungdo f(t,x(t)) definida em (47) é Lebesgue men-
surdvel em t € [0, 7).

Demonstracao 3.2.6. Como cada coordenada de f é continua com relacdo a t, como

provado no Teorema 3.2.3. Portanto, é Lebesgue mensurdvel (21).

Lema 3.2.7. A funcgdo f(t,x(t)) satisfaz a seguinte condi¢do de crescimento

L& 2@ < C((le@] + 1)

para x(t) € W, onde C' é uma constante que ndo depende de t € [0, T].
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Demonstracao 3.2.8. Da definicdo de f em (47), temos que

5

5 1/2
1F (8 2 (@)l = (Z fj(t7x1<t>>> = o Ol + Y. (53)

=2

Defina a; = max{Y, ', Y3, Yy, Ys, 1} e ay = max{my, ms, mg, ms,0}. Como, para cada
x € W, temos que 1 — me < 1 para qualquer i, temos que q¢ < (aip + az)"/? <
(a1 fim + a3)'/?. Defina C := \/g(alum + ay)/2. Entdo, segue da estimativa (53) que

1 z@)) < Cllen (@) < CUlz@®)]l +1) - (54)

E o lema estd provado.

3.3 Resultados de Boa colocacao para problema estudado

Nesta se¢do, vamos verificar que o PVI de ordem fracionaria (47) é bem posto no
sentido de Hadamard, isto é, vamos garantir resultados de existéncia, unicidade e de-

pendéncia continua para o PVI que estamos propondo.

Teorema 3.3.1. Existe uma tinica solucdo x € C([0, h],R®) do PVI (47), onde h é dado
como no Teorema 2.4.7. Além disso, o PVI depende continuamente dos dados inicias, do

lado direito f, bem como, da ordem da derivada n.

Demonstracao 3.3.2. Como f definida no lado direito do problema (47) é Lipschitiziana
com relacdo a segunda varidvel, como provado no Teorema 3.2.3, segue que as hipoteses
dos Teoremas 2.4.7, 2.4.11, 2.4.15, 2.4.17 e 2.4.19 sdo satisfeitas e, portanto, o teorema

estd provado.

O préximo resultado esta relacionado com os métodos numéricos para resolver EDO’s
de ordem fraciondarias, uma vez que os métodos numéricos que utilizaremos estao basea-
dos em métodos de colocacdo para resolver integrais como as que aparecem no proximo
resultado (12).

Corolario 3.3.3. A solugcdo x € C|0, h] do problema (47) satisfaz a equagdo integral de

Volterra ndo-linear do segundo tipo

et 1 et
x(t) = g—!xo +W/o (t — s)" L f(s,z(s))ds (55)

onde m = [n].

Demonstracao 3.3.4. De fato, como as hipoteses do Teorema 2.4.7 sdo satisfeitas, entdo

também sdo satisfeitas as hipoteses do Lema 2.4.5.



4 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados numéricos para a solucao do sistema
de equacdes diferenciais fraciondrias (47), para alguns valores de n €]0, 1]. Os pardmetros
utilizados aparecem na Tabela 1. As condigdes iniciais do sobprodutos sdo x1(0) = 0,5
g/L (Biomassa), 22(0) = 400 mmol/L (glicerol) e z3(0) = x4(0) = x5(0) = 0 mmol/L
(1,3-PD, Acetato, Etanol, respectivamente), haja visto que ndo ha indicios destes sub-
produtos no inicio do processo. Os valores correspondentes para as derivadas de ordem
fraciondria n €]0, 1] utilizadas sdo apresentados na se¢éo abaixo. Aproveitamos para sali-
entar que, embora seja possivel provar resultados de existéncia, unicidade e dependéncia
continua para n € R, para o problema estudado, para o caso em que n € |1,0[, o
problema necessita de outras condicdes iniciais, cujos valores ndo temos acesso. Para
este caso faz-se necessdrio o contato com expecialistas na drea para determinar condicoes

adequadas ou entdo obter dados reais para as simulacoes.

Para a simulacdo numérica utilizamos os cédigos fdel2.m e o flmm.m em linguagem
Matlab adaptados de (20).

O método fdel2 utiliza uma combinacdo de algumas regras de integracao para in-
tegrandos do tipo produto (como o que aparece na equacdo de Volterra de segunda
espécie (55)), conhecidas como método de Adams-Bashforthm-Moulton. Detalhes de

convergencia, estabilidade e especificacdes do método podem ser encontradas em (12).

O codigo flmm usa diferentes versoes fraciondrias de métodos lineares do tipo multi-
passos (LMMs) de segunda ordem descritos em (13). Tais métodos podem ser vistos
como uma generalizacdo da regra do Trapézio (conhecida como método Tustin), que é de
fato uma generalizagdo da férmula de Newton-Gregory ou ainda, uma generalizacao do

método de diferenciacdo para a frente.

Ambos os métodos estdo baseados na regra de quadratura discreta para convolucoes.

A regra da quadratura para a convolucdo € avaliada utilizando a Tansformada de Fourier

2

rapida (FFT), reduzindo o custo computacional de N? para N(log(N))?, onde N € o

niimero de pontos de integragéo no tempo em [0, 7).
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4.1 Simulac6es numéricos

Nessa secao apresentaremos algumas simula¢des numéricos para diferentes valores
de n (lembrando-os que n € a ordem da derivada fraciondria segundo Caputo) e faremos
alguns comentérios sobre os resultados encontrados. Em todos os casos mostraremos trés
gréaficos, onde o primeiro aborda a solu¢do do PVI representando todos os subprodutos, o
segundo e o terceiro mostra os componentes mais interessantes para o nosso estudo. Estes
sdo o crescimento da biomassa, consumo do glicerol e a producdo de 1,3-PD. Em todos
as simulacoes foram utilizados os cédigos fde12.m e o flmm.m, entretanto abaixo mos-
traremos apenas os graficos obtidos através do cédigo fdel12.m visto que seus resultados

sao idénticos.

Primeiramente simularemos um caso particular em que a derivada é de ordem inteira

(n =1,0), o qual ja € amplamente estudado na litaratura (27).

Grandaza e unidade
Grandeza e unidade

-60
0

Figura 1: Solucdo do PVI (47) para a ordem da derivada n = 1.

Na figura acima apresentamos os graficos da solu¢do do PVI (47) para a ordem da
derivada n = 1, 0, usando o algoritimo fde12.m. A figura a esquerda apresenta o compor-
tamento da biomassa (x1(t)), do glicerol (z3(t)), do 1,3-propanodiol (z3(t)), do acetato
(x4(t)) e do etanol (z5(t)). Na figura a direita apresentamos somente 0 comportamento
das dinamicas mais interessantes para o problema, que sdo a biomassa, o glicerol e o
1,3-PD.
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Grandeza e unidade
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Figura 2: Dinamica da biomassa como solu¢do do PVI (47) paran = 1,0

Se analisarmos os graficos acima, descobrimos que o méaximo de producgdo 1,3-
propanodiol € 273, 1746 mmol/L. Obtemos esse valor exatamente no tempo 4, 7834 ho-
ras , quando o valor da biomassa atingir 7,0947 g/L e o glicerol reduzi-se a 0,0037
mmol/L. Podemos afirmar que a aproximadamente 60% do glicerol foi transformado em
1,3-propanodiol.

Para a ordem da derivada n = 0, 99 apresentaremos abaixo os graficos obtidos utili-
zando os algoritmos fdel2.m e flmm2.m. Como os resultados independem do algoritmo
utilizado, apresentaremos somente um deles, utilizando o algoritmo fdel2.m. Abaixo
apresentaremos algumas tabelas comparativas dos valores obtidos utilizando ambos os

algoritimos para comprovar este fato.

Grandeza & unidads
Grandeza e unidade

50 L L L L L L L L L )
0 0

Figura 3: Solugdo do PVI (47) para a ordem da derivada n = 0, 99.

Na figura acima apresentamos os graficos da solu¢do do PVI (47) para a ordem da de-
rivada n = 0.99, usando o algoritimo fdel2.m. A figura a esquerda apresenta o compor-

tamento da biomassa (x1(t)), do glicerol (z3(t)), do 1,3-propanodiol (z3(t)), do acetato
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(x4(t)) e do etanol (z5(t)). Na figura a direita apresentamos somente 0 comportamento
das dindmicas mais interessantes para o problema, que sdo a biomassa, o glicerol e o
1,3-PD.

Grandeza e unidade

. . L . . . I 1 .
1] 045 1 148 2 245 3 35 4 45 5
Termpo t

Figura 4: Dinamica da biomassa como solu¢do do PVI (47) paran = 0, 99.

Se analisarmos os graficos, descobrimos 0 maximo de produc¢do 1,3-propanodiol é
272,1661 mmol/L. Obtemos esse valor exatamente no tempo 4, 8062 horas, quando o
valor da biomassa atingi 7,0976 g/L e o glicerol € 0, 0066 mmol/L. Podemos notar uma
reducdo na produgdo total de 1,3-propanodiol e um leve aumento de subprodutos como
acetato.

Os préximos graficos mostram o dindmica para a ordem da derivada igual an = 0, 97.

Grandaza e unidade
Grandeza e unidade
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0 2 2 i B i 0

Figura 5: Solugdo do PVI (47) para a ordem da derivada n = 0, 97.

Na figura acima apresentamos os graficos da solu¢do do PVI (47) para a ordem da de-
rivada n = 0,97, usando o algoritimo fdel2.m. A figura a esquerda apresenta o compor-

tamento da biomassa (x1(t)), do glicerol (z3(t)), do 1,3-propanodiol (z3(t)), do acetato
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(x4(t)) e do etanol (z5(t)). Na figura a direita apresentamos somente 0 comportamento
das dindmicas mais interessantes para o problema, que sdo a biomassa, o glicerol e o
1,3-PD.

Grandeza e unidade
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0 0s 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Tempo t

Figura 6: Dinamica da biomassa como solu¢do do PVI (47) paran = 0, 97.

Se analisarmos os gréficos, descobrimos que o maximo de produgao 1,3-propanodiol é
269, 9101 mmol/L. Obtemos esse valor exatamente no tempo 4, 8574 horas, quando o va-
lor da biomassa atingi 7, 1030 g/L e o glicerol é 0, 0058 mmol/L. Percebe-se uma pequena
diminui¢do da produgdo de 1,3-propanodiol e um leve aumento dos outros subprodutos.

Para a ordem da derivada n = 0, 95 podemos ver os seguintes resultados.

[N
=)
=]

m
[=]

Grandeza e unidade
Grandeza e unidade
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Figura 7: Solugdo do PVI (47) para a ordem da derivada n = 0, 95.

Na figura acima apresentamos os graficos da solu¢ao do PVI (47) para a ordem da de-
rivada n = 0, 95, usando o algoritimo fdel2.m. A figura a esquerda apresenta o compor-
tamento da biomassa (x(¢)), do glicerol (z1(¢)), do 1,3-propanodiol (z3(t)), do acetato

(x4(t)) e do etanol (z5(t)). Na figura a direita apresentamos somente 0 comportamento
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das dinamicas mais interessantes para o problema, que sdo a biomassa, o glicerol e o
1,3-PD.

Grandeza e unidade
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Figura 8: Dinamica da biomassa como solu¢dao do PVI (47) paran = 0, 95.

Se analisarmos os graficos, descobrimos que em ambos 0s c6digos obtemos 0 maximo
de producgdo 1,3-propanodiol € 267,2467 mmol/L. Obtemos esse valor exatamente no
tempo 4, 9179 horas, quando o valor da biomassa atingi 7, 1075 g/L e o glicerol € 0, 0040
mmol/L. Como anteriormente, hd uma redu¢do na produgdo de 1,3-propanodiol com a

reducao da ordem da derivada.

Para verificar se o fendmeno observado acima, de redug¢do da podugdo de 1,3-
propanodiol com relagcdo a ordem da derivada, apresentaremos abaixo os resultados para
n =20,8.
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380+

300

250} 50
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Figura 9: Solucdo do PVI (47) para a ordem da derivada n = 0, 8.
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Na figura acima apresentamos os graficos da solu¢do do PVI (47) para a ordem da
derivada n = 0, 8, usando o algoritimo fdel2.m. A figura a esquerda apresenta o compor-
tamento da biomassa (x1(¢)), do glicerol (z3(t)), do 1,3-propanodiol (z3(t)), do acetato
(x4(t)) e do etanol (z5(t)). Na figura a direita apresentamos somente 0 comportamento
das dinamicas mais interessantes para o problema, que sdo a biomassa, o glicerol e o
1,3-PD.
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Figura 10: Dinamica da biomassa como solucao do PVI (47) paran = 0,8

Se analisarmos os graficos, descobrimos que o0 maximo de producgao 1,3-propanodiol
¢ 229, 5137 mmol/L. Obtemos esse valor exatamente no tempo 4, 9297 horas, quando o
valor da biomassa atingi 6, 2328 g/L e o glicerol € 51, 7584 mmol/L.

Por fim, apresentamos os resultados para a ordem da derivada n = 0, 5, como objeto

de curiosidade.

400 T T T T T T T T T 400

3|0
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Figura 11: Solucdo do PVI (47) para a ordem da derivada n = 0, 5.

Na figura acima apresentamos os graficos da solu¢ido do PVI (47) para a ordem da

derivada n = 0, 5, usando o algoritimo fdel2.m. A figura a esquerda apresenta o compor-
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tamento da biomassa (x(¢)), do glicerol (z3(¢)), do 1,3-propanodiol (z3(t)), do acetato

(z4(t)) e do etanol (x5(t)). Na figura a direita apresentamos somente 0 comportamento

das dinamicas mais interessantes para o problema, que sdo a biomassa, o glicerol e o
1,3-PD.

Grandeza & unidadse

45

351

. . I 1 .
245 3 35 4 45 5
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Figura 12: Dinamica da biomassa como solu¢do do PVI (47) paran = 0, 5.

Se analisarmos os gréficos descobrimos que o mdximo de produgdo 1,3-propanodiol

€ 157,2336 mmol/L. Obtemos esse valor exatamente no tempo 4, 0867 horas, quando o

valor da biomassa atingi 4, 0581 g/L e o glicerol € 180, 8366 mmol/L.

Tabela 2: Tabela com os valores da solu¢ao do modelo do nosso problema usando fde12.m

n t(Tempo) x1(t)(Biomassa) | x5(t)(Glicerol) x3(t)(1,3 — Propanodiol)
1,0 | 4,7834 horas | 7,0947 g/L 0,0037 mmol /L 273,1746 mmol /L
0,99 | 4,8063 horas | 7,0976 g/ L 0,0066 mmol /L 272,1661 mmol /L
0,97 | 4,8063 horas | 7,1030 g/L 0,0058 mmol /L 269, 9101 mmol /L
0,95 | 4,9179 horas | 7,1075 g/L 0, 0040 mmol /L 267,2467 mmol /L
0,8 |4,9297 horas | 6,2328 g/L 51,7584 mmol/L | 229,5137 mmol /L
0,5 |4,0867 horas | 4,0581 g/L 180, 8366 mmol /L | 157,2336 mmol /L




Tabela 3: Tabela com
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os valores da solucdo do modelo do nosso problema usando

flmm2.m
n t(Tempo) x1(t)(Biomassa) | x5(t)(Glicerol) x3(t)(1,3 — Propanodiol)
1,0 | 4,7836 horas | 7,0947 g/L 0,0037 mmol /L 273,1746 mmol /L
0,99 | 4,8062 horas | 7,0976 g/L 0,0066 mmol /L 272,1661 mmol /L
0,97 | 4,8063 horas | 7,0976 g/ L 0,0066 mmol /L 272,1661 mmol /L
0,95 | 4,9179 horas | 7,1075 g/L 0,0040 mmol /L 267,2467 mmol /L
0,8 |4,9311 horas | 6,2340 g/L 51,6872 mmol/L | 229,5139 mmol /L
0,5 | 4,0870 horas | 4,0582 g/L 180, 8302 mmol /L | 157,2337 mmol /L

Algumas conclusdes a cerca dos resultados obtidos:

e Se observarmos os valores das tabelas percebemos que o melhor resultado encon-

gundo Caputo sio obtidos para em torno de n = 1.

trado que descreve o nosso problema considerando as derivadas fraciondrias se-

e A producdo de 1,3-propanodiol diminui diretamente proporcional a ordem da deri-

vada.

A seguir apresetaremos os graficos comparativos entre as ordens das derivadas e os

subprodutos do processo. Nota-se que a producdo dos sub-produtos, 1,3-propanodiol,

acetato e etanol, bem como o crescimento da biomassa e o crescimento do consumo do

glicerol sdo maiores quanto menor for o valor da ordem da derivada n, até o ponto t,,.

Depois este comportamento se inverte. Isso significa que o que pode estar acontecendo

¢ que o valor de ¢, usado ndo seja o 6timo. O mesmo nos faz pensar que necessitamos

calibrar todos os paramentros do modelo, para cada valor de n. No entanto, estes assuntos

ficardo como trabalhos futuros.
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Figura 13: Dinamica da Biomassa como solucdo do PVI (47), para diferentes ordens da
derivada n.
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Figura 14: Dinamica do Glicerol como solucdo do PVI (47), para diferentes ordens da
derivada n.
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Figura 15: Dinamica de 1,3 - Propanodiol como solucdo do PVI (47), para diferentes
ordens da derivada n.
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Figura 16: Dinadmica do Acetato como solucao do PVI (47), para diferentes ordens da
derivada n.
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Figura 17: Dinamica do Etanol como solucao do PVI (47), para diferentes ordens da
derivada n.



5 CONSIDERACOES FINAIS E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho nos propomos a modelagem da bioconversdo de glicerol em 1,3-
propanodiol utilizando derivadas de ordem fraciondrias, em contrapartida a modelagem
com derivadas de ordem inteira conhecidas na literatura. Em outras palavras, propomos
um modelo de balanco de massa que leva em consideracao alguns aspectos de memoria,
herdados da dinamica fraciondria proposta. Sendo esta umas das principais contribui¢des
e novidades deste trabalho. Provamos para este modelo, resultados de existéncia, unici-
dade e dependéncia continua dos dados iniciais, dos pardmetros, bem como, € possivel

obter alguns resultados de dependéncia continua com relagdo a ordem das derivadas.

Com esta abordagem, previamos obter resultados melhores para a conversao de gli-
cerol em 1,3-propanodiol. O que podemos concluir dos resultados numéricos € que, en-
quanto o tempo for menor que ¢,,, este fato se confirma, mas ndo € mantido durante todo o
processo. Em outras palavras, observamos pelos experimentos numéricos (que nao foram
provados teoricamente), dado o conjunto de parametros usados, a producdo maxima de
1,3-PD é monétona crescente com a ordem da derivada fraciondria n, paran €]0, 1]. Caso
seja possivel provar tal resultado para n € ]0, 2], nos faltaria acesso a dados numéricos
para simulacdo usando n > 1. Como ndo tivemos acesso a dados reais at€ o presente
momento, ndo podemos afirmar que a modelagem com derivadas de ordem fraciondrias
seja melhor ou pior que a modelagem com derivadas de ordem inteira. Esta comparacdo

estd entre nossos objetivos para trabalhos futuros.

Agora apresentaremos alguns trabalhos futuros a esta dissertagao:

1. Utilizamos em nossas simulagdes numéricas um conjunto de parametros que foram
obtidos por calibragao do modelo com a derivada de ordem 1, em (27). Por este
motivo, hd a possibilidade de que os resultados obtidos com derivadas de ordem
fraciondria sejam melhorados a partir do momento que os pardmetros sejam cali-
brados de acordo com a dinamica envolvendo tais derivadas. No entanto, 1sso s6
serd possivel se obtivermos dados reais do processo de bioconversao, o qual também
€ objetivo futuro via contatos com pesquisadores na area de bio-engenharia. O pro-

blema de calibracio dos parametros se encaixa na drea de problemas inversos.
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2. Com os parametros atuais, os resultados numéricos mostraram que as derivadas
de ordem 1 produzem a maxima produ¢do de 1,3 - propanoidiol com o consumo
méximo do glicerol. No entanto, ndo investigamos numericamente os resultados
para n € |1,00[. Nao o fizemos por dois motivos distintos: primeiro por nio
termos dados iniciais suficientes (s6 possuimos um conjunto de dados iniciais que
correspondem ao valor dos bio-reagentes e sub-produtos em ¢ = 0, 0s quais nao sao
suficientes para provar resultados de boa-colocacao do problema (47)). Em segundo
lugar, hé a necessidade de mudar os algoritimos utilizados para simular o problema.
Como vale a propriedade da soma dos indices da derivada de ordem fraciondria
como estabelecido no Lema 2.2.10, podemos concluir que as alteragdes necessarias
no algoritimo € primeiro calcular a derivada de ordem inteira e a este valor agregar a
derivada de ordem fraciondria com n €0, 1]. Portanto, estdo entre nossos objetivos
futuros obter dados iniciais correspondentes ao PVI (47), para n > 1 e modificar
os algoritimos fde12 e/ou flmm para simular a dindmica da bio-conversao para tais

valores de n.



APENDICE A TEOREMAS FUNDAMENTAIS

Nesse apéndice descrevemos defini¢des, teoremas e alguns cdlculos encontrados, onde
primeiramente definiremos a fung¢do gama, funcao de Mittag-Leffler, teoremas de ponto
fixo e o teorema do valor médio. Apds descreveremos fungdo de Borel e Lebesgue men-

suraveis e o Calculo do operador Jacobiano para o problema estudado.

A.1 Funcao Gama

Segundo (25) a fungcdo gama também conhecida como integral de Euler do segundo
tipo, I'(x), € indiscutivelmente a fungdo basica do célculo fraciondrio, considerado uma

generalizagdo do conceito do fatorial.

Definicao A.1.1. A funcdo I' : (0,00) — R, € definida por

[(x):= / t" e tdt. (56)
0
Exemplo A.1.1. Considerando x = 1, obtemos:

(1) = / e 'dt — lim eldt = lim [—e !5 = lim (1—-e¢*)=1. (57)
0

Z—> 00 0 Z— 00 Z—> 00
Teorema A.1.2. Se x € N, entdo, xI'(z) = I'(x + 1).

Demonstracdo A.1.3. A prova usa indugdo matemdtica. Onde (x = 1) obtemos I'(1) =

0! =1, que é verdade por (A.1.1). Usando a equacdo funcional e a hipdtese de indugdo:
MNex+1)=al'(z) =2(x—1)! =2!

Para definirmos alguns valores da fun¢do gama usaremos (A.1.1) e (A.1.2). Sabendo
que I'(1) = 1, conseguiremos entdo calcular o I'(2) e I'(3) utilizando a primeira proprie-
dade. Onde:

r2)=ra+1)=10(1)=1

I(3)=T(2+1)=2I(2) =2
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para obter os valores I'(4),I'(5), I'(6) e assim sucessivamente se utiliza 0 mesmo método.

Para encontrar alguns valores fraciondrios, primeiramente devemos calcular o F(%)
onde segundo (14) calculamos da seguinte forma:

1 o > ;
[(z) = / et gt = / e 't 2dt.
2 0 0

Substituindo
t =2 — dt = 2xdx
obtemos - -
/ e e ™ 2rdr = 2/ e dz
0 0
1 1 ee 2
—T'(=) = T dx.
i ( 2) /0 e dr
Seja
[:/ e_ygdy:/ e da
0 0
entao

12:/ e_dey/ e_z2d3::/ / 6_926_Z2d;1:dy:/ / e~ W) dady.
0 0 o Jo o Jo

Logo utilizando coordenadas polares definimos que

/ / ~W J“51”2)dxdy = / / " drdo.

Substituindo u = 7?2 derivando temos du = 2rdr, entdo

/ | g vdudo -

|
/ (——6_“) do =
0o 2 o
B
| Gdo=
0o 2
m
T
Sabendo que I? = Z, podemos concluir que / = \/TE e que 31(5) = ‘/TE, entdo

F(%) = /m. Apartir desse resultado podemos encontrar outros valores da fungdo gama,
como:

+1) = 1F(1

r(;):r(l 1) =3

2
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ry=ren="1rd) =27
r)=rC+y=2rd)= 17

E assim sucessivamente encontramos outros valores fraciondrios da fung¢do gama.
Abaixo estd ressaltado outro método (17) utilizado para encontrar os valores da funcao

gama.

Para x > 0, temos:

(1 n) = (2n)!\/7

2" 4n) (58)
Para x < 0, temos:
1 _ [A4'lyT

Utilizando a férmula que foi enunciada logo acima, obtemos os seguintes valores:

r(-3) =1 - 1= ST — o

r(-3y —pd o gy o EAE2VT VT

2 2 22 3
() =T +0) = 2™ = V&
3 1 2.(1 T
M) =G+ =2 = 5

Tabela 4: Tabela com alguns valores da funcdo gama

X € ndmero inteiro

x € numero fracionario
M()=oco  |I(-3)=27
L(0) = o0 D(—1) = —2/7
() =1 r(}) = v
) =1 r@) =¥
I'(3) =2 r(3) =2
T(4) =6 I(l) =17

A.2 Funcao Mittag - Leffler

Essa func¢do € fundamental e importante em nosso contexto, e ela serd usada em alguns

lugares durante toda a dissertagdo. NG6s comegamos com dois conceitos apds definimos
dois teoremas.
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Definicao A.2.1. Sejan > 0, a funcdo E,, definido como

= F (jn+1

sempre que a série converge é chamada funcdo de Mittag-Leffler com ordem n.
Definicao A.2.2. Sejam ny,ny > 0, a fungdo E,, ,, € definida

’I’Ll n2 ZF

e (jn1 + na)

sempre que a série converge é chamado fungdo de Mittag-Leffler com dois pardmetros n

€ No.
Teorema A.2.1. Sejam ny, no > 0 e x € C. Entdo,

1

ETL n = En n na(x .
1, z(x) T Ly ng+na( )+ F(ng)

Demonstracao A.2.2. Interessados nos detalhes podem consultar (8, teorema 4.2 pg.
69).

Teorema A.2.3. Sejamn >0, A € Rez(t) := E,(At"),t > 0. Entdo,
DIz (t) = Az(t).

Demonstracao A.2.4. Se considerarmos A = 0, note que x(t) = FE,(0) = 1. Portanto

Dlx(t) = 0 = A\x(t) conforme o necessdrio. Por outro lado pk(z) = xk:

Dt = 0y |3 s

= Jrrpm [Z —J,
pr I'(1+ jn)

= ND"p,;
_ g [Z XDy
s I'(1+jn)

(t)

— - )\ijpnj
t — m—n
)= s Lz:: T'(1+ jn)

—n = >\j nj—n
(1) =T Lz_: I'(1 +pjn - m)] (®)

FlF(l—i—jn— Fl—l—jn—n)
i Ngra—n i N
FlF(l—irjn—n J=1F1+]n
()
pu— A —_— A t .
2 ISR
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Teorema A.2.5. Sejamn > 0, m = [n]| e A € R. A solugdo do problema de valor inicial

Dl (t) = Ax(t),
z(0) = o, s®0)=0 (k=1,2,...,m—1)

é dada por
z(t) = xo B, (A7), t > 0.

Demonstracao A.2.6. Interessados nos detalhes podem consultar (8, teorema 6.11 pg.
101).

A.3 Teoremas do ponto fixo e teorema do valor médio

Teorema A.3.1. (Teorema do ponto fixo Weissinger) Seja (U, d) um espago métrico ndo-
vazio e a; > 0, para todo j € Ny, tal que Z;io a; converge. Se A : U — U satisfaz a
desigualdade

d(Au, AT) < ajd(u,v) (60)

ondej € Neu,v € U.
Entdo, A estd no ponto fixo u*. Além disso, para qualquer vy € U a sequéncia

(A )32, converge para o ponto fixo u*.

Teorema A.3.2. (Teorema de ponto fixo Schauder’s) Seja (E,d) um espaco métrico, U
um subconjunto convexo, fechado em E e A : U — U tal que o conjunto {Au :u € U}

é relativamente compacta em E. Entdo A tem pelomenos um ponto fixo.
Neste contexto, lembramos da seguinte defini¢ao:

Definicao A.3.1. Seja (F,d) um espagco métrico e ' C E. O subconjunto F é relativa-

mente compacto em E se o subconjunto F' é fechado.

Teorema A.3.3. (Arzeld-Ascoli) Seja F C Cla,b] para b > a e assumindo a defini¢do
da norma de Chebyshev, entdo temos que F é relativamente compacto em C([a, b]). Para
cada £ > 0 existe um § > 0 tal que para todo f € F ex, z* € [a,b] com |z —x*| < ¢
flloo < Ctalque f € F.

temos | f(x)— f(x*)| < € e é uniformemente limitada, ou seja,

Teorema A.3.4. (Teorema do valor médio) Seja f uma funcdo continua definida num

intervalo fechado [a, b] e diferencidvel em [a, b] existe algum ponto c em [a, b] tal que:

£(b) ~ f(a)

7o) = 20—

Demonstracao A.3.5. Interessados nos detalhes podem consultar (16, teorema 4.6 pg.
69).
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A.4 Funcao de Borel e Lebesgue mensuraveis

Definicao A.4.1. (Fungcdo Mensurdvel) Seja f : X — Y uma fungdo, onde (X,0M) e
(Y, M) sdo espacos mensurdveis. Uma fungéo é dita (I, N) - mensurdvel se {~'(E) €

M, VE € N, isto é, se a pré - imagem de todo conjunto Nt - mensurdvel é IN - mensurdvel.
Funcao de Borel

Um caso particular importante da definicdo acima acontece quando tomamos 1, como
sendo a dlgebra de Borel, neste caso (se a definirmos como a menor sigma-algebra con-
tendo a topologia), a seguinte defini¢ao € equivalente:

Seja f : X — Y, uma fungdo, onde (X, 1), € um espagco mensuravel e (Y, ), é

um espaco topoldgico. Uma funcio € dita Borel-9)1 - mensurdvel se:
f1(0) € MyYO € N
Funcao Borel-Lebesgue mensuravel

Uma func¢do é dita Borel-Lebesgue mensurdvel quando 991 = £, a « - dlgebra de
Lebesgue e 91 = ‘B , a dlgebra de Borel. Muitas vezes, uma funcdo Borel-Lebesgue

mensuravel € dita apenas Lebesgue - mensurdvel ou simplesmente mensuravel.
Funcao reais Borel-Lebesgue mensuravel

E costume representar uma funcdo f : D C R™ — R™, pelas suas componente no

contra-dominio:

Pode-se mostrar que f : D — R”, é Borel-Lebesgue-mensuravel se e somente se

cada uma das f* : D — R, é Borel-Lebesgue-mensurével.

Observacao A.1. Todas as funcoes continuas sdo funcoes de Borel, mas nem todas as

funcées de Borel sdo continuas.

Observacao A.2. Todas funcoes continuas, funcoes monotonas, fungoes semicontinuas,
fungoes integrdveis de Riemann e funcoes de variagdo limitada sdo funcoes de Lebesgue

mensurdveis.
Propriedades:

Sejam f: D — R"e g : D — R", fun¢des Borel-Lebesgue-mensuraveis onde D

¢ um conjunto mensurdavel de R™, e a, e /3, reais entdo:
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1 af(z)+ Bg(x), é mensurdvel;

2 f@)gx) = (f(x)g'(x), F2(x)g%(x), .

, f"(x)g™(x)), € mensuravel,
3 f(x + \), é mensuravel paratodo A € R™;
4 Seh:D — R"epn({f(x) =h(x)}), entdo h, é mensuravel.

5 Se f, : D — R, s@o mensurdveis e convergem quase-sempre entdo o limite € uma

funcdo mensurdvel.

A.5 Calculo do operador Jacobiano para o problema estudado

Para mostrarmos que a fungdo f definida em (47) é localmente lipschitz continua
em W com relacdo a x, conforme foi usado no Teorema 3.2.3, utilizamos o Teorema
do Valor Médio para garantir a existéncia de 6 €)0, 1] tal que || f(¢,z1) — f(t, z2)|] <
|| (z2 = (1 — @2))[||21 — 22|, Va1, 22 € C([0, T], R).

Para completar a demonstragao do Teorema 3.2.3, basta mostrar que o operador Jaco-

biano é limitado em W. Assim, escrevendo o Jacobiano, obtemos:

ofohn Ofoh Ofofh Of9hH  Of Oh
af: 9x1  Ofi dxs  Of: Ows Of1 Oxa Of1 das
Of 8fa Of 8f» Of 0fr Of Ofe  Of Ofa
U d Y v
Jf(t,x1(t) + 0(xo(t) — x1(2))) = SLoL DLof L0k 0I5k DLk
Or ofs Of 8fs Of 0fsa Of 8fs Of Ofs
Ofs Ox1  Ofs Oxo  Ofs Oxz  Ofs Oxs  Of4 Oxs
orofs of8fs Of0fs Of 8fs Of Ofs
| Ofs 01 Ofs5 Oz Ofs Oxz  Ofs5 Ova  Ofs Oxs
onde
of O
oh 5t = n(1 - 0),
of O 5 z;(t —22(t)+atks—2x0(t)ks
B_‘){lﬁ = [xl + 9(1’2 - ,fEl)]/J/m Hi:g (1 - J:(f)> |: Z(m%(x;(t)-‘rks)é() ]’
of 0fr _ z2(t) z2(t) 1 z4(t) z5(t)
s = o 0o = ol [ (1-22) () (1—=) (1-52) |
of 0 xo(t xo(t x3(t x5(t
o = o 0o o)l i (1= 550) (1 =222 () (1 —52) |
of 0 xa(t xo(t x3(t z4(t
50—l o 1) (- 28) (-2) ()]
of O
a_fj;a_gi = Q2(9 - 1)9
of 8 5 xi (¢ —x2(t)+aiks—2xo(t)ks
S5 = [+ 0w — ) (s () TTs (1 52 [ RG] — ),
of 8fa __ 1 z2(t) z2(t) 1 z4(t) z5(t)
o 00, — 101 T 0(z2 — 21)] [Z“mxg(f)m <1 — > (g) <1 - i_4> (1 — )]
of 0 xo(t xo(t x3(t x5(t
o = o 0o el i (1552 (1-52) () (152
of 0 xa(t xo(t x3(t z4(t
g s i (1) (-5 (-2) ()]
of O
%Q_ﬁ = Q3(1 - 0)9
of o z; —x2(t)+atks—2xo(t)ks
%a_g{z = [351 + ‘9(952 - $1)]{y3(ﬂm) H1=3 (1 - ;f?) [ 2;%(9522(,5)%5)22() } + Q39}7
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910 = (14 + (s — )] [~yapim s (1-20) (1) (1 20) (1 - =0)],
S 58 = o 0o = ] [l (1 242) (1= 250) () (1 =)
SE = [o1 + (s — 21)] [—ysumxj(i)—(f,% (1 - x;(;)) (1 x;ﬁgf’) (1 - x;_f)> (i)}
ILoh — qu(1-0),

SLOL — [y + 0w — ) {ya () T[T (1 — ff;gf)) [“”@tﬁ’;;;,j;z““ﬂ - af),
s = 0 o) [rvamit (1252 () (1) (1))
L0 — [y + 0z — 2)] | ~yatm ity (1-22) (1-22) (&) (1-=2)).
S8 = e+ 00— )] [ty (1= 742) (1-22) (1-=0) ()]
5% o = as(1 = 0),

SLA — [y + 02 — 20) {ys () [T (1 — ff;g)) ["”32?12%’5;;53%@’“8} Y
s = 0 o) [rvmit (1-25) () (1) (1-52)]
L — [2y+ 0wy — 1) |yt o (1- 20 (1-20) (L) (1-=0)],
B8 = [z, 4 (s — 21)] |yt el (1 20 (1 20) (1 =0 (1)),

Se observarmos cada coordenada do operador jacobiano percebemos que cada coor-
denada é continua. Como W C R® é compacto, segue que o operador Jacobiano é limi-

tado. Portanto é possivel mostrarmos que existe L = maz ew ||J f(x1(t, u) +0(xo(t, u) —

r1(t, w)))|-
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